Ma8- und Integrationstheorie (WS 10/11)

Shantanu Dave & Giinther Hormann

Aufgabe 1

zu §1. Mafle und o-Algebren

Sei €2 eine Menge. Zeige:

(a) Ist A eine o-Algebra auf €2, dann gilt o(A) = A.

(b) Ist AC Qund § = {A}, dann gilt o(9) = {0, A, A, Q}.

Sei 2 eine Menge und A die o-Algebra aller Teilmengen A C €, fiir welche A oder A°
(hochstens) abzahlbar ist (vgl. VO Beisp.1.3(2)). Zeige, dass das System & aller endlichen
Teilmengen von () ein Erzeuger fiir A ist, d.h. dass (&) = A gilt.

[Zahlmaf, vgl. VO Beisp.1.8(2)] Sei €2 eine Menge und definiere ¢: P(Q2) — [0, oo durch

A nich lich
C(A:{OO nicht endlich, (ACQ).

card(A) A endlich,

Zeige, dass ( ein Maf} auf P(Q) ist.

Sei Q2 eine tberabzihlbare Menge und A die o-Algebra aller Teilmengen A C , fiir
welche A oder A¢ (hochstens) abzéhlbar ist. Definiere p: A — [0, 00] durch

(Ae A).

0 A abzéhlbar,
1(A) = .
1 A€ abzihlbar,

Zeige, dass p ein Mafl auf A ist.

zu §2. AuBere Mafle

[AuBeres Lebesgue-Maf auf R, vgl. VO Bem.2.3] Fiir (achsenparallele) Quader im R”
von der Form @Q = [aq,b1] X - -+ X [an, by] (mit a; < b;, j =1,...,n) setzen wir wie {iblich

Vol(Q) := (by —ay) - (b, — ay).
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Weiters definieren wir die Abbildung A*: P(R™) — [0, 00| durch

A*(A) := inf {Z Vol(Q) | W ist endliche oder abzihlbare Uberdeckung von A durch Quader}.
Qeu

Zeige, dass \* ein dufleres Maf ist.

(Anleitung fiir den Beweis der o-Subadditivitdt von A\*: Sei A = (J;2 | Ap; falls fiir ein n € N
schon \*(A,,) = oo gilt, ist nichts mehr zu zeigen; sei also A*(4,,) < co Vn € N und £ > 0 beliebig;
dann exisitiert zu jedem n eine Uberdeckung (Q");en von 4,, durch Quader mit 372, Vol(Q1) <
N (Ap) +e/27L)

zu Canotr Menge

[6] Die Cantor Menge C ist induktiv definiert. Sei I = [0,1] das abgeschlossene einheits
Interval. Im ersten Schritt entfernen wir das mittlere Drittel aus I um zwei disjunkt abge-

schlossene intervale zu erhalten. Sei Ky := [0, 3] U[2,1]. in naechsten Schritt entfernen wir

jeweils das mittlere Drittel beide intervale in K;. Da durch erhalten wir

K= 105U 51 UG 21 UG 1)

Induktiv definiern wir K,,,; indem wir jeweils der mittlere Drittel der intervale in K,
entfernen. Die Cantor Menge ist definiert:

C:= m K,,
ist die Menge aller Punkte die ausdunung ueberleben.
(a) Zeige, dass jedes = € € hat eine eindeutige Entwicklung der Form

T = ZQk3_ka qx € {07 1}7
k

hat.

(b) Zeige, dass die Abblidung f : € — [0, 1] definiert durch
f(z) = Z qz—kQ’]g WO X = Zk:qk?)k € C,

stetig und injektiv ist.



