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Aufgabe 3

[ Lebesgue-Mafl auf R”, vgl. VO Bem.2.3] Fiir jede beschrinkte Teilmenge A C R™
definieren wir ein sogenanntes inneres Mafl durch

A(A) = Vol(Q) = A (@ \ A),

wobei () ein beliebiger Quader mit () O A ist. Zeige, dass die A*-Messbarkeit einer be-
schriankten Menge A C R™ dquivalent ist zur Bedingung

A (A) = A (A).

zu §5, §6 und §7. Mafle auf R, Mafle auf R” und Borel-o-Algebren

Sei F': R — R eine monoton wachsende Funktion.

Zeige (evtl. unter Zuhilfenahme eines Lehrbuches der Analysis):
(a) F' besitzt in jedem Punkt z € R einen linksseitigen und rechtsseitigen Grenzwert.

(b) Die Menge der Unstetigkeitsstellen von F ist (hochstens) abzéhlbar und besteht génzlich
aus Sprungstellen.

Sei R der von den halboffenen Intervallen der Form Ja, b] (a,b € R, a < b) erzeugte Ring
(vgl. VO 3.3(3) und Anfang von §5). Weiters sei ein Inhalt o auf R gegeben. Definiere die
Funktion F': R — R durch

>
Py o [100.2) 2 =0
—p(Jz,0]) = <O0.
und zeige folgende Aussagen:
(a) F' ist monoton wachsend.

(b) Ist u sogar ein Pramaf, so ist F' auch rechtsseitig stetig und daher eine Verteilungs-
funktion auf R.

(c) Sei nun p ein Mafl auf der Borel-o-Algebra B O R und die Funktion F': R — R wie
oben definiert. Zeige: fiir jedes € R ist {x} € B und weiters

F ist stetigin z <= pu({z}) =0.
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Sei A das!' Lebesgue-(Borel-)Mafi auf R™. Zeige, dass die affine Hyperebene der Form
H={(x,...,2,) € R" | 2; = a}, wobei i € {1,...,n} und o € R beliebig und fest sind,
eine Borelmenge ist und A\(H) = 0 gilt.

"'Wir nehmen mit dieser Sprechweise schon die in §8 zu beweisende Eindeutigkeit vorweg.



