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1 (Rechnen mit Indikatorfunktionen) Seien Ω und I Mengen und A,B ⊆ Ω sowie Ai ⊆ Ω
für i ∈ I. Zeige folgende Eigenschaften der entsprechenden charakteristischen Funktionen:

(a) A ⊆ B ⇐⇒ 1A ≤ 1B

(b) A ∩B = ∅ ⇐⇒ 1A ∪B = 1A + 1B (insbesondere gilt 1Ac = 1− 1A)

(c) 1A ∩B = 1A · 1B

(d) Für A =
⋃
i∈I

Ai ist 1A = sup
i∈I

1Ai
(punktweise Gleichheit)

(Bem.: analog ist 1T
i∈I Ai

= infi∈I 1Ai
)

2 Sei (Ω,A) ein messbarer Raum und für n ∈ N sei fn : Ω→ R eine messbare Funktion.
Zeige, dass die Menge {ω ∈ Ω | (Fn(ω))n∈N konvergiert} zu A gehört.

3 Sei (Ω,A) ein messbarer Raum und f : Ω→ R eine Funktion. Zeige:

(a) f ist messbar ⇐⇒ f+ und f− sind messbar

(b) f ist messbar =⇒ |f | ist messbar, ABER die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht!

zu §10. Integral im Stile von Lebesgue

4 Betrachte den Borel-Lebesgue-Maßraum (R,B, λ), wobei B die Borel-σ-Algebra und λ
das Lebesgue-Maß bezeichnet. Ist die Dirichletfunktion u = 1Q eine Elementarfunktion?
Falls ja, was ist dann der Wert des Integrals

∫
u dλ?

5 Sei (Ω,A) ein messbarer Raum und M+ die Menge der nichtnegativen messbaren
numerischen Funktionen darauf. Zeige, dass jede beschränkte Funktion aus M+ sogar
gleichmäßiger Limes einer monoton wachsenden Folge von Elementarfunktionen ist.

6 Sei (Ω,A, µ) ein Maßraum und A ∈ A. Ist die charakteristische Funktion 1A in jedem
Fall integrierbar?
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