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zu §15. Vervollständigung eines Maßraumes

1 Der Maßraum (Ω,A, µ) sei vollständig, d.h. jede Teilmenge einer Nullmenge gehört
ebenfalls zu A. Zeige: Sind f und g numerische Funktionen Ω→ R mit f = g fast überall,
dann impliziert die Messbarkeit von f auch jene von g.

zu §16. Die Banachräume Lp(µ)

2 Sei (Ω,A, µ) ein Maßraum und sei weiters 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Lp und g : Ω→ R messbar
und fast überall beschränkt. Zeige, dass dann auch g · f zu Lp gehört.

3 Sei (Ω,A, µ) ein Maßraum mit endlichem Maß (d.h. µ(Ω) <∞) und 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞.
Zeige: Lq ⊆ Lp. Insbesondere gilt also Lq ⊆ L1 für jedes p ≥ 1.

4 Sei (R,B, λ) der Borel-Lebesgue-Maßraum. Gilt dann eine der Inklusionen L1(λ) ⊆
L2(λ) oder L2(λ) ⊆ L1(λ)? (Beweis oder Gegenbeispiel!)

5 Finde ein Beispiel für einen Maßraum (Ω,A, µ) und eine Cauchyfolge (fn)n∈N in L1(µ),
die aber nicht fast überall punktweise konvergent ist. Wie veträgt sich das mit Theorem
16.9 der VO?
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