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Ein Beispiel zu den Vorbemerkungen der VO

[Diese Aufgabe konnte als Vortrag von 1-2 Studierenden gemeinsam vorbereitet werden.
Sie liefert die Details zur Bemerkung in der VO {iber die Defizite des Riemann-Integrals
bzgl. Vertauschung von Limes und Integral. Fiir die vollstdndige Argumentation benttigen
wir aber Resultate, die in der VO erst spéter diskutiert und bewiesen werden, insbesonde-
re das Lebesguesches Integralkriterium fiir Riemann-Integrale und zumindest das duflere
Lebesgue-Mafl auf R (siche auch Aufgabe unten).]

Verwende die Anleitungen gemifl [SS05, Exercises 4.(a) and 10 on pp. 38,39,41], um eine
Folge stetiger Funktionen f,: [0,1] — R (n € N) zu konstruieren, die folgende Eigenschaf-
ten hat:

(i) Vn e NVx € [0,1]: 0< fo(z) < 1,
(ii) es gibt eine Funktion f: [0,1] — R, sodass Va € [0,1] gilt: die Folge (f,.(z))nen strebt
monoton fallend gegen f(z);

(iii) (der punktweise monotone Limes) f ist beschrankt, aber nicht Riemann-integrierbar.

zu §3. Inhalte und Ringe

Bei Interesse konnen z.B. 1-2 Studierende gemeinsam einen Vortrag vorbereiten: zu-
erst kurze Wiederholungen zu den Schliisselbegriffen aus §3 der VO; daran anschliefend
Diskussion einer alternativen Charakterisierung von p*-messbaren Mengen mittels Appro-
ximation bzgl. einer Pseudometrik auf der Potenzmenge der Grundmenge wie in [TM10]
(vgl. ibrigens auch die Definition Lebesgue-messbarer Teilmengen des R™ im Analysis-Buch
[Def.11.9, Seite 359] von W. Rudin, Oldenburg Verlag, 3.Auflage 2005).

Das Cantorsche Diskontivum und die Cantorsche Funktion (letztere wird in der Literatur
auch Lebesgue’s singular function oder devil’s staircase genannt): Vortrag von 1-2 Studierenden
basierend auf [Els05], Seiten 70-74, Kapitel II, §8, Punkte 1 (Konstruktion von C'), 2
(Triadische Entwicklung) und 4 (Die Cantorsche Funktion).



Themenvorschlag fiir einen vorbereiteten Vortrag: Die Bewegungsinvarianz des Lebesgue-
(Borel-)MaBes auf R". (Siche z.B. [Bau92, §8, pp. 45-48].)

Themenvorschlag fiir einen vorbereiteten Vortrag: Parameter-abhéingige Integrale. (Sie-
he z.B. [Els05, Kapitel IV, Sétze 5.6 und 5.7, Seiten 147-148])

@ Themenvorschlag fiir einen vorbereiteten Vortrag: Eine Riemann-integrierbare Funkti-
on, die nicht Borel-messbar ist (Siehe z.B. [Coh80, Ex. 3, p. 78 und Prop. 2.1.9, p. 56])

Themenvorschlag: ein Referat iiber John von Neumanns Variante fiir ein Kernstiick im
Beweis des Satzes von Radon-Nikodym (vgl. z.B. [Els05, Kapitel VII, §2, zweiter Beweis
von Lemma 2.2, S. 281] oder suche selbst weitere Literatur dazu).

Themenvorschlag: liefere alle Details zu Beispiel 19.9.(3) der VO und zeige, dass die
dort konstruierte Verteilungsfunktion F' mit der frither im PS diskutierten Cantorschen
Funktion iibereinstimmt.
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