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PERMANENTEN - EIN KURZER UBERBLICK
VON

ARNOLD RicHARD KRAUTER

ZUSAMMENFASSUNG.  Der vorliegende Artikel bringt eine knappe Ubersicht iiber zentrale
Fragestellungen der Permanententheorie. Auf die Definition der Permanente einer Matrix und
die Zusammenstellung wichtiger Eigenschaften dieser Funktion folgt eine Behandlung des Pro-
blems der Umwandlung von Permanenten in Determinanten sowie der Vermutung von van der
Waerden und ihres vor kurzem erbrachten Beweises. Eine wichtige Rolle spielen untere und obe-
re Schranken fiir Permanenten, deren Priisentation fiir (0,1)-Matrizen, nichtnegative Matrizen
und (1, —1)-Matrizen erfolgt. Soweit nicht bereits in den genannten Themenkreisen enthalten,
werden abschlieflend neueste Entwicklungen in der Permanententheorie vorgestellt.

ABsTRACT. This article gives a concise survey on important problems of the theory
of permanents. The definition of the permanent of a matrix and a summary of some of its
basic properties are followed by a treatment of the problem of converting permanents into
determinants, and a discussion of the van der Waerden conjecture that has been proved quite
recently. Very important are lower and upper bounds for permanents; these are presented for
(0,1)-matrices, nonnegative matrices, and (1, —1)-matrices. Finally, we give a brief review of
a selection of other attractive topics in the theory of permanents, particularly very recent
developments.

1. Grundlagen

1.1. Definition der Permanente. Einleitende Bemerkungen. Die
Permanente per A einer n x n-Matrix A = (a;;) mit Elementen aus einem belie-
bigen kommutativen Ring ist definiert durch

(11) perA = Z A1g(1) -+« Qno(n),

gESy

wobei S, die symmetrische Gruppe der Ordnung n bezeichnet. Fiir eine beliebige
Permutation o € S, heile die Folge (a15(1), - - -, no(n)) Diagonale von A und das
Produkt ajsa) - ... Gno(m) Diagonalprodukt von A. Die Permanente von A kann
also aufgefafit werden als Summe der Diagonalprodukte von A.

Der Name Permanente wird in der heute gebréduchlichen Bedeutung 1882 von
Muir [51, p. 410] eingefiihrt, doch treten Permanenten sinngeméf bereits 1813/15
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in den Arbeiten [5] und [10] von Binet und Cauchy auf. Seitdem sind iiber vier-
hundert Veroffentlichungen zum Thema Permanenten erschienen, darunter 1978
die hervorragende Monografie [46] von Minc. Die Entwicklungen zwischen 1978
und 1981 (unter Einschlufl des Beweises fiir die Vermutung von van der Waerden)
behandelt Minc im Ubersichtsartikel [50].

Die zwei zuletzt genannten Publikationen stellen die wichtigste Grundlage fiir
Gliederung und Auswahl des Stoffes im vorliegenden Aufsatz dar, doch fanden
auch neueste Ergebnisse Beriicksichtigung (dies gilt insbesondere fiir den letzten
Abschnitt). Dem Uberblickscharakter Rechnung tragend wird auf Beweise weit-
gehend verzichtet und diesbeziiglich auf die zitierte Originalliteratur verwiesen.
Uberdies wurde in der Darstellung weder Vollsténdigkeit noch groBte Allgemein-
heit angestrebt. Anwendungen von Permanenten auf Probleme der Kombinatorik
und anderer Bereiche behandelt der in diesem Band enthaltene Aufsatz von Herrn
Seifter.

1.2. Eigenschaften der Permanente. Entwicklungssitze. Der beque-
meren Formulierung halber werden wir uns der folgenden Bezeichnungen bedie-
nen. Fir » < n sei @, definiert durch

(1.2) Qrn={(w1,...,w,) eN":1<w <...<w, <n}.

Fiir eine n x n-Matrix A = (a;;) sowie fiir Vektoren o = (v, ..., ) € @, und
B = (Pry...,0) € Qrn bezeichne Ala|f] jene r x r-Untermatrix von A, deren
(4,7)-tes Element aq,g, ist. Ferner bezeichne A(a|3) die zu A[a|3] komplementére
(n —r) x (n —r)-Untermatrix von A. (Man erhélt also A(«|3) durch Streichung

der Zeilen mit den Indizes ay, ..., a, und der Spalten mit den Indizes 3y, ..., 3.
von A.)

SATZ 1.1.  Es sei A = (a;;) eine n x n-Matriz.
(a) Die Funktion per A ist multilinear in den Zeilen und Spalten von A.
(b) Fiir n x n-Permutationsmatrizen P und Q) gilt

(1.3) per PAQ) = per A.

(c) Fiir die transponierte Matriz AT von A gilt

(1.4) per AT = per A.

(d) Fiir einen beliebigen Vektor o € Q.. gilt
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(1.5) per A= Y perAlajw] per A(alw)

WEQT,n

(Laplacescher Entwicklungssatz fir die Entwicklung der Permanente nach den

Zeilen mit den Indizes o, . .., ). Insbesondere gilt firr =1
(1.6) per A =Y a;; per A(il5).
j=1

(Analoge Formeln gelten fir die Entwicklung nach Spalten.)

Zur Ilustration von Satz 1.1 wollen wir die Permanente der Matrix

0 1 1
(1.7) K, = | !
S
1 1 0
berechnen. (1.6) liefert fiir i = 1
(1.8) per K,, = > per K,(1]j).
=2

Da jede der (n — 1) x (n — 1)-Matrizen K, (1|j) insgesamt n — 2 Nullen enthilt,
welche in paarweise verschiedenen Zeilen und Spalten stehen, gilt ferner bei Ver-
wendung von (1.3) sowie der Multilinearitét in der ersten Spalte

(1.9) per K, (1]j) = per K,, 1 + per K,,_»,

woraus mit (1.8)

(1.10) per K, = (n — 1)(per K,,—1 + per K,,_»)
folgt und weiter induktiv
(1.11) er K znlil (—1)k

. per K, 2 .

Dies ist die n-te Dérangement-Zahl d,, (siehe etwa Comtet [12, p. 180]) aus dem
bekannten probleme des rencontres. Wie die Matrix K, mit diesem Problem
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zusammenhéngt, geht aus den Bemerkungen iiber Inzidenzmatrizen im bereits
erwahnten Aufsatz von Herrn Seifter hervor, weshalb wir hier auf Details nicht
eingehen.

Im Anschlufl an Satz 1.1 ist zu bemerken, dafl zwei fiir das Rechnen mit Deter-
minanten auflerordentlich wichtige Figenschaften auf die Permanente bedauerli-
cherweise nicht zutreffen:

(a) Die Permanentenfunktion ist nicht invariant gegeniiber beliebigen elementa-
ren Zeilen- und Spaltenoperationen.

(b) Fiir Permanenten gibt es kein Analogon zum Determinanten-Produktsatz.
Die erste dieser Bemerkungen hat zur Folge, dafl die Berechnung der Permanente
mithilfe einer derart effizienten Methode, wie sie der Gaufische Algorithmus fiir
Determinanten darstellt, unmoglich ist. Andererseits wiirde man bei Verwendung
des Laplaceschen Entwicklungssatzes n!(n— 1) Multiplikationen benotigen. Es ist
daher naheliegend, nach Methoden zu suchen, welche erheblich weniger Multipli-
kationen erfordern. Dies ist der Fall bei den folgenden zwei Entwicklungsséitzen,
welche urspriinglich fiir beliebige m x n-Matrizen, m < n, formuliert worden sind.

SAaTz 1.2 (Ryser [58, p. 26]).  Es sei A einenxn-Matriz, es sei Ay, die Menge
aller n x k- Untermatrizen X von A und es bezeichne r;(X) die i-te Zeilensumme
von X (1 =1,...,n). Dann gilt

(1.12) perA:nZ_%(—l)t o (X)L ra(X).

XeN,—¢

Es sei A = (a;;) eine n x n-Matrix. r;,, ., bezeichne die Summe der Elemente

im Hadamard-Produkt der Zeilen mit den Indizes i, ...,7, von A, das heift
(113) Til*...*is - Z a’ilj Teet als]
j=1

Weiters bezeichne D(n) die Menge

D(”) = {(wl,...,wk)eNk; 1<w <. <w <

1.14

(1.14) wt...twr=nk=1,...,n}
und R(w) fir w = (wy,...,wx) € D(n) die symmetrisierte Summe aller verschie-
denen Produkte der 7. i, (s =wi,...,ws), so dafBl in jedem Produkt die Folgen

(i1, .., 0s)
€ Qsn (s =wr,...,wg) eine Partition der Menge {1,...,n} bilden.

SATZ 1.3 (Minc [47, p. 31]).  Es sei A eine n x n-Matriz. Dann gilt
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(1.15) perA= Y (=1 1:[1(% — DI R(w).

weD(n)

Wihrend in (1.15) mehr als (%)"?(n — 1) Multiplikationen erforderlich sind,
reichen in (1.12) (2" —1)(n — 1) Multiplikationen aus. Damit ist die Formel von
Ryser das momentan brauchbarste Hilfsmittel fiir die Entwicklung von Perma-
nenten. Abschliefilend sei noch die vor kurzem erschienene Arbeit [4] von Bebiano
erwiahnt, die mithilfe einer Identitét, in welcher Permanenten als Koeffizienten
von Polynomen auftreten, die Formeln (1.12) und (1.15) gewinnt.

2. Permanenten und Determinanten

2.1. Das Problem von Pdlya. Wir haben im vorigen Abschnitt bemerkt,
dal die Berechnung der Permanente gegeniiber der Determinante sehr schwierig
ist. Die Ahnlichkeit der Definitionen beider Funktionen legt jedoch den Gedan-
ken nahe, Permanenten mithilfe linearer Transformationen des Arguments auf
Determinanten zuriickzufiihren. Prézise formuliert lautet das Problem: Gibt es
zu einer beliebigen Menge S von n x n-Matrizen stets eine lineare Abbildung T,
so daf3

(2.1) per A = det T(A)

fiir alle A € S gilt? Wahlt man beispielsweise fiir S die Menge aller 2 x 2-Matrizen

(2.2) A= [ i i 1

A21 Qa22

und fiir 7" die Abbildung
23) Ty = | o e,

dann gilt (2.1) tatséchlich fiir alle A € S. Dies ist fir n > 3 nicht mehr der
Fall. 1913 stellte ndmlich Pélya [55] die folgende, von Szegé [64] geloste Aufgabe:
Es sei S die Menge aller n X n-Matrizen. Man zeige, dafS es fir n > 3 im all-
gemeinen keine Abbildung T g¢ibt, welche in ihrem Argument einen einheitlichen
Vorzeichenwechsel bewirkt, so daff (2.1) fir alle A € S gilt.

Rund fiinfzig Jahre spater wurde dieses Problem wieder aufgegriffen. Dabei konn-
te die folgende wesentliche Verbesserung erzielt werden:
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SATz 2.1 (Marcus-Minc [38, p. 381]). FEs sei S die Menge aller n x n-
Matrizen, n > 3. Dann gibt es im allgemeinen keine lineare Abbildung T, so daf
(2.1) fiir alle A € S gilt.

Mit diesem Ergebnis war nun endgiiltig klar, dafl es keine allgemeine Moglich-
keit gibt, Permanenten auf Determinanten zuriickzufiihren.

2.2. Konvertible Matrizen. Im Anschlufl an Satz 2.1 haben einige For-
scher versucht, hinreichende Bedingungen fiir Matrizen herzuleiten, so daf (2.1)
gilt. Wir wollen Matrizen mit dieser Eigenschaft konvertibel nennen. Wir verein-
baren tiberdies, daf§ alle folgenden Abbildungen T lediglich Vorzeichenédnderungen
in ihrem Argument bewirken mogen. v(A) bezeichne die Anzahl der Nullen in A,

wu(T(A)) bezeichne die Anzahl der von T" in A hervorgerufenen Vorzeichenwechsel
und N, sei die Zahl

1
(2.4) N, = 5(n2 —3n+2).

SATZ 2.2 (Gibson [20, p. 474]).  Es sei A eine konvertible n x n-(0,1)- Matriz
mat positiver Permanente. Dann gilt

(2.5) v(A) > N,

Das Gleichheitszeichen gilt in (2.5) genau dann, wenn A durch Zeilen- oder Spal-
tenvertauschungen auf die Gestalt

1 1 0 ... 07
1
1 1 ]

gebracht werden kann.

Die Charakterisierung der Matrizen A mit v(A) = N,, gestattet es, fir diese
Klasse detaillierte Aussagen iiber die Abbildungen 7" zu machen, so daf (2.1) gilt.

SaTz 2.3 (Kréuter-Seifter [28, passim|).  Es sei A eine n x n-(0,1)-Matriz
mit positiver Permanente, ferner sei v(A) = N,, n > 4, und es gelte per A =
det T(A). Dann gilt
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1
(2.7) n— 1< p(T(A) < (” : )
wobei jeder ganzzahlige Wert in diesem Intervall fiir ein geeignetes T' tatsdchlich
angenommen wird. Auf der linken beziehungsweise rechten Seite von (2.7) gilt
das Gleichheitszeichen genau dann, wenn die Matriz T(A) bis auf Zeilen- oder
Spaltenvertauschungen mit der Matrix

1 -1 0 ... 0 T

U, = 0
: e |
I P B

beziehungsweise —U,, tbereinstimmdt.
3. Die Vermutung von van der Waerden

3.1. Von Marcus und Newman bis Friedland und Bang. 1926 stellte
van der Waerden [67] (in moderner Terminologie formuliert) die folgende Frage:
Wie grof$ ist das Minimum der Permanente auf der Menge €, aller doppeltsto-
chastischen n x n-Matrizen? (Eine quadratische Matrix heifit doppeltstochastisch,
wenn ihre Elemente nichtnegativ sind und iiberdies ihre Zeilen- und Spaltensum-
men 1 sind.) Die Anregung zu dieser Aufgabe geht zuriick auf den

SATZ 3.1 (Kénig [26, p. 458]).  Es sei A eine nichtnegative n x n-Matriz,
deren Zeilen- und Spaltensummen denselben positiven Wert besitzen. Dann gilt

(3.1) per A > 0.

Marcus und Newman sind die ersten Autoren, die sich mit dem genannten
Problem beschéftigt haben. Thre Arbeit [37] stellt ein sorgfiltiges Studium der
Eigenschaften von Matrizen aus {2,, mit minimaler Permanente dar mit dem Ziel
nachzuweisen, daf} all diese Eigenschaften von genau einer Matrix erfiillt werden,
namlich

3=
S =

(3.2) J, =

S= eee
Sl .-
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Dieses (von den erwdhnten Autoren nur teilweise erreichte) Ziel ist der Inhalt der
, Vermutung von van der Waerden“: Fiir alle A € €, gilt

n!

(3.3) perA > —.
nn

Die verschérfte Fassung enthélt iiberdies folgende Charakterisierung des Gleich-
heitsfalles: In (3.3) tritt Gleichheit genau dann ein, wenn A = J, ist.

Der Arbeit von Marcus und Newman kommt das grole Verdienst zu, mit ihrer
Vermutung und mit ihren Ergebnissen das innerhalb der darauffolgenden zwei-
einhalb Jahrzehnte stark gestiegene Interesse an der Permanententheorie geweckt
und wichtige Ideen zur vollstédndigen Losung des genannten Problems beigetragen
zu haben. In bezug auf die Geschichte der Vermutung von van der Waerden
verweisen wir auf Minc [46, pp. 95 - 99], [49, pp. 25 - 28]. Aus der Fiille von
Teilresultaten, welche vor dem Beweis von (3.3) erschienen sind, sollen lediglich
zwel angefiihrt werden (beide sind 1979 erschienen):

SaTz 3.2 (Friedland [17, p. 175]).  Fir alle A € Q,, gilt

(3.4) per A > e "

SaTz 3.3 (Bang [3, p. 3]).  Fir alle A € Q,, gilt

(3.5) per A >e' ™"

Man beachte, daf die Schranken in (3.3), (3.4) und (3.5) von nahezu gleicher
Grofenordnung sind; es folgt ndmlich aus der Stirlingschen Formel

|
(3.6) ™ e V2mne™.

nn

3.2. Falikman und Egorycev. Nach zahlreichen vergeblichen Versuchen
mehrerer Mathematiker gelang es schliefSlich den sowjetischen Forschern Falikman
[15] und Egorycev [14], unabhéngig voneinander den Nachweis fiir die Richtigkeit
der Vermutung von van der Waerden zu erbringen. (Falikman reichte seinen Be-
weis 1979 ein, Egorycev 1980.) Beide erhielten fiir ihre Leistung den Fulkerson-
Preis 1982. Beide Beweise beruhen im Grunde genommen auf einem Spezial-
fall einer Ungleichung fiir gemischte Diskriminanten quadratischer Formen von
Aleksandrov [2, pp. 231 - 232], welche in der hier benétigten Form folgendermafien
lautet:
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SATZ 3.4.  Es sei A eine nichtnegative n X (n — 2)-Matriz, es seien x und
y Spaltenvektoren mit n Komponenten und es sei tiberdies x nichtnegativ. Dann
qgilt

(3.7) [per (A, x,)]* > per (A, z, ) per (4,y,y).

Sind A und x positiv, dann gilt in (3.7) das Gleichheitszeichen genau dann, wenn
x und y kollinear sind.

Ein expliziter Beweis dieses Satzes findet sich bei Knuth [25, p. 735] und van
Lint [34, pp. 3 - 4]. (Egorycev hat die Ungleichung von Aleksandrov unmittelbar
verwendet und konnte daher auf einen Beweis verzichten. Falikman hingegen
bewies (3.7) fiir den Fall per (A4, z,y) = 0.) Wihrend Falikman keine weiteren
Hilfsmittel benotigt, beniitzt Egorycev iiberdies den

Satz 3.5 (London [36, p. 156]).  Es sei A = (a;;) € Q, eine Matriz mit
mainimaler Permanente. Dann qilt fiir alle i und j

(3.8) per A(i|j) > per A.

Ist a;; > 0, dann gilt in (3.8) das Gleichheitszeichen.

Eine Gegeniiberstellung beider Beweise enthalten die schonen Ubersichtsar-
tikel von Lagarias [31], van Lint [35] und Minc [49]. Wir begniigen uns hier mit
einer modifizierten Fassung des Beweises von Egorycev (siehe Schrijver [60, pp.
117 - 118]).

SATZ 3.6 (Falikman [15, p. 932]; Egorycev [14, p. 66]).  Fir alle A € Q,
qgilt

|
(3.9) per A > .
nn

Beweis: Es sei im folgenden A = (B, x,y) € €, stets eine Matrix mit mini-
maler Permanente, wobei B eine n x (n — 2)-Matrix ist und = = (xq,...,2,)7
sowie y = (y1,...,yn)’ Spaltenvektoren sind. Entwickelt man per (B, z, ) nach
der letzten Spalte, dann erhélt man mit Satz 3.5

Z?:l Z; per (B7 x, 6(2)) Z
iy wiper (B, x,y) =
per (B, z,y)

per (B, z, x)

IV Il
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aufgrund der Doppeltstochastizitiit, wobei e® = (0,...,1,...,0)7 ist mit 1 an
der i-ten Stelle. Analog erhélt man

per (B,y,y) > per (B, z,y),

also

(3.10) [per (B, z,y)]* < per (B,z,7)per (B,y,y).

Andererseits folgt aus Satz 3.4

(3.11) [per (B, z,y)]* > per (B, z, ) per (B,y,y).

Nach Satz 3.1 ist nun per (B, z,y) > 0, und somit folgt aus (3.10) und (3.11)

(3.12) per (B, z,z) = per (B,y,y) = per (B, z,y).

Daraus folgt wiederum

per (B, 3%, #¥) = ;per(B,x,x) + yper (B, x,y) +
(3.13) +qper(B,y,y) =

= per(B,z,y).
Da die Matrix (B, Q’Tﬂ, %ﬂ) doppeltstochastisch ist, besitzt sie somit ebenfalls
minimale Permanente. Es sei nun die Matrix A = (a;;) so gewahlt, da8

D(A) = Z a’?j
i\

moglichst klein ist. (Dies ist stets moglich, da die Menge (2,, aufgrund des Satzes
von Birkhoff [6, p. 147] kompakt ist.) Angenommen, es sei A # J,. Dann sind
ohne Beschréankung der Allgemeinheit die letzten zwei Spalten von A = (B, x,y)
verschieden. Da A minimale Permanente besitzt, ist dies nach der obigen Rech-
nung auch bei A = (B, 238 22 der Fall, jedoch gilt (wie man leicht nachpriift)
wegen = #y  ®(A) < ®(A) im Widerspruch zur Minimalitit von ®(A). Somit
ist A=, und per (A) = 2% O

nmn

Egorycev konnte dariiber hinaus die Eindeutigkeit der Matrix J,, zeigen:

SaTz 3.7 (Egorycev [14, p. 66]).  In (3.9) gilt das Gleichheitszeichen genau
dann, wenn A = J,, ist.
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Beweis: Es geniigt zu zeigen, dafl die Bedingung notwendig ist. Wir nehmen
an, es gibe eine Matrix A € Q,, mit per (A) = nln™", jedoch A # J,. Ferner
sei A so gewdhlt, dal die Anzahl der verschwindenden Matrizenelemente von A
moglichst klein ist. Sind mindestens n — 1 Spalten von A positiv, dann diirfen
wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, da§ A = (B, z,y) mit B
und z positiv und = # y ist. Dann folgt aus (3.12) die Gleichheit in (3.7). Nach
der Gleichheitsbedingung in Satz 3.4 ist dies dquivalent dazu, dafl y = Az fiir ein
geeignetes A gilt. Aufgrund der Doppeltstochastizitdt von A mufl A = 1 gelten,
also x = y sein im Widerspruch zur Annahme. Somit ist A = J,,.

Besitzt A hochstens n — 2 positive Spalten, dann diirfen wir A in der Gestalt
A = (B, z,y) annehmen, so daf nicht alle Spalten von B positiv sind und ferner y
mindestens eine verschwindende Komponente besitzt, wo die entsprechende Kom-
ponente von z positiv ist. GeméB (3.13) ist (B, %%, *¥) wiederum eine Matrix
mit minimaler Permanente, welche zwar von .J,, verschieden ist, aber mindestens
eine Null weniger enthélt als A , womit wiederum ein Widerspruch vorliegt. Also
ist auch hier A = J,,. O

Mithilfe des entscheidenden Satzes 3.4 konnte mittlerweile ein weiteres Pro-
blem erfolgreich behandelt werden:

SATz 3.8 (Friedland [18, p. 120]).  Essei A € Q,, und es bezeichne oy (A) die
Summe aller k-reihigen Unterpermanenten von A. Dann gilt fir alle2 < k <n
und A # J,

(314) O'k(A) > 0k<Jn)

Dies bestitigt eine Vermutung von Tverberg [65, p. 26] (Tverberg bewies
(3.14) fiir £ = 2 und k = 3). Offensichtlich handelt es sich dabei um eine Ver-
allgemeinerung der Vermutung von van der Waerden, welche man fiir £ = n
erhalt.

4. Untere Schranken fiir Permanenten

Es wurde bereits erwdhnt, dafl die explizite Berechnung von Permanenten
im allgemeinen ein schwieriges Problem darstellt. Daher sind Schranken fiir Per-
manenten, ausgedriickt durch leicht zu berechnende Funktionen (beispielsweise
Zeilensummen), von groer Wichtigkeit. Da fiir beliebige Matrizen keine scharfen
Abschétzungen zu erwarten sind, werden wir uns hier auf einige wichtige Klassen
von Matrizen beschréanken. Im vorliegenden Abschnitt soll die Frage nach unteren
Schranken fiir Permanenten dieser Matrizen behandelt werden.
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4.1. (0,1)-Matrizen. Die grofie kombinatorische Bedeutung von Perma-
nenten auf der Menge der (0, 1)-Matrizen wird in der Arbeit von Herrn Seifter
gebiihrend herausgestellt. Wir beginnen mit dem

SAaTz 4.1 (Hall [21, p. 923]). Es sei A eine n x n-(0,1)-Matriz mit minde-
stens k < n Finsen je Zeile und es sei per A > 0. Dann gilt

(4.1) per A > kl.

Man beachte in Satz 4.1 die Zusatzbedingung per A > 0. Ohne sie blieben die

unteren Schranken unscharf, da der Wert der Permanente wesentlich von der An-
ordnung der Nullen abhéngt und erst in zweiter Linie von der Anzahl der Einsen
je Zeile. In der Tat kann die Permanente einer n x n-(0,1)-Matrix mit n(n — 1)
positiven Elementen verschwinden (Vorliegen einer Nullspalte).
Fiir die Behandlung weiterer Ergebnisse ist es niitzlich, folgende Bezeichnungen
einzufithren. Es sei @ = (ay,...,a,) ein n-Tupel reeller Zahlen. Dann bezeich-
ne o = (aj,...,a}) jenes n-Tupel, welches man durch Anordnung der Kom-
ponenten von « in der Reihenfolge af > ... > « erhélt, und es bezeichne
o = (af,...,al) jenes n-Tupel, welches man durch Anordnung der Komponen-
ten von « in der Reihenfolge oy < ... < o/, erhilt. Es sei A eine nxn-(0,1)-Matrix
mit den Zeilensummen ry, ..., r,. Dann bezeichne A jene n x n-(0,1)-Matrix, in
deren i-ter Zeile die ersten r; Elemente 1 sind und die restlichen n — r; Elemente
0 (i=1,...,n). Beispielsweise hat fiir

(4.2) A=

O = O O
_ o O = =
_— o O = O
—_ =0 = O
[ e T SR o R S

A die Gestalt

(4.3)

|

Il
o
O~ = = =
OO R =
OO OO
OO oo O

SATZ 4.2 (Jurkat-Ryser [22, p. 26]; Minc [43, pp. 1129 - 1130]).  Es sei A
eine n X n-(0,1)-Matriz mit den Zeilensummen r1,...,r,. Dann gilt
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(4.4) per A > [ max (0,7; + i — n).
i=1

Fiir per A > 0 tritt Gleichheit in (4.4) genau dann auf, wenn es eine n x n-(0,1)-
Permutationsmatriz P gibt mit AP = A.

Leider liefert Satz 4.2 keine guten Schranken. Treten ndmlich in der i-ten Zeile
mindestens ¢ Nullen auf, dann verschwindet das Produkt auf der rechten Seite
der Ungleichung (4.4) und die Aussage wird trivial. Jedoch ist eine Verbesse-
rung mithilfe einer einfachen Uberlegung maglich. Da die Permanentenfunktion
unverdndert gegeniiber Zeilenvertauschungen bleibt, kann man diese gerade so
vornehmen, daf3 die Zeilensummen in nichtaufsteigender Reihenfolge angeordnet
sind.

SATZ 4.3 (Minc [45, p. 503]).  Es sei A eine n x n-(0,1)-Matriz mit den
Zeilensummen ry, ..., r,. Dann gilt

(4.5) per A > [ max(0,r} +i—n).
i=1

(Gleichheitsbedingung wie in Satz 4.2.)

Daf} die Abschétzung (4.5) besser als (4.4) ist, geht hervor aus dem folgenden

HivrssaTz  (Minc [45, p. 503]).  Es seien r,...,7, nichtnegative ganze
Zahlen < n. Dann gilt
(4.6) [[max (0,77 +i—n) > [[ max (0,r; +i —n).

i=1 i=1

In (4.6) tritt Gleichheit genau dann auf, wenn entweder die linke Seite verschwin-
det oder r; =1; fir allei =1,...,n gilt.

Jene n xn-(0,1)-Matrizen, welche genau k Einsen je Zeile und Spalte besitzen,
verdienen besonderes Interesse; wir bezeichnen die Menge dieser Matrizen mit A%.
Fiir A € A ist offenbar A € Q,; somit gilt nach Satz 3.6

(4.7) per A > nl <k>n

n

aufgrund der Multilinearitit der Permanente. Da die Matrizen in A¥ in jeder Zeile
und Spalte n — k Nullen enthalten, ist eine Verbesserung der Abschétzung (4.7)
zu erwarten. In der Tat folgt aus Minc [46, p. 72, Problem 19] fiir alle A € A2
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(4.8) per A > 2.

Im Fall k = 3 ist es gelungen, eine wesentlich bessere Schranke zu finden:

SATZ 4.4 (Voorhoeve [66, p. 85]).  Fiir alle A € A3 gilt
4 n—3
(4.9) perA>6- <3> .

Leider 148t sich die von Voorhoeve beniitzte Beweismethode nicht auf n > 3
ausdehnen. Wir definieren nun gy (n) durch

(4.10) pr(n) = min (per A).

SATZ 4.5 (Schrijver-Valiant [59, p. 426]).

n

(4.11) j(n) < k*l(”k)l.

Eine Folgerung aus diesem Satz betrifft die bei der Behandlung des n-dimen-
sionalen Dimerenproblems wichtige Grofe

(4.12) Or = lim {/su(n).

Mithilfe der Stirlingschen Formel erhdlt man aus (4.11) unmittelbar

(k — )51

Die Tatsache, dafi fiir k£ = 1,2, 3 (in letzterem Fall unter Verwendung von Satz 4.4)
die Gleichheit in (4.13) bewiesen werden kann, veranlafite Schrijver und Valiant
zu der folgenden

VERMUTUNG.

(k — 1)1

(4.14) b = %
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4.2. Beliebige nichtnegative Matrizen. Von grundlegender Bedeutung
fiir die kombinatorische Matrizentheorie ist der

SATZ 4.6 (Frobenius [19, p. 274]; Kénig [27, p. 169]).  Es sei A eine nicht-
negative n X n-Matrix. Dann qilt

(4.15) per A >0

genau dann, wenn A keine s X (n— s+ 1)-Null-Untermatriz enthdlt (s = 1,...,n—

1).

Néahere Informationen iiber die Matrix A erlauben es, Verbesserungen von
(4.15) anzugeben. Fiir eine positive n x n-Matrix A = (a;;) definieren wir a =
min; ;(a;;). Wegen a;; > 0 fiir alle ¢ und j ist dann @ > 0 und es gilt offensichtlich

(4.16) per A > nla".

Gleichheit gilt in (4.16) genau dann, wenn a;; = a ist fiir alle ¢ und j. Da bei der
Bildung der Diagonalprodukte stets Matrizenelemente aus verschiedenen Zeilen
und Spalten genommen werden, geniigt es fiir unseren Zweck, das jeweils kleinste
Element in jeder Zeile zu wihlen, wodurch sich (4.16) verbessert zu

(4.17) per A >nl [] af,.

i=1

Gleichheit gilt in (4.17) genau dann, wenn alle Zeilen kollinear zum Vektor
(1,...,1) sind. Eine weitere, wesentliche Verbesserung von (4.17) enthélt der

SATz 4.7 (Jurkat-Ryser [22, p. 26]; Minc [44, p. 234]). Es sei A = (a;5)
eine nichtnegative n X n-Matriz. Dann gilt

i

(4.18) per A > [ Y aj,.
i=1 t=1

Ist A positiv, dann tritt in (4.18) Gleichheit genau dann auf, wenn die erstenn—1
Zeilen von A kollinear zum Vektor (1,...,1) sind.

Satz 4.7 besagt also, dafl per A nicht iibertroffen wird vom Produkt des klein-
sten Elements in der ersten Zeile mit der Summe der zwei kleinsten Elemente in
der zweiten Zeile und so fort. Macht man sich wiederum die Invarianz der Perma-
nente gegeniiber Zeilenvertauschungen zunutze, dann kann man die rechte Seite
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von (4.18) ersetzen durch das Maximum dieser Ausdriicke iiber alle Permutatio-
nen der Zeilenindizes. Auf die Erwdhnung weiterer moglicher Verschérfungen sei
hier verzichtet. Wir verweisen diesbeziiglich auf Minc [44].

4.3. (1,-1)-Matrizen. Als einzige Klasse von Matrizen, in welchen auch
negative Elemente auftreten kénnen, wollen wir jene der n x n-(1, —1)-Matrizen
néher betrachten. Die Menge dieser Matrizen werde mit I',, bezeichnet. Eine wich-
tige Teilmenge von I',, bilden die Hadamard-Matrizen H (HH" = nI). Beim Stu-
dium von Permanenten auf I',, kann man sich auf den Absolutbetrag beschrianken.
Ist ndmlich die Permanente einer Matrix A € I',, negativ, dann erhélt man durch
Multiplikation einer Zeile von A mit dem Faktor —1 eine Matrix A’ € I',, mit

(4.19) per A'= —perA >0

aufgrund der Multilinearitidt. Als erster befafite sich Wang [68] mit der Frage,
wann |per A| fiir A € I',, den Minimalwert 0 tatsédchlich annimmt.

SATZ 4.8 (Wang [68, p. 257]).  Es sein > 2 von der Form n = 2k oder
n =4k + 1 fir k € N. Dann gibt es stets eine Matrix A € I, mat

(4.20) per A = 0.

Wang konstruiert in seinem Beweis folgende Beispiele:

-1 1 ... 1 -1

(4.21) A= .

fiir n = 2k und
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2k+1 2k—1

f 1|1 1 -1 1T
1
4.22 By
(4.22) . .

-1 Jn=1)

3k :

| —1 |

fir n = 4k + 1, wobei J™ € I', jene Matrix ist, deren Elemente alle 1 sind. Fiir
n =4k + 3, k € Ny, konnte Wang keine Antwort auf das zur Diskussion stehende
Problem geben (ausgenommen n = 3). Mittlerweile ist es aber gelungen, fiir
spezielle n von dieser Bauart ein Teilresultat zu erzielen.

SATZ 4.9 (Simion-Schmidt [62, p. 107]; Krauter-Seifter [29, p. 59]).  FEs sei
n = 2% —1 fiir k € N. Dann gilt fiir alle Matrizen A € T,

(4.23) |per A| > 0.

Der erste offene Fall wire demnach n = 11. Satz 4.9 legt unmittelbar die
Frage nach dem Minimum von |per A| fiir die dort betrachteten n nahe. Eine

allgemeine Antwort ist noch ausstdndig, doch gestatten die bisher untersuchten
Félle k = 1,2,3 die (unveroffentlichte)

VERMUTUNG. FEs sein =2 —1 fir k € N. Dann gilt

: _ 9gn—[logyn]-1
(4.24) min |per A| =2 2m=

5. Obere Schranken fiir Permanenten
5.1. (0,1)-Matrizen.

SATZ 5.1 (Minc [42, p. 790]).  Es sei A eine n x n-(0,1)-Matriz mit den
Zeilensummen ry, ..., r,. Dann gilt

’f’z'—i—l

(5.1) per A <] 5
i=1

Gleichheit gilt in (5.1) genau dann, wenn A eine Permutationsmatriz ist.
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Minc duflerte iiberdies eine Vermutung, deren Beweis zehn Jahre spéter von
Brégman erbracht wurde und welche wir aus diesem Grund gleich als Satz for-
mulieren:

SATZ 5.2 (Brégman [8, p. 30]). Es sei A eine n x n-(0,1)-Matriz mit den
Zeilensummen ry,...,r,. Dann gilt

(5.2) per A <] (ry)1/mi.
i=1

Gleichheit tritt in (5.2) genau dann ein, wenn es n X n-Permutationsmatrizen P
und Q gibt, so daf PAQ direkte Summe von Matrizen J®) (k=1,....t; v, +
.oty =n) st

Die Verscharfung gegeniiber (5.1) folgt aus der Ungleichung fiir das arithme-
tische und geometrische Mittel fiir die ersten r; natiirlichen Zahlen.
Auch in diesem Unterabschnitt wollen wir einen Blick auf die Menge A* werfen.
Aus Satz 5.2 folgt fiir A € A}, unmittelbar

(5.3) per A < (k!)*.

Damit ist auch eine Vermutung von Ryser [57, p. 458] gezeigt. In den Féllen
n # 0 (mod k) konnte eine Verschirfung von (5.2) fiir & = 2 und k = 3 erzielt
werden.

SATz 5.3 (Merriell [41, passim]).  Fiir alle A € A3, gilt

(5.4) per A < 2°

und fir alle A € A3, gilt

61 -9, falls =1,
(5:5) per A < { 60292, falls i=2.

Die in Satz 5.3 angegebenen Schranken sind bestmaglich. Ist némlich J™ die
nxn-Matrix, deren Elemente samtlich 1 sind, und ist K, wie in (1.7) erkldrt, dann
gilt Gleichheit in (5.4) und (5.5) fiir die Matrizen J®@.. .0 JPoK; (J@ (t—1)-
mal) beziehungsweise J& @ ... @ J® @ K; (J® (¢ — 1)-mal) beziehungsweise
JO@. . oJVoK,eK, (J® (t—2)-mal). Fiir n > 3 gibt es lediglich vermutete
Schranken.
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5.2. Beliebige nichtnegative Matrizen. In Abschnitt 3 wurde das Mi-
nimum der Permanente auf der Menge der doppeltstochastischen Matrizen be-
stimmt. Im Gegensatz zu diesem 1483t sich das Maximum sehr leicht bestimmen.

SATZ 5.4 (Marcus-Newman [37, pp. 61 - 62]).  Fir alle A € Q,, gilt

(5.6) per A <1.

Gleichheit tritt in (5.6) genau dann auf, wenn A eine Permutationsmatriz ist.

Eine Verallgemeinerung auf beliebige nichtnegative Matrizen bietet das fol-
gende Analogon zu Satz 4.7.

SATZ 5.5 (Jurkat-Ryser [22, p. 26]; Minc [44, p. 234]). Es sei A = (a;))
eine nichtnegative n X n-Matrix. Dann gilt

(5.7) per A <[ Y aj.
i=1

i t=1

Ist A positiv, dann besteht in (5.7) Gleichheit genau dann, wenn die ersten n — 1
Zeilen von A kollinear zum Vektor (1,...,1) sind.

Mit der gleichen Begriindung wie in der Bemerkung nach Satz 4.7 kann man
die rechte Seite von (5.7) ersetzen durch das Minimum dieser Ausdriicke tiber alle
Permutationen der Zeilenindizes.

Es sei A = (a;;) wiederum eine nichtnegative n x n-Matrix mit den Zeilensummen

ri,...,r, und den Spaltensummen sy, ...,s,. Dann gilt
(5.38) per A < [,
i=1
und
(5.9) per A < ﬁ Si,

=1

da auf der rechten Seite von (5.8) und (5.9) im allgemeinen iiberfliissige Terme
auftreten. Aus diesen Ungleichungen folgt schliellich

(5.10) per A < min (H T4, H 31’) )
=1 =1
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was sich in folgender Weise verbessern laf3t:

SATZ 5.6 (Jurkat-Ryser [23, p. 354]).  Es sei A eine nichtnegative n X n-

Matrix mit den Zeilensummenry, ..., r, und den Spaltensummen s, ..., S,. Dann
qgilt
(5.11) per A < [] min (1}, s}).

i=1

Diese Abschitzung ist bestmoglich: Es sei A = (a;;) eine Matrix, die den
Voraussetzungen von Satz 5.6 geniigt. Ferner enthalte jede (rechteckige) Unter-
matrix von A eine Zeile oder Spalte mit hochstens einem positiven Element und
es gelte a; = min (r}, s}) fur ¢ = 1,...,n. Dann tritt in (5.11) Gleichheit auf.

1) 71

5.3. (1,-1)-Matrizen. Auf der Menge I',, der n x n-(1, —1)-Matrizen ist
das Maximum des Absolutbetrages der Permanente klarerweise durch n! gegeben;
diese Schranke wird beispielsweise fiir die Matrix J™ erreicht. Wang [68, p. 360]
stellte unter anderem die Frage nach scharfen oberen Schranken fiir den Fall, dafl
die betrachteten Matrizen in I',, nichtsinguldr sind. Diesem Problem werden wir
uns nun widmen. Dabei spielen drei spezielle Matrizen aus I'), eine wichtige Rolle:

11 .1
(5.12) p,=| Y

|

1 1 -1

(11 1]
(5.13) c.=|t 7t

A

1 1 -1 |

1 -1 1]
(5.14) Sp=1| "

: -1

_1 1_
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SATZ 5.7.
" n! i
(5.15) wy, :=per D, =Y o (—2)".
k=0
n—1 — 1)
(5.16) Uy =perC, = (n+2)) (n X ) (=2)% + (=2)™.
k=0 :

Die Beziehungen (5.15) und (5.16) folgen unmittelbar aus einem Satz von
Perfect [54, p. 236] iiber die Anzahl positiver Diagonalprodukte in Matrizen der
zur Diskussion stehenden Gestalt.

SATZ 5.8 (Krauter-Seifter [29, p. 57]).

o (s = 20

per Sa, = 0,
wobei B,, die n-te Bernoulli-Zahl bezeichnet.

Die Herleitung dieses Ergebnisses erfordert die Kenntnis des Hit-Polynoms
(Riordan [56, p. 165]) und der exponentiell erzeugenden Funktion fiir Euler-
Polynome (Abramowitz-Stegun [1, p. 804]). Bemerkenswert ist, dafi die Folge
(T,) mit 7, = |perS,| gerade die Tangensfunktion als exponentiell erzeugende
Funktion besitzt, das heif3t

(5.18) > T T —tan T,
= " nl

wenn man noch 79 = 0 definiert (Abramowitz-Stegun [1, p. 75]). Die 7,, werden
aufgrund dieses Zusammenhangs in der einschliagigen Literatur Tangens-Zahlen
genannt (Comtet [12, p. 259]).

Zwei Matrizen A, B € T',, mégen zueinander dquivalent heilen (A ~ B), falls B
aus A durch Hintereinanderausfithrung von Transformationen der folgenden Art
hervorgeht:

(a) Vertauschen von Zeilen und Spalten;

(b) Transponieren;

(c¢) Multiplizieren von Zeilen oder Spalten mit dem Faktor —1.

Insbesondere gilt fiir zwei zueinander dquivalente Matrizen A, B € T',

(5.19) |per A| = |per B|.
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Eine detaillierte Betrachtung der eingangs erwédhnten Fragestellung fiir n < 5
liefert zunéchst die Beziehung

(5.20) |per A| < 5 =24

fiir alle nichtsinguldren A € I's. Gleichheit tritt in (5.20) genau dann auf, wenn
A ~ Cj5 gilt. Ferner haben wir

(5.21) lper A| <ws =8

fiir alle nichtsinguldren A € I's mit A % C5 und A 4 S;. Entgegen

(522) 16 =75 >ws=38

kann mithilfe von Satz 5.8 gezeigt werden, daf3 fiir alle n > 6

(5.23) T < Wn

gilt, sodafl die fiir n = 5 erforderliche Zusatzbedingung A + Sy fiir den Nach-
weis der Giiltigkeit von (5.21) entfallen kann. Schliefllich gelangt man zu zwei
Vermutungen (Krauter-Seifter [30]).

VERMUTUNG 1.  FEs sei A € T, nichtsinguldr, n > 5. Dann gilt

(5.24) |per A| < 9,

wobei das Gleichheitszeichen genau dann zutrifft, wenn A ~ C,, gilt.

VERMUTUNG 2. FEs sei A € Iy, nuchtsinguldr mit A o4 C,,,n > 6. Dann gilt

(5.25) Iper A| < wy,.

Eine Charakterisierung des Gleichheitsfalles in (5.25) ist nicht bekannt. Ein
allgemeiner Beweis dieser Vermutungen diirfte ziemlich schwierig sein, da die
Nichtsingularitét (eine iiber die Determinante definierte Eigenschaft!) zuwenig
Informationen iiber die Struktur der Matrix liefert, deren Permanente berechnet
werden soll. Im Rahmen eines allgemeinen Satzes konnte aber folgendes gezeigt
werden:
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SATZ 5.9 (Krauter-Seifter [30]).  Die Vermutungen 1 und 2 sind richtig fiir
alle in Frage kommenden Matrizen mit hichstens zwei negativen Elementen je
Zeile und Spalte sowie fiir alle dazu dquivalenten Matrizen.

6. Andere Problemkreise

In diesem Abschnitt werden neuere Ergebnisse der Permanententheorie be-
sprochen, welche sich nicht unmittelbar in die bereits behandelten Themen ein-
ordnen lassen.

In [46, p. 155] fithrt Minc als &lteste unbewiesene Permanenten-Vermutung
jene von Scott [61] aus dem Jahr 1881 an. Nach rund einhundert Jahren haben
drei Autoren unabhéngig voneinander einen Beweis dafiir gefunden.

SAaTz 6.1 (Minc [48, p. 145]; Kittappa [24, p. 75]; Svrtan [63, p. 204]).
Es sei A = (a;;) eine n X n-Matriz mit a;; = (z; — y;)~", wobei x1,...,z, und
Y1, - - - Yn die verschiedenen Losungen der Gleichungen x—1 = 0 beziehungsweise
y" + 1 =0 sind. Dann gilt

_fn-21-3-5-...-(n—=2)]* fir ungerades n,
(6.1) [per Af = { 0 fiir gerades n.

Die entscheidende Grundlage aller drei Beweise ist der

SATZ 6.2 (Borchardt [7, p. 194]). Es sei A = (a;5) eine n X n-Matriz mit

aij = (z; —y;) 7Y, wobei x1, ..., Tn, Y1, ...,y komplexe Zahlen bezeichnen. Dann
gilt
(6.2) det A per A =det (A x A),

wobei x das Hadamard-Produkt zweier Matrizen bezeichnet.

Den kiirzesten Beweis erbrachte Svrtan. Da er zudem den Vorteil besitzt,
mit elementaren algebraischen Hilfsmitteln auszukommen, soll er hier skizziert
werden. Es seien G und H die Mengen der n-ten Wurzeln von +1 beziehungsweise
—1 und es sei ¢ € H beliebig, aber fest gewahlt. Aufgrund der vollstdndigen
Symmetrie der Permanente in den Zeilen und Spalten des Arguments darf man
annehmen, dafl die Elemente aus G aund H von der Gestalt

(6.3) {93 = o (i=1...,n),

yjg = ea? (j=1,...,n)
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sind, wobei « eine beliebige primitive n-te Einheitswurzel ist. Fiithrt man nun die
Bezeichnungen D; = det A und Dy = det (A x A) ein, dann kann man unter Be-
trachtung spezieller, aus den Termen (1 — ca*)™" zusammengesetzter zirkulanter
Matrizen zeigen, dafl

(6.4 D, = (=) ] fuw)
mit

(6.5) folw) =< 3 3 (-1 (f)(l _hy

heH j=0

fur » = 1 und v = 2 gilt. Spaltet man die innere Summe in (6.5) entsprechend
7 <v—1und j > v in zwei Teile auf und beriicksichtigt man die Tatsache, dafl

(6.6) 3 ht=

heH

n fir t=0,
0 fir O0<t<n

ist, dann erhélt man aus (6.5)

(6.7 ) = :z;;(—l)j ) {Z (1 -y - n} |

Damit sowie mit

9 _
(6.8) Saomt=" 0 Y aopz="En
heH 2 heH 4
folgt iiber (6.4) die Darstellung
2y Tpey e7” fir v=1,

{ —(
(6.9) D, =

(_%)n [Th—1 E_k(n —2k+2) fir v=2.

Wegen D; # 0 folgt schlielich aus Satz 6.2 (D; per A = Dy)

(6.10) per A= (=1)""'27" [ (n — 2k + 2)
k=1
und daraus (6.1).

1967 duflerten Marcus und Minc [40, p. 306] die folgende
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VERMUTUNG. FEs sein > 2. Dann gilt fir alle S € Q,

I — S
(6.11) per S > per <n> :
n—1
Ist n > 4, dann gilt in (6.11) das Gleichheitszeichen genau dann, wenn S = J,
gilt.!

Wie die erwahnten Autoren zeigten, folgt aus dieser Vermutung jene von van
der Waerden. Wihrend letztere mittlerweile bewiesen werden konnte (sieche Ab-
schnitt 3), konnten in bezug auf die obige Behauptung bisher nur Teilresultate
hergeleitet werden. Marcus und Minc [40, pp. 307 - 308] gaben Beweise fiir hinrei-
chend nahe bei J,, liegende sowie fiir positiv semidefinite symmetrische S € §2,,,
Wang [69, p. 147] fiir n = 3 und Foregger [16, p. 125] fiir n = 4. In seiner vor kurz-
em erschienenen Arbeit [11] wies Chang die Giiltigkeit von (6.11) im Komplement
einer Umgebung von J,, nach.

SATZ 6.3 (Chang [11, p. 116]).  Es sei f(S) = per ((nJ, —S)/(n—1))
fir S € Q, und es sei k, = d,(n — 1)™", wobei d,, die n-te Dérangement-Zahl
bezeichnet. Dann gilt

(6.12) max (f(5)) = f(I) = kn.

SeQ,

Ist n > 2 und ist per S >k, fir S € Q,, dann gilt (6.11).

Nach Satz 6.3 ist h, := mingeq, (perS) = n!n~"; die Giiltigkeit der Ver-
mutung ist also nur mehr fiir h, < perS < k, ungekliart. Diese Liicke wird
fiir wachsendes n stets kleiner: aus (1.11) folgt némlich d,, ~ n!/e und damit
|k — hy| — 0 fiir n — oo. Es sei U = (nJ, — I)/(n — 1); dann gilt fiir alle
SeQ, (nd,—S)/(n—1)=SU und (6.11) 148t sich schreiben in der Form

(6.13) per S > per SU.

Chang verwendet im Beweis von Satz 6.3 eine wahrscheinlichkeitstheoretische
Interpretation der Permanente einer doppeltstochastischen Matrix nach H. L.
Harper (siche Wilf [70, pp. 249 - 250]): Wir betrachten n Kugeln und n Schach-
teln. Der Vektor (r1,...,7,) bezeichne das Ereignis, daB sich in der Schachtel m;
gerade r; Kugeln befinden (j = 1,...,n), wobei (mq,...,m,) eine Permutation
von (1,...,n) ist. Bezeichnet man bei einem simultanen Ubergang T4 aller n

!Die in [40] urspriinglich fiir n > 3 formulierte Gleichheitsbedingung wurde fiir n = 3 von
Wang [69] als falsch erkannt.
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Kugeln die Wahrscheinlichkeit, dafl eine Kugel von der Schachtel i zur Schach-
tel j wechselt, mit a;;, dann ist A = (a;;) eine doppeltstochastische Matrix. Ist
nun pa(ry,...,r,) die Wahrscheinlichkeit, dal das Ereignis (rq,...,r,) nach dem
Ubergang Ty auftritt, wobei der Anfangszustand (1,...,1) war, dann gilt

(6.14) pa(l,...,1) = per A.

Bezeichnet ferner qa(ry,...,r,) die Wahrscheinlichkeit, daf} das Ereignis
(1,...,1) nach dem Ubergang T4 auftritt, wobei der Anfangszustand

(r1,...,7,) war, dann erhélt man mithilfe wahrscheinlichkeitstheoretischer Uber-
legungen bei Summation iiber alle moglichen Zustédnde (rq,...,7,)

(6.15) perSU:ZpS(rl,...,rn) qu(riy .-y 7n)

und

(6.16) qu(ri, .-, m) < qu(l,...;1) =k,

woraus

(6.17) per SU < qu(1,...,1)> ps(ri,....rn) =k,

folgt. Damit ergibt sich wegen per SU = f(.5)
(6.18) f(S) <kn = f(I).

Fiir per S > k, folgt aus (6.13) und (6.18) sofort (6.11).

Abgesehen von verschiedenen Verallgemeinerungen der Vermutung von van

der Waerden (siehe auch Satz 3.8) und den Bemiihungen, sie zu beweisen, bietet
das Studium der Permanente auf der Menge €2,, auch anderweitig ein interessantes
Betétigungsfeld (siehe [50, pp. 237 - 239]), aus welchem hier ein Teilaspekt heraus-
gegriffen werden soll.
Der Satz von Birkhoff [6, p. 147] besagt, dafl €, ein konvexes Polyeder bildet,
dessen n! Ecken die n x n-Permutationsmatrizen sind. Es liegt nahe zu fragen,
ob die Permanente eine konvexe Funktion auf €2, ist. Fiir n = 2 kann man in der
Tat direkt zeigen, dafl

(6.19) per (aB+ (1—a)A) <aperB+ (1 —«a)perA
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fiir alle A, B € Q und fiir alle o, 0 < o < 1, gilt. Fiir n = 3 hingegen konnte
Marcus ein Gegenbeispiel angeben (siehe auch Perfect [53]). In der Folge wurde
versucht, entsprechende Aussagen durch geeignete Einschrinkungen von B zu
bekommen. Perfect [53] bewies (6.19) fir B = I und o = 1 sowie fiir beliebiges
A € Q,. Eine Verbesserung erzielten Brualdi und Newman [9] fiir B = I und
alle o mit 0 < o < 1 sowie fiir beliebiges A € ,,. Angeregt durch ein weiteres
Resultat dieser Autoren beschiftigten sich Lih und Wang [33] mit der folgenden

VERMUTUNG.  Fliir alle A € Q,, und fir alle o mit % <a<1glt

(6.20) per (aJ, + (1 —a)A) < a perJ, + (1 — «) per A.

Ein Beweis von (6.20) ist bisher nur fir n = 3 gegliickt; im Fall n = 4 hat
man bereits mit erheblichen Schwierigkeiten zu rechnen.

SATZ 6.4 (Lih-Wang [33]).  Obige Vermutung ist richtig fir n = 3. Das
Gleichheitszeichen tritt genau dann auf, wenn entweder o = 1 ist oder A = J3

oder o = % und A = % (3J5 — I) bis auf Zeilen- oder Spaltenvertauschungen.

Da nach Satz 3.6 per B > per J; fiir alle B € ()3 gilt, erhélt man aus Satz 6.4
unmittelbar die Beziehung

(6.21) per J; < per (aJ; + (1 —a)A) < per A

fur alle A € Q3 und fiir alle o mit % <a<l.

Von hermiteschen Matrizen handelt eine auf Marcus [46, p. 156] zuriickgehen-
de

VERMUTUNG. FEs sei A eine positiv semidefinite hermitesche nk X nk-

Matriz, zusammengesetzt aus k* Blicken A;;, welche n x n-Matrizen sind. Ferner
sei B = (b;;) die k x k-Matriz mit b;; = per A;; (1,5 =1,...,k). Dann gilt

(6.22) per A > per B.

Sind alle Ay positiv definit, dann gilt in (6.22) Gleichheit genau dann, wenn A
die Form A = Ay @ ... @ Ay besitzt.

Lieb [32] bestétigte diese Vermutung fiir & = 2. Vor kurzem gelang es dann
Pate, fiir symmetrische Matrizen und fiir hinreichend groe n (bei beliebigem k)
eine Ungleichung zu beweisen, welche (6.22) verschérft.
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SATZ 6.5 (Pate [52, p. 14]).  Es sei A eine positiv semidefinite symmetrische
nk x nk-Matriz von der in der obigen Vermutung angegebenen Struktur. Ferner
set C' = (¢;5) die k x k-Matriz mit c;; = |per Ai;| (4,5 = 1,...,k). Dann gibt es
fiir jedes k eine natiirliche Zahl ny, so daf fir alle n > ny, gilt:

(6.23) per A > per C.

Im Beweis dieses Satzes beniitzt Pate die Tatsache, dafl eine positiv semi-
definite symmetrische m x m-Matrix stets darstellbar ist als Gramsche Matrix
((wi, ;) geeigneter Vektoren xy, ...z, aus dem R™, wobei (.,.) das innere Pro-
dukt im R™ bezeichnet. Aufgrund eines von Marcus und Newman [39, pp. 48
- 49] entdeckten fundamentalen Zusammenhangs lafit sich die Permanente einer
Gramschen Matrix zuriickfithren auf ein inneres Produkt in der Symmetrieklasse
der vollstéindig symmetrischen Tensoren. Auf die ziemlich komplizierten Details
soll hier nicht eingegangen werden.

Wir schlieBen mit einigen Betrachtungen iiber zirkulante Matrizen. Solche
Matrizen treten beispielsweise bei der Behandlung klassischer kombinatorischer
Fragestellungen, wie etwa beim probléme des rencontres oder beim probléme des
meénages, auf. P, bezeichne die n X n-Permutationsmatrix mit Einsen an den Stel-
len (1,2),(2,3),

...,(mn—=1,n),(n,1). Dann nennen wir eine Matrix der Form
(6.24) Z=> MNP

mit \; € {0,1} (i = 0,1,...,n — 1) und P° = [ eine zirkulante (0,1)-Matriz
oder (wie im folgenden stets bezeichnet) Zirkulante. Der Ubersicht in Minc [46,
pp. 44 - 48] kann man entnehmen, dafl bis vor kurzem lediglich Zirkulanten mit
)= ... = X1 = 1lund N\, = ... = A\,_1 = 0 betrachtet worden sind. Ea-
des, Praeger und Seberry [13] haben sich mit Zirkulanten allgemeinerer Bauart
beschiéiftigt, wobei vor allem die verschiedenen Methoden, die zur Berechnung
ihrer Permanente herangezogen wurden, Beachtung verdienen. Um die Notation
einfacher zu gestalten, geniigt es, eine Zirkulante mit den Positionen der Einsen in
ihrer ersten Zeile zu identifizieren. Ist also A = (a;;) (4,7 =0,1,...,n—1) und
gilt agjy = ... =ag;, =1 (0 <r <n—1), dann schreiben wir A = (jo, ..., jr).
Zwei Zirkulanten A = (a;;) und B = (b;;) mogen zueinander dquivalent heiflen,
wenn es Zahlen z,y € {0,1,...,n — 1} gibt, so da ggT(z,n) = 1 und fiir jedes
J€{0,1,...,n—1} agujty = bo; gilt. Es sei A = (a;;) eine n x n-Matrix und B
eine k x k-Matrix. Unter dem Kronecker-Produkt A ® B von A und B verstehen
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wir die nk x nk-Matrix, die aus den n? Blocken a;;B (i, = 0,1,...,n — 1)
zusammengesetzt ist.

SATZ 6.6 (Eades-Praeger-Seberry [13, pp. 148 - 149]).  Es sei A eine belie-
bige (0, 1)-Matriz und es bezeichne I, die v X v-Einheitsmatriz. Dann gilt

(6.25) per (A® I},) = (per A)F
und
(6.26) per ((Ik + P ® J(m)) = (m!)* i (T) .

Wihrend man (6.25) unmittelbar durch geeignete Zeilen- und Spaltenvertau-
schungen erhélt, ist fiir die Herleitung von (6.26) explizites Abzédhlen der positiven
Diagonalprodukte erforderlich. Natiirlich sind die in Satz 6.6 betrachteten Matri-
zen im allgemeinen keine Zirkulanten, doch kann man mit den dortigen Formeln
folgendes herleiten. Wir betrachten eine n x n-Zirkulante mit zwei positiven Ele-
menten je Zeile, also eine Matrix (a,b). Ist dann ggT(n,a — b) = ¢, dann sind
(a,b) und (0, g) zueinander dquivalent und wegen (0, g) = (1,4 + P/q) ® I, folgt

(6.27) per (a,b) = (per (1n/g + Pnyg))? = 29.

Auf dhnliche Weise erhélt man fiir die 2k x 2k-Zirkulanten (0,1, k,k + 1) sowie
fir die 3k x 3k-Zirkulanten (0,1, k, k + 1,2k, 2k + 1)

(6.28) per (0,1,k, k+ 1) = 2ok+l 4 22k
' per (0,1,k, k + 1,2k 2k +1) = 281351 + 3%,

Neben dem in Satz 6.6 beniitzten Beweisverfahren und neben der Herleitung von
Rekursionsformeln fiir schwach besetzte Zirkulanten mithilfe des Laplaceschen
Entwicklungssatzes wird noch die Methode der sogenannten komplementéren
Entwicklung vorgestellt, bei welcher es sich um eine besonders einfache Variante
des Inklusions-Exklusions-Prinzips handelt. Es sei A = (a;;) eine (0, 1)-Matrix
mit ag, = 1; die Matrizen B und C' mogen aus A hervorgehen, indem man
arm = 0 setzt beziehungsweise die k-te Zeile und m-te Spalte von A streicht.
Aufgrund der Multilinearitéit der Permanente folgt dann per A = per B 4 per C.
Damit wurden beispielsweise die Dérangement-Zahlen d,, = per(1,2,...,n — 1)
in Abschnitt 1 berechnet. Auf d&hnliche Weise gelangt man zu den n-ten Ménage-
Zahlen M, = per(2,3,...,n — 1) (sieche Ryser [58, p. 32]).
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SAaTz 6.7 (Eades-Praeger-Seberry [13, p. 157]).  FEs sei n gerade und es
bezeichne R, die Zirkulante (1,3,4,...,n —1). Dann gilt

(6.29)

per R, = M,, + 2.

Aus dem im Anschlufl an Satz 6.6 Gesagten folgt fiir ggT(n,z) = 2

(6.30)

1]

2]

[9]

[10]

per(0,1,2,....,.x — 1L,z +1,....n—1) = M, + 2.
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