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Résumé. The combinatorial model for the Bessel polynomials, introduced by Dulucq
and Favreau [IMACS Ann. Comput. Appl. Math. 9 (1991), 243�249], allows us to
de�ne the q-Bessel polynomials. This model, based upon weighted involutions, leads to
a combinatorial interpretation of the three-term recurrence relation and to an explicit
formula for the n-th q-Bessel polynomial.

1. Introduction

Les polynômes de Bessel, ainsi nommés compte-tenu de leur relation avec les fonctions
de Bessel, apparaissent comme solution de l'equation di�érentielle du second ordre [2, 7]

x2
d2y

dx2
+ (2x+ 2)

dy

dx
= n(n+ 1)y. (1.1)

Cette famille de polynômes peut également être dé�nie à partir de la récurrence à trois
termes {

yn+1(x) = (2n+ 1)xyn(x) + yn−1(x),

y0(x) = 1, y1(x) = 1 + x.
(1.2)

La valeur explicite de ces polynômes, en termes de la fonction hypergéométrique 2F0,
est

yn(x) = 2F0(−n, n+ 1; ;−x/2)

=
n∑
k=0

(n+ k)!

(n− k)! k!

(x
2

)k
. (1.3)

Dans [3], nous avons proposé un modèle combinatoire pour cette famille de poly-
nômes. Ce modèle nous a permis, non seulement de retrouver toutes les identités clas-
siques (récurrence à trois termes (1.2), équation di�erentielle (1.1), équation de récur-
rence aux dérivées, identité exprimant la série génératrice), mais également d'obtenir
une démonstration entièrement combinatoire de l'orthogonalité de cette famille de po-
lynômes.
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Comme pour les polynômes de Hermite [1, 5, 6], ce modèle combinatoire nous permet
de dé�nir un q-analogue des polynômes de Bessel. Nous montrons alors qu'ils véri�ent
une récurrence à trois termes qui est un q-analogue de (1.2) et nous obtenons une
formule explicite pour le nième polynôme yn(x; q).

2. Un modèle combinatoire pour les q-polynômes de Bessel

Soit In l'ensemble des involutions ayant exactement n orbites, où le terme orbite
désigne les cycles de longueur 1 ou 2 de l'involution, c'est-à-dire les points �xes ou les
arêtes, et notons In,k l'ensemble des involutions de In ayant k arêtes (0 ≤ k ≤ n).

Étant donnée une involution α de In, nous dé�nissons sa valuation v(α) par

v(α) = xe(α)qs(α),

où

e(α) = nombre d'arêtes de l'involution α,

s(α) =
∑

arêtes a

s(a) +
∑
�xes f

s(f),

et, pour une arête a = (i, j),

s(a) =
∣∣{k : i < k < j et α(k) < j}

∣∣,
et, pour un point �xe f = (f),

s(f) =
∣∣{k : k < f et α(k) < f}

∣∣.
Dé�nition 2.1. Les q-analogues yn(x; q) des polynômes de Bessel sont dé�nis par

yn(x; q) =
∑
α∈In

v(α) (2.1)

=
n∑
k=0

∑
α∈In,k

qs(α)xk. (2.2)

Théorème 2.2. Les polynômes yn(x; q) véri�ent la relation de récurrence à trois termes{
yn+1(x; q) = [2n+ 1]q xyn(x; q) + q2n−1yn−1(x; q),

y0(x; q) = 1, y − 1(x; q) = 1 + x,
(2.3)

où [n]q =
1−qn
1−q = 1 + q + q2 + · · ·+ qn−1 est le q-analogue usuel de l'entier n.

Théorème 2.3. Le polynôme yn(x; q) est donné par la formule

yn(x; q) =
n∑
k=0

[
n+ k
n− k

]
q

[2k − 1]q!! q
(n−k

2 )xk, (2.4)

où [ nk ]q = [n]q !

[k]q ! [n−k]q ! est le q-analogue du coe�cient binômial, et [2k − 1]q!! =

[1]q[3]q[5]q · · · [2k − 1]q est le q-analogue du nombre d'involutions sans point �xe sur

2k points.
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