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Blementare g - Identitdten

J. Cigler

Ich méchte einen Uberblick iiber einige einfache q - Identititen
geben, bei welchen man ohne Rickgriffe auf die Theorie der Partiti-
onen oder Heine'schen Reihen auskommt. Ich will mich vor allem
bemithen, die Analogie mit der klassischen Analysis hervorzuheben
und soweit wie moglich auch die "natiirliche Umwelt" der wichtigsten
Formeln beriicksichtigen. Um die wesentlichen Ideen zu verdeutlichen,
mochte ich mich auf die charakteristischen "Normalf&lle" beschrinken
und solche Aspekte betonen, die mir besonders typisch erscheinen.

Wer sich ein wenig mit q - Identit&ten beschédftigt hat, wird wahr-
scheinlich viele Dinge kennen. Ich hoffe aber, daBl die hier ge-
widhlte Darstellung dazu beitrdgt, die Theorie einfacher und leichter
durchschaubar zu machen.

1. Grundlegende Tatsachen.

Ich darf wohl davon ausgehen, daB die zugrunde liegende analytische
Situation bekannt ist:

Der q- Differentiationsoperator D, der durch (D<1f) (x) =

q!
- Alax) - £ (x) definiert ist, stellt ebenso wie der Differenzen-

: 94X - X =
operator Ah,'definiert durch (Ahf)(x) g e (x+h)-f(x)
h

, ein dis-

kretes Analogon des gewchnlichen Differentiationsoperators dar.

Dabei ist die formale Analogie zur Differentialrechnung noch enger
und interessanter als das bei der Differenzenrechnung der Fall ist.
Insbesondere existicren filir jeden speziellen Begriff der Analysis
ein oder mehrere q -Analoga, die sich fir q »1 auf den Ausgangs-
begriff reduzieren. Welches q -Analogon das "richtige" ist, héngt
von der gewdhlten Fragestellung ab. Wir wollen alle Formeln so
formulicren, daB sie sich fiur q =1 dirckt auf die entsprechenden

klassischen Formeln reduziceren.
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1.1. Der g -Differentiationsoperator und seine Eigenschaften .

Sei q ecine feste von O und -1 verschiedene reelle Zahl. Sei P der
Vektorraum aller Polynome iber dem Korper C der komplexen Zahlen

und Q dic Menge aller formalen Potenzreihen uber ©. (Um Konvergenz-
fragen bzw..tiefer liegende analytische Probleme zu vermeiden, werden
wir uns ausschlieBlich auf formale Potenzreilen beschrénken. Das
Symbol f(x) bedeutet daher immer eine formale Potenzreihe

2
f(x)‘_ a, + X + ayXx + ... ).
Wir definieren den g-Differentiationsoperator D fir

f(x) =% ﬂkxke Q durch

° £ ) - f(x)
(1) (Df) (x) = L ax o =y[k1a el , wobei
( g-1) x k
n
2 n-1 g -1

(2) [n17=14+qg+q° + ... +q -

q - 1
gesetzt wurde.
Fir q = 1 sind dabei dic entsprechenden Limiten fir q- 1 zu nehmen.
Es ist klar, daB sich dann der itibliche Differentiationsoperator er-
gibt, den wir mit DO bezeichnen wollen.
Statt (Df)(x) schreiben wir auch kurz f'(x).

Fihren wir den Opcrator € auf Q ein durch

(3) (ef) (x) = £(qx),
so gilt

(1') D=—%r— (e-1).
(q-1)x
Hier bedeutet 1 die identische Abbildung und a(x) den Multiplikations-

operator , der durch a(x) f (x) = a (x) f (x) definiert ist.
(Da f(qx) - f(x) = % ( qk ~1) ay xX ein Vielfaches von x ist, kann

durch x dividiert wérden, ohne aus Q herauszukommen) .



Es ist klar, daB D cin linearer Overator auf Q ist.

Wegen
a(qx) b (qx) - a(x) b (x) . a(qx)(b(gx)-b(x)) (a(gx)-a(x))b(x)

= +
(a-1) x (g-1) x (q-1) x

gilt
(a(x)b(x))" = a (qx) b (x) + a' (x)b (x).

In Operatorschreibweise heilt das

(4) Da(x) = a (gqx) D+ 2a' (x)

oder, wenn man a und b vertauscht,

(4') D a(x) =a(x) D+ a'(x) e

1 l "
Beachtet man, daB Dx" = [k 15 K gilt, so folgt speziell

5) Dxf-q¥x¥ D=Tk]x", k=1, 2, 3, -..

L -

(5') Dx -x D=Tk]x e, k=1, 2, 3, -
Fir k = 1 reduziert sich das auf Dx~ q x D =1
bzw. Dx - x D = €.

Wendet man (5) bzw (5') auf x* an, n =0, 1, 2, ..., 80 ergeben
gich die Formcln

(6) Tn+kl - g [nl = [x]

(6') Tn+k] - nl= k] q",

die natiirlich auch sofort aus (2) abzulesen sind.



Wir benctigen im folgenden oft die q - Faktoriellen
mlt=T1111271 ... [n], [o]! =1, und die

!
q - Binomialkoeffizienten r;z] = [n]!

[k ] [n-k]!

Wir fiuhren nun auf P ein inneres Produkt ein durch

(7) < x5, xt > = [k]! & pis B 1= 051,800

Dieses 1&B8% sich auch folgendermaBen beschreiben: Sei I das
lineare Funktional auf Q, das durch

(8) Lf(x) =1 (o)
definiert ist. Dann gilt
k 1 ~K 1

Es ist nun leicht zu schen, daB das innere Produkt (7) auch auf den
Fall erweitert werden kanﬁ, daf3 cin Faktor in Q liegt. Es gilt dann

<a(x), b(x) >=<b(x), a(x) >, aeP, be Q.

Ist A ein linearer Operator, so definieren wir den transponierten

Operator At durch

(10) <4 a(x), b(x) > = <a(x), A b(x) >.

Dann gilt

t

(11) ( ok + 8B)Y = oa¥ 4 g8, (4 B)? = BY 4P,



Speziecll geht fiir a (x) = £ a x° der Multiplikationsoperator
a (x) auf Q in den Operator a (x)t = T ay DX auf P iiber, der durch

(= . Dk) p (x) =% &y P (k)(x) definiert ist. Aus (9) und (10) folgt
dann die nitzliche Formel

(12) La(D) b (x) =Lb (D)a (x)firae?P, beAq.
Versteht man unter a' (D) den Operator (a'(x))t, so gilt
(12') L f(D) x =,L D f(x) =L f'(x) =L £' (D) 1.

AuBerdem ist der Koeffizient 2 in den formalen Potenzreihen

f(x) = T ay =K gegeben durch

I K
(13) a, =L2— £(x) = Lf (D) =
(k7 k7!

Jede Operatoridentitdt geht durch Transposition wieder in eine
Operatoridentitédt iiber. Speziell gchen (4) und (4') iiber in

(14) a (D) x=xa (@ D) +2a' (D)
(14') a (D) f = i a (D) + e a' (D)
Analog ergibt sich aus (5) und (5')
(15) D¥x - € x DX = [ k¥ 1 D'

k k-1

(15') Dx - x DX = [k] D

Wendet man dicse Identitidten auf x' an, so ergecbcn sich die Rekurs
sionsformeln fiir dic q-Binomialkoeffizienten:

(16) %11 - 121 =12

(16) 1t H = 2
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Tm weiteren bendtigen wir auch das g-Analogon der Leibniz'schen

Formel.

Da D f(ax) = a £'(ax) gilt, zecigt man mit Induktion sofort, daB

(a(x) b ()™ = £ 1y a0k (k) v () ()

gilt. Denn fiir n=1 ist das richtig. Somit is?t

(a(x) b ()W) = g [ 2 glnck) gty Gl ) ()
b r [ 29aRa ) () 50 ()

S (T2 + [ 2 a B () v M),

In Operatorschreibweise erhalten wir

(17) P a(x) =3 110k o

(17 D a) = 7 [ B1al i) oF 0ok

Bermerkung: Wir werden auch gelegentlich den Operator Da benctigen,
der durch

p(q%) - p(x)

18 D =
(18) (0 p)(x) = ————

definiert ist.

Br erfullt chn = [n]c 1 it

g7 [ne]
(19) n1 hE = 1 = '—F-"{——
qQ - Q,




1.2, Die g - Bxponentialfunktion

Die eindeutig bestimmte formale Potenzreihe f (x) mit Df = af und
Lf = 1 ist gegcben durch f(x) = c(ax) mit

n
X

[ n!

8

(1) .. efx] =8

O

Wir nennen e(x) dic g-Exponentialfunktion.
Wegen

e (agx) - e(~x)

= 2o e(ax)

(q-1) x

ist e (ax) auch charakterisiert durch
(2) e (agx) = (1 + (q=1) ax) ¢ (ax) , e (o) = 1.

Wir fragen nun etwos allgemeiner nach der Losung der g-Differcntial-
gleichung D f(x) = ax f(x) mit L £ = 1.

Setzt man f (x) = T a, xk, so muB mber gelten

k-1 K
% [kla, x =ax ¥ g X

oder a, = 1, Ay = 8g = 8g = ... = Gy

[ 2k By = A X 8y 5

ﬁk =( a k 1
R L I P N S IV S

Sctzt man also allgemein

(5) og(x) = I



so ergibt sich, daB die cindeutig bestimmte Losung der Gleichung

D f(x) =ax f(x) mit L £ =1

gegeben ist durch

2
ax

M2l

f (x) = e, ( ) .

2

Bs existieren eine Reihe von Beziechungen zwischen den verschiedenen

oo’s. Wir wollen hier nur zwei crwidhnen:

1 © (
() —— o o () =% (1m0 T
ec(x) & n=o [n](~!

Bs geniigt natlirlich, den Fall o = 1 zu behandeln.

Aus (2) folgt

- 1 s i
o —— ¢ (ax)
1 + — x2
q

= e (gx) e_; (-ax) = (1 + (a-1) x) -1——1(——?)—— e (x) e_y (-x)
+(g-1)x

= D ( e(x) C_y (-x)) = o

»> ¢ (x) e_y (-=x) =1, d.h. (4).

Fine weitocrc weitere niitzliche Beziehung ist

(5) €5 ([XZW )OQ(qX ) = ¢ (x).

\ 2]

Ils ist nédmlich

; . 9 y \
o (2 E N, (R qx)<1+(q2-1) x ) x\);
Z(FN )’2(r 21 ) "2 Krz]- r214 21T 21




= B

e (1 + (g-1)x) e, ( x )OZ(QX ) :
- Al 2] 21

Aus (2) folgt die Bchauptung.

Bemerkung: Man hitte (5) natiirlich auch durch Koeffizientenvergleich
beweisen konnen.

Es ist n#mlich allgemein
bl_ 1 _ °n n

L ‘
Mkt M !

. _ n
mit e, =32 [, Ta b ..
Daher ist (5) Hquivalent mit

n
GO [ F=01+a) (1+d°) ... 1+,
k=0 k 2

Diese Formel 148t sich schr leicht mit Induktion beweisen.

fus 1.1. (4), (4') ergeben sich die folgenden niitzlichen Formeln
(man beachte De = q e D)

1

(6) e (a D) x =X +a e
= c(aD) -
1 -1 1
(7) ——— (ze ) e (2D) =(x-a)e
e(aD) - -
1 2
(8) ’—(':—'52)]) e, (—}_{ > = D - xe
e rel -
\ 2]
qx2 1 1 1
(9) e, (-" ) (e7'D) =— =D - xe”| =€ 'D - xe
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1.3. Das g-Analogon der Polynome (x-2)",

Dic Polynome p (x,2) = (x-a)? sind charakterisicrt durch Py, (a,a) =

n-1

= 6no und DO p, = np

Um ein g-Analogon zu finden, stellen wir daher die folgendc Frage:
Gibt es Polynomec p, (x,n) vom Grad n mit P, (a,a) = 8, und

- ?
Dp, = [n1 P,_q °

Wenn solche Polynome cxistieren, dann mufl wegen

p, (ax,2) - p (x,n)
6_1) X = Dpn (X)a) = rn-| pn_1 (Xya)

gelten

p, (ax,n) =p (x,n) + (q"-1) x P,y (x,2)

= Dy (qa,n) = o fir n > 1

1

= p_ (q7a,n) = o fuir n > i

n

-1

= p. (x,2) = (x-2) (x-qa) ... (x - g )

n

Man iiberzoeugt sich schr leicht, daB dicse Polynome tatséchlich alle

Forderungen cerfilllen.

Satz: Dic eindeutig bestimmten Polynome n-ten Grades b, (x,2) mit
P, (a,n) = 8,, und Dp = [n1 p,_4 ©ind gegeben durch

n-1

P, (x) =1 ud (1) P, (x,2) = (x-2) (x=-qn)... (x-q° 'a), n>1.

Um die cxplizite Gestalt dieser Polynome zu finden, setzen wir
I Kk
P, (x,a) = Yoag X

r
X

Dann folgt aus 1.1. (13) und (1)

k
_ ¢ D N n —
“nk T b (k7 Pn (x,n) =L rk'w Phx (x,n) =
n-k n-k
= | 1)n—k(§ 2 ) a
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n i (n-k )
2 (2) By (52) =2 (D" [T "2
=0

n-k k
a bid

Das 188t sich auch in der Gestalt
k k k
k (~)aD n
p. (x,2) =% (1) q ‘2 X
n 7! I [k K

=0

schreiben. Beachtet man 1.2. (4), so gilt also

(3) P, (x,8) = ;‘1(-"\_])) X = e_y (-aD) x"

Beachtet man, daB D" e (xt) = t" e (x1) ist, so folgt daraus

(4) ; pn(X’a) tl’l _ 1 e (X‘t) — ngtz

0 ! e(aD) e(at)
Wegen e (x8 e (ol = £ (x ¥) folgt durch Kocffizientenvergleich
e (nt) e (yb e (yt)
2 n
(5) b r kil pk (Xr’l) pn-k ("TI,Y) = Pn (X’y)

k=0

Die Polymome p (x,a) treten bei verschiedenen Problemen auf.
So gilt z.B.

(6) ¢ (q¢™) =p (1, (1-q) x) e (x).

n

Das folgt sofort aus 1.2. (2).

€nZn n n t)
=2e (ez) ¢ (xt) =% e (xt = 5 2-E€ Xb) -
[n]! n !
1, (1-q)x t
- ,Pn( (1-a)x ¥ Zne(xt)z c (2) e (x1t)
[n M e (( 1-q)xtz)
e(z) e (x1)

> (7) e (ez) e (x1) =
e(( 1-q) xtz)
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Eine weitere nutzliche Formel ist
o (e,1) )

(8) -ﬁ;-“;;-—‘ = q° x" D
(g-1)

n

. . r
Denn wendet man beide Seiten auf x° an, r =0, 1, 2, .. ,

so ergibt sich in beiden Fdllen

f[r 17 r1] eee [ r-ne1] x" .

1.4, Die Rogers = Szego - FPolynome.

. n ...
Diec Polynome r (x,2) = (x + a)" konnen auch durch Doe =nr,_, und

n
Lr (x,2) = o charakterisiert werden.

Das fihrt zu folgender Frage:

Gibt es Polynome ¥ (x,2) n-ten Grades nmit Drn = 1] L und

n
Lrn (x,a) = o~ 2

Wenn es solche Polyncme gibt, so folgt r, (x,2) = ¢ e xk mit

k n-k
D n n
=L r, (x,a) = rlcn L T (x,a) = [ " T a

o,
e [ k]!

>r (x,a) =

n
n n-k k
- VO [ kT a X .

1(:

Satz: Die cindeutig bestimmten Polynome n-ten Grades T (x,a)

mit Dr = n r 4 und Irg (x,n) = n" sind die Rogers-Szegid-
Polynome.
n n n~k _k n X .
(1) i (x,0) :kfo [1(1 a2 x" =a r, ( ;) mit rn(x) = T, (x,1).

Es gilt dann

k
r (x,n) =5 2 DX x* oder

i k!

(2) Z. (x,2) = e (aD) x"



o r (x,a)
> (3) T B — % = ¢ (aD) e (xt) = e (at) e (xt).
o [n

Aus (2) und 1.2. (6) ergibt sich

1= (x + ae)? 1

r, (x,a) = ¢ (aD) gn L 1 = (e(aD)
e(aD) e(aD)

1

> (4) e (x,2) = (x + ae)™ 1.

Aus (4) folgt

(xya) = (x + e ) r_ (x,a) = (x + a) r, (x,2) + a(e-1) rn(x,a)=

T+ - ‘ n

= (x+a) r, (x,a) + a (q-1) xD r, (x,n)

-

= (x+n) r, (x,a) a(qn~1) X T4 (x,a)

(x,a)

(x,n) = (x+a) ) (x,2) +a (q™1) x Bt

= (5) rn+1

Die bekanntesten Spezialfdlle sind fir a =1, x = 1
_ n
(6) rppq (1) =2r (1) + (a=1) r 4 (1)
(1) n m

mit r (1) = ¥

n - k
und die GauB'sche Tdentitit (x = 1, a =-1)

2n = A
(1) = (1% 12" = ((1-9)(1-a7)... (1-a""71),

k=0 )

2, Der g-binomische lLehrsatz.

Bs gibt viele Formeln, die als g-binomischer Lehrsatz bezeichnet
werden. Fir mein Gefiihl stellt der folgende Satz die cinfachste

wund larste Version dar:s



Satz 1 ( g-binomischer Lehrsatz): Scien AO und A1 lineare

Operatoren auf dem Vektorraum P mit A1 AO = q Ao A1.

Dann gilt

n
)n g (HT A k , n-k

(1) (o + L ] A
o) 1 k=0 k 0 1

Beweis: Mit Induktion unter Verwendung von 1.1. (16) ergibt sich

(b, + &) ¢ P12 02 < w(r 21+ TR a4

= ¥ l-n;1~| A k A n+1 -k,

== 1L1

Der entsprechende multinomische Lehrsatz ist gegeben durch

k k

: ; PR < n 1 s

(2) (.“.1 + 112 + o 0 o LLS) = Z rk k . k -‘ .A.1 o0 o As 3
17 72 =
Hier gilt Aj Ai = q Ai Aj fir i < j und
n
]
r 1= [n 1 falls Sk, = n.
k17""ks rk1_1!...[‘ks_]!' J

Der Beweis folgt sofort mit Induktion nach s.

Binfache Beispifle fiir Opcratorenpaare (AO, A1) mit

Ay Ay =q A Ay sind ( x° e % %) oder (o8 DO, &P DB) mit

1 1
2d - be = 1, also etwa (x,e), (x,xe), (xe,e), (e,D),(eD,D) und

(Q,GD).

So folgt etwa

oder
(—xe+ ae)? = 5 [E] (—Xe)k (ne)n"k

Somit ist

(3) p, (n,x) = (-xe + ne)™ 1.



Durch Koeffizientenvergleich sieht man, deB Satz 1 &quivalent ist
mit

Satz 2: Seien AO und A1 lineare Operatoren auf P mit A1 AO == qAOA1.

Dann gilt
(4) e (Aot) e (1’11t) =e (( AO + A1)t)

Beispiele: 1) (AO,A1) = (x, -xe) liefert
e(x) e (-xe) = e (x(1-e))

=e (x) e (-xe) 1 =1 weil (1 - &) 1 = o ist,
. n
= -6 (-xe) 1 =% (-1)* q & B,
e(x) 0 !

Das ist wohl der einfachste Bewcis fiir dicses Resultat, welches wir

in 1.2. (4) schon auf anderem Wegc bewiesen hatten.
2) Fiir (AO,A1) = (x,ae) crgibt sich 1.4. (3)

3) Fur (AO,A1) = (-xe, ae) folgt 1.3. (4).
o b+, )T e(h,t)

s 7 L g _ o (4 t) e (448) = o (4 t) o (at) ——— =
o [n! e(at)

-5 I'n(Ao’a) s Pn (A1,a) 4
[n7! 1!

folgt durch Koeffizientenvergleich der
Satz 3: Gilt A1 AO =q AO A1, dann gilt

n o n
(5) (AO + A1) =k§o l'k" rk (AO’:I) pl’l-k (A1 ,{1)

Beigpiel: Wdahlt man (AO,A1) = (x,r), so folgt

n
1 () p,y (1)

(6) (x+e)" =
k=0
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fus 1.4.(4) und 1.3.(8) folgt daraus z.B. dic Carlitz'sche Formel

(7) Poiaen B = (x+e)™ r (x) =
k

n fod
:kEO[EWFEWFKT! (q-1)" ¢ @ x* Yok () rpe (%)

fus 1.4. (3), 1.3. (7) wnd 1.4. (4) crgibt sich schr einfach das
folgende Resultat von L.J.Rogers (1893).

(8) 5 - (x,2)ry (7,0) e (abt) e (vtx) e (aty) e (xyt)

Mn! e (( 1-q) xyabt?)
Beweis:
r (x,2)r (y,b) & (b}
R B Bop BT 8 (e 1 =
n1t [nT!

(y t+ (x +ag)) c (bt (x+ar))

i
]

=c(ytx)e(yante)e(btx)e (abte)

(ytx)e(yate)e(btx)e (nbit)

il
O

e (y a t)
(b t) e (yt x) c (b t x)
e((1=@)b t x y a t)

Il
@

e(abt) e(btx)e(aty)elxyt)
e ((1-q) x y n b t°)

2

: 2 _ 2 .
Beachtet man, daB (AO+A1) = (AO + qAOA1)+(AOA1+A1 ) gilt und daB

(AOA1+A12)(A02+QAOA1) = q2(A02+qAOA1)(AOA1+A12) ist, so folgt

2

\ \ ) |\ 2
5 qAOA1) c2(uofx,l+A.1 ) . Aus
o op o ey 20 h o w2a AT
Aou1uo = q 4/ AOA1 und A1 Loly = q AOA1

c, ((AO+A1)2) = e, (A

folgt weiter

- TN T C . n o B
az((ﬂo+n1) ) = OZ(AO ) 62(quoﬂ1)02(nnu1)b2(u1 ).



fus 1.2. (5) folgt darcus der

Satz 4: Gilt A1AO = qAOA1, dann ist

ey ((,+0,)2) = ey (2,2) ¢ (1214 4)) o) (147)
Speziell gilt
2 2
e (tD) e, { T § = ¢y ( (x+et)” Y1 =
217 21
2 2 .2
e, ( & ) e ( xet) e, ( st ) 1
[2] [21
t2
2 % [27
=‘>(9)-—1————-e(tD)e2( ) = ; :
X r21 e (-x t)
e, )
r21
Ersetzt man hier q durch %,lso erhdalt man wegen D__1 =
2 X
ax__ 1 1 oo (x t
(10) e, ( ) - 5 = 5
% 27 c(e”™'D t) e, (ox ~) ed/g 1 )
' [2']/ \ (-2.]
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3. Die g-Hermite-Polynome.

3.1. Vorbemerkungen:

Die klassischen Hermite-Polynome hn(x) konnen durch die erzeugende
Funktion 2
h (x) tx - L

n tn = B 2

definiert werden. Sie sind Polynome n-ten Grades, die durch

g2
-D 2 2
of2 ¢ e x“/2 n ~X/2
hn(x) = e X = (x-DO) 1 = e (_DO) e
gegeben sind.
Sie erfiillen die Rekursion h,=1, h1(x):;x,
hn+1(X) = X hn(x) - 7 hn_1(x)
und die Gleichung Dyh, =n hy_q-
Jie sind auferdem orthogonal beziiglich des inneren Produktes
2
-X /2
[f(x),e(x)7 = [7 f(x)g(x) e dx .
=00

Wir suchen ein gq-Analogon, welches womdglich alle diese Bigen—

schaften in geeigneter g-Version besitzt. Soviel mir bekannt ist,

gibt es bis auf unwesentliche Normierungen, nur zwei Arten von

q-Hermite-Polynomen, die sich als brauchbar erwiesen haben.

Wir wollen zundchst die erste Version Hn(x) betrachten, die auf

L.J.Rogers zuriickgeht. Sie kann folgendermaBen motiviert werden:
. Hn(x) n . tx-—t2/2 :

Wir wollen, daB T Tﬁjrr-t ein q-Analogon von e ist,

Diese Funktion geniigt der Differentialgleichung Dof(x,f) =

= (x-t)f(x,t), wobei DO die Ableitung nach t bedeutet.

Wir suchen also jene Polynomfolge Hn(x), fiir welche gilt

H (x)
= (x-t) & W et

Hpp () xH (%) Hy_q (%)

AU 3 FER e e AL
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Das ergibt mit H =1, H1(x) = & und

Hoq(x) = xH (x)-[n]H_;).

Daraus wieder ergibt sich die Orthogonalitét beziiglich eines ge-
eigneten Funktionals.

4s besteht ein enger Zusammenhang mit den Szegt-Rogers-Polynomen.
Lz ist nAmlich

id -i48
rn(e sy © )y

Hn(vf%a cos %)'/(f:dyh =

denn beide Seiten erfilllen die Rekursion

B ,q(cos 8) = 2 cos & B (cos &) + (q"-1)B,_q(cos )

und B, = 1, Bjy(cos 8) = 2 cos #.

Es lassen sich daher alle Aussagen iiber die Polynome r, auf diese
Klasse von Hermite-Polynomen ubertragen.
So ergibt sich etwa aus 2. (7)
k
n m k (2)
Hpn (%) = 2 [ D3] [t (=17 Hy (0B, (x).

Allerdings besteht kein einfaches q-Analogon zur Gleichung Dohn =
= N hn—1 und daher ist dieses g-Analogon vom Standpunkt der Ana-
logie zur klassischen Analysis aus doch nicht ganz ideal.

Um ein g-Analogon zu finden, das alle Bigenschaften erfillt,
suchen wir eine Polynomfolge h, mit Dh, = [n]h,_4, welche ortho-
gonal beziiglich eines geeigneten llnearen Funktionals F ist, fir
die also F(hy(x)hy(x) = 0 fir k41 und P(h(x)+0 ist.

n+1
Da xh (x) = g a,hy (x) gelten muf und F(hn(x)(xhk(x)) = 0 ist fiur

k<n-1, gilt

a, F(nl(x)) = F(x hy(x)hy(x)) = 0  fir k<n-1

= x hy(x) = Hoed (2) + By 400, 1 (%),

Wir setzen dabei der Einfachheit halber an::O.
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(Wegen Dhn::[n1hn_1 und Dx=n1x™ ! mug a

n+1:1 sein).

Wenden wir auf diese Gleichung D an, so ergibt sich

qxrn]hn_1 (X) + hn(X) = {I’H"l ]hn(X) + [n—1 ]an_1hn_2(x)

= x hy 4(x) = h (x) + é%ﬁ%l By iy (%)

= % hy(x) = hpyq(x) + )™ 'a ny_q (x).

Beachtet man D h_,, = [n+!]h,(x), so folgt daraus
hoyq(ax) = ™% hy(x) - ¢ 'aD ny(x)
= by (x) = qxe™ =27 D) (x).

Wwahlen wir a=q, so ergibt sich aus 1.2(9) und 2.(10)

= En(x) 0 _e(xt)
QR

3.2, Die g-Hermite-Polynome hﬁ(x).

Wir definieren also die.q—Hermite—Polynome hn(X) durch die erzeu-
gende Funktion

1y 3 omx o o e(xt) (— & Ye(xt)
, R L = - e(xt = e - e(xt).
n=0 [n]! 92(%%1) = [51—1

Aus dieser Definition liest man sofort ab, daB

(2) Dh, = [n]h ,
und
(3) hn(X) — -—l—§— x

gilt.

Aus 1.(14) folgt
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2 &
1 D 1 D
= - D2—- X 62(?“2-3) = X - DZ“ € qD 62(%2—J)
(27 ({27
2
= h4(x) = (x - 1—5— e gD 92(%%1))hn(x)

92(%g1)
1

5

eo(127)

x h (x) - q'(n] b _, (%)

n-1

= % b {x] - e q [n]x

It

(x—an)hn(X).

> (4)  hp(x) =xh(x) - q"[n] by (x)

- ho(x) =1
h1(x) = X
ho(x) = x2-q |
h3(x) = XB—-[Bqu .

Weiters folgt

(5)  h(x) = (x-"7"D)(x-0"7°D)...(x-D)1.

Aus (4) ergibt sich

(6) Lh, = ~® W n-111 n_,
» (6') Lh, ., =0 ,
n
Lhy = (-1)"[2n-1]1"q

mit [2n-17t! = [1][3])...[2n-1].

Nun konnen wir die Koeffizienten any in

n-k
hn(x) = I 8.,

berechnen:



> 8y opyq = 9
2
n k k
By o = Loy J(=1)"a" [2k-1711
2
= (7) hn(X) —= 5 (_1 )qu [21'11{] "2]&_1]” Xn-2k .

0=<2k=<n

Als néchstes zeigen wir, daB hn beziliglich des linearen Funktionals

2 2
(p(x), 62(?}5—_'[)> = (ez(%)p(x), 1 =
e ,
L ez(fgj)p(x)

orthogonal ist.
Zunédchst ist klar, daB

>
F(h) = L ez(%g])hn - X" =5

(8) F(p)

I

Il

ist.
Aus (4) ergibt sich

F(xh (x)) = 0 fir n>1{, Mit Induktion folgt F(xh_(x))=0 fiir n>k
=  F(h,(x)hy(x)) =0 fir n#k,

Nun wollen wir F(hn(x)hn(qu)) berechnen.
Nach (4) gilt fir jedes ke 7

F(hy, (2)hy (a"%)) = F(h (x) (0% hy_q (@™ x)=a"" [n=1n,_5(q")))
- qu(x hn(x)hn_1(qu))

= "F((h, 4 (x) + ¢"[nThy_; (x))hy_y (%))

{
'

" [n] F(hy_; (x)hy_; (a5%))

k (n;1)+nk .
> (9)  Flhy(®)h,(qx) = [n) q

Beachtet man, daB Dh = [n]hn_1 ist, so folgt aus (4)

(10) hn+1(qx)= qn+1x h (x)- q"[n] h 4 (x)



= ehn_'_{x) — qn(qX—D)hn(X)

x) = q® (x g —e_1D)hn(X)
(n

q 2 (-}-( 6—1_6—1D)n1

hn+1 (

!

= (11) hn(X)

> (12)  hy(x) = (z=aD)(z-a’D)...(x-a""7'D)1.

Il

Aus 1.2.(9) und (11) ergibt sich

q -€
€o 9__)
F2]

@ ax? n %
2(f57 (T4)" e2lpy -

Aus der Leibniz'schen Formel ergibt sich nun

2 2
('1)ne2(%}2(—J) X [{{1]_1 Dl_{_1 9_2(-r§11).e-kDETk

-(%)
-2 2 [B] (D ¢ Pn(x) (¢TD)P KK

il

(13)  ny(x)

1l

(Xe_1--e_1D)rl

ll

(n
> (14) g é (xe—1-e—1D)n = © [~} (] b, .5 (%) ¢ "Bk
(m*n) (2)=(3) 3
- ho (x) = 27720 5 (-0FP) b (0™, (x)

Il

e GOFRD [R] (kD hn-k(x)hm-k(q—li{)

= (15) h . (x)

m+n

Il

"z -0F 2[R [k hn_k(x)hm_k(fﬁ).

3.3, Die Mehler'sche Formel

Fiur die klagsischen Hermite-Polynome gl%t d1e2Mehler sche Formel
Xyt t- x +y
) o1 TR T2
: t e e
o J1-52

Wir wollen nun das folgende qg-Analogon beweisen.

)

Satz (Mehler'sche Formel fiir g-Hermite-Polynome): Es gilt

© b @Gy ot 42w
(1) 5_30 [n]'mt :mio%—ZE]!—!l‘— el
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2 2 2 2
-1_% e =
e(xy nT—rge, (1B 0T e, (P n T !
1.__,cz 2'T2] " 2 1 212 2 1 '

q q q

wobeil n durch nf(t) = f(qt) definiert ist.

—_ sed oy h (x)h, (v) n
Bewels: el bl g9 - [Dq,q(T
Dann gilt
2
b5 (0)
(2) £(0,0,t) = = 2n £2n
[2n]1q (" N

2
) g0 ([2n—1]ll) g2n _ 5 [20-1 "(__)n
- [2n]' n(2n+1) 2n 1
Weiters ist

2
t3 t7x
(3) n Dy f(x,y,t) = (T:fE-ngﬁ)f(x’y’t) .

s ist ndmlich

hn 1 (x)h (¥) o

DXf(X,yyt) = n+1)
[n-1q 2
(x)h_(y)

2 n Dy f(x,y,t) = & fn-1 X - I A

[n-171q(2)
. h (x)h,_, ()
= n Dy f(X,y,t) = [n 1]' (ﬁj
> (0 D, +tq D )E(x,y,t) = hy_q () (hy (J)*‘[n-1]qn_ Byo()) n

X y 9J 9 [n_1 ]'

h 1 (x)y hy_4(¥)

-5 t" = yt f(x,y,t)

=17t q(2)

= (4) (n DX-FtW Dy)f(x,y,t) =yt f(x,y,t)

(4') (nDy&«tn Dx)f(x,y,t) = xt f(x,y,t)

= n D, f(x,y,t) = (yt-tn Dy)f(x,y,t)

2 2

= (yt—Xt + % nDX)f(X’yyt)

= (3)
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Durch (2) und (3) ist f(x,y,t) eindeutig festgelegt, da f(x,0,t)
eindeutig bestimmt ist. Wegen f£(0,y,t) = f(y,0,t) ist daher auch
f(x,y,t) eindeutig bestimmt.

Bs geniigt daher zu zeigen, daB die rechte Seite von (1) ebenfalls
(2) und (3) erfiillt.

Nun ist
2 2
=1 X -1 1
DX e(xy m 1 t2) e2 ([21 n t2 1) =
Tq q
2 2 2
-1t -1t X -1t
= e(qxy n —35) (I —5—) e, n —=—) +
ot 20 2T 7
q q q
2 2
-1 X -1t
+ yM glzy 1 ~—=] e, { ] =
ke AR C B
a q q
2 2
- % -1 t
:n1(y2_1(t 2)e(xyn 2) 82 ([g]n12 )
UL T " oy
q

weil (n7 2(8)) "7 e(t)t =L T E(8)t (n7 £(8))" ist.
q

Es geniigt daher zu zeigen, dafB

5 lem-ile #2m -1 yp _ _xt?)
N m 1T ‘g’ M T2 2 =
g WA .

q q
o _ %y [2met oy,
- 2 1—t2 2m ! q

1-%
gilt oder daB

2 2
2 2m-1 j!! 2\m tT\[2m=1 1, t"\m
(5)  (1-t7) sl=t B ge?)m o (1 - Lp{Eact e

erfillt ist.

(5) ist durch Koeffizientenvergleich Hquivalent mit

[(2m—1]!! m 2m-311 m-1 _ [2m=170 1 [2m=3]t! 1
EZ I = LR ) L S - LR




oder mit
2m—1 m_ 1 m-1 1
W == = g -
LIZm q® ' qm
- 2m 2m~1
d.h. mit %;1 lazzt) o= =1
q q

was offenbar richtig ist.

Damit ist die Mehler'sche Formel bewiesen.

4, Die g-Laguerre-Polynome

4.1, Vorbemerkungen.

Die klassichen Laguerre-Polynome Léa)(x), n,>-1, konnen durch die

erzeuvgenden Funktionen

() (- xt

5 By N w1 o1
n=0 n'! (1_t)0,+1

oder -
o (_1)nLéa n)(x)tn o xt
s : = (1-t)~ e
.y n!

oder

(n)
- (—1)“1,n (x)$" ot D
A=t n!(a+1)e..(a+n) — n'(a+1)...(a+n)

definiert werden,
Sie sind Polynome n-ten Grades, die durch

a) 1 -1
1{) (x) = (1-p_)%* ! x(D_-1)"x"

-0, XN =-X_n
X OLe D'e Tx to

= A

(-1 )n(1__D)n+aXn

gegeben sind.



Sie erfiillen die Rekursion

LI(E‘_%(X) = (q+2nr:=1—x)Ll(1Q)(X)—H(D+G)Lr(1(.’_'%(X) mit

)

(a) () = () oy = .
L, (z)=1, L, (x) = 14a-x.

Sie sind orthogzonsl be-iglich des inneren Produktes

L [ 2(0g()e®e™ax = I—l—x (x)g(x).

1 a- (1-p_ )%+
o

[£f(x),g(2)] =

Wir suchen ein q-Analogon, welches womdglich alle diese Eigen-
schaften besitzt. EBin Weg dazu besteht in folgender Bemerkung:

Vergleicht man die Formeln

n
O R Gl - O

und

n
(etart). o (erain) = 2 (FRE x(x=1) . (xokH),
::O s

so sieht man, daB in beiden Fidllen dieselben Koeffizienten auf-
treten. Von der zweiten Formel gibt es natiirliche g-Analoga. Diese

fithren zu zwei Klassen von g-Laguerre-Polynomen

1) (x) = (-1)%(e-D)Mox"

und

)
140 (x) = (-1)%p, (1,D)",

Wir wollen uns hier auf die Polynome léa)(x) beschrianken, fur

welche auch ein Zusammenhang mit dem Hermite-Polynomen besteht.

4.2, Die formalen Potensreihen pé1,x).

k
. . s k (2)[n]xk TR
Wir wollen die Polynome p, (1,x) = k}'JO(—1) a k auf teliebige

reelle q erweitern. Wir setzen dazu

i k (5) 4.k
(1) p,(1,x) = = (=17 = [ ]
k=0 .
k a
() ey _ (®=1)(q%=q) ... (q%=a""") _ (a1t

(q~1)k (q-—1)k



und daher gilt

o
o p (a1 L e33R
@0 = 2 e - 2
nach 1.3.(4). o
p (1,07)

[a] [a+1])...[a+k-1]

Weiters ist — K
(1-q)

und daher gilt

s
[
G

=) * +k—1
- = B [a Kk ]Xk.
q

(3)

1 e
p, (1,%x) .

Wir bendtigen noch die folgenden Formeln:

(4) Pyt (1,%) = (1-qax)pa(1,x)
und
(5) pa+8(1,X) = pa(1’X)pB(1'an)'

Da (4) ein Spezialfall von (5) ist (P=1), geniigt es (5) zu zeigen.
Das ergibt sich (2):

o B.a o+B
o (a1 qtn) - Simg) o e (1,x)
AR PB yq X)) = X pe e X = Po4p 9 X) o
e(+7=) X e( )
1-q e(%:a) —q

Bemerkung: Die Gleichung 3.3(5) folgt ebenfalls aus (5), wenn man
a =5 setzt und q durch q2 ersetzt. Es ist dann n#dmlich

1 2mn-1 |!

m
2 2m |!!

!
= X

pq (1 ,%39°)
2

und 3.3%(5) dquivalent mit

(1-Vq §2)py (1,7) = p3(1hyg) = (-75)ey (1 agg)
2 2 2
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4,3, Die g-Laguerre-Polynome lga)(x).

Wir definieren die g-Laguerre-Polynome lgé)(x) durch die Formel
(a) n n
(1) 1,77 (x) = (-1) pn+q(1,D)X .

Es gilt dann

(a) L (3)
k +o k.n
Lol = {30 kio (-1)" «q [nk 1 Dx
3 %1 ( 1)kq(n5k)[n+aJ {Ll_}'_ Xk
= - e 1
k=0 n-k k!
3 n (n-z-k)
1
- (2 1@ - 5 [ B nfa 2 e
k=0
Definiert man fiir a>-1 den Operator Tﬁ auf P durch
- Xn+1
(3) TCX.X = '[a'_?_'h—*':ﬂ g  D=06T jlyamnsy
so gilt
(4) ™ = x
a  Jotl]e..|atk] °
Aus (2) ergibt sich daher
-k
Ml @ ST - |
(5) il eal =5, 1 [x]a T 1 = pp(T , 1)1,

Aus 1.3 (4) folgt somit

= ,n]éa)'(x)tn 1
T Talamg - sy o(Tt) =

(6) Xntn

_ 1l =
- e(t) (T o+ Joofatn]

Definiert man nun Sa auf dem Vektorraum PO der Polynome p mit Lp=0

durch

(7) Saxn = [n+a]xn-1 = (x7%Dx)x™, n=>1,

so gilt
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(8) SchO.Xn = fiilr n=0

(9) Taqun = x1 fiir n 21

= (D™ (x) = [a+t ). Jatmlp (T, 11 =

It

n
- pn(Ta’1)SaXn pn(1,Sa)xn

> (10) (=DM ) = p,(1,8)%" = xOp, (1,027

Der Operator Ta ist auch sonst sehr niitzlich. Will man etwa ein
g-Analogon der sogenannten Verdopplungsformel ableiten, so kann
man folgendermaBen vorgehen:

Bs gilt:
p,(ax,1) = % [ﬁ]akpn_k(a,1)pk(x,1)-

Das sieht man sofort mit der Mehode,diean1.3.(2) fiihrte.
n+ k
= pn(aTa91) = Z[k.‘a pn_k(ay1)pk(Ta’1

1@ (an) (-k1{%) (x)
=% =) [a+1].. lo+n ] =% [k] 8 Pn- a1 [a+1]...[a+k]

= (11) 1£a)(ax) =3 [ﬁtﬁ] {ﬁ%% (-1)n-kakpn k(a 1)1(a)(x).

Nun zu den anderen erzeugenden Funktionen: Aus (1) folgt

@1)“1&“'n)(x)tn pa(1,D)xntn
X o] =3 T = pa(1,D)e(xt)
w  (=1)PL{E) ()47
= (12) nio 131! = p (1,t)e(xt).

Aus (2) er§1bt sich
("55)

(x) .n TR
L % 2 +a. ! k
P g Py () e ot
_x) Ktk -(+("5 k) _
= E L—Xk ? ‘E q _gt§1 Lk

M-

k oo
-xt) n+a+k
- itz]‘“ 5 [ ]q
I R R s
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= 5 {-12kx%ﬁf > ntatk 't)n
” (k) x [ n ] (—E °
‘2 ey © -

Poticit (17
a q(

o1 . 1 __ jach 4.2 (3) und (5).

pk(1,—%€) p(}.+1(1’t)

a)
0o ln (x) 0 o Xk ‘ tk

= (13) DY 19 = . % 3 -
=0 q(2) I P (¥ o @t @ -0 ()
aq

1 -1 _t
= —————— e(qxn  =pl.
Popq (15%) =1

mit m = = qntn.
Fir n=0,1,2,... gilt
n () n |1
(14) pn(1,D) = (-1)" q*2’e(gx)D =
e(
n-1
q
weil e(aqx)D Ty = D-a gilt.
Aus (10) folgt daher
(a)
1
(15) n (X) _ X_ae(qx)Dn _____1X Xn+a .
1 e (=)
q
Aus (1) ergibt sich
1@ (x) = (<1)py_y (1,D)p, ., (1,4 D"
Lx) = (=1)7Tpp g (1,D)pg (150
und somit
(a) _ n-1 (-1)
(16) 1,77(x) = pyyq(1ha D1, (x)

mit 101 () = (<1)%xp, (1,057

Wendet man auf beide Seiten von (16) en an, so ergibt sich
D -
(1,918 (™0

(161 1" = py
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Wir behaupten nun, daB die g-Laguerre-Polynome lga)(x) fir o> -1
orthogonal beziiglich des linearen Funktionals

1
(17) F(p) = Lm p(x)

sind.

Wegen
1 _ % otk kg pakH o+l a+k+1
Borg (D) ~ k2o Lk P Dyt 1= 1[ +1] My ]

: 1 1
L = +1] L
&= Boaq (150) = [a+t] P2 (1+D)

1
5 Ie————x +17.. . [atk] L———ﬁ—
Pa+1(1,D) z" = [at1]...{a Poti+1 (WD

plattle.. [atk] 151“)(;:) _

(a) k
= P (x)x™)
o P ket (15D)

I

[a+1]...[a+k}15 o 1(1 5 pn+a(1,D)xn

[a+1)e.. (a+k]} (~1)2Lpy_y_q (1, D)R = 0

fiir k<n,
Fir k=2n ergibt sich
1

(18)  F{™(0)x) = (-1)%[a+1]... [a+k]

n+a
pk+1~-n(1’q D)

Da der Koeffizient von x® in 1{®)(x) gleich (-1)® ist, folgt

F(1£9)(x)1éq)(x)) = [a+1]...[a+n%T-_H£;5; .
-q
2
= q" 410‘n[n]! [a+1]ece[atn].

2
> (19 FO{ @1 (x) = @ 0]t et V.. [atnlo

Da die léé)(x) orthogonal sind, miissen in der Darstellung
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(a) n+1
x 1 (x) = §
di. €oeifizierten C mit kK<n-i
doutic bestinmte Koefiizient:
o (a) ey o
x ln (x) + 1n+1(X)'"(

Um c, zu bestimmen, braucht man
betrachten. Es ergibt sich dann

1 (a)

(20) n+1

ckl(a)(x)

verschwinden. Es gibt also ein-

11713 -

L A ""M...; m-}t

o 1ln 1(X)

.. n
nur den Koeffizienten von X~ zu

(x) = (qn[n+a]-Fqn+a[n+1]-x)l£a)(x) -

- q2n%1 1[n][n+a] 1(a)(x) .

AbschlieBend wollen wir noch den Zusammenhang mit den q-Hermite-

Polynomen

h2n(x)

= ([210)"

= (21)

Chop(x) =

herstellen.

2
E(_1)qu [20] [2k-1]t x2"72K

Kk k° [2nT! [2k-1 11!

2n-2k
2k Ton=2k T *

Z( 1)7q

)quz [on]t1[2n-171 1 [2k=1T]1! on-2k

[2k]f'{2k-1]"[2n-2kji'12n-2k-1]"

[n],! rppk g2n-2k

ln—kl LR
[n],
E=g (mq

D

(-1
k

2 1
%(_1)qu [ﬂ;g]z

)n-k

1
2( 1)k 2( ) [n-2]2

(—1)n([2]Q)n (I—T—'q J -

Analog ergibt sich

(22)

(5)
hy g (1) = (-DR([210)"x 17 (B gpa

1
= 2
=)
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5. Bemerkungen zur Literatur.

Ich habe absichtlich jeden Literaturhinweis vermieden, weil es

mir unmdglich war, die urspriinglichen Quellen der einzelnen Re-
sultate herauszufinden. Das beruht einerseits darauf, daB mir die
dltere Literatur (L.J.Rogers, G.Szegd, F.H.Jackson) teilweise un-
zugadnglich ist und andererseits darauf, daB viele Resultate in
zahlreichen Variationen existieren, deren enge Beziehung den einzel-
nen Autoren nicht aufgefallen ist. Im Grunde sind sicher alle hier
behandelten Resultate lédngst hekannt, wenn ich auch manche in der
Literatur bisher nicht finden konnte.

Wahrscheinlich habe auch ich manche Zusammenh&nge ibersehen, So
wdre es durchaus denkbar, daB zwischen den Hermitepolynomen

Hn(X) und hn(x) auBer der sehr dhnlichen Rekursionsformel noch
andere Zusammenhidnge existieren. Ich habe aber bisher keine finden
konnen. So gibt es fir die Mehlerformel bei den H,, sehr einfache
Beweise (vgl. [2]; noch einfacher scheint mir der Hinweis auf
2.(8) zu sein). Ein so einfacher Boweis ist mir bei den h, nicht
bekannt,

Nach dem Gesagten ist wohl Kar, daB die folgende Literaturauswahl
sehr subjektiv ist. Sie gibt hauptsédchlich Arbeiten an, die mir
personlich interessant erscheinen oder besonders niitzlich waren.
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