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Ich mochte einen ITberblick iiber einige einfache q - Identitaten

geben, bei welchen man ohne Ru-ckgriffe auf die Theorie der Partiti-
onen oder Heine'schen Reihen auskommt. Ich will mich vor allem

bemahen, die Analogie mit der klassischen Analysis hervorzuheben

und soweit wie mdglich auch die "natlirliche Umwelt" der wichtigsten

Formeln berlicksichtigen. Um die wesentlichen Ideen zu verdeutlichen,

mochte ich mich auf die charakteristischen "Normalfalle" beschranken

und solche Aspekte betonen, die mir besonders typisch erscheinen.

Wer sich ein wenig mit q - Identitaten beschaftigt hat, wird wahr-

scheinlich viele Dinge kennen. Ich hoffe aber, dafl die hier ge-

wahlte Darstellung dazu beitragt, die Theorie einfacher und leich-ter
durchschaubar zu machen.

1. Grundle^ende Tatsachen.

Ich darf wohl davon ausgehon, dafi die zugrunde liegende analytische

Situation bekannt ist:

Der q- Differentiationsoperator D^» der durch (D ̂ f) (x) =

f q(?x ~- x definiert 1st, stellt ebenso wie der Differenzen-
operator A^'definiert durch (A^f)(x) = f (x+h)-f(x) - ^ g^ ̂ ^g_

kretes Analogon des gewohnlichen Differentiationsoperators dar.

Dabei ist die formale Analogie zur Differentialrechnung noch enger

und interessanter als das bei der Differenzenrechnung der Fall 1st.

Insbesondere existioren filr .jeden speziellen Begriff der Analysis

ein oder mehrere q -Analoga, die sich fur q. -» 1 auf den Ausgangs-

begriff reduzieren. Welches q -Analogon das "richtige" ist, hangt

von der gcv/ahlten Fragestellung ab. Wir wollen alle Formeln so

formulicren, dafi sie sich far q = 1 direkt auf die entsprechenden

klassischen Formeln reduzieren.
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1. 1. Der q -Differentiationsoperator und seine Ei^enschaften .

Sei q cine fes-be von 0 und - 1 verschiedene reellfi Zahl. Sei P der

Vektorraum aller Polynome uber dem Korper C der komplexen Zahlen

und Q die Ncnge allor formalen Potenzreihen uber C. (Urn Konvergenz-

fragen bzw.. "fciefer liegende analytische Probleme zu vermeidcn, werden
wir uns ausschlieBlich auf formale Potenzrelhen beschranken. Das

Symbol f(x) bedeutet daher immer eine formale Potenzreihe

f(x) = a + a^x + a^x + ... ).
Wir definiercn dsn q-Differentiationsoperator D fiir

03

f(x) = F a^x^   Q durch
°. 7 f( qx) - f(x )

(D (Df)(x) -
( q-1) x

= F [k'1 a _k-1

(2) fn 1 = 1 +q + q + ... + q:

gesetzt wurde.

n-1

lk

<1"-1
q ~ 1

wobei

Fur q = 1 sind dabei die entsprechonden Limitcn fur q-*1 zu nehmen.

Es ist klar, dafi sich dann dcr ubliche Differentiationsoperator er-

gibt, den wir mit D bezeichnen wollen.
Stat-b (Df)(x) schreiben wir auch kurz f'(x).

Fuhren wir den Operator c auf Q ein durch

(5) (?f) (x) = f(qx),

so gilt

(D D= 1 ( e-1).
(q-1)x

Hier bedeutet 1 die identische Abbildung i-ind a(x) den Multiplikations-
operator , der durch a(x) f (x) = a (x) f (x) definiert ist.

00 "" '" "i"

(Da f(qx) - f(x) = E ( q'l'--1) a x^ ein Vielfaches von x ist, kann
durch x dividiert w6rden, ohne aus Q herauszukommen).
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Es ist klar, dafi D cin linearer Oijerator auf Q ist.

Wegen

a(qx) b (qx) - a(x) b (x) a(qx)(b(qx)-b(x)) (a(qx)-a(x))b(x)
+

(q-1) x (q-1) x (q-1) x

gilt

(a(x)b (x))' = a (qx) b( (x) + a' (x) b (x).

In Operatorschreibweise heii3t das

(4) D a(x) = a (qx) D + n' (x)

oder, werm man a imd b vortauscht,

(4') D a(x) = a(x) D + a'(x) e

Beachtet man, dafi Dx = [k 1x gilt, so folgt speziell

(5) Dxk- qkxk D == fkt xk~1 , k= 1, 2, 5, -.,

(5') Dx.k - xkD = fk-] xk-1e, k=1, 2, 5, -

Filr k = 1 reduziert sich das auf Dx- qxD = 1

bzw. Dx - xD= e.

Wendct man (5) bzw (5') auf xn an, n = 0, 1, 2, ..., so ergeben
sich die Formoln

(6) r n+k1 - qk fnl = [k]

(6-) fn+k1 - fn1 = W qn,

die naturlich auch sofort aus (2) abzuleson sind.
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Wir benotigen im folgenden oft die q - Faktoriellcn

fn1 ! = f1]f2l ... [n] , fo] ! =: 1, und die
q " Binomialkoeffizienten [^ "] = FnT

[k]! fn-k]!

Wir fulircn nun auf P eiii inneres Produkt ein durch

(7) < xk, x1 > = [k]! 6^, k, 1 = 0, 1, 2,...

Dieses lafi-fc sich auch folgendermaBen beschreiben: Sei L das

lineare Funktional auf Q, das durch

(8) Lf(x) = f (o )

definiort ist. Dann gilt

(9) < xk, x1 > = L Dk x1.

Es ist nun leicht zu sehen, daB das innero Produkt (7) auch auf don

Pall erwcitert warden kann, da5 cin Faktor in Q liegt. Es gilt dann

< a(x), b(x) > = < b(x), n(x) > , aeP, beQ.

1st A ein linearer Operator, so definieren wir den transponierten
Operator A" dx.irch

(10) < A a(x), b(x) > = < a(x), At b(x) >.

Dann gilt

,t
.
1 ,t(11) ( ^ + f3B)u = r-A'+ f?BU, (A B)t = B^ A',

xt = D, Dt = x, et = e.
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Speziell geht fur a (x) = S 3q^ x der Multiplikationsoperator

a (x) auf Q in den Operator a (x)u = E a^ D^ auf P iiber, der durch

(S a^ Dk) p (x) = S a^ p ^k^(x) definiert ist. Aus (9) und (10) folgt
dann die nutzliche Formel

(12) L a(D) b (x) = Lb (D) a (x) fiira ©P, b« Q.

Versteht man untor a' (D) den Operator (a'(x)) , so gilt

(12') L f(D) x =, L D f(x) = L f'(x) = L f (D) 1.

Aufiordem ist der Koeffizien-b 3n_ in den formalen Potcnzreihen

f(x) = T, o.^ x gegebcn durchAk

(15) a^ = L
D

,k

[kl!
f(x) = L f (D)

_k
X"

[kT

Jede Operatoridentitat geht durch Transposition wieder in eine

Operatoridenti-fcat uber. Speziell gohen (4) und (4') uber in

(14) a (D) x=x a (q D) + a' (D)

(14') a (D) x=x a (D) + e a' (D)

/inalog ergibt sich aus (5) und (5')

(15) Dkx - qkxDk = [k tDk-1

(15') Dkx - x Dk = e Fk] Dk~1

Wendet man dicse Identita-ben auf xn an, so orgebcn sich die Rekur*
sionsformcln fiir die q-Binomialkoeffizienten:

(i6) [a;'i-q'c r£i= r,,",]

de') [^11-[ ̂ 1 =sn-k+< r, "-,!
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Im weitoren benbtigon wir auch das q-Analogon dGr Leibniz schen

Formel.

L'a D f(nx) = a f (ax) gil-t, zeigt man mit Induktion sofort, dafl

(a(x) b (x))(n) = £ ^1 a(n-k)(qkx) b (k)(x) :
gilt. Donn fiir n==1 ist das rich-big. Somit ist

(a(x) b (x))(n+1) = S f ^1 a(n-k)(qk+1x) b(k+1)(x) +

+ S [^]qka(n+1-k) (qkx) b(k)(x) =

= z ^£1 (lk+ rkn1^ a (n+1~k)(qk^ b (k)(^).

In Operatorschreibweise erhalton wir

(17) Dn a(x) - F F^ 1 a(n-k)(qkx) D:,k

(17') Dna(x) - 7 f^a(k)(x) ekDn-k

BermerkuniS;; V/ir werdon auch gelegontlich den Operator D^ beno-tigen,
dor durch

p(qax) - p(x)
(18) (D^p)(x) =-^-

(q" -1 ) x

dcfiniort ist.

_n-1 __..Er erfull-fc D,xn = fnl^ x ' mit
Ot

qn(x-1
09) mi "= ^-

fna-i

r at
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1. 2. Die q - Exponentialfunktion

Die eindeutig bGstimjnto formalo Potenzreihe f (x) mit Df = af und
Lf = 1 1st gegcben durch f(x) = c(ax) mit

» xn
(D e(x) = S

o [ nt!

Wir nenncn e(x) die q-Bxponentialfunktion.

Wegcn

e (aqx) - e(-nx)
a. e(ax)

( q-1) X

1st e (ax) auch charakterisiort durch

(2) e (aqx) = (1 + (q-1) ax) o (ax) , e (o) = 1.

Wir fragen nun etwns allgemeiner nach der Losung der q-Differontial-

gleichung D f(x) = ax f(x) mit L f = 1.

Setzt man f (x) = Ea^x^, so muB »aber gelten

E [k1 a^ xk~1 = a x F a^ xk'k

odor a, ^ =1, a^ =??% = a^ = ... = o,

[" 2k] a^ = a X a^,^2k-2

Jc

=.> a^ =
a" -1-

;..'

k 1

[2-1 .. J2k1 \r2 ] / fk^ !
Sctz-b man also allgemein

(3) °°(x)"s T^,
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so ergibt sich, dafi die eindeutig bestimmte Losung der Gleichung

D f(x) = a x f(x) mit L f = 1

gegeben ist durch

,

az2
f (x) = e/, (-:-) .

r 21

Es exis-biercn eine Roihc van Beziehimgen zwischen don verschiedenen
c 's. Wir wollen hier nur z-wei erwahnen:

0.

(4) -- ^ e_, (-x) - T. (-1)n q
e_(x) ""' n=o

n\ -na('o1) x

fn1,'

Es geniigt natiirlich, den Fall a. = 1 zu behandeln.

Aus (2) folgt

1-2-JL. t -
e ^-^-} = - - q^- (ax)

1 + -^- xa
und. daher

^-1 (-qx) = -1 ^. (l-q)x e-1 (-x)

- e (qx) e_^ (-qx) = (1 + (q-1 ) x) -^--- o (x) e_^ (-x)
1+(a-1 )x

D ( e(x) o_^ (-x)) = o

^ Q (x) e_^ (-x) = 1, d. h. (4).

Eine wei-bore weitere nutzliche Beziehung is-b

"

qx
(5) e^ | --IG

^2I\. r 2i/'2<j 21
Es ist namlich

2
q x ^ /q- x

e0 I-- < e9 I "
"2 ^21 / ^2 ^ 21

c (x).

c,
qx

f 2].^
1 + (<i2-n^. -) x

F21/ ^2U 2-1,
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I1 + ((^-1)x) e2 (7-')e?(-) .
'' \r 2-1 / Ar2t

Aus (2) fol^-fc die BGhauptung.

Bemcrkun^: Man ha-btc (5) natiirlich auch durch Koeffizientenvergleich
beweison konnen.

Es 1st namlich allgemeln

^- xk
Fkl! n-]!

S - x-" S ^. x1 = r ^- ."
M!

mit cn= s [£ ''ak bn-k-

Daher 1st (5) aquivalent mit

n

(5-) E F n] qK = (1 +q) (1 +qz) ... (1 + qn).
k=o k-2

Diese Formel laBt sich schr leicht mit Induktion beweisen.

Aus 1. 1. (4), (4') ergeben sich die folgenden nutzlichen Formeln
(man bcachtc De =q G D)

1

(6) e (a D) x - =x + a $
- c(aD)

1 . -1
(7) --- (x e . ) e (aD) = ( x -a) e~'

e(aD)

(8)
1

ZT-i2 \D °2

\ Ti3J
rq$2

.
-1.

X'

F21 /

1

D - xe

(9) e, ( -) (e-'D)
^2 VF21

, j^_
\^

= D_^ - xe-1 = . -1D - xe-1
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1. 5. Das q-Analo^on der Polynome (x-a. ) ,

Die Polynome p^ (x, a) == (x-a)n sind charakterisiGr-t durch p^ (a, a) =
n n

= ^ und D^ p^ = np^^ .

Um oin q-Analogon zu finden, stellen wir daher die folgcndo Frage;

Gibt es Polynomc p^ (x, a) vom Grad n mit p^ (a, a) = b^^ und
'n 'n "no

DPn - ^ Pn-1 ?
%enn solche Polynorae oxistieren, dann muB wegen

Pn (qx»a) - Pn(x»a)
-n '^(q-1) x^' ' ' -=DPn (x'a) = ^n^Pn-1 (x'a)
gclten

p^ (qx, a) = p^ (x, a) + (qn-1) x p^_^ (x, a)

=> P^ (q. «'~i-> ̂ ) = o far n > 1

p_ (q a, n) = o fur n > i
n

.

n-1
="> P^, (x, a) = (x-o. ) (x-qa) ... (x - q a).

Man uberzL 'ugt sich sehr leicht, dafl diose Polynome tatsachlich alle

Forderungon erfall en.

Satz: Die eindeutig bestimm-bon Polynome n-ton Grades p (x, a) mit
p^ (a, a) = &^ und Dp^ = fn 1 p^_^ sind gegoben durch
p (.x) =1 mfl (1) p^ (x, a) = (x-a) (x-qa)... (x-qn~ a), n>1

Urn die oxplizit" Gcstal-b diescr Polynomc zu finden, setzen wir
k

p^ (x, a) - I: a^ x".

a_., _ = L
'"nk

Dann folfft aus 1. 1. (15) und (1 )

-P^(x, a)-L r^lp^ (x, a)=
, n-k^ n-k

-_ (-1)n-Kql 2 ; .-,



55 -

-. (2) p^ (x, a) =S (-1)n-k [^] q (1T) an-k xk

Das lafit sich auch in der Gostalt

p^(x, a)^(-1)kci(^^ x°
schreiben. Beachtet man 1. 2. (4), so gilt also

(5) p, (x, ?. ) = -1- xn = e_, (-aD) xn
-n ' ' ' e(aD) ~1

Beachtet man, dafl Dn e (xt) = -bn e (x t) ist, so folgt daraus

1^ Pn(x?a) ,n(4) E -n- - - ^n ^
o Fn]!

e (xt) . -^2Ll
e(aD) e (at)

Wegen ^- ̂ -^- e (a ̂  = e (x ^
e (at) e (y t) e (y t)

n

(5) S f St Pi. (x'a) P.^ (a'y) -
k=o

folgt durch Kooffizien-benvergleich

pn (x»y)

Die Polynome p^ (x, a) treton bei verschiedenen ProblemGn auf<

So gilt z. B.

(6) G (qnx) = p^ (1, (1-q) x) e (x).
n

Das folgt sofort aus 1. 2. (2).

enzn
.
n .. /..n

=>e (ez) e (xt) =E ̂ - c (x t) - E Z11G ̂  xt) =
[nt! F nt!

Pn (1 , (l-<l)xt) _n / ,, e fz'^ s 'n -^--- zn e (xt) = -2--^^- e (xt)
[n I! e (( 1-q)xtz)

^ (7) e (cz) e (x t) , -^l^-lsA-
e(( 1-q) xtz)
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Einc weitGre natzliche Formel ist

P. (e, 1)
(8)

.-n

(q-1)n

<n'
= , l2; xn Cn

Denn wendct man beide Sci-ben auf x an, r = o, 1, 2, ... ,
so orgibt sich in beiden Fallen

fr 1 fr-11 ... [ r-n+1 1 xr .

l^., WLQ_ Rogers - Sze^o - Polynome.

Die Polynome r^ (x, a) = (x + a) konncn auch durch ^^Q^nr^-} und
L r^ (x, a) -= a charakterisiert -werdcn.

Das flihr-b zu folgender Frage :

Gibt es Polynomc r^ (x, a) n-ten G-rades mit Dr_ == fnl r^ i und

Lr^ (x, a) = on ?

Vfcnn es solche Polyncmo gibt, so folg-b r^ (x, a) = F a^,, x mit
u

ank = L T^ rn (xta) = ^ 1 L rn-k (x'a) = [S ̂  ""
n

-^ (x, a) ^ f^l an-kxk.
k=o

Satz; Die cindeutig bestimmtcn Polynomo n-ten Grades r^ (x, a)

mit Dr^ = [n1 r^^ ur.d Lr^ (x, a) = a sind die Rogers-Szego-
Polynome.

(1 ) r, (x, o. ) = E r^ 1 an-k xk = an r, ( 2 ) rnit r, (x) - r, (x, 1).
k=o

Es gil~fc dann
J<

r° (x-a) = E f^. Dk y.n oder

(2) r^ (x, a) = e (aD) xn
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co r^(x, a)
-> (5) Z n' - tn = c (aD) e (xt) = e (at) e (xt).

o [nt!

Aus (2) und 1. 2. (6) ergibt sich

r, (x, a) = c (aD) xn -1- 1 = (e(aD) x -- )n 1 = (x+ ae)n 1
e(aD) ~ e(aD)

-> (4) r^ (x, a) = (x + ae)n 1.

Aus (4) folgt

-n+1 (x, a) = (x+ae ) r (x, a) = (^ + a) r (x, a) + a(e-1) r^(x, a)=

= (x+a) r^ (x, a) + a (q-1) xD r^ (x, a)
'n n

= (x+&) r^ (x, a) + a(qn-1) x r^_^ (x, a)

-> (5) r ^ (x, nj = (x+a) r^ (x, a) + a (q -1) x r^_^ (x, a)

Die bekanntesten Spezialfalle sind far a = 1 , x = 1

(6) r^ (1) = 2r^ (1) + (qn-1) r^ (1)
11

mit r, (D = E f^t
'n k=o

und die GauB'sche Identitat (x = 1, a =-1 )

(7) ^ (-Dk r2 ni = ( 1-q)(l-q5)... (1-q2n-1).
k=o

k

2. Der q-binomischc Lehrsatz.

Es gibt vie.le Formeln, die als q-binomischer Lehrsatz bozeichnet

wex-den. Flir moin Gefuhl stellt der folgcnde Satz die einfachste

und 1'larste Version dar:
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Satz 1 ( q-binomischer Lehrsatz): Seicn A^ und A^ lineare
Oporatoren auf dom VektorraLim P mit A^ A = q A A^ .

Dann gilt

n
k " n-k

O <AO+A1>n=^ ^VA1r

Beweis: Mit Induktion unter Verwondi jng von 1. 1. (16) ergibt sich

pn-i ^ k ^ n-k _ ^f^- n -, ^k ^n-, '» /,, ^ ,^ n+1-k
Ao+ A^ T i.k' 2v Ai" " = F^ k'-1 ' +<1" lkl ; Ao" A1'

n+1 -1 ^ k , n+1-k.
= T >. "k'. 1 Ao" A1'

Der entsprechende multinomischo Lchrsatz ist gegeben durch

(2) (A^ + A^ + ... Ag)n = S F
n

, Xi-p , . . . , J. >-

k1 . ks1A, -1 ... A;'8

Hier gilt A^ A, = q A, A^ fiir i < j und

{ n 1!n

k^ ,... , kg } Fk^ l!... Fk 1!
falls Hc^ = n.

Der Bowels folgt sofort mit Induktion nach s.

Einfache Beispi'le far Opora-borenpaare (A , A^) mit
A^ A = q A^ A^ sind ( xa eb, xc Cd) oder ( pd Dc, eb Da) Eit
ad -be = 1, also etwa (x, e), (x, xe), (3:e, e), (e, D), (eD, D) und

(9, GD).

So folgt etwa

, n ^, rn-i ,. k _n-k . n-k
x + aej" = 7' lî  l x" n" 

" 

e"

oder
^k(-xe+ ^)n = E ^1 (-xe)K (ae)

Somit 1st

n-k

(5) p^ (a, x) = (-xe + ne)n 1.
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Durch Koeffizientenvergloich sieht man, d&B Satz 1 aquivalent ist
mit

Satz 2: Seien A^ und A^ lineare Opera-boren auf P mit A^ A = qA A^ .
Dann gilt

(4) e (A^t) e (A^t) =c (( A^ + A^)t)

Beispiele: 1) (A , A^) = (x, -xe) liefert
e(x) e (-xe) = e (x(1-c))

-^ e (x) e (-xe) 1 = 1 well (1 - e) 1 = o ist.

=> -= e (-xe) 1 = ? (-1)n q 2 -^
e(x) o fnt!

Das 1st wohl der einfachste Bex^ois fur diosos Resultat, welches wir

in 1. 2. (4) schon auf anderem Wego bcwiesen hatten.

2) Fur (A^, A^) = (x, ae) orgibt sich 1. 4. (3)

5) Far (A^, A^) = (-xe, ae) folgt 1. 5. (4).
- (^+A^)n ^ .... .... e(Ait)

Aus 7. ^ ° 1' tn = e (A, t) e (A, t) = e (/^t) e (a t) -
o Fnt! ' ° ' ' ' ' ' ° ' ' ' e(a-b)

= E r"(A°-a) t" . .
'0 "/ " v "1

pn (A1»a) .n
fn-!! fnt!

folg-b durch Koeffizientenvergleich der

3?. tz 5; G-ilt A^ A = q A^ A^ , dnnn gil-fc

(5) (A, + A^)n ̂  ^1 ̂  (A,, a) p^ (A^a)
Beispiel: Wahlt man (A^, A^) = (x, '-), so folgt

n

(6) (x+8)n = £ [^1 r^ (x) p^, (^, 1)
k=o
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Aus 1. 4. (4) und 1. 5. (8) folgt daraus z. B. dio Carlit^'sche Formel

(7) r^ (x) - (x+c)n r, (x). m+n m

^>
", rn-i rm-i r^-i, / _. ^k _^2) ..k= ^ [?1^1M! (q-1)K q

k-=o
x" r.n-k (x) Lm-k (x)

Aus 1. 4. (5), 1. 5. (7) und 1. 4. (4) ergibt sich sehr einf&ch das

folgende Resultat von L. J. Rogers (1895).

r^ (x, ^)r^ (y, b) " e (abt) e (btx) e (aty) e (xyt)
(8) 7, n ' ' ' n '" ' - -bn =

[n1 e (( 1-q) xyabt")

Beweis:

^ ^(x, a).r^(y, b) ̂  ^ ^ r^(y, b)
Fnt! fnt!

tn (x+ae)n 1 =

= o (y t (x + as)) o (b t (x + a?)) 1

=c (y-bx) e (yate) e (btx) e ( abt e) 1

=c (y-fcx) e ( y at e) c (btx) o (abt)

e (y a t)
==e(". bt)e(y'tx

e((1-q)b t xy a t)

e(a b t) e(b t x) o(a -t y) e(x y t)

e ((1-q) xy P. b t2)

o (b t x)

Beachtet man, dnfl (A^+A^) = (A^2 + qA^A^)+(A^A^+A^ ) gil-b und dafl
(A A^+A^2)(A 2+^ A^) = q2(A^2+qA^)(A^+A^2) 1st, so folgt

c^ ((A +A^)2) = e., (A 2 + qA A^) e^(A^A^+A^2) . Aus

A A^ A = q2A /^ A^ und A^ A^/^ = q A^./L^ folgt wcitor
2'

o^((A^+A^)^) = ^^(AQ") c^(qA^A^)c^(A^A^ )e^, (A^)
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Aus 1. 2. (5) folgt i'!ar".us der

S&tz 4: Gilt A^A^ = qA^A^, dann ist

e^ ((A^)2) = e^ (A^2) e (F21 A^ ) o^ (A^2)

) 1 =

Speziell gilt

e (tD) e, (St: ) =o, ( ^±^-
"2 ^ F21 /-"2 ^ [21

e^ ( -^- ) e ( xct) c^ ( ^-^- ) 1
-2 ^2] / ^x ^"/ ^2 v \2-\

^> (9) 1

e^( ^
F21

e (t D) e^ ( X2 ) _
F21

OQ (
121

e (-x t)

Ersetzt man hier q durch -, so erhal-fc man wegen D_^ = e D

<10) e2 f22- )-^^ \ \2-\ ) c(G-1
0 (x t)

(c~'D t) e^ /ox
2~

2(7L)
'-[2-I/'

(^
\ [21
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5. Die q-Hermite-Polynome.

5.J,. Vorbemerkuniscen:

Die klassischen Hermite-Polynome h (x) kbnnen durch die erzeu^ende
Funktion

h^(x) ^ tx-
E-^-t" = e-

definiert werden. Sie sind Polynome n-ten Grades, die durch
,2

h^(x) = e, "DS/2 .n - (^)°1 = ex2/2(-^)"e-x2/2
gegeben sind.

Sie erf'dllen die Rekursion hQ=1 , h^(x)=x,

hn+1^x^ = x hn^x^ ~ n hn-1^
and die Gleichung D^h^n h ^ .
Sie sind aufierdem orthogonal bezllglich des inneren Produktes

[f(x), g(x)1 = F f(x)g(x) e 2 dx .

^ir suchen ein q-Analogon, welches womoglich alle diese Eigen-
schaften in geeigneter q-Version besitzt. Soviel mir bekannt ist,
gibt es bis auf unwesentliche Normierungen, nur gwei Arten von
q-Hermite-Polynomen, die sich als brauchbar erwiesen haben.

Wir wollen zunachst die erste Version H^(x) betrachten, die auf
L. J. Rogers zuruckgeht. Sie kann folgendermafien motiviert werden:

H^(x) ^ tx-t2/,
Wir wollen, dafl S -|-^-p- 't;11 ein q-Analogon von e ^ ist.

Diese Fwiktion geniigt der Differentialgleichung D^f(x, -y =

= (x-t)f(x, t), wobei D die Ableitung nach t bedeutet.

V/ir suchen also jene Polynomfolge H^(x), far welche gilt

H. (x)d

dt'
Hn<x> ,n

^ TTTT r (x-t) E *n .n

- -H^-n xH, (x)
7. - "n

:n1- tn - ^H^^n
Tn-r^.



41 -

Bas ergibt mit H =1, H^ (x) = x and

H^^ (x) = xH^(x) - fnj H^_^(x).

Laraus wieder ergibt sich die Orthogonalitat bezliglich eines ge-

eigneten .Funktionals.

^'s besteht ein enger Zusammenhang mi-t den Szego-Rogers-Polynomen.
Es ist namlich

^^cos  ') ^1-qyn = rn(ei^? e~i^L

denn beide Seiten erfiillen die Rekursion

B^ (cos -&) = 2 cos ^ B^(cos -&) + (qn-1)Bn_-| (cos ^)

und BQ = 1 , B^ (cos -&) = 2 cos e.

Es lassen sich daher alle Aussagen uber die Polynome r^ auf diese
Klasse von Hermi-be-Polynomen libertragen.

So ergibt sich etwa aus 2. (7)
(k)

Hm+n^) = ^ [£1 Sl [k]! (-1)k(^ H^(x)H^_^(x).

Allerdings besteht kein einfaches q-Analogon zur Gleichung D^ =
= n h. . and daher ist dieses q-Analogon vom Standpunkt der Ana-

logie zur klassischen Analysis aus doch nicht ganz ideal.

Urn ein q-Analogon zu finden, das alle Eigenschaften erfilllt,
suchen wir eine Polynomfolge h^ mit Dh^ = [n]h^_^, welche ortho-
gonal bezuglich eines geeigneten linearen .Funktionals F ist, fur
die also F(h^(x)h-^(x)) = 0 far k 4 1 und F(h^(x))^0 1st.

Da xh (x) = "S ^h^(x) gelten mufi and F(h^(x)(xh^(x)) = 0 ist fur
k <n-1 , gilt

a^F(h^(x)) - F(x hn(x)h^(x)) = 0 fLir k<n-1

x h^(x) = hn+-|(x) + a^_ih^_i(x).

Wir setzen dabei der Einfachheit halber a^=0.
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(Wegen Dh^= Fn1h^_^ und Dxn= fn'lx11"1 mufi a^^ = 1 sein).
V/enden wir auf diese Gleichun^ D an, so ergib-fc sich

(lxFn>n-1(x) + hn(x) = Fn+1 1h^(x) + [n-1 ̂ ^h^^Cx)

x hn-l(^) -\W + ^j-! a^, h^(x)
n-1^ x h^(x) = hn+i(x) + [n']qn-la h^^(x).

Beach-te-b man D h^^ = [n+1]h^(x), so folgt daraus

h
n+1

.
-n+1 n-1(qx) = qn+lx h^(x) - qn-'aD h^Cx)

=> \^W = qn(xe-1 -^-1D)h^(x).'n+1 ^"J - i. ^"° q"-

Wahlen wir a=q, so ergibt sich aus 1. 2(9) und 2. (10)

e(xt)^ h"(x) ,n
n I ! e2<^>

5. 2. Die q-He^'mite-Polynome h (x).

Wir definieren also die q-Hermi-be-Polynome h^(x) durch die erzeu-

gende Funk-tion

(D
" h, (x)

n

nr0 [n] !
.n

e,
^ e(xt) = e_2(-^^)9(^).
ll]T{J l-J-1

Aus dieser Definition lies-b man sofort ab, da6

(2) D^ = [n]h^^

and

(5) h^(x) == -L-^- xn
ID'e, (^)

gilt.

Aus 1. (14) folgt

,

2 -r. 2 ^..2

e2(ffj)x-x e2(f^) = £ ql) e2(^J:J)
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b- ̂  e^(^) = £ -
e,^ ^ qD e,^

h^(x) = (x - -^- . qD e2(^j))h^(z)
e2(^j)

x h^(x) - --^- e q [n] xn-1
^

= x h^(x) - ql lfn] h^_^(x)

= (x-qnD)h^(x).

(4) h^^(x) = x h^(x) - qn[n1 h^_^(x)

h, (x)
h^(x)
h^Cx)
h^(x)

1

x

X2-,
x5- [5'lqx

Weiters folgt

.

n-1
.

n-2,(5) h (x) = (2-qn-'D)(s-qn~^)... (^-D)1

Aus (4) ergibt sich

n-1(6) L h, = -qn-l[n-l1 L h^^

(6-)

mit

L h2n+1 = °
n-L h^ = (-1)n[2n-l]!! qr

[2n-lt!! = [1][5]... [2n-l].

Nun konnen wir die Koeffizienten a.. i. J.n

hn(x) = E ank x
berechnen:

n-k
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,n-k,
^k = rHrrp-L Dn-^(x) = [g] L hfc

^ an, 2k+1 = °

an, 2k- [2nJ(-DV[2k-1]"
^k^k2r n n-2k-. (7) \W -- _^ (-DV [2nk1 [2k-1]!! xr

0<2k<n

Als nachstes zeigen wir, dafi h^ bezuglich des linearen Funktionals

(8) :F(p) = <p(x), e^(^)> = (e^^)p(x), 1 > -

x)= L e^^)p^
orthogonal 1st.

Zunachst ist klar, da6

F<hn> - Le2<aJ7>hn = Lx"'sno
ist.

Aus (4) ergibt sich

F(xh^(x)) = 0 fur n>1. ?Tit Induktion folg-b F(xkh^(x))=0 fur n>k
=> F(h^(x)h^(x)) == 0 fiir n4:k.

Nun wollen wir F(h (x)h^(qx)) berechnen.
Nach (4) gilt ftir jedes k ? Z

F(h^(x)h^(qkx)) = F(h^(x)(qkx h^_i (qkx)-qn-1 [n-1-]hn_2(qkx) ) )
= qkF(x h^(x)hn_i(qkx))

= qkF((h^(x) + qn[n1h^_^x))h^_i(qkx))

- qk+n[n] F(h^^(x)h^^qkx))
(n:1)+nk .

^ (9) F(h^(x)h^(qkx)) - [n]! q' 2
Beachtet man, daB Dh^= [n]h^_^ is-fc, so folgt aus (4)

(10) h^(qx)=qn+1x h^(x)-qn[n] \_^W



45 -

eh^x) = qn(qx-D)h^(x)
-1 _-1.

^ h^, (x) = qn (x c-'-c-ID)h^(x)
(^)

=> (11) h (x) - qv 2/(s e~1-e~1D)n1

=> (12) h, (x) = (,;-qD)(^-q5D)... (^-q2n-1D)1.

Aus 1. 2. (9) und (11) ergibt sich

(15) h^(x) - q 2 e^^) (-e-1D)n -L,
e?(3^)
-2^^

=. 2e2(^) (-E_, )n e_2(-^ .
Aus der Leibniz'schen Formel ergibt sich nun

2 2
-1 _-1^\n / < \n^ /'qx'-^ ^ rn-i ^k ^ / __x_'- ^ . -k^n-k(xs-'-e~'D)11 = (_Dl le2(^) S [^]_^ D^^ e_2(-^ ). e-"D^

-(k)
. (_1)" Z [^ (-l)k q~'2yhk(x) (e-1D)n-kc-k

(5)2^/.__-1 _-1^\n ^ / ^k rn-i i, ^^ . -n^k=» (14) q'^(xe-'-e-'D)n = S (-1 )^ [;;] h^_^(x) e-liD

hm+n(x) = q
fm+n^-fn^-fmt
1 2 y-l2'-'2;E (-1 )k[^ h^(x)G-aD^(x)

=,nmS(-1)k[£l[^[k]! h^(x)V^)
, k rn-i rm-i

=. (15) h^(x) . , mn S (-1)K [^ [^ M. h^(x)h^. ^(-).
3. 5. Die Mehler'sche Formel

Flir die klassischen Hermite-Polynome gi^t die Mehler'sche Formel

h^(x)h^(y) ^ _ __
z n'" t^ = 7l^- e

-x£^ -^: ?,^±Ii
~^^ . ~^~ '^2~

Wir wollen nun das folgende q-Analogon beweisen,

Satz (Mehler'ache Formel fur q-Hermite-Polynome): Es gilt

^ hn(x)h^(y) , n _ ? [2m-1 J! ! ^, m_
(1) n^O ^^TTt" ' ^o tsTT^-(^)'u-
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2 ..2

_2 y'2vf2

1-f --1
)e2(r^1i~1^:-)1'

1 ' q

wobei n durch r|f(t) -= f(qt) definiert is-b.

hn(x)hn(y) ,n
Bsi£;i.^; sei f(x, y, ^) = s -r^-75-FTT tn.

[n]!q'

Dann gilt

(2) f(0, 0, t) = S
^_, 2n

[2n].^^

s
,
2n2([2n-l]!!)2

[2n]! q-
f2n. " ^2n-n"ft'^.

7 , n(2n+1) u " ^ L2nJT VT' .

V/eiters is-b

(5) T) D^ f(x, y, t) - (.^-I-^)f(x, y, t) .

Es ist namlich

Dyf(x, y, t) = E
Vl(x)hn^) .n

[n-1}!q'

hn-l(x)hn(y)
^ D^ f(x, y, t) = S n~^ ', £;"' tn

[n-l]!qr2^

hn(x)hn-1(y) ,n
n Dy f(x, y, t) = Z ^^^- tn[n-1 ]!qv

(n^1)

-n-1,h. -i(x)(h^y)+[n-1](in-lhn-?(y)) .n
(^ D^+tn D^)f(x, y, t) - S -n-1v-nw/^^^ "n-2-- tn

[n-1]! q^2--x . u'i -y

hn-i(x)y hn-i(y)
- S -n-'^'" --%^"" tn = yt f(x, y, t)

fn-11! q(^)

(4) (-n D^+tn D )f(x, y, t) = yfc f(x, y, -fc)
(4') (^D +tri D )f(x, y, t) = xt f(x, y, -t)

=. ri D^ f(x, y, t) - (yt-tri D )f(.x, y, t) .

= (,yt-xb2+t2riD^)f(x, y, t)
^ (3)
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Durch (2) und (5) ist f(x, y, t) eindeutig festgelegt, da f(x, 0, t)

eindeutig bestimmt ist. Wegen f(0, y, t) = f(y, 0, t) ist daher auch

f(x, y, t;) eindeutig bestimmt.

Es geniig-t daher zu zeigen, dafi die rechte Seite von (1) ebenfalls

(2) and (5) erfiillt.

Nun 1st

^ e(xy n-1-^) e^ (^ n-1-J-) -
1-T T~1

= e(qxy r,-1--) (xn-1--) e^^ n-1-^) +
-f ^-1t~1

12^FTJ
.1

+ y^)~1-L^ e(xy ri-1-^) e^ (^ n-1 -) =
't; -I _t L J 'b -

. -T 1-T T-l

1-1(-^
-j^

1~f
S^) e (xy,-^) e, (^, -'^-)
1-

q q

weil (Ti-1f(t))ni-1f(t)t=-n~1f(^)^ (ri~ f(^))n is^.
q-

Es geniigt daher zu zeigen, dafl

. j lisjpl-^>%-1^- xt'
. ) =

1-- 1--
^~ '~T

ty t2x ^ [2m-l3l. L ^t2^m
{~^5 ~ 77' ^s!^~ {^~'

gilt oder daB

1_f2^ ^2m-\'}\\(^2^ ^ ^ _^^j^LlL'^)m
L2mJ'Tlq-L ; = vl ~T^pIn~|TT~^T^

erflillt ist.

(5) 1st durch Koeffizientenvergleich aquivalent mit

'2m-lt!! , m 
_ 

fSm-^l!! , m-1 
_ 

r2m-1l!! 1_ 
_ 

f2m-5']!' _
:2m]!!"' q- ~ i. 2m-2J!! q = '"T^iT|7T^ . " [2m-2j» ! ^
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2m-1 I ^m J_^ _, ,, m-1 _ J
[STJ (qu -^) = qu

C['
m

d. h. mit
f2m-1 f Ll^=.L). _ -CL^lL^.
T2mT ~7ra--~ ".

ra
C.1"

,m

was offenbar richtig ist.

Damit 1st die Mehler'sche Formel bewiesen.

4. Die q-Laguerre-Polynome

4. 1. Vorbemerkun^en.

(a)Die klassichen Laguerre-Polynome L^U'J'(x), a>-1, konnen durch die
erzeugenden Funktionen

- L.(a)(.x) " , A

oder

'n

n=0 n!
- tn = 1

.

t-T

(1-t) 0:+1

" (_1)n^a-n)(^, n ^ ^^ ^
2 --:-^ - -- = (1-t)a e'

n=0 n:

oder

- (-1)nL^)(x)tn
n=0 nT Ta+1)... (a+n)

xntn
Tn! Ca,+1 J.. . (a+n)

definiert worden.

Sie sind Polynome n-ten Grades, die durch

L^u)(x) = (1-D^a+1x(D^-1)nxn-1
= x-aexDne-xxn-KX

-. (-1)n(1-D)n-taxn

gegeben sind.
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S ie erf alien die I^ekursion

L(a^(x) = (a+2n+1-x)l^a)(x)-n(n+a)L^aj(x) mit
.

^f^- (a)^aj(x)=1, L', a/(x) - 1-ta-x.
Sie sind orthogonal ber:. ;Jgl^ch des inneren Produktes

[t(x), g(x)] - ^.y . ^ f(x)g(x)xae-xdx = I^-^TT f(x)s(x)
Wir suchen ein q-Analogon, welches wombglich alle diese Eigen-

schaften 'besitz-b. fiin Weg dazu besteht in folgender Bemerkung:

Vergleichfc man die Formeln

/a)
n

n

s
k=0

LlaJ(x) = S ( ) gr (-x)n+a\ n!
n-k7 kT

k

und

(x+a+1)... (x^+n) = Z (n+a)^i- x(x-1)... (x-k+1),
k=0

so sieht man, daB in beiden Fallen dieselben Koeffizienten auf-
treten. Von der zweiten Formel gibt es na-turliche q-Aj'ialoga. Diese
ftihren zu zwei Klassen von q-Laguerre-Polynomen

. (a),L^'W (-1)n( -D)n+axn

und

l^)(x) - (-1)np^^(1, D)xn.

V/ir wollen uns hier auf die Polynome l^a^(x) beschranken, far
welche auch ein Zusamuienhang mit dem Hennite-Polynomen besteht.

4. 2. Die formalen _P_qte?i:^re3_hen _E^LtJ£l
00 . ^ (?)rnivk

Wir wollen die Polynome p,, (1, x) = ^S_(-1)"(l ' lk-IA auf l-yliebige
n; ' \ k^O

reelle n. erweitern. Wir setzen

(D ^(1, x) -J^ (-1)k<l2 [£]xk.
-a

^\^ - L^-JJla^s.^^)^^^ . pkl^
Nun ist q '" | 1': j -- ^--^ -- "-^-^ -^--- =

(q-1) k~ (q-1)J
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und daher gilt

^ Pl, ("a, 1), , ^_ e(^
(2) p^(1, x). ^^-,-(^)-t=a °(T^'

nach 1. 5. (4).

Weiters ist

and daher gilt

Pk(1^cx)
(1-q)'k

= [a] [a+l]... [a+k-1 '}

(3)
. C-r)

PaTT7x7
^ - ^ [aT1 ]-k.
^ =^0 L k JA-

Wir benotigen noch die folgenden Formeln:

(4) P^+l(1. x) = (1-flax)p^(1, x)
LUld

(5) Pa+P(1)x) = Po, (1. x)Pp(1'(lax'>-

Da (4) ein Spezialfall van (5) 1st (P=1), geniAgt es (5) zu zeigen.
Das ergibt sich (2):

P, (1, x)p, (1, ^)=^ li^ . e^l»p^(1. x).
'a -^ a^)

-T^
eC^

Bemerkung: Die Gleichung 5. 5(5) folgt ebenfalls aus (5), werm man
a = ^ setzt and q durch q2 erse-bzt. Es ist daj-m namlich

1

p^ (1, x;q^)
2

und 5. 5(5) aquivalent mi-b

f2m-n!! ,m
27 = L ' L2mj!'!~ x

x

(1-^^)P^1^) - Pl(1-fi) = (1-Vi)Pi(1'^)
? ' ~ '2 2
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(a)
4. 5. Die q-Lafiuerre-Polynome 1^""'(x).

(a)
Wir definieren die q-Laguerre-Polynome 1^ (x) durch die Formel

(D 4a )(x) - (-1)np^(1, D)xn.

Es gilt dami
n (k)

-nl^)(x) - (-1)°, ^ (-1)kql 2'[n^]Dkxn
k=0

^ ^ f_i^, (^)rn -^i fe-}.. ^S (-ir'q ^ In-kl TTlT
k=0

(. ) ^)(. ). j^]^(-1)k,
. n-k^

2 ;.k.
.

Definiert man far a>-1 den Operator T^ auf P durch

(5)

so gilt

(4)

Tax
n

_n+1
X"

[^HTT'J , n=0, 1, 2,...,

l^l _ , x
ra' = La+1J... [a+k7

Aug (2) ergibt sich daher

(-Dnl^)(x)
(5)

"n
n

La+1 J... |_a+nj - ^Q̂
 (-1)"-K[£]q

^n-k,
n-kj-n-j ^ 2 yyk^

'a Pn<^>1)1

Aus 1. 5 (4) folgt somit

r-iin]ja)rx)tn
-^

[n]! La+1 J... La+nJ - sm e<V)1 =
(6) xntn

^TFy ^ [nj!La+1J... La+nJ .

Definiert man nun S auf dem Vektorraum P der polynome p mit LO=O
durch

(7)

so gilt

S, xn = [n4^]xn-1 = (x-aDxa)xn, n>1,



<^ rp ^n_ ^n
yaTax = x
T, S, xn = xn

Ct
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fiir n>0(8)

(9) T^S_xn = xn fur n 5-1

- (-1)nl^a)(x) = [a+l]... [a+n]p^(T^, 1)1 -
=Pn(Ta'1)SSX" 

= Pn('. sa)xn

=. (10) (-1)nl^a)(x) = P^(1, S^)xn = x-ap^(1, D)xn4<x.

Der Operator T^ ist auch sonst sehr niitzlich. Will man e-bwa ein
q-Analogon der sogenannten Verdopplungsformel ableiten, so kann
man folgendermaflen vorgehen:

3s gilt:

p^(ax, D =Z [g]akPn_k(a, 1)pk(x, D.
Das sieht man sofort mit der Nethode, die sul . 5. (2) fuhrte.

r»
. n^_kp^(aT^, 1) = S[£3a"p^(a, 1)pk(T^1)

lla )(ax) (-1)k4a )(x)
d <-1'" La^J. ^Ia+nJ 

= s Sl akp^(a, 1) [<,;ij:l£. ^J

» (11) 4a)(ax) = S [^] ̂  (-1)n-kakp^(a, 1)4»)(x)
Nun zu den anderen erzeugenden Funktionen: Aus (1) folgt

(-1)nl^-n)(x)tn p, (1, D)xntn
= s

=> (12) E
n=0

[nj!

(-1)^-n)(x)tn
n

InJ'

^-=p^(1, D)e(xt)

= p^(1, t)e(xt).

Aus (2) ergibt sich
(x) ^.n

3r^
la.

'n

T5T~~ CT

<n^ _ _ cn-k.

° . CTT .'(t)^ &5] M . ('T)
k

(-X)K =

" s i=^ s .-(!;)+(n^)rn +si t"° I ^t^T-n^k'1 " - L»-kl t"
, nx /n+k^

^ i^-^ ["T-] , (2")-("^)t°

-k

k TkTT n^OL n
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, L^V J [»^] (-^)"f^>
qr2^fk]!^n. i> °

n
q/

Nun ist £ [n+^+k1 (-^)n -
pa+k+1(1^E)

1 1

~TT ' ^-^^^
nach 4. 2 (5) and (5).

aPkC^'
- l^a)(x) ^n

9 (13) ^o~^~ TST-= i^THT-^ ̂ o T^T (i-i)... (-^-i)
1 ^ ^ -^

n=0 q'

-1 t

pa+1 rr^7 e(qxri-l ^T)1-

n
mit .n t

Flir n=0, 1 , 2, ... gilt

qntn.

(14) P^(1, D) - (-1)n q(2)e(qx)D.n 1

e(- x

^T

weil e(aqx)D ^-^y = D-a gilt.
Aus (10) folgt daher

ln^^l = x-ae(qx)Dn -1(15) ^ e<^)
x
n+a

Aus (1) ergibt sich

cx}/_\ / -i\ ^^ ('i n'\^ /'1 n^"~n^ vl^aj(x) - (-1)nPn_i(1, D)p^(1, qr)-ID)x1

und somit

(16) l^a)(x) - p^(1, qn-1D)t^1)(x),
qn-'Dll-1)(

mit 4~1)(x) = (-Dnxp^(T, D)xn-1.
Wendet man auf beide Seiten van (16) e1 1 

an, so ergibt sich

(16-) l^)(qnx) - P^i(1^)^~1)((lnx) .
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(a)Wir behaupten nun, daB die q-Laguerre-Polynome l^"-'(x) fur a>-1
orthogonal bezuglich des linearen Funktionals

(17)

sind.

Wegen

F(p) = L:
1

PO+I^^ P(x)

p^iri»D7 =^[^^und[^]4^[aT'l

^ L p^TTTT S = C°+1] L ^TT'a+1 a+2' D)

^ = [a+1]... [a+k1 L;3 I^T^T r = [a+1 ]' . . [a+k1 LPa+k+1' (^>

=. P(^a)(x)xk) = L^;11-'^+^1 l^)(x) =
pa+k+1u'L)J -n

= [a+1]... [a4-k1i^i^^p^(1, D)xn
= [a+1]... [a+k] (-1 )nLP^_k_i (1 ,qa+k+1D)xn

fiir k<n.

Fiir k>n ergibt sich

(18) F(l^a)(x)xk) = (-1)n[a+l]... [a+kjlr

= 0

xn.
~pk+, -n(1'^D'

Da der Koeffizient von xn in l^a\x) gleich (-1 )n ist, folgt

F(4a)(x)l^a)(x)) = [a+1]... [a+n^--̂X" =
-qu^D)

= qn-4^n[n]! [a+1]... [a+n].

(19) F(l^)(x)4a)(x)) = qan+n [n]![a+11... [a+n]6^.Ln ^/^k

(a)
Da die l^u"'(x) orthogonal sind, mussen in der Darstellun^
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n+1
Cy'l _ y r.. -|^a

X 1^--IXJ = ^ ck-Lk '. lx-

di3 Koeffizienfcen c. _ mit k<n-1 versc.l'iwinden. Es gibt also ein-
K

dout^.^ bc^tiffini t, -; Poepr'L2Zcnfc? .. c ^iA c . j 
niit

x 1^>(. ) + l^j(x) . ^^l(, J. c,,_, l^j(x).

Urn c^ zu .bestumn. en, braucht man nur den Koeffizien+en von x" zu
betrachten. Es ergib-b sich dann

(20) lia t)(^) - (qn[n-ta]4. qn+a[n+l]-x)l^)(x) -Ln+1

- q2n+a-'1[n][n-ta] l^a^(x)

Abschlieflend wollen wir noch den Zusammenhang mit den q-Hermite-

Polynomen herstellen.
2

, k, k"r2n-i

_2i

h2n^x) = ^(-DV [^] [2k-l]!! x
2n-2k

^k_k"f2 n-|!f2k-n!! ^2n-2k
-= £(. -1 J"q~ [2kJ!L2n-2kj! x

^k. k2 r2nl!!r2n-ll!!r2 k-1l!!
= ^(-1)V L2k'jS'!r2 k-iljTTL2^-2kjT'[2n-2k-lj!'

^k^k2|. n-^_ , [n]2! ̂ ^ x2n-2k
C-D^" Fk2J2 [n-k-J^. I''1" x-

x
2n-2k

S) m4. [n1:=([2],. ).n^-. )V^[n?^T^(^n-lc
(-T^ 2

^ (21) h2n(x) = (-1)n([2]q)nl^2/(^, q2) .

Analog ergib-b sich

n.., <5)x2_
(22) h^, (x) - (-l)"([2]q)nx l^'^, ^).
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5. Bemerkungen zur Literatur.

Ich habe absichtlich jeden Literaturhinweis vermieden, well es

mir unmoglich war, die urspritnglichen Quellen der einzelnen Re-

sultate herauszufinden. Das beruht einerseits darauf, daB mir die

altere Literatur (L. J. Rogers, G. Szego, F. H. Jackson) teilweise un-

zuganglich ist und andererseits darauf, daB viele Resultate in

zahlreichen Variationen existieren, deren enge Beziehung den einzel-

nen Autoren nicht aufgefalien ist. Im Grunde sind sicher alle hier

behandelten Resultate langst bekannt, wenn .ich auch manche in der
Literatur bisher nicht finden konnte.

Wahrscheinlich habe auch ich manche Zusammenhange ubersehen. So

ware es durchaus denkbar, daB zwischen den Hermitepolynomen

x) and h. (x) aufier der sehr ahnlichen Rekursionsformel noch
andere Zusammenhange existieren. Ich habe aber bisher keine finden

konnen. So gibt es far die Mehlerformel bei den H^ sehr einfache
Be-weise (vgl. [2]; noch eiiifacher schein-fc mir der Hinweis auf
2. (8) zu sein). Ein so einfacher Bjweis ist mir bei den h^ nicht
bekaiint.

Nach dem Gesagten ist wohl Mar, da6 die folgende Lite raturauswahl

sehr subjektiv 1st. Sie gibt hauptsachlich Arbeiten an, die mir

personlich interessant erscheinen oder besonders nutzlich waren.
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