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Combinatoire des identites sur les polynSmes de Meixner

R^sum^ : Une identite bilineaire prolongeant la formule
du noyau de Poisson pour les polynSmes de Meixner est obtenue

par des m^thodes combinatoires. Ces mSmes methodes fournissent

aussi une extension multilineaire de cette identite.
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I. INTRODUCTION

Les polynSmes de Meixner m (x;j3, c) (n ^ 0) peuvent etre d6finis

par leur fonction g6n6ratricc

(1. 1) Zm(x;p, c)u"/n! = (l-u/c)x(l-urx -p 
(n ? 0)

(cf. Erd^lyi et al. [6, Vol. 2, pp. 225-226 et vol. 3, pp. 273-274] ou

Chihara [4, pp. 175-177]. ) Notons (a)^ lcs factoriellcs montantes

Ca)r> = 1 et Ca)_ = a(a+l)... (a+n-1) (n ^ D

et

^Ca,, a^b^;x) = Z^^PX " 
C">0)

l-'n

la s6rie hyperg6om6trique usuelle. Les polynomes de Meixner ont encore

une representation naturelle comme s6rie ^F . On a, en effet, (cf.

[6, vol. 2, p. 225])

-1,
(1. 2) m (x;p, c) = (p)^ ^F^(-n, x;p;l-c-')

-1,
= cp+x)n 2Flc-n'x;l~P-"-x;c *)'

Askey [1, p. 14 et 2] utilise la notation M^(x;p, c) = /, F^ C-n, x;/^; 1-c ')

Dans Ie present article, seule la version in (x;P, c) sera utilises, et

les formules seront done transcrites dans cette seule notation. En

particulier, la formule dite du noyau de Poisson ([1, p. 15 (2. 40W)])

s'^crit

(1. 3) Z(un/C(P)^ n!)) m^(x;P, c) m^(y;p, c)
.

-1

- (l-u/c)x+>rCl-u)-x-^ ^^-x, -y;P;1^^) (n > 0).
(1-u/c)'

On peut se proposer de sommer une s^rie bilin<aire plus g<n<rale

que cells donn6e en (1. 3) en s'inspirant du modele foumi par Erd^lyi

[5] pour les polynSmes de Laguerre. On obtient
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(1. 4) 2(u7n!)(f3)^ ^F^(-n, -x;r;a) ^F^(-n, -y;6;b)
(P5. (-x), C-y).

= (1-u)'
r /abu

''(T)^(6)y rV
(
(1-u)

r)rx

au bu
x^F^P+r, -x+r;r+r;- ^) ^F^(p+r, -y+r;6+r;- ^j.)

(n > 0, r > 0).

Lorsquc p=y=6et a=b= 1-c ", Ie premier membre de (1. 4)

se r6duit, moyennant (1. 2), au premier mcmbre de (1. 3). Quant aux deux

fonctions F du second membre, dies se r^duisent, par Ie th^oreme binomial

^ ((l-u/c)(l-u)-l)x+r et CCl-u/c)(l-u)-l)y+r, respectivcment. On.

retrouve alors 1c second membre de (1. 3). Ainsi (1. 4) => (1. 3).

Enfin, lorsque y=0 et a=b=l-c *, la formule (1. 4) donne la

fonction g6n6ratrice suivante

n -1

(1. 5) Z-^-T CP)^ m^(x;Y, c) = (l-u)-p ̂ ^P, -x;r;u(:c^^l)),
qui implique a son tour (1. 1) lorsque y=P .

On peut enfin appliquer Ie modelc multilin6aire dSveloppf pour les

polynSmes d'Hermite [7, 8, 12] et de Laguerre [10, 11] pour prolonger

(1. 4) au cas du produit de plusieurs poi lyn6mes de Meixner. La troisieme

fonction hyperg^ometriquc d'Appell a k variables, qui s'^crit [3, p. 73]

F^^'^(a^,..., a^;b^,..., b^;c;u^,.. <,, u^)

z

(aPn/-^nJbPn/-^bk)n, u, nl u,

~(c)
"l+-"+nk "1T - (n^>0,..., n^>0),

est 1c principal ingredient de la formule ainsi prolong^e. Daas celle-ci

(voir (1. 6) ci-dessous), les symboles Z (resp. Z ) indiquent des

(n,,) (r,,)
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sommations sur toutes les suites (n^. ^) CTCSP. Cr,. ^)) (l<i<;JSk) de k(k-l)

entiers positifs. Pour l<i<j5k, on pose n^. = n. ^, r.. = r.. st pour

i=i, 2,..., k on adopte la notation

ni* = z nij' ri* = f rij ^5J<k»' ^i^

Enfin, a^. , Y^ , 7; (l<i<l<.) et u^., p^ (l<i<j<k) sont dos variables,

avec de nouveau la convention u^. = u. ^, ^. = P. ^ pour l<i<j<k.

La formule multilintfairc prolongeant (1. 4) s'tfcrit alors

(1'6) (nf. ) inj cu^ 13/niJ!)c^3)"ij Tl 2Fl^-ni--yi^i;ai)
ij'

.

".. (l-ui1)
i<j -~ 1J'

i3 z n

(rij) i<j
(k-1),

(^)r, /-yi)r, /-yJ)r,, /a, a,u^ \rij
ij ' "ij -' 'ij / ~i~j"ij

rij' (1-Uy)'

x^l/^i)r.. )F3^"^il+ril--Pik+rik-^i+ri1----yi+rik5

Yi+ri-
aiuil
T-u.

il

a. u..
"il*il<.

T:UIk -).

Les termes diagonaux n.., r.., u.., p.. n'existcnt pas et les fonctions

d'Appell ci-dessus sont bien a C^-l) variables. Lorsque k=2, on retrouve

imm^diatement (1. 4). On a ainsi

^ar (1. 5)^^
(1. 7) (1. 6) (1. 4) (1. 1).

^(1. 3)^ir1

Naturellement, 1'utilisation d'une formule commc (1. 6) rests subor-

donntfe aux propri^t<5s analytiques des fonctions hyperg<om<triques a plusieurs

variables. Le present article mettra done 1'accent sur la fa yon de

dtfmontrer ces formules et cette fapon est de nature combinatoire. On se

propose ici de drfmontrer 1'idcntitrf (1. 4). Celle-ci implique, d'apr^s

(1. 7), toutes les autres formules sur les polyn^mes de Meixner, a 1'exclusion
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de (1. 6). La m^thode de preuve utilis^e est essentiellement cell® qui nous

avait permis d'obtenir combinatoirement la formule de Hille-Hardy-Erd^lyi

pour l©s polyn5mes de Laguerre [11]. On se reportera done constanBncnt

a. ce dernier m^moire ainsi qu'au second article sur les polynomes de

Meixner [9]. On fait apparaltre Ie premier membrc de (1. 4) comme

la fonction g^n^ratrice de certains triplets (a, <p, ^) ou CT est une permuta-

tion, et <p, ^ deux modules introduits dans [9] et appeKs endofonctions

dc Meixner (cf. section 2). II s'agit ensuite de calculer cette m^me

fonction g^n^ratrice en utilisant les propri^t^s g<om<triques de ccs

endofonctions et d'obtenir ainsi Ie second membre de (1. 4). Pour ce faire

on fait appel ^ des lemmes combinatoires dc [II], rappeKs en section 3,

st on construit (dans la section 4) une bijection cntre les triplets

(CT, (P, ^) et des suites finies de modeles combinatoires dont la fonction

g^n^ratrice est pr^cisement Ie second membre de (1. 4).

La demonstration de (1. 6) n'est pas rcproduite. Elle peut

§tre calqu^e sur cellc de la formule multilin^aire concernant les polynomes

de Laguerre [11].

2. ENDOFONCTIONS DE MEIXNER

Comme dans [9], on appelle endofonction de Meixncr sur un ensemble

fini S tout couple (p = ((A, B), f) ou (A, B) est une partition ordonnrfe

de S et f une application de S dans S dont la restriction f. de f a la

partie A est injective et la restriction fr, a B est une pennutation de B.

On identifie toute endofonction de Meixner (p = ("(A, B), f) avec son graph®

associ^ dont les sommets sont l»s ^l^ments de S et dans lequel un arc

va de v a v' si et seulement si f(v) = v'. On dessine en trait continu
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(resp. pointill^) les arcs issus de sommets appartenant a A (rcsp. B).

Un® endofonction d® Meixner est alors une collection de cycles dont tous

les arcs sont en trait continu, et de cycles en trait pointill^, dont

chaque sommet est l'extr6mit< d'au plus un chemin en trait continu

(voir Fig. 1):

Q
5

4

^. «s
14

^ L~
13:.:v9

10

'. 16

. 12

. 15
l[
. II

i?'
\. _1

Fig. 1

Soit cont (<p) (resp:. point (cp)) Ie nombre de cycles de (p en trait

continu (resp. pointill^). Lc p^ids de (p = C(A»B)>f) ®st d(fini par

.

cont((p)/ , ^point((p)^ ^\B\
(2. 1) w(r, -x, -a;(p) = y-^-'(-x)^"-'"*-"^C-a)'"1.

Comme d<montr< dans [9] 1'expression

Cr)^ ^F^(-n, -x;y;a),

egale ^

2^)(-x)^^i)^_^-a)1,
cst 1c polyn<5me g^n^rateur des endofonctions de Meixner sur [n]={l, 2,...,n}

par Ie poids w(y, -x, -a;. ) . En d'autres termes, on a:

(2. 2) (r)^ ^F^(-n, -x;r;a) = Zw(r, -x, -a;(p)
ou cp varie dans 1'ensemble des endofonctions de Meixncr sur [n].
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Par ailleurs, si cyc(cr5 design® 1c nombre de cycles d'une permutation o,

on pose Wo(o-) =p~-'~-^~'^ L'identit^

(2. 3) (f3)^ = Z Wp(a),
oil la sommation est sur 1'ensemble des pcrmutations CT de [n], ast bien

connue (cf. [13,p. 71]). II resulte alors de (2. 2) et (2. 3) que 1'on a

(2. 4) (P)^(Y)^ 3F^(-n, -x;r;a)C6)^ ^F^(-n, -y;6;b)

= Z w (a)wCT, -x, -a;<p)w(6, -y, -b;\)/)
oii la sommation s'Stend S. tous les triiplets Co', (p, ^) avec o- un® permutation

de [n], et (p, ^ deux endofonctions de Meixner sur [n]. Le premier membre

de (1. 4) peut done s'6crire

(2. 5) Z(u"/Cn!CY)^CS)^))2wp(CT)wCr, -x, -a;(p)wC6, -y, -b;^).
D'autre part. Ie second membre de (1. 4) peut se d velopper

(P). (-x), (-y), (p+r), (-x+r), (6+r), (-y+r), (-'au)r+l(-bu)r+;'
I

z, )qu"/q! ̂ W^T-- ^ ,,^ " ' (^). ,, ' (l^2^*J
ou encore par Ie thftoreme binomial appliqu6 a (1-u) "" ^ -' coimne

(2. 6) Z (un/(n!(T), (6^) Z(^ ^^^ , )(P), (p), (P+r) ̂ (p+r) ̂ . (Y+r+i), _, _,
, 1, 3, J., J 4 X J. J Jl-J.-

C6+r+j)n-r-j(-x)r+i(-y:lr+jc2 r+i+j)s(-a)r+lc-b)r+:' Cq+r+s+i+j=n).

Pour fetablir 1'identity (1. 4), qui dit simplement que les deux expressions

(2. 5) et (2. 6) sont 6gales> il suffit de d6montrer l'identit6 polynomiale

(2. 7) ZwR(CT)wCY, -x^a;(p)w(6, -y^b^) = Z(, ^ ^ , , ) (P), (P), (P+r^ (p+r),
P 4>1 >5 »-L'

x(Y. r. i)^^^6^j)^_^^-x)^^-y)^C2r+i. j)^-a)r+lC-b)r+3
(q+r+s+i+j=n).
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3. LES SOMMATIONS

Rappelons quelques definitions et r6sultats du pr^c<dent article sur

les polyn6mes de Laguerre [11].

Soient (A, B) une partition ordonn6e de [n] et h une injection de A dans

[n]=A+B. Si cyc(h) d6signe Ie nombre de cycles de h, on pose

(3. 1) Wp(h) . PC7c(h) .
Lemme 3. 1. (voir [11]). Si IA) = i, |B| = j st i+j=n, alors

(3. 2) ZWp(h) = (P+J)^,
la sonunation Ctant sur toutes les injections h de A dans A+B.

Lemme 3. 2. (voir [11]). Soit (I, J, R) u"e partition ordonn<c d'un

ensemble tclle que |l| = i, |j| = J, 1^1 = r. Alors

(3. 3) Zw (G) = (P)^. CP+r)^CP+r)j,
la sonunation 6tant ^tendue & !. ensemble des permutatinns 0 de I+J+R satis-

faisant a

e(J)ni = 0.

Soit (I, J, R, S) une partition ordonnrfe d'un ensemble tells que |I| = 1,

= j^ |R| = r^ |S| = s. Trois sortes de chemins dont les sommets

sont pris dans I+J+R+S sont maintenant introduits, les a-chemins, lcs

b-chemins et les ab-chemins. Les a-chemins (resp. b-chemins) ont tous leurs

sommets dans S a 1'exception de 1'extremitC qui est dans I (resp. J).

Un ab-chemin a aussi tous ses sommets dans S, a 1'exception d'vn seul,

qui appartient ^ R ct ne se trouve pas n<«cessairement a l'extr^mit<

(voir Fig. 2).
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.

R

Un graphe G dont les sommets sont les ^l^ments de I+J+R+S est dit

Erdtflyien sur (!>*?, R>S) si ses parties connexes ne sont composrfes que

de a-chemins, b-chemins et ab-chemins.

Lemme 3. 3. (voir [11]). Si |l | = i, [J | = j, |R| = r, |s| = s,

Ie nombre de graphes Erdt'lyiens sur (I, J, R, S) est ^gal a (i+j+2r)^.

"'\-

La demonstration de 1'identity (2. 7) consiste alors a associer

de fagon bijective, a chaque triplet (CT, <P, I)/) de la sommation du premier

membre, une partition ordonn^e (Q, R, S, I,J) de [n] st une suite

(o-', 9, G, h, h', ^, ̂ ') ayant les proprirftrfs suivantes;

(i) o-' est une permutation de Q;

(ii) 6 est une permutation de R+I+J satisfaisant a Q(J) DI =<^ ;

(iii) G est un graphe Erdelyien sur (I, J, R, S);

(iv) (resp. (v)) h (resp. hf) est une injection de Q+R+J (resp.

Q+R+I) dans [n];

(vi) Crcsp. (vii)) ^ (resp. ^') est une permutation de R+I (resp.
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R+J) .

L'identite suivante doit, de plus, §tre verifi^e

(3. 4) w^(CT)w(Y, -x, -a;(p)w(6, -y, -b;^) = (-a)l""'(-b)

x Wp(a')WpC9)w^(h)WgCh')w_^(C)w_y(^')
Si une telle bijection est 6tablie, on obtient bien (2. 7) pour les

raisons suivantes: d'abord multinomial ^ ^ '^ ^^ est le nombre
» .*. >~' > -^»

dc partitions ordonn^es (Q, R, S, I,J) de [n] telles que |Q| = q,

|R| = r, |S| = s, |I| = i, |J| = J. Ensuite, si (Q, R, S, I,J) est

une tclle partition, on a

Z w (a') = (?) (d'apres (2. 3));

Z w (6) = CP)y(P+r^(P+r)j (d'apres (3. 3));

Z 1 = (i+j+2r)^ (d'apres 1c lemme 3. 4);

Z w (h) = (T+r+i)n_r_i et
h

Z w (h') = (6+r+j)^_^. _j (d'apres (3. 2));
h'

Z w_^(0 = (-x)^. ^ st

Z w "(?')= (-y)^, (d'apres C2. 3)).
. ~y

Compte tenu de toutes ces expressions, on voit que la sommation du second
membre de (3. 4) donne bien Ie second membre de (2. 7). Rests done a

^tablir la bijection annonc^e.



124 -

4. LA BIJECTION

Partons d'un friplet Co-, cp, ^) avec <r une permutation de [n],

ct cp = ((A, B), f), >)/ = C(C, D), g) deux endofonctions de Meixner

sur [n]. Quand on superpose les graphes de ces trois configurations

sur un ensemble de n sonunets 6tiquet6s, on a d'abord les cycles de

o--. appelons-les p-cycles-puis les chemins et cycles de

<p=((A, B), f) et de ^=C(C, D), g). Les n sommets *ie rftpartissent done en

4 classes APC, AOD, Bnc et BOD. D'apr^s !. expression du poids donnAe

en (2. 1), on peut considferer que les sommets de B (resp. D) portent la

marque (-a) (resp. (-b)). Par commoditfi, on dira qu'un sommet est

a-marq^u^, b-marqu6 ou ab-marqu6 suivant qu'il appartient a BnC, AOD,

ou BOD. Les sommets dans AT1C slant non marqufts.

Deux sommets distincts v et v' sont dits li6s si les trois proprifttfts

suivantes sont satisfaites

(i-) v est b-marqufe et v' est a-marquA;

(ii) v et v* sont dans Ie m8me p-cycle;

(iii) les sommets appartcnant a ec p-cycle et situfis entre v st v'

sont tous non marqufes.

La partition ordonnfee (Q, R, S, I, J) associCi® a Co', (p, t) cst ainsi

dfefinie: si les sommets d'un mSrne p-eye 1c sont tous non marqufes, tous

ces sommets sont rangfes dans la classe Q. Si un sonunet est, ou bicn

ab-marqu6, ou bien b-marqu6 et li6, il est mis dans R. Si un sommet

est a-marqu6 (resp. b-marqu6) et non li6, il va dans I (resp. J). Enfin, S se

compose de tous les sommets restants. Notons que S englobe aussi les

sonnnets a-marqu^s et li6s.
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Si R' designs 1'ensemble de toutes les extr6mit6s des ab-chemins,

on a

(4. 1) B = R'+I et D = R+J

d'ou

(4. 2) A = [n]^(R'+I) et C = [n]^(R+J).

Dans la figiire 3, on a represente les P-cycles d'un triplet (o', (p, ^)

avec les sommets marquSs a,b, ou ab. Les sommets non marques apparaissent

Comme dc simples points. L'appartenance de chaque sommet & un bloc de

la partition (Q, R, S, I, J) est indiqu^e par la lettre correspondante.

Les flSches en pointille sont les arcs ayant pour origine les sommets

qui sont, ou bien ab-marqu^s, ou bien a-marqufes, ou encore b-marqu6s

mais non liSs.

.
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I
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b <--
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ab -.
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.
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.
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1

^

<-----a

Fig. 3



126 -

Effayons les finches en poantill^ du graphe de la figure 3. On

obtient, d'une part, une collection de cycles dont tous les sommets sont

dans Q - done une permutation o-' de Q - d'autre part, une collection de

a-chemins, b-chemins, st ab-chemins, au sens de la section 3, formant

un graphe Erd6lyien G sur (I,J, R, S). De plus, comme chaque a-chemin

(resp. b-chemin, resp. ab-chemin) contient exactement an sommet dans I

(resp. J, resp. R), les arcs en pointillS sont lat'reprftsentation graphique

d'une permutation 9 de I+J+R. Enfin, comme il n'y a pas de fleche en

pointille issue de sommet b-marquS st life, la permutation 6 satisfait S.

e(J) n i = 0.

Evidemriant

cycCCT) = cycCo'')+cyc(Q),

d'ou

(4. 3) w (a) = w CCT')Wp(9).
Les trois premiers 616ments de la suite (cr', 6, G, h, h', ^, g') ont <t<

d6finis. Les quatre dcmiers h,ht, ^, ^< sont simplement h=f^, h'=g/,,

^=fo, ^'=gn> c'cst-a-dire, respectivement, les restrictions de f a A,

de g^C, de f^B etde g &D. D'apres (4. 2) et la dftfinition des

endofonctions de Meixner, h (resp. h') est une injection de [n]\(R'+I)

(resp. [n]\(R+J)) dans [h]. D'apres (4. 1) et toujours cette dfefinition,

^ (resp. S') est une permutation de R'+I (resp. R+J). De plus, d'apr^s

(?.. !), (3. 1), (4. 1) et C4. 2), et comptc tenu de JR'j = |R|, on a

(4. 4) wCT, -x, -a;<p) =Ycont^(-x)Point^C-a)IBI

^cyc(h)^cyC(^^|R.. I|

= w (h)w_^K)C-a)IR+II
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et de meme

(4. 5) w(6, -y, -b;^) = Wg(h')w_y(S')(-b)IR+JI.
Prenant en compte (4. 3), (4. 4) et (4. 5), on obtient bien (3. 4).

R^ciproquement, si 1'on part d'une partition ordonnfee CQ, R»S, I, J)

de [n] et d'une suite (a*, 9, G, h,h', C, S') ayant les propri6t6s (i)-(vii)

de la section 3, il est imm^diat de reconstruire 1c triplet (a, (p, \|/).

Les trois elements a', 9, G fournissent la pcrmutation a-, et les couples

(h, ^) et (h*, ^) les endofonctions de Meixner (p et ^ respectivement.
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