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I, INTRODUCTION

Les polyndmes de Meixner mn(x;B,c) (n = 0) peuvent é&tre définis
par leur fonction génératrice
(1.1) Zmn(x;B,c)un/n! . (1-u/c)x(1—u)—x—B (n = 0)
(cf. Erdélyi et al. [6, Vol.2, pp.225-226 et vol.3, pp.273-274] ou
Chihara [4, pp.l175-177].) Notons (a)n les factorielles montantes
(a)0 =1 et (a)n = a(a+1)...(a+n-1) (n=1)
et
(a)) (a,)

" B n _n
2F1(a1,a2,b1,x) = 2 Tg;j:::Tr—— b (n = 0)

la série hypergéométrique usuelle. Les polyndmes de Meixner ont encore
une représentation naturelle comme série 2F1. On a, en effet, (cf.
[6, vol.2, p.225])

(1.2) m_(58,0) = (B), 5 (-mxiBil-c ™)

-1
(B*+x),, SF; (-, x;1-B-n-x5¢ 7).
Askey [1, p.14 et 2] utilise la notation Mn(x;B,c) = 2F1(—n,x;r5;1-c-1\,‘.
Dans le présent article, seule la version mn(x;B,c) sera utilisée, et
les formules seront donc transcrites dans cette seule notation. En
particulier, la formule dite du noyau de Poisson ([1, p.l15 (2.40W) D
s'écrit
n
1 . .
(1.3) 3"/(®), n1)) m (x38,) m (v5B,c)
u(c—l-l))
(1-U/C)2

On peut se proposer de sommer une série bilinéaire plus générale

= (1—u/C)X+y(1-U)'x'y'B SF (=%,-Y3Bs (n = 0).

que celle donnée en (1.3) en s'inspirant du modele fourni par Erdélyi

[5] pour les polynémes de Laguerre. On obtient
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(1.4) Z"/n1)B) F (-n,-x5738) JF (-n,-y;5;b)

(B) (-0 _(-y)

- r .abu g
= (1-w) P 3 i )T
( ) L8),. ! (1-u)2
X F o (B+T,=X+T;v+r; - 2 —) (B+r,-y+r;6+r; - BE—
21 ’ ’ > 1-u 2 1 > 1-u

(n=0, r=0),

Lorsque B =y =56t a=>b = l—c_l, le premier membre de (1.4)

se réduit, moyennant (1.2), au premier membre de (1.3). Quant aux deux
fonctions 2F1 du second membre, elles se réduisent, par le thé&oréme binomial
1 ((l-u/c)(l—u)_l)X+r et ((l-u/c)(l-u)—l)y+r, respectivement. On
retrouve alors le second membre de (1.3). Ainsi (1.4) = (1.3),

Enfin, lorsque y=0 et a=b=1-c—1, la formule (1.4) donne 1a

fonction génératrice suivante

1.8)  Bry—r ), m 57,0 = (- F (g, -xsy; 28 1), ‘1)),

()
qui implique a son tour (1.1) lorsque ~=B .

On peut enfin appliquer le modéle multilinéaire développé pour les
polynbmes d'Hermite [7,8,12] et de Laguerre [10,11] pour prolonger
(1.4) au cas du produit de plusieurs polyn6mes de Meixner., La troisiéme

fonction hypergéométrique d'Appell A k variables, qui s'écrit [3, p.73]

(k) e
F3 ( 1:0-"ak,b1”°°’bkacsuls"o’uk)
n n
(@, ~-(a) ) TR I
_ 1 k 1 k M1 k - -0
= 2 ©) ml ot cnd (n,=0,...,n,20),
n1+...+nk 1 k

est le principal ingrédient de la formule ainsi prolongée., Dams celle-ci

(voir (1.6) ci-dessous), les symboles 3 (resp. 2 ) indiquent des

(nij) (r;5)
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sommations sur toutes les suites (nij) (resp. (rij)) (1=izj<k) de k(k-1)
: P ai o B _ -
entiers positifs. Pour 1<i<j=<k, on pose nji nij’ rji rij et pour

i=1,2,...,k on adopte la notation

]’li* = ; nij, I‘i* = Z ri_‘j (lfﬁk; j#l)-
J J

Enfin, as,v;5Y5 (1=<i<k) et uij’ Bij (1<i<j<k) sont des variables,

avec de nouveau la convention uj.1 = uij’ Bji = Bij pour 1<i<j=<k.

La formule multilinéaire prolongeant (1.4) s'écrit alors

' n..
1] 1 _ LRF SR W
(1.6) = N (ug T/mD@, TR (e Yyvie;)

o e h 2 ofi® .8
(nij) i<j ij 1 | _
-B. . (Bié)r..(_yi)r..(—yj)r.. a.a.u,, \ ij
=0 (1-u,,) 2 & @ 1) 1] (1) 1) x
jejre 3 (r,.) i<j ST L (1-u, .)>
ij & ij

‘ (k-1) ] \
X T.I(l/(Yi)ri*)Fz (Byp*Tipoee Py Tard Vit oo o Y+

i
a.u. a.u,
s g o 1 iil _ i 1k)
g7 iR T T, *"? 1-u.,”’*
il ik
Les termes diagonaux N LTyl Bii n'existent pas et les fonctions

d'Appell ci-dessus sont bien a (k-1) variables, Lorsque k=2, on retrouve

immédiatement (1.4). On a ainsi

/ (105)\
(1.7)  (1.6) = (1.4) (1.1).
| ~ (1.5

Naturellement, 1'utilisation d'une formule comme (1.6) reste subor-
donnée aux propriétés analytiques des fonctions hypergéométriques a plusieurs
variables. Le présent article mettra donc 1'accent sur la facon de

démontrer ces formules et cette fagon est de nature combinatoire. On se

propose ici de démontrer 1'identité& (1.4). Celle-ci implique, d'aprés

(1.7), toutes les autres formules sur les polynfmes de Meixner, a 1'exclusion
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de (1.6). La méthode de preuve utilisée est essentiellement celle qui nous
avait permis d'obtenir combinatoirement la formule de Hille~Hardy-Erdélyi
pour les polynémes de Laguerre [11]. On se reportera donc constamment

& ce dernier mémoire ainsi qu'au second article sur les polyndémes de
Meixner [9]. On fait apparaitre le premier membre de (1.4) comme

la fonction génératrice de certains triplets (o,@,&) Ou G est une permuta-

tion, et o,V deux modeéles introduits dans [9] et appelés endofonctions

de Meixner (cf, section 2), 1I1 s'agit ensuite de calculer cette méme

= e XA

fonction génératrice en utilisant les propriétés géométriques de ces
endofonctions et d'obtenir ainsi le second membre de (1.4). Pour ce faire

on fait appel A des lemmes combinatoires de [11], rappelés en section 3,

(0,0,¥) et des suites finies de modéles combinatoires dont la fonction

génératrice est précisement le second membre de (1,4),

La démonstration de (1.6) n'est pas reproduite. Elle peut

étre calquée sur celle de la formule multilinéaire concernant les polyndmes

de Laguerre [11].

2. ENDOFONCTIONS DE METXNER

Comme dans [9], on appelle endofonction de Meixner sur un ensemb le

fini S tout couple ¢ = ((A,B),f) ol (A,B) est une partition ordonnée

de S et f une application de S dans S dont la restriction fA de f 3 la
partie A est injective et la restriction fB a B est une permutation de B,
On identifie toute endofonction de Meixner ® = ((A,B),f) avec son graphe
associé dont les sommets sont les éléments de S et dans lequel un arc

vade v 4 v' si et seulement si f(v) = yr, On dessine en trait continu
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(resp. pointillé) les arcs issus de sommets appartenant 3 A (resp. B).
Une endofonction de Meixner est alors une collection de cycles dont tous
les arcs sont en trait continu, et de cycles en trait pointillé, dont

chaque sommet est 1'extrémité d'au plus un chemin en trait continu

(voir Fig.l):

012
2e 15
! ]
Q 4 Ze o8 011
‘s
5 1'4‘( 1 13l 9 78 %16 ls
'\;-:‘. "\,, ! ‘:."
10 -
Fig, 1

Soit cont (¢) (resp. point (¢)) le nombre de cycles de ¢ en trait
continu (resp. pointillé). Le poids de o = ((A,B),f) est défini par

(2.1) Wl xy-az@) = y-ORE) (Point(®) (g Bl

Comme démontré dans [9] 1'expression
(", JFq(-ns-x5v38),
égale a
n : i
Z(l) (-X) i (Y"l)n_i ("a) s
est le polynfme générateur des endofonctions de Meixner sur [n]={1,2,...,n}

par le poids w(y,-x,-a;.). En d'autres termes, on as

(2.2)  (¥), ,F;(-n,-x3738) = W (¥, =X,-250)

oli ¢ varie dans l'ensemble des endofonctions de Meixner sur [n].
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Par ailleurs, si cyc(o) désigne le nombre de cycles d'une permutation o,
on pose wB(c) =chc(g). L'identité
(2.3) ®), =2 WB(G),
ol la sommation est sur 1'ensemble des permutations o de [n], est bien
connue (cf. [13,p.71]). Il ré&sulte alors de (2.2) et (2.3) que 1'on a

(2.4 B, M, oF 1 (-nu-x5v5a) (8) | ,F, (-n,-y;6;b)

=2 WB(O)W(Y,—x,-a;w)W(ﬁ,—y,—b;W)
ot la sommation s'&tend 3 tous les triplets (o,¢,V) avec o une permutation
de [n], et ¢,V deux endofonctions de Meixner sur [n]. Le premier mgmbre
de (1.4) peut donc s'écrire

(2.5) 2(u"/ (01 (1), (5),))2wg @IWCY,=x,-a30)u (5, -y, -b5¥).

D'autre part, le second membre de (1.4) peut se développer

B0, (0, B o) (541 Cyen); (aw™ by ™

q
Z(B)qu /q! Z 2r+i+j

%
q r Ot () A G G ()

ou encore par le théoreme binomial appliqué a (l-u)-zr—l_J comme

(2.6) 2 (/O ©)) 2, T BB L(BHr) ; Ber) s (rare)
n L B2 ) b 3 r.
T+j

X (BT 5 (0 () i) ()™ )™ (qureseivien).

] T+i
Pour établir 1'identité (1.4), qui dit simplement que les deux expressions
(2.5) et (2.6) sont égales, il suffit de démontrer 1'identité polyndmiale

n

(2.7) Zwg (O)wly,-xp=a30)w(5,-y;-bsy) = Z(q,r,s,i,j)(B)q(B)r(B+r‘i(B+r)j

x(Y+r+ijn_r_i(8+r+j)n_r_j(-x)r+i(-y)r+j(2r+i+j)s(-a)r*ic-b)r*j

(q+r+5+i+j=n) .
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3. LES SOMMATIONS

Rappelons quelques définitions et résultats du précédent article sur
les polynbmes de Laguerre [11].
Soient (A,B) une partition ordonnée de [n] et h une injection de A dans

[n]=A+B. Si cyc(h) désigne le nombre de cycles de h, on pose

(3.1) wy(h) = gcre(®
Lemme 3.1.  (voir [11]). Si |A| = i, [B] = j et i+j=n, alors
(3.2) ZWB(h) = [B*1q»

la sommation étant sur toutes les injections h de A dans A+B,

Lemme 3.2, (voir [11]). Soit (I,J,R) une partition ordonnée d'un
ensemble telle que |I| = i, [|J] =3, [R| =r. Alors

(3.3) EWB(e) = (B) (CB+E) 4 (B*r) s,

la sommation étant é&tendue 3 1'ensemble des permutations 6 de I+J+R satis-

faisant a
o(I)NI =  ¢.
Soit (I,J,R,S) une partition ordonnée d'un ensemble telle que 1] = i,
9] =3, |R| =r, |S]=s. Trois sortes de chemins dont les sommets

sont pris dans I+J+R+S sont maintenant introduits, les a-chemins, les
b-chemins et les ab-chemins. Les a-chemins (resp. b-chemins) ont tous leurs
sommets dans S & i'exception de 1'extremité qui est dans I (resp. J).
Un ab-chemin a aussi tous ses sommets dans S, a 1'exception d’un seul,

qui appartient 3 R et ne se trouve pas nécessairement 3 1'extrémité

(voir Fig.2).
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o—> o —y 0 —y o 8 =D o —3 0
S S S I S S J
a-chemin L b-chemin
0 —> 0o —po —3 0 8> o —o
S S R S S S R

ab-chemins

Fig., 2

Un graphe G dont les sommets sont les éléments de I+J+R+S est dit

Erdé¢lyien sur (I,J,R,S) si ses parties connexes ne sont composées que

de a-chemins, b-chemins et ab-chemins,

Lemme 3.3. (voir [11]). Si |I| = i, Ul =13, IRl=1, |s]=s,

le nombre de graphes Erde¢lyiens sur (I,J,R,S) est égal a (i+j+2r)s.

La démonstration de 1'identité (2.7) consiste alors a associer
de fagoﬁ’bijective, d chaque triplet (G,w,¢) de la sommation du premier
membfe, une pértition ordonnée (Q,R,S,I,J) de [n] et une suite
(o',é,G,h,h',g,E') ayant les propriété€s suivantes.

(i) o*vest une permutation de Q;

(ii) 8 est ﬁne permutation de R+I+J satiéfaisant ad 6N =¢ 3

(iii) G est un graphe Erdélyien sur (I,J,R,S);

(iv) (resp. (v)) h (resp. h') est une injection de Q+R+J (resp.
Q+R+I) dans [n];

(vi) (resp. (vii)) & (resp, &') est une permutation de R+I (resp.
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R+J) .

L'identité suivante doit, de plus, 8tre vérifiée

(3.4) W, (0)W(r,-X,-250)W(5,-y,-b;}) = t-a) IR gy (R

8
? ? 1]
X WB(O )WB(G)WY(h)ws(h )W_x(i)W_y(g ).
Si une telle bijection est établie, on obtient bien (2.7) pour les
raisons suivantes: d'abord multinomial ( g .) est le nombre
q’r’s’l!J
de partitions ordonnées (Q,R,S,I,J) de [n] telles que Q| = q,
IR| =, |S] =5, |I|] =1, |3| = j. Ensuite, si (Q,R,S,I,J) est

une telle partition, on a

2 "B

o

(6") = (B (d'aprés (2.3));

Z Wp(8) = (), (B+1); (B+r); (d'aprés (3.3));

1 = (i+j+2r)g (d'aprés le lemme 3.4);

By = Crreidy gy et

E' w5(h') = (5+r+j)n_r_j (d'apres (3.2));

z w_x(g) = (—x)r+i et

E

30w "y = (- . (d'aprés (2.3)).

U (B = () (d'aprés (2.3))

Compte tenu de toutes ces expressions, on voit que la sommation du second

membre de (3.4) donne bien le second membre de (2.7). Reste donc a

établir la bijection annoncée.
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4. LA BIJECTION

Partons d'un triplet (c,@,W) avec 6 une permutation de [n],
et ¢ = ((A,B),), Vv = ((C,D),g) deux endofonctions de Meixner
sur [n]. Quand on superpose les graphes de ces trois configurations
sur un ensemble de n sommets étiquetés, on a d'abord les cycles de
0 —— appelons-les f-cycles —puis les chemins et cycles de
@=((A,B),f) et de W=((C,D),g)5 Les n sommets se répartissent donc en
4 classes ANC, AND, BNC et BND. D'aprés 1'expression du poids donnée
en (2.1), on peut considérer que les sommets de B (resp., D) portent la
marque (-a) (resp. (-b)). Par commodité, on dira qu'un sommet est

a-marqué, b-marqué ou ab-marqué suivant qu'il appartient a BNC, AND,

ou BND. Les sommets dans ANC dont non marqués.,

Deux sommets distinctslv et v' sont dits liés si les trois proprietes
suivantes sont satisfaites

(i) v est b-marqué et v' est a-marqué;

(ii) v et v' sont dans le méme B-cycle;

(iii) les sommets appart#nant 3 ce B-cycle et situés entre v et v!
sont tous non marqués,

La partition ordonnée (Q,R,S,1,J) associte 3 (o,0,¥) est ainsi
définie: si les sommets d'un méme B-cycle sont tous non marqués, tous
ces sommets sont rang€s dans la classe Q. Si un sommet est, ou bien
ab-marqué, ou bien b-marqué et 1lié, il est mis dans R, Si un sommet
est a-marqué (resp. b-marqué) et non 1ié, il va dans I (resp. J). Enfin, S se
compose de tous les sommets restants, Notons que 5 englobe aussi les

sommets a-marqués et 1iés,
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Si R' désigne 1'ensemble de toutes les extrémités des ab-chemins,

on a
(4,1) B =R'+I et D =R+

d'ou |

(4.2) A = [n]N(R'+I) et C = [n]~n(R+J).

Dans la figure 3, on a représenté'les B-cycles d'un triplet (o,¢,¢)
avec les sommets marqués a,b, ou ab, Les sommets non marqués apparaissent
comme de simples points. L'appartenance de chaque sommet 2 un bloc de
la partition (Q,R,S,I,J) est indiquée par la lettre correspondante.

Les flaches en pointillé sont les arcs ayant pour origine les sommets.

qui sont, ou bien ab-marqués, ou bien a-marqués, ou encore b-marqués

mais non 1liés.

T e=—==DPe W
=

& - = - —
—_— (
n

€— =~ =

@ =P 0o O

|
» o O

——=—- A g——— 0 0 f—— b == == o e
J I S S S F Q Q
S J S S
e —— b e > b - a
- 1 R [

1 | I l
[ ! | l
] v | v
be—— o abg—— e &——--2a
J S R S I

Fig. 3
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Effagons les flaches en pointillé du-graphe de la figure 3., On
obtient, d'une part, une collection de cycles dont tous les sommets sont
dans Q - donc une permutation o' de Q - d'autre part, une collection de
a-chemins, b-chemins, et ab-chemins, au sens de 1a section 3, formant

un graphe Erdélyien G sur (I,J;R,S). De plus, comme chaque a-chemin

(resp. b—chemin, resp. ab-chemin) contient exactement aun sommet dans I
(resp. J; reSp. R), les arcs en ﬁointillé sont 1a:représentation graphique
d'une permufation 6 de I+J+R, Eﬁfin, comme il n'y a pas de fléche en
pointillé'iséde de sommet b-marqué ef lié, la permutation 6 satisfait 2
6N NI = 4.
EVidemnmnt
cye(@) = cyc(@')+cyc(9),
d'ol
(4.3) Wg ©) = "3 (G'JWB ©).
Les trois premiers &léments de 1a suite (o',Q,G,h,h',g,g') ont été
définis, Lés quatre derniers h,h',Z, &' sont simplement h=fA, h'=gC,
€=fB, £'=gD, c'est-d-dire, respectivement, les restrictions de f a A,
de g 3 C, de f 3 B et de g & D, D'aprés (4.2) et la dé&finition des

endofonctions de Meixner, h (resp. h') est une injection de [nNIN(R7+1)

(resp. [n]\(R+J)) dans [n]. D'aprBs (4.1) et toujours cette définition,

E (resp. £') est une permutation de R'+I (resp. R+J). De plus, d'apres

(2.1), (3.1),(4.1) et (4.2), et compte tenu de IR'] = |R|], on a

(4.4) Wer,-x,-a;0) = y°ONt(®) (_ypoint(e) _,|B|
; '

- chc(h)(_x)cyc(g)(_a)]R +I|

|R+I|

w ()w_ (©) (-a)
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et de meme
(4.5) w(B,-y,-bs¥) = wéch')w_y(g')(-b)'R*J'.
Prenant en compte (4.3),(4.4) et (4.5), on obtient bien (3.4).
Réciproquement, si 1'on pert d'une partition ordonnée (Q,R,S,I,J)
de [n] et d'une suite (0',0,G,h,h',E,E") ayant les propriétés (i)-(vii)
de la section 3, il est immédiat de reconstruire le triplet (o,0,V¥).

Les trois éléments o',0,G fournissent la permutation o, et les couples

(h,£) et (h',E) les endofonctions de Meixner ¢ et ¥ respectivement,

- . k3 Vd /7
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