
La^ran^e- Inversion

Josef Hofbauer

1) Die Lagrange'sche Inversionsformel

Die Lagrange'sche Inversionsformel lafit sich beispielsweise in

der folgenden Art formulieren:

Sei ^r(x) = ^x^ eine Cformale) Potenzreihe in x mit <pCo)4:0 und f(x)
eine f. P. R., die man nach den Potenzen van gCx) entwickelt:

00 .k co

(1. 1) fCx) = f(o)+S c,, g(x)^ = f(o)+s c^-^.
k=1 K ~ k=1 Kcp(x)1

Dann sind die Koeffizienten c^ durch folgende Formeln gegeben:

1. Version der Lagrange'schen Pormel:

(I) C^ = ^ f-Cx)gCx)-n| _^ ^ f'Cx)cD(x)n| ^

2. Version der Lagrange'schen Formel:

(II) c^ = fCx)g'Cx)gCx)-n-1| _^ = f(x)g-Cx)cp(x)n+1| ^
x x

n

Dabei bedeutet h(x)| " den Koeffizienten von x in der formalen
n

x ,

Potenz- oder Laurentreihe h(x). Fur h(x)[ _^ werden wir manchmal
x

auch Res h(x) and spater M(h(x)dx) schreiben.

Wahlt man in (1. 1) fCx) = x, so erhalt man die Koeffizienten

der zu gCx) Cbeziiglich Komposition) inversen Potenzreihe.

Einer der einfachsten Beweise der Lagrange'schen Inversions-

formel ist der folgende:

Wir zeigen zunachst

Lemma 1: 1st g(x) wie oben eine f. P. R. der Ordnung 1, dann gilt fur

beliebige ganze Zahlen n



(1. 2) ^. (x)
gn+1^)'x-1 = 6no

Beweis: 1st namlich n=f=0, dann ist g'(x)g(x)~n~ = - ^Cg(x)~n)'
and hat daher als Ableitung einer formalen Laurentreihe das Residuum 0.

FUr n== 0 ist

g'Cx) _ 1 cp'(x)
g(. x) ~ x ^Cx)

und da der zweite Summand v^egen 00(0)^=0 eine f. P. R. ist, ist das

Residuum = 1.

Urn jetzt die 1. Version zu beweisen, leiten wir die Entwicklung

C1. 1) ab:

00
f'(x) = E c^. k. gCxr"g'(x),

h=1 -k"

dividieren durch g(x) und nehmen das Residuum:

Res f'Cx)gCx)~n = Res S c^. k. g-(x)g(x)~n+k~1 = no
wegen Lemma 1.

n

Fur die 2. Version multiplizieren wir (1. 1) blofi mit g'Cx)g(x)

bestimmen das Residuum and wenden wieder Lemma 1 an:

Res f(x)g'(x)g(x)-n-1 = Res E c^ g'Cx)gCx)-n+k-1 = c^
Damit sind (I) und (II) gezeigt.

-n-1

Beispiele:

1) Die zu g(x) = xe inverse Reihe 1st

(1. 5)
oo ^^\n-1

G(, ) = ^ i^r- ,n,
n=1 n'

weil man aus (I) fur fCx) = x und cp(x) = eax
, n-1

- 1 oaxl - (an)J
'n ~ n c 1 ^-1 ~ nT

erhalt.
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2) Es gelten die Entwicklungen

(1. 4) exz= ? x(x^k)k-1 (^-sz,k
k=0

(1. 5) e ^ (x+ak)^ (^e~az)k_eA^ 
_ 

^ (x+ak)A. , ""-az^]

t=^= ^-t-[ze^y

Multipliziert aan (1. 4) nil eyz ujid vergleicht die Eoeffizienten

von z , erhalt aan ^iBEL's Identitat:

n

(1. 6) Cx+y)n = Z Cn)x (x+ak)k-1(y-ak)n-k

5)

k=0

(1+z)a = £ G^(a, b)(z(1+z)b)k
k=0

Mt

& (a, b) = ^ &Cl+z)a-1(1+z)-nb a/a-1-nb^ a /a-bn.
,

n-1 
- 

nv n-1 / - 

a-bnL n

, a+c a,Aus Cl+z)cl'rc = (1+z)CL(1+z)c folgt

(1. 7)
n

G^(a+c, b) = E G^(a, b) G, _^(c, b)
n

k=0 n-kv

2) .Ajiw_endungen_in der Koabinatorik

Eine der. schonsten Anwendungen der Lagrange'schen Forael auf

ein koabinatorisches ProbleQ ist die Herleitung von Cayley's Forcel

fiir die Anzahl der Wurzelbauae. Ein Wurzelbaua ist ein Baua, dessen

Knoten durchnuneriert -sind, wobei ein Enoten - die Wurzel - ausge-

zeichnet is-fc.

Sei b_ die Anzs.hl der Wurzelbaune ilber der Knotermenge {1, 2,..., n} und

CD b
s(t) = E

n=1

'n ^.n
n!r L .
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Bezeichnen wir aufierdea nit w die Anzahl der Wurzelwalder (= &raphen,

deren Konponenten Wurzelbauae sind) liber {1, 2,..., n}. Aus der Ex-

ponentialforael folgt dann

00 W
1 + E

n=1
^ +n = . sct)
n!

NXIQ gilt aber (n+1 )-w^ = s^^ : Denn aus jedec Wurzelbaun nit n+1

Knoten entsteht durch Weglassen der Wurzel ein Wurzelwald ait n Znoten.

Korrigiert aan jetzt noch die Nunerierung, inden aan dem Cn+1 )-ten

Knoten die Nunner der weggelassenen Wurzel gibt, so wird aus der

1:1-Abbildung eine (n+1):1-Abbildung.

Daher 1st s(-b) = tesct^ oder t = se-s.

Aus C1. 5) folgt also
(X)

sCt) == S
n=1

n
n-1

_n

n!

und soait b. _ = n
n-1

Ein anderer Problenlcreis, bei den die Lagrange'sche Inversions-

fornel nutzlich, wenn auch nicht notwendig ist, sj,nd die Catalan-

zahlen. Bei den aeisten koabinatorischen Fragestellungen, bei denen

die Catalanzahlen C^ auf-tauchen, z.B. Anza.hl der Triangulierungen

eines (n+2)-Ecks, Anz&hl der binaren Bauae ait n S-te3J.en, ^mzahl

der verschiedenen KlaDnerungen eines Produktes von n+1 Faktoren,
2 -,. / ^ ^. \ ., /^^\

Jinzahl der Wege in R , die (0, 0) nil (2n, 0) verbinden und ober-

halb der x-Achse verlaufen, usw. erhalt aan durch eine fcinfache

Uberlegung die Rekursionsforael

(2. 1)
n

5n+1 = ^Q ck°n-k) co = 1
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UD die C^ explizit zu berechnen, betrachtet nan die erzeugende
Funktion

(2. 2)

Aus (2. 1) folgt dann

(2. 5)

00
f(x) = E C_x

n=0 n
n

^M=f(x)2

Daraus kann nan analog zun vorigen Beispiel die Koeffizienten C.
n

berechnen. Dazu setzen wir z. B. fCx) = 1 +y(x) sodafi (2. 5) zu

(2. 4) y = xCl+y)^ oder x = yCl+y) -2

wird. In (2. 2) eingesetzt ergibt das

C2. 5)
0)

y = s c, _s_
n

n-1 'n (14-y)-

woraus mittels(I)

= lci4. v^2n! - lr2n t _ 1 r2n^cn = HC1+y)"\, n-1 = Ec^1) ' ^T(T) folgt-
00 _ ^

Halt en wir z = xf(x) = T cn-1xxl gesetzt, so erhielten wir aus (2. 5)
n= i - *

z-x = z'~ oder x = zCl-z),

also die zu C2. 5) analoge Entwicklung

C2. 6) 2 =

00

= ^, ca-' zn(1-z)B>
woraus genauso Q = -- (.^^) folgt.

'n
n+1
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5) Die nehrdiaensionale Verall^eneinerune; van Jacobi-Good

Wir verwenden die u'bliche Multiindexschreibweise. Eine f. P.R.

in den s Variablen x = (x1,..., x") ist eine Reihe
s

k1 k2 k£
fCx) = f(x^,..., x^) = Z a, ^x = S a^ ^ x^ x.

1^0 ^ k_. >0 ^l'"*'^s

Sine fornale Laurentreihe sei eine Reihe der Forn

k1 kc
f(x) = S a^x^ = 2 &^ ^ Xi "... x,

l^n K k ^n K1"*^s ' s
fur einen Multiindex n Z^.

X-i Xn . » . X
s

(5. 1) ^icx) = ^-OT

Wir betrachten jetzbein Systea g = Cg, )i<.., <-^ von f. P. R. in

der s-dinensionalen Variablen x, das der Einfacliheit halber von

der Forn

X.

^

ist, wobei ro. ; Cx) eine f. P. R. ai-t ro. ; CO) ^ 0 ist. (Es wiirde genugen,

d&B die Jacobische van g ia Nullpunkt eine Diagonalaatrix ist.

Nan a'dBte nur die f.L.B. etwas allgeaeiner definieren, danit die

folgenden Uberlegungen sinnvoll bleiben. ) Man karm zu (1. 1) analoge

Entwicklungen betrach-fcen:

k- k
f(x) = fCo) + S c,, g(x)k = f(o)+S c^ ^ g, (x) 1... g, Cx) s

loO " ~ ^1 " . ̂ s

Dann gilt das folgende nehrdinensionale Analogon der zweiten Version

der Lagrangefornel Cvon der 1 . Version sind nur aafierst koaplizierte

Verallgeaeinerungen bekannt):

C5. 2) c, = f(x) . del ̂  . g(x)-n--l| ^ - fCx) . del ̂ f . ̂ x)n+1-{ ^
x -. x
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Dabei ist 1 = (1, 1 ,..., 1 ).

Is Vergleich ait Cll) wird also nur g'(x) durch die Funktional-

deterainante des Systeas g ersetzt.

Der folgende Beweis stanat van J. Gigler.

Offensichtlich war der entscheidende Schritt ia eindiaensionalen

Fall das Lenna 1. Wir nussen jetzt also zeigen:

Lenna 2: Sei g wie in C3. 1). Dann ist

>-n-1|detii-^)-n-ii, -i^n,o
Die Relation C1. 2) ist aquivalent ;nit

(5. 5) fCg(x))g'Cx)| _^ = f(x)| ^ fur beliebige f. L. R. f(x).
x x

Das erinnert an die Substitutionsforael far Integrale. Der Zusaramen-

hang danit wird klar, wenn aan den Koeffizienten von x ', also das

Residuua, durch das bekannte Eurvenintegral darstellt. Das legt auch

nahe, dafi ia Mehrdimensionalen g'(x) durch die Funktionaldeterni-

nante ersetzt wird. Un diesen Zusaaaenhang besser hervorzaheben,

erweist sich eine neue Notation als zweckuaflig:

Statt f(x)| ^ schreiben wir M(fCx)dx). Das lineare Funktional M
x- . " - 1

entspricht also den Kurvenintegral -^- j)f(z)dz. Die Integralschreib-

weise wollen wir aber ia Hinblick auf unsere foraalen Potenzreihen

verceiden.

(5. 4) - lul(f(x)dx) = MCfCx^ . . . ,x )dx^ A dx., A ... A dx ) :=fCx)|

GenaugenoaDen wahlen wir N also als linecires Funktional auf den

alternierenden Differentialforaen van Diaension und Grad s (die

vrir hier allerdings als Modul iiber den f. L. R. statt den C ^-Funk-

tionen auffassen).
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Far eine f. L.R. gCx) sei

Daraus folgt
as--^^ax.

C5. 5) dg, ^ dg^A ... A dg^ == (s r-L dx, )A ... A Cs ^£ dx.)
-s -^ 6x^ -r-- ----- ^ &x^ -3'

/6gi\
= det C--) . dx^ A ... A dx

X^. I S

Wir zeigen zunachst fur beliebige f. L. R. g^,...,g

-s

(5. 6) MCdgi A . .. A dg, ) = 0.

Da alles linear ist, brauchen wir nur den Fall

k, k,., k, ^ k,
g, Cx) = x"'i = x7i1x;i2 ... x?s

1 I <£- S

k,
be-trachten. Dann ist £>g^ Cx)/&x, = k_ x /x, und

k^+... +l^ ^ k^^ ^+... +k^-idet^=x"'"'""sdet (^ . ^..... "s- det(k^j),

1st ki+... +k^ = 0, dann verschwindet auch del Ck.;^), weil die Zeilen-
s

surane = 0 ist. Daait ist (5. 6) gezeigt.

Weiters gilt fur beliebige g,,... g,

(5. 7)
dx^ dx^

MC--A ... A --A dgi^i A ... A dg^) = 0 fiir k< s
ck xk ^.K^' ^s'

Dieser Ausdruck ist nanlich laut Def. gleich

N(^-1-'DCx)*dXiA ... Adx, ) nil DCx) = del (?)g, /&x, )^, "
'1 * * *"Ak ' " ~ ^ ^ .K-'s*-l-> j-='

and diese Deterninan-te hat wegen C5. 6) keinen
1

xk+1 "'xs
- Tera.

Sind jetzt g^,..., g^ von der speziellen Form C5. 1), die weiteren

f-'-fg^ jedoch noch 'beliebige f. L.R., so gilt auch

/dg1 d^
(3. 8) N(--A .. . A--A dg^^i A ... A dg^) = 0 fur k< s

k .K't~1 s
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Das folgt wegen

&s. dx.
-=--d(logcpj fiir iSk
gi xi " 1-

(5. 9)

durch Induktion nach k aus (. 5. 7).

Far k=s gilt jedoch, falls jetzt alle g^ C5. 1) erfiillen,

C5. 10) , d§1 dg,
M(-A ... A -s) = 1.

^1 6c

Das zeigt aan ebenfalls ait (5. 9). Danit ist der Fall n=0 ia

Lenaa 2 erledigt.

Sei jetzt n^O. Fur jedes i nit n^ 4=0 is'fc dann

~ni~1 . . 1 .. ~ni
g. z dg. = - - dg, 1

n. -ui

.

-n-iDie Behauptung M(g dgi^ ... A dg^) = 0 reduziert sich daher auf
s

den Typ C5. 8). Danit ist das Lenrna 2 vollstandig gezeigt, und analog

zua eindinensionalen Fall folgt die Forael von Lagrange-G-ood (5. 2).

Als typische Anwendung wollen wir daraus das Master-Theorea von

Mac Mahon [29] herleiten:

Master-Theorea: Sei (a^. )^^. ^^ eine beliebige Matrix and
> J-

DCx) = del (6, , - a.. _. x, ).

Dann ist der Koeffizient von x in -i-r-T gleich dec Koeffizienten
"i n. . l'Lxn^ . ,^

von x^ ' .. .x
Ln< B,

s in Ca^x^ + ... +a^x^) 1 .. . (a^x^ +... +a^x^)s.

-)
Beweis: Wir wahlen *(>j (x) = 1 + s a^^x_. und f(x) =

l ' -, ^1 13 J ' ^ l'l. gix.

Dann ist b^^/6x^ = a^ and 6g^/6x^ =(&^^ - aij^^cPi-> . AuBerdem gilt
6. 6_. .

del (6,, -a_x, ) = x^... x^ det(-^--a^) = x^... x^ detC-JJ--a^) =

=det (6^-»i^)
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Anwendung von (5. 2) ergibt daher, daB der Koeffizient c von g(x)n
in ̂ 4-

DT^I^D

cn=D(1+saljx3)\n=a, (^axjxjlll^
ist.

Fornel (5. 2) wird neistens nach Good [19] benannt. Sie war aber

bereits Jacobl F251 bekannt. Weitere Beweise findet man in

F5, 20, 24, 54"'.

4) Inverse Relationen

Das einfachste Fc^ar invereer Relation en is-b wohlbekannt;

(4. 1) <-n=: , s. (£)bk° bn =, ^ c-1)n~k(£)ak
n k=0 -K' .K n k=0

An die 60 weitere derartige Relationen findet nan, in versbhiedene

Gruppen klassif'iziert, bei Riordan [51], der ein Drittel seineB

Baches diesen Thenenkreis widaet. Er gibt aber jedesaal ad hoc-Be-

weise und entwickelt keine geaeinsan zugrundeliegende Theorie.

Offensichtlich besagt ein solches Paar inverser Relationen

(4. 2)
n n

an = ,EO a"kbk ° \ - ^ Pnkak.
dafl die beiden unendlichen Dreiecksnatrizen (a_i, ) and Cp_^) zu-

einander invers sind:

C4. 3) i ankpkn = 6nn = s pnkakm

Egoritschew [10] ha-fc nun folgenden ^satz zur Erzeugung inverser

Relationen untersucht:
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Seien g(x), h(x) f. P. R. der Ordnung 1 und f(x) eine f. P. R. der

Ordnung 0, also nil fCo)4:0. Dann erhalt nan ein Paar inverser

Rsla+ionen auf folgende Weise:

C4. 4) fCx)g(x)k = E a^ hCx)n o f(x)~1 hCx)k = S p^ gCx)n

Die Eoeffizienten a..,., P.. ^ dieser Entwicklungen lassen sich na-

turlich nittels der Lagrangeforael (II) sofort angeben:

(4. 5)
^^,

°n. = ^-f(x)£)n1h '(x) -'

P^ = M(h(x;k>;^, ) dx)
"nk - l^f(x)g(x)n+1

Egoritschew hat dann festges+ellt, da6 die neisten bekannten inversen

Relationen, insbesondere alle in Riordan [51] enthal-benen, unter

dieses einfache Schena fallen.

Beispiele:

1 ) °n. = (^> Csiehe [51], Tafel 2. 1. 4)

^=os n(ll^dx>
Entsprechend (4. 5) wahlen wir hCx) = -^, gCx) = x, und wegen
h'Cx) = Cl+x)~2 schliefilich fCx) - Cl+x)p

- ^ - "((1+^p-1 ̂ ) = t-^-1 > = C-l )n-kc^)'nk
X"

fP+qk-k)
ank= l' n-k C[51] , Tafel 2. 2. 1 )

-nk
. Hcm. iT^ ax)

~n-k+1
x
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. Q-1^ Wahlen gCx) = xCl+x)q-l, h(x) = x, fCx) = (1+x)p

^ P^ = MC(1+x)q-1 +x(q-;)(1+x)q^_,. dx) =
" vak = m(1+x)P(1+x-)tcl-t)in+rixn-lt+' "' °

,^Cl^)-n(cl-1)-P-1(l4. qz)
X'
.

n-k+T- dx) =

-1-p-nCq-1 )^ ^^^-1-p-n(q-1 )^ _
n-k ^^ n-k-1~ ^ =

[_1)n-k (P+nq-k) + c-1)n~k-1

, n-k /p+nq-k^ ,p_-f:kq-k
n-k / p+nq-k

l-k-'11 -
qL

^ 

n-k-1 ; =

?) an = E (£>bn-ck ([51] , Tafel 2. 4. 1 )

-c\n

°n. n-ck - ^ - ^^T ^
^ gCx) = x, hCx) = -^, h'Cx) =

1+x'

1+x°-cxc
7^57'

f(x) = -^
1+xc-cx°

^, n-c. = »(^ ̂ >n ̂ = M'^;^:c. ̂  °
ck-n^ ^^ck-n-1^ _ / i^k/n-ck+k-l ̂  ^, i^k-1/n-ck+Jc-1

k /-uv k-1 ^ - ^-'/ ^ ^ /-<--<--</ ». ^^^

, k n /n-ck+k-1
£ ' k-1

Ein Spezialfsll, bzw. blofi eine andere Schreibweise fur inverse

Relationen, ist die "umbrale Inversion" van Polynomen. Nehaen wir

z. B. die Gegenbsuerpolynone C^Cx), die durch die erzeugende Funktion

(4. 6)

definiert sind.

00
E C)t(x)tn = (1-2xt+t2)^

n=0 n
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Daraus lassen sich die C" bekanntlich leicht berechnen:

(4. 7)
[n/2] ^ ^ ^ ^(n-k)^^^n-2k

y ^ f-1
JnlxJ = n)=0 l~u - k! (-n-2k)!

Wir wollen nun uagekehrt xn nach den C^Cx) entwickelrk'

Dazu schreiben wir (4. 6) in der Form

(1+t2)x S ^(x)tk = t1 -^)-x = S ^^ (2x)n -^;
Diese Gleichung kann aan als Entwicklung der Funktion auf der

linken Seite nach Potenzen von --r interpretieren. F'dr die Ko-
1+t<::

effizienten nuB daher nach Cll) gelten:

-^-4^ (2x)n = (1+t2)X. S ^Cx)tk. Cl+t2)n+1 1+tS2 t2l . =
-^ - l^X; = li-ri. } . /. ^IA;O . >. I^G y ^2^2 ' ^n ~

=E ^(x)tk. Cl+t2)x+n-1(1-t2)j
_n

n+\-1^ ^n+\-1^n-t-A-i^ ^
;n-2klx; L l k ;-l k-1 ;J =

x (^} fn+x-1^ n+\-2k
Jn-2kLX; L k } n+\-1c

(4. 8) =» xn = >-nv. i v 
n+\ -2k2-nn! ik !a7n +E1-k)c'n-2k(x)

Ein einfacheres Beispiel sind die Laguerrepolynome

C4. 9) Co) n
/n+a\nJ_CJ(^} = 7 fn'1'a)^-(-x1

LJn"'lx; = ^o ln-k;FTl~XJ

mit der erzeugenden Funktion

co L^)(x) ,n
(4. 10) S -J-- tn = ^1-t)

n=0

tx
-1-a _'^T

'nT

Man konnte hier ganz analog vorgehen. Diese Rechnung haben wir

i. w. aber schon durchgefuhrt: Ein Blick auf Beispiel 1 zeigt sofort
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(4. 11) x"= ? (-1)k(n+a)ili-L, (u>(x)
k=0

n-k/k! "k

Auf dieselbe Weise lassen .sich die raeisten Inversionen der bekannten

speziellen Polynone herleiten.

5) Fallen von Binoziialtyp

Betrachten. -wir fur eine f. P, R. g(z) = z/cpCz) ait cpCz)4:0 die

Entwicklung

C5.D exz - i
co p^(x)

l^-gCz)
n=0 n!

n

Dann ist offensichtlic. h p^(x) ein Polynon von Grad n in x und
n

p^Co) =^,. . us ecx+y)z= e^. e^2'nj

C5. 2)

folgt

n

pncx+y) =^0ck) pk(x)pn-k(yL
d. h. Cp^) ist eine Folge von Binomial-byp Csieh-e [55]).

Bezeichnen wir nit D den Differentiationsoperator n».ch x und

wenden diesen auf (5. 1) an, so folgt

Dp. Cx)
zexz =s --T-SCZ)n-xz

und durch Iteration erhalt man

^^ -_, e^l, (. )".
Nach Division durch gCz) erhalt aan durch Koeffizientenvergleich

mit (5. 1)

(5. 5) g(D)p (x) = np^_^(x)
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AuBerden sieht nan leicht, daB diese Relation geaeinsaD nit den

x^nfangswerten p^(0) =6^^, die Polynone p^, Cx) charakterisiert.

r^

Beispiel: Far gCz) = ze-&^ haben wir in (1. 4) &ls Koeffizienten

die Abelpolynoae A^ ;(x) = xCx+an) erhalten.

Diese erfalien daher (5. 2) und (5. 3) besagt

De-aD A^a)Cx) = D A^a)Cx-a) = n A^^(x)

Aus der Entwicklung C5. 1) erhalt man durch Anwendung der Lagrange-

foraeln:

pjx) n , _n-1

(I) . ^-i ̂  ,ext <(t)n| ̂ ., = x-tp(D^: x
^
/nTda aCD)^-, - = aCt)ext| fur beliebige f. P. R. aCt).

(5. 4) p^Cx) = x.<p(D)n xn-1
^n+li(!!)=» p^(x) = n! extg'(t)<p(t)n+1| , also

C5. 5) p^Cx) = g'CD)cpCD)n+1 xn

Diese T^eiden wichtigen Forneln (5. 4) und (5. 5), die "closed

forms" aus C[55] p. 695), sind algsunnittelbare Folgerungen aus

der Lagrange'schen Inversionsfornel.

Uagekehrt lafit sich aus ihnen (I) und (II) herleiten Csiehe

[5, 1?, 52]):

Dazu faflt nan die Entwiftklung (1. 1) als linearcn Operator auf dea

Raua der Po,Lynoae nuf:

00

f(D) = S c^gCD)
k=0

k
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Wendet nan dies en Operator auf die Polynoue p^Cx) an, so gilt wegen

(5. 5)

LfCD)p^ = S c^ Lg(D)kp^ = c^. n!,
-n 'k n -n

wenn LpCx) = p(0) die Auswertung im Nullpunkt bezeichnet,

Setzt man nun fiir p^(x) (5. 4) und (5. 5) ein, erhalt man
n

n!c = LfCD) x.Q)CD)n xn~1 = Lf (D)<p(D)nxn~1 = Cn-1 ) if (z)<pCz)n| ^
bzw.

n'c^ = LfCD)g'(D)^CD)n+lxn=n!fCz)g(z)tp(z)n'tlj .
z

Dabei "warden nor die trivialen Formeln

f(D)x-xf(D) = f'(D) und Lf(D)xn = n.'fCz))

verwendet.

,n

Die Folgen vom Binomialtyp lassen sich naturlich aufs Mehr-

dimensionale verallgemeinern und das entsprechende Analogon von

(5. 5) liefert dann die Lagrange- Sood-Formel (5. 2). Siehe dazu

f5, 20, 24] und f2] fur den Fall nichtkommutierender Varia'ble,

Weitere Beispiele fur Folgen von Binomialtyp sind die oberen

and unteren Faktoriellen (x) ; = xCx+1)... (x+n-1) und

(x)^ = xCx-1)... (x-n+1), die Laguerrepolynome L^ aus (4. 9) f^u*

a = -1 und die Gouldpolynome G^Cx, b) aug (1. 7).

Eine geringfligige Verallgemeinerung sind die Shefferpolynome.

Sie entstehen als Eoeffizienten in einer Entwicklung

s. Cx)
(5. 6) f(z)< = E

n! g(z) n

and haben ganz ahnliche Eigenschaften wie die P^^x)-
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Die -wichtigsten Beispiele sind die Hermitepolynome und Laguerre-

polynome L^^ fx) Cfiir jedesa).

Ki-t der Lagrange'schen Inversionsformel laflt sich C5. 6) verallge-

nieinern zu

^!^^)e-^"^(. )exz(1-y^)-1C5. 7) z

n=0

n

n! g'Cz)

Zuun Beweis braucht man blofl in Cll) einsetzen und erhalt als Ko-

effizienten

n'
e(x+yn)z fCz) ^'(z),

g(z)n+1
CII) auf C5. 6) angewendet zeigt dann, dafi dieser Ausdruck gleich

s^(x+ny)/n! ist.
Seien jetzt s Cx) durch (5. 6) gegeben und eine Folge P^Cx) vom
Binoaialt^P durch E p Cx)/n!hCz)n = exz. V/enn wir nun die P^Cx)
nach den s,_(x) entwickeln und umgekehrt, erhalten wir ein Paar

inverser Relationen:

C5. 8)
pjx)
'n
~n!-

n

S a
s^Cx)

nk k!

s^Cx) n

und -^- = I: P
n

Pkcx)
nk ~kVk=Q-nK K: u; k=0

Ro-fca [55] hat mit diesemAnsa-fe einaieleganteren und einheitlicheren

Zugang zu Riordan's inversen Relationen von Gould- und Abel-typ

gefunden. Wegen

xz
e -^^)D=r\^^h^n

folgt durch Koeffizientenvergleich mi-b (5. 6)

und analog
f(z)-1gCzF =Za^hCz)n

n

fCz) h(z)k - Z P^ gCz)n.

Die inversen Relationen C5. 8), die als Zusammenhangskoeffizienten

zwischen zwei Shefferpolynomen auftreten, sind also die-

selben, die man mit Egoritschews Methode erhalt. Insbesondere lassen
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sich daher alle inversen Relationen von Riordan aus den uffl'bralen

Kalkiil herleiten Cobwohl das in [55], Problem 1 fur die Legendre-

und Ohebyshev-Typen bestritten wird. ).
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6) Garsia's q'-Analo^on

L. Carlitz [5] gab 1975 folgendes schone q-Analogon der Lagrange-

formeln im Spezialfall cpCz) == 1-z an:

n

C6. 1)

C6. 2) mit

fCz) = T, c
n (1-z)Cl-qz)... (1-qn~'z)

^ =-f(z)Cl-z)(1-qz)... Cl-qn~'lz;)l ^
[n] z'

n-2.
= f(z)(1-z)(1-qz)... Cl-qu"<-z)| ^

(f'Cz) bezeichnet dabei die q-Ableitung^ siehe [8] fur die Notation).

Dieses uberaus schbne Beispiel war der AnlaB fiir eine intensive

Suche nach einem q-Analogon der Lagrange'schen Inversionsformel.

Heute kennt man zwei verschiedenartige Theorien, die aufier Carlitz's

Beispiel wenig Gemeinsames haben. Der naheliegende und zunachst

Cvon Andrews [ 1], Gessel [16], Gareia und Joni [ 12, 14]) untersuchte

Ansatz in der Form

C6. 5) fCz) =S c,_gCz)g(qz)... gCq z)

ist in formaler Hinsicht auBerst befriedigend, die meisten inter-

essanten Dinge in dieser Theorie haben im klassischen Fall q = 1 aber

kein Gegenstuck.

Die andere Richtung Csiehe [7, 18, 20, 22, 25]) leistet wahrscheinlich

ehsr das, was man sich anfangs erhofft hat:

neue q-Analoga fur die Dinge zu liefern, die man mit der klassischen

Lagrangeformel behandeln karm, etwa q-Analoga der inversen Relationen,

Zusammenhange mit den bekannten q-Analoga der speziellen Polynome,

etc.
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Wenden wir uns zunachst dem Ansatz (6. 5) zu. Diese Form der

"q-Potenzen" von gCz) hat folgende erstaunliche Eigenschaft:

Satz: Es gibt zu jeder f. P. R. gCz) (der Ordnung 1) eine f. P. R. G-Cz),

so dafi gilt:

(6. 4) E a^zk = E b^gCz)g(qz) ... gCqn-1z)
«» E a G(z)GCz/q) ... GCz/qk~1) = E b^zk

GCz) nennen wir die q-Inverse von gCz); g ist dann die ;"-Inverse

von G-.

Beweis: Sei z = S G^g(z)g(qz) ... g(qn~1z)=> G(z) ;= Z &^zn
n - -^ ^. . ^ ^. . - ..c -i n

and

usw.

r^1

z2= S G gCz)g(qz) ... gCqk-1z)q~k. qkz
1^1

= Zq'~kG^CZ) ... gCqk"1z). S G^gCqkz) .. .gCqk+1'"1 z)

= 7. CS q-k G^ G^ gCz) ... gCqn-1z)

S C^ q~k G^ Gn-k)zn = s q~kGkzk -S Glz =: G^z). GCz/q)

Urn fur die Entwicklung (6. 3) eine Lagrangeformel zu find en,

brauchen wir eine en-fcsprechende Verallgemeinerung von Lemma 1.

Lemma 5: Es gibt (genau) eine f. P. R. g Cz), so da6

(6. 5) M(- fi°(z)dz -) = 6.
'g(z)gCz/q)... g(z/qn)' no

Dieses g Cz) mufi also ein q-Analogon der Ableitung g'(z) sein, es

ist aber nicht die ubliche q-Ablei-fcung. Wir werden zwar einige For-

meln fur dieses g°(z) herleiten, konkret ausrechnen lafi-fc es sich

aber anscheinend nur in Carlitz's Beispiel.
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^ (tt

Beweis: Schreiben wir g(z) = z/""(z), so vird (6. 5) zu

(6. 6) g°(z)-(z)". (z/q)... -(z/qn)| ^=^
z

Setzt man jetzt g°(z) = y^ + V^z + YC|Z'-+... unbestimmt an, dann

kann man daraus sutczessive die y_ Iberechnen.

Kehren wir jetz-fc zur Entwicklung (6. 5) zuruck. Wir dividieren

durch g(z)... g(q z) und ersetzen z durch z/qn:

f(z/qn) 0

g(z)g(z/q).. g(z/qn) g(z).. g(z/qn) ' g(z).. g(z/qn-1)

-. iTtT+cn+1+cn+2S^Z)+---

"+ ...

Durch Multiplikation mit g (z) folgt aus Lemma 5

(6. 7) c, = N(f(z/qn)^°(z)dz ^ ^ n^(f(z)^o(qnz)dz )
'n - vg(z)g(z/q).. g(z/qn)' ' 'g(z)g(qz)... g(qnz)'

oder

-(")
(6. 8) c^=q v2/f(z)go(qnz)T(z)... ^(qnz) ,n

Das ist Garsia's q-Analogon der 2. Version der Lagrange'schen In-

versionsformel. Andrews [1] hat ein q-Analogon der 1. Version an-

gegeben, das allerdings vlel komplizierter ist, er stellt c
namlich als (n+1)x (n+1)-Determinante dar.

V/ir wollen noch zwei Formeln flir g°(z) herleiten:

Fur q=1 gilt fiir die Koeffizienten y^ von g°(z)=^Y^Z

Vn=e'(. )^="(e^-z-)-"(^^)
Z" Z U-^Z

'n

nach der Substi-bu-bionsformel (5. 5), werm G(z) die zu g(z) inverse

Potenzreihe ist. Dafur lautet das q-Analogon:

(6. 9) ^ =N(-d^-
'n 'G(z)G(z/q).. G(z/qn)

.)
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Beweis: Ein Blick auf (6. 4) zeigt, dai3 wir den Koeffizienten b^
jetzt auf zzvei Arten berechnen konnen. Das ergibt fur beliebige

b^ die G-leichung

.
o/_n. k-1

(6. 10) q"M(
B.. ^"(q"z>zakz\, _, .., ^G(. )... G(z/qa-)

dz) =M (- ~n+Tg(z)... g(q z) z1

ein q-Analogon der Su'bstitutionsformel (5. 5).

dz),

Setzen wir jetz-b Fa^z = g(z).. g(qnz)z~n~ , so folg-t "wegen (6. 4)
g(z)-g(qnz)=I:a^z .

k+n+1

=? zn+1 =Ea^G(z)... G(z/qk+n)
, n+1^(n+l)2

=* z""qK""/^l . - ra^G(z)G(z/q)... G(z/qk-1)
G(qz)... G(q^'z)

In (6. 10) eingesetzt erhalten wir

^u (S^ld, ) . \("^ >2 M (--2
z- G(qz)... G(qn+1z)

),

also Y, = M ( ... dz.
ln *&(z)G(z/q).. G(z/qn)

)

Fur die z-weite Pormel brauchen wir noch etwas Notation, namlich

&ar.sia's "roofing" und "starring":

Fiir f. P. E. f(z)=Fa^z sei
f(z)=Za^q~(2)zk

und, falls a^=1, f (z) = f(z)f(qz)f(q2z).. .
Dieses unendliche Produkt konvergiert fur |qt <1 oder formal, wenn

.X

man f (z) als f. P. R. mit rationalen Punlctionen in q als Koeffizien-

ten auffaB-b.
."- . . ^-

Dieses f (z) ist auch die einzige f. P. R. mit f (o) = 1 und

f (qz)=f(z)f (z).
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Es gilt dann fur g(z)=z/^(z) und -(o)=1

(6. 11) g°(z)=. o'(qz) . (^--)'
^'. (z/q)

Beweis: Setzen vir g (z)=-5 (qz). ^(z) an. Dann wird (6. 6) zu

"o-(z/qa)®(z) ,n 6..
'no

Durch Einsetzen von "^(z)=£- zn und ii>( z) = Z^zn sieht
man erstaunt ein, da6 diese G-leichung aquivalent ist mit

-(z/q). <, (z)i^=^,
v/oraus schliefilich ^(z/q) . i'-(z)=1 folgt.

In [121 finde-fc man noch eine Flille solcher eigenartiger Iden-

titaten mit !:- und ", die wahrscheinlich das P.eizvollste an dieser

Theorie sind, fur q=1 aber ihren Sinn verlieren.

Leider karm man all diese Formeln fur g°(z) anscheinend nur

in einem Fall korLkrret verwerten, namlich far *i?(z)=1- z, also

Carlitz's Beispiel:

Es ist dann

(n)
^(z)= 5 (1-qiz)= £ ^^-

1=0 n^o (1-q)(1-q2).. (1-qn)
daher

^(, )., __2£
(1-q)... (1-qn)' ^'-(z)

rni
. 2;_n

rn>
'2;,n

J_ = 2 q ' z-
(l-q)... (l-qn)

^__y^_^^_- . ^ _(i-^)-1 =-^
\^{z)j ~" (1-q)... (1-qn) . i=o' '-' ^* (z)

-1
=, g°(z) = m*(qz). cpA:- (z/q)-l =

(1-z)(1-z/q) '

sodaB (6. 8) in diesem Fall wirklich (6. 2) liefert,

^ -t-
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Nan kann auch ein q-Analogon der Folgen von Binomial-fcyp

studieren: Ausgehend von

exz = Z .^- g(z)g. (qz) ... g(qn-1z)
lassen sich genauso wie in Kap. 5 die folgenden Formeln her-
leiten:

P^tx+y) = 7 (£)p, (x) P^(y/qk)
s g (D)p = n ?n-1 ' wobei D der gewohnliche Differentiations-

-' operator und ef(x)= f(qx) is-t,

p^(x) - q-(2) g°(qnD) .p(D) ... ^(qnD)xn-1

7) Ein allgemeiner Ansatz, weitere q-Analoga.

Wir wollen uns jetzt mit allgemeineren Entwicklungen

(7. 1) f(z) = Z c^g^(z)

'beschaftigen, wo g,. (z) eine f. L. Q der Ordnung k ist, und ver-
suchen, hier die Koeffizienten c^ zu berechnen.

Dazu milflte man f. L. R G^(z) der Ordnung -n finden, sodaB e-bwa
n

(7. 2) L g^(z) G^(z) = ^1, fu^ alle ganzen Zahlen n, k gilt.

Dabei set L das lineare PurLktional L f(z) = f(z)| o = M( ^z'/ dz)
Dann witrde flir den Koeffizienten c^ aus (7. 1) namlich gelten:

(7. 5) c = Lf (z) G^(z)

Far g, (z) = g(z) Tseispielsweise ist wegen Lemma 1

(7-4) G"(z)=£i^
Es stellt sich daher das Problem, ob man die G^(z) auch fur allge-

meinere g,, (z) explizit angeben kann. Kit der folgenden Nethode

gelingt das in einigen wichtigen Fallen.
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Nehmen wir an, dafi unsere Polge g^(z) die Eigenvektoren
eines Operators sind, bzw. seien allgemeiner U, V zwei lineare

Operatoren auf dem Raum der f. L. R. und es gelte fiir irgendwelche
reellen Zahlen c_:

(7. 5) uf^n = cn VSn-

< a(z), b(z)> = La (z)b(z) is-fc ein inneres Produkt auf den f. L. R.

1st V bijektiv, dann gibt es eindeutig bestimmte f. L. R. &, (z) der

Ordnung -k, die zu den Vg (z) biorthogonal sind:

(7. 6) <^,ve^>= 6^

^ < ^ Ug^ > = c^ <g^ Vg^> = c^^nk = ck ̂ nk-

-<u*^, g^>=^<r^, g^>
also:

(7. 7) U*^^= c^ V^ und

(7. 8) G^ = V- g^ erf^lt ^, g^> = ^.

Die Methods besteht also darin, zunachst Hilfsfunktionen gi. (z) zu

berechnen, die ein ahnliches Eigenwertproblem wie die g^(z) (nur

flir die adjungierten Operatoren) , crf alien, und daraus kann man

dann die gesuchten G^ find en.

Beispiele fur Operatoren:

1) e^f(x) - f(qx) ^ e^ f(x) = f (j)
2) Mi-il-fciplikationsoperator U f(x) = a(x)f(x) : U=U^

5) U f(x) = x f'(x) =--U^f = -xf'(x)

Jetzt konnen wir an Hand der klassischen Lagrangeformel zeigen,

dafi diese Nethode uberhaupt funktioniert :

Die Potenzen g^(z) = g(z)n erfullen bekanntlich

8n(2> = nen<^ - J^ .
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Das 1st eine Gleichung der Form (7. 5), wenn wir z. B. U = xD,

V = xg'(x)/g(x) und c^ = n wahlen.
I)i® S^ (x) erfiillen daher nach (7. 7)

r^. / \ - rv , ^ rr'

g^(x) = -kg (x) S' d. h.

g^(x) = g(x),
^-k

und

Gfc(^) = V- ̂  = x &-[^-p , also genau (7. 4).
x

Egoritschew's Ar. satz fur inverse Relationen 1'a. Q-b sich naturlich
leicht auf diese allgemeine Situation iibertragen: Betrachten wir
nebsn (g^) noch eine zweite Folge (h ) ait

LhnHk = 6nl<) dann ist

(7. 9) a^ = L f(x) g^(x) K^(x) B^ = L f(x)-1 h^(x) G^(x)

ein Paar inverser Relationen, wie man aus den beiden Entwicklungen

f(x) g^(x) = S a^ h^(x) u-nd

f(x)-1 ̂ W = 7: e^ g^(x)
unmittelbar entnimmt.

Krattenthaler's. q-Analo^on

Seien cp , it' zwci Polgcn f. P. R. mit

(7. 10) ^ = [n <>Dn(x)CP(x) C ist jetzt die q-Ableitung)
^ = q~n [n] ^(qx). ^, (x)

imd sei

(7. 11) g, (x) =
_n

x~

-.n '~0n(x^n(x)
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Far die Entwicklung (7. 1) nach solchcn "q-Potenzen" g^(x) konnte

Krattenthalcr [25, 26^ folgende q-Lagrangeformel zeigen:

(7. 12) ̂  = -[^J ̂ '(x) ^(x)m(qx)
.

n-1

(7. 13) = f(^)^(i)^(^x)(1-^(i) - x^x))|,n
Zum Beweis schreiben -wir (7. 10) urn in

w (qx) = ^(x) (1+(qn-1)yco)

,l^(x) = ^(qx) (1+(q~n-D x^ ).

n^) _ an+(1~Qn)x^
s^W ^

'n
1 +(q"-1 )x"o

(7. 14) g (qx)(1 -x ̂  ) - x ilig^ (x) = q [g^(x) (1-xiy' ) - x.^g^(qx)3

Diese Gig. 1st genau eine Eigenwertglcichung der Form (7. 5).

Es folgt daher

^)(, -x^(^) .. ̂ , g^) . , "^ (, )(, _") _ ^^ ^)]
Aus dieser q-Differenzgleichung far g^, (x) ergibt sich

^ (J) qn+(1-qn)x<-(x)
^(x)-1. (,n-1)^(|)

^ ^ ^ ^(x)il^(qx)
(7. 15) ^W--!-^-

= q

&n'

n 'ln(x) ""n (x//(l)

<b (qx) ^ (x)

Die zu g^(x) orthogonalen G (x)crrechnen sich nach (7. 8)
'n 'n

x ., /x^ ~ /x.
^(x)=(1-x<)^(x)-^^)^(i)

= x-n^(|)^(qx)Kl-^^)(1+(<lD-l)i-(i))-t^)(qn+(1-<lnM)l
= x-n^(S)^(qx)(1^-(^) - x<. (x))

Das liefert wegen c = Lf(x) Q^W das q-Analogon der 2-. Version
(7. 15).
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Die 1 . Version -erhalt man aus dcr Beobachtung

^(x> = (^7)'^)+{^7 <^)'=
. IfiL^l n_^, ) _^.

U -x il: ; ^-
^1 ,-, ^t)_^. _ia^ LC_

^TTT ^1-x^ ^jry - t^py Tt^J
n ~n n h

LH-L
x

(g^(x)(1-x \i ) - x^g^(qx)|= IlLL
'n 'n

Vg
n

Wegen (7. 6) folgt daher

g^(x)
L e^l -^

und somit

= [nt &.

[nt

'nk

f'(x) .^(x) ^(qx)
n n _n-1 '

x~

Der ursprungliche Beweis von Krattenthaler ist etwas ele-

ganter; Er erhalt die Orthogonalitatsrela-fcionen direkt durch Abl^^
des Quotienten &. /fff._. Fur einen weiteren Beweis mit Hilfe von

Polynomen (analog zu Kap. 5) siehe [211.

Die Schwierigkcit 'bei diesem q-Analogon ist es, konkrete Bei-

spiele fur Folgen . "^ bz-w. ij;^ mit (7

allgemeinste bekarm''ce Beispiel ist

spiele fur Folgen . " bzw. ^ mit (7. 10) zu finden. Das derzeit

^ (x) = e ((a[n1+'b)xr)/ e^. (bxr), wobei e^(x) die q -Exponen-
tialfunktion ist (siehe [81, § 1. 2). \^(x) erhalt man daraus,

,
n' ," 1

indem nlan entweder n durch -n oder Q durch - ersGtzt. Fur die
q

Anwendungcn reicht das abcr vollkommen, aus.

Die wichtigsten Spezialfalle von Krattenthaler's q-Lagrange-

formel sind:

3n-1az)1) -, (z) = (1-az)(1-qaz) ... (1-q1
n

''I =1
n

a

azDas ist wieder Carlitz's Boispiel (6. 1). Wegen *^(z) = - [n]'9^(z)-F
folgt aus (7. 12) und (7. 15) sofort (6. 2).

Betrachtet man eine zu (5. 1) analoge Entwicklung, erhalt man
als Koeffizienten die q-Laguerrepolynome (siehe [6, 14']). AuBerdem

liefert es folgendes q-Analogon dcr inversen Relation (Kap 4, Bsp. 1):
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(n~;k)
^ ^n+p-i p ^ (-1)n-ka ' 2^ Ln-kJ

2) «^(z) = c(a[n3z) ii^-1 (Jaclcson [22'», Ciglor [71)

Dami-t lafit sich analog zu (Kap. 1, Bsp. 2) Jackson's q-Analogon
der Abelidentitat herlciten, es licfert die "richtigen" q-Ana-

loga der Abclpolynome [7') und dcr inversen Rola-bionen von Abeltyp,

z. B.
^ = <-i)n-k [£ir"^?-!c ^ = ^u2"[£it"+pi[^pTl-k-1

5) ^(z) = (1-az)(1-qaz) ... (1-q az)
'n

^(z) = (1-z/q)(1-z/q2J ... (1-z/qn)

Dieses Bcispiel hang-fc eng mit den q-Jacobi- und q-Gegenbauer-
polynomen zusammen. Gessel und Stanton [18.1 wenden es auf
Transformationen hypergeometrischer Rei3" on an. Kratten-fchalor
[25, 261 konnte damit liberzeugen^ q-^maloga der inversen Rela-
tionen van Legcndre-, und Chebyshevtyp herleiten, etwa
(vgl. Kap. 4, Bsp. 5).

^ - ^CT1V2. ° bn - £<-1)k ̂ )tnTlc1^a^
Schliefilich fuhrt es - ausgehend von (2. 5) - zu einem q-Ana-
logon der Catalanzahlen (siche Kap. 8).

Das Q-AnalQjS:on von GessGl-S'ban'ton

In [181 geben Gesscl und Stanton ein q-^alogon der Lagrangeformcl
fur den Spezialfall g(x) = x(1+x)~b~1 an, das auBer in Spezial-
fallen anscheinend nicht in Krattenthalers Ansatz (7. 11) cnthalten
ist. Im wesentlichen bringen sie ein q-Analogon der inversen Relation
von C-ouldtyp (Kap. 4. Bsp. 2). Sie bctrachten (in etwas anderer Nota-
tion): g^(x) = Z a^xn mit

,

-b(n-k)k [a+-blc-k1(n-k)
(7. 16) ^ = ,--.. -^ ,
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Dabci sei [a1(n) = [a][&+13... [a+n-1I,
a"b

a.
"1

^ - V7
[abl
w

I4an rechnet lcicht nach, cLafi

-kb>r -k>)
g^(x) (l-q-^[b]x) = q-"og^(qD x) - xqa [b] g^ (qx)

gilt, was wicder als Eigonwortgleichung

b, bk,(7. 17) g^(qDx) + fb] x g^(x) = qDic(g^(x) 4- xqa[b] g^(qx))

geschrieben warden kann.

^ ^(^DX)+[b^ xgn(x):=^Dn(en(x)+^aLb^n(t))
_~k

Setzt man g^(x) == E \^x , erhalt man durch Koeffizientenver-
'n k<n rrik

gleich

.

bk a-1 r,^_k-i-1^°\^ [b^n,.. 1 ^Dn(Yn. +^l[^"'Vn,.. l)
-^ - M Q^^-l-.^-^ Ja+bn+k-i

^i=lDJ?E^~°'q 1^7
^(J)-b(^ra^lc1<n-k)( ,, n-k

[n-k]^
vnk=^im q

SchlicBlich ist

_a-1
G^(x)=g^(x)+xqc i-l[b]g^(x/q)

-k
Sctzt man G^(x)= I; ^x-'n', so ist (P^,, ) wegen

'n ksn
'nk nic'

6^=Lg^(x)^(x)=L Z a^3R^x-l= £ P^^-^"

genau die zu (o.^,. ) inverse Matrix.

Man erhalt

Pnk=Vnk+<ia+k^1Yn,k+1

.

ik
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" ,b<'2)-b(I2)(_, )n-k ̂ bn^1<n-k-1' ( ̂ ^ - [n-k1jn, a+k+bk:
[n-k]^ib

(7. 18)=

(n-k-1)
[a+bn+ls+1"] [a+bk+k^

[n-kL(

. k\ T-/n

(-1)n~^

Vir haben somit zwei zucinander inverse Relationon (7. 16) und (7. 18).

I/ian ksrm. das Ergebnis abor auch als Lagrangeformel fUr die g^(x) =
h

= r". kx" auffnssen: Fur den Koeffizientcn c^ in der Entwicklung (7. 1)
einer Funktion f(x)=Ff, xk gilt

cn = Lf(x)Gn(x) = ^ P.kfk
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8) Q-Catalanzahlen

Ausgehend von den Entwicklungen (2. 5) und (2. 6) fur die Ca-fcalan-

zahlen, wollen -wir .jetzt zwei verschiedene q-Analoga der Catalan-

zahlen studieren, die den beiden q-Lagrangeformeln von Gais ̂ -a

und Kratten-bhaler entsprechen.

Carlitz' s q-Catalanz.ahlen

Wir definieren analog zu (2. 6) q-Catalanzahlen C^=G^(q) durch

($id£ [1-1):

.n n-1
(8. 1) z= E. C^_, zll(l-z)(l-qz)... (1-qxi~I2)

n=1 il-'

Aus (6. 4) bzw. dcssen Beweis folgt darua

^ = ^(.^ C^C, _, qk(l-1))2n(1-z)... (1-qn-1z)
n=2 k+-l=n ^-1 -L~'

Andererseits folgt aus (8. 1)

z == Coz(1~z)+ni2 cn-1 ^(1-z).. . (1-qn-1z) ,
2

C^=1 und eine andere Entwicklung von z", sodafi man durch Koeffi-

zientenvergleich

C^_i = ^ c^ <1
^n-1 1c+l=n-2"k^

(k+1)1

oder

(8. 2) _ ^ ^ ^ ^(k+l)(n-k)
L;n+1 = k^O °kun-}£ q
^

erhalt. Mt C^ = q'~C^ wird das zu

(8. 2)

"n ~1 ~n

cn+1 = k^O q^ ck cn-k .
-k

Diese q-Gatalanzahlen erfalien i. w. also das einfachste

q-Analogon der klassischenRekursion (2. 1) der Catalanzahlen.
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Fur die ers-fcen Werte erhalt man:

C^=C^=1, C^=1+q, C^= 1+q+2q2+q5, C^ == 1+q+2q2+5q3+5q4+5q5+q6,
Das Analogon van (2. 5) fuhrt, wie man sich leicht Uberlegt, zu

denselben q-Catalanzahlen:

(8. 5) z = r q
n=1

fn-1
2

.n

n (1+z)(1+qz)... (1+q£:u~lz)

Eine explizite Formel flu- die C is-b allerdings nicht bekann-b.

Dafiir gibt es noch eine schone kombinatorische Interpretation:

Sei C^ die Menge aller Worter mit n. Nullen und n Einsern, wo jeder

Anfangsabschnitt mindestens so vlele 0 wie 1 enthal-t. Diesen Wor-

fern entsprechen Wege von (0, 0) nach (2n, 0), die nich-b unter die

x-Achse gehen, wemi man jcder 0 ein ansteigenues, jeder 1 ein

absteigendes V/egstuck zuordnet. Bekanntlich ist !cn^=^n*

Fur das q-Analogon gilt jetzt:

inv w

-n' -'n-

(8. 4) C. =F qj
'n

.w^C
n

Zum Beweis zerlegt man ein Wort w<r " ^ in der iiblichen Weise in

w=0w<1w^ mit w-i p C'i,, w^,   C,2 ' "n-k

Fiir die Anzahl der Inversionen von w gilt dann

invw= inv w , + inv w^ + (k+l)(n-k) .

Daher erfullt ^ qinvw ^j_gge]_be Rekursion (8. 2) wie die C^ .
w '

n

n

Die q-Gatalanzah. len Cn(_^_)

Der 5. Spezialfall van Krattenthalers q-Analogon der Lagrange-formel

legt es nahe, die L'ntwicklung (2. 5) auch auf folgende Weise zu

verallgemeinern:
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(8. 5) z = r ^ .n

(^) (1+z/qn)... (1+z/q)(1+qxz)... (1+qx+n-1z)
q

Aus 7. 12) folgt dann

(8. 6) q-(2) C^(X) =p^ (l+z/qn~1)... (1+z)(1+qxz)... (1+qx+n~1z)(
fk)

! Gl)
=I^ !^^' ^s+1->lc s r?i <i'2'(^)ll^.i

n
n-1-k

-^^^^
^ (^)-k(n-1)+?.. (n-1-lc)+(n-3-is-^ ^

Ln-1-k

und schliefilich

(8. 7) ^)^T^^ r^, i ,k~+»
Die Summanden sind q-Analoga der Ruo.yonzahlen

nk = n ^S^k+1^ aus r51 ' P'17''* s:i-e zahlen die Wege v-on

(0, 0) bis (2n, 0) iiber der x-Achse sit k "Talern".

Fiir gewisse \ laBt sich (8. 6) einfacher berechnen: Far X=1 etwa

eilt (n)
cn(1) = qv2/Tr! (1+2/qn-1)... (l+qnz)l ^

=, (2')^^., (-')(n-1). (ni1)
nn

1 r2n.
TITTT In''(8. 8)

also das naheliegendste q-Analogon der Catalanzahlen liberhaupt.

Fur X==0 erhalt man auf ahnliche Weise

(8. 9) c^(o). ^, r2,ni^
.Fur die ersten Werte gilt

1+\
,
1+X^,4+2^^X)=c^(^)=1, c^(\)=1+q'"1"A , c^(?. )=1+[5l qt -rA+q

Mun zur kombinatorischen Interpretation. Es gilt:
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(8. 10) c^(x) = T . qma3W+ (X-1) des w
w^n

Dabei bezeicfanet majw den major (oder greater-)index von w

und desw die Anzahl der Abstiege (= ... 10 ... ) in w.

Fur den Fall X=1 hat J. Furlinger den folgenden eleganten

Beweis gefunden:

Betrachten wir alle Wege von (0, 0) nach (2n, 0), kodiert durch

0-1- jorter w, so gilt bekanntlich (siehe etwa F29]):

^majw_ |-2n.
q " = t n J .

Wir ordnen jetzt jedem Weg w, der unter die x-Achse geht,

bijektiv einen Weg w' von (0, 0) nach (2n, 2) zu: Dazu bestimmen

wir den Punkt P auf dem Weg, der am "tlefsten" liegt, und falls

es melirere solche gleichtiefe gibt, dann den ersten davon. P'

sei der Punkt vcr P. Indem wir das unmittelbar vor P gelegene

absteigende Wegstuck P'P in ein aufsteigendes hinaufklappen

und den Rest des Weges (urn zwei Einheiten nach oben verschoben)

daran anhangen, erhalten wir den Veg w'. Aus w' kann man w

wieder zuruckgewinnen: Der kritische Punkt P', an dem das da-

rauffolgende Wegstuck wieder hinuntergclclapp-t werden muB, ist

der am weitesten rechts liegende un-ber den "fciefsteri'Punkten

von w'. Offonsichtlich ist majw'= maj w" 1 .

Daher gilt

^ q^jw^ j. 2n.,_
wee

n
w^i, qm^w= F2n1-qZ qma3 w'=

'n

-2n 2n -2n.tl
= En^-^n-'l'i = 

{H-FTT ^n13

Fur den allgeaaeinen Fall ( ^ beliebig) und weitere Eigenschaften

der q-Gatalanzahlen verweise ich e.uf fll].
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9) Abschliefiende Bomerkunsen

Wic aus dem Umfang des Skriptums ersichtlich, erweist sich

das Thema "Lagrange-Inversior" als unerwartet ergiebig. Die

Stoffauswahl 1st naturlich sehr subjektiv, die kombinatorische

Seite wurdc zu Gunsten der analytischen vernachlassigt, die

q-Analoga sind sicher nicht zu kurz gekommen. Auf einige wesentlJche

Aspekte, etwa kombinatorische Beweise, wurde uberhaupt nicht ein-

gegangen. Ich verweise hier auf die Li-teratur, z. B. [4, 27, 50, 543.

Als Quellc habe ich nebcn der zitierten Literatur in erster Linie

eine Vorlesung liber "Kombinatorische Identitaten"benutz't;, die

Prof. Gigler im VS 1981/82 gehalten hat. Ich hoffe, die Darstcllung

dadurch insoforn bereichert zu haben, dafl sie filr joden den einen

oder der anderen neuen Aspekt enthalt.
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