Lagrange — Inversion

Josef Hofbauer

1) Die Lagrange'sche Inversionsformel

Die Lagrange'sche Inversionsformel 143t sich beispielsweise in
der folgenden Art formulieren:

. X ' i B .
Sei g(x) = olxy eine (formale) Potenzreihe in x mit ©(0)+0 und f(x)
eine f.P.R., die man nach den Potenzen von g(x) entwickelt:
k

(1.1)  £(x) = £lo) + 3 0 = £(0) + % x
. x) = flo c, glx)® = flo T ¢, ————.
k k ®(X)k

k=1 k=1

Dann sind die Koeffizienten Cy durch'folgende Formeln gegeben: -

1. Version der lLagrange'schen Formel:

(1) e = % frix)glx)™ =

; n
i £ (Do) __,
X X

B =

2. Version der Lagrange‘schen Formel:

(I1) o, = txe' e ™ | = flx)g (xolx)™]

X X

n

Dabei bedeutet h(x)| | den Koeffizienten von 2 in der formalen
Potenz- oder ILaurentreihe h(x). Fiir h(x)| _1 Werden wir manchmal
auch Res h(x) und spdter M(h(x)dx) schrei%en.

Wzhlt man in (1.1) f(x) = %, so erh&lt man die Koeffizienten

der zu g(x) (beziiglich Komposition) inversen Potenzreihe.

Einer der einfachsten Beweise der lLagrange'schen Inversions-
formel-ist der folgende:

Wir zeigen zunéchst

Lemma 1: Ist g(x) wie oben eine f.P.R. der Ordnung ', dann gilt fur

beliebige ganze Zahlen n



(1.2) _;‘H“,I(*X)—i -1 = 6!10
g X) x

(x) _ 1 _ e'(x)
glx) ~ x 2(x)
und da der zweite Summand vegen ©(0)+0 eine f.P.R. ist, ist das

Residuum = 1.,

Un jetzt die 1. Version zu beweisen, leiten wir die Entwicklung

(1.1) ab:

® k -1
f'(x) = 3 ¢ -k.g(x)” g (x),

dividieren durch g(x)™ ung nehmen das Residuum:

Il

Res f'(x)g(x)™ = Res ¢ ck.k.g'(x)g(x)-n+k_1 ne,

wegen Lemma 1,

Fir die 2. Version multiplizieren wir (1.1) bloB mit g'(x)g(x)—n-1,
bestimmen das Residuum und wenden wieder Lemma 1 an:

Res f(x)g'(x)g(x)™ ' - Res & ¢, &' (x)g(x)™ k=1 e,

Damit sind (I) und (II) gezeigt.,

Beisgiele:

1) Die zu g(x) = xe™ ¥ inverse Reihe ist

led) n-1
(1.3) G(z) = ¢ —(a—?},——- z7,

n=1
weil man aus (I) fir f(x) = x und eo(x) = &%
ax‘ _ (an)n—1

n-1 = n!
X

e

1
c_ = -
n n

erhdlt,



2) Es gelten die Entwicklungen

® oy -1 ook
k= ’
XZ @ 5 A
(1 .5) 1e—az = Z (X-I;,k) (ze Qz)k
k=0 ’

Multipliziert man (1.4) nit e¥? und vergleicht die Koeffizienten

von z®, erh#lt man ABEL's Identitét:

I
(1.6) (X+y)n = T (E)x (X+ak)k—1(y—ak)n-k
k=0 )
@
3) (1+2)* = £ @ (e,b)(a(1+2)")"
k=0
nit
1 a-1 -nb _asa-l-nby & ,a-bn
G (a,b) = = all+z2)"" (1+z) |Zn_1 == 1 V=)
Aus (1+2)87C = (142)%(142)% folet
n
(1.7) G, (a+c,b) = T G, (a:b) G _, (¢c,D)

k=0

2) Anwéndungen in der Konbinatorik

Eine der schonsten Anwendungen der Lagrange'schen Fornmel auf
ein kombinatorisches Problem ist die Herleitung von Cayley's Forrel
fiir die Anzahl der Wurzelbdune. Ein Wurzelbaua ist ein Baun, dessen
Knoten durchnuneriert sind, wobei ein Knoten - die Wurzel = ausge-
zeichnet ist. |
Sei bn die Anzchl der Wurzelbdume iiber der Knctennmenge {1,2,...,n} und
@ b

s(t) = » 2+t

n
-~ ' o
wi=s] ni



Bezeichnen wir auBerden nit W, die Anzahl der Wurzelwidlder (= Graphen,
deren Komponenten Wurzelbiume sind) uber {1,2,...,n}. Aus der Ex-
ponentialfornel folgt dann

® W

1+ 5 880 _

es(t)
: .
St 1

: Denn cus jedem Wurzelbaum mit n+1

Nun gilt aber (n+1)wn =S¢

Knoten entsteht durch Weglassen der Wurzel ein Wurzelwald nit r Znoten.
Korrigiert man jetzt noch die Numerierung, indem nan dem (n+1)-ten
Knoten die Nummer der weggelassenen Wurzel gibt, so wird aus der
1:1-4bbildung eine (n+1):1-ibbildung.
Daher ist s(t) = teS(t) oder t = se” °.
Aus (1.3) folgt a2lso 1

n-

®
s(t) = ¢ B ¢"
aq i A2

und sonit b = nn—1.

Ein anderer Problenkreis, bei den die Lagrange'sche Inversions—
fornel niitzlich, wenn auch nicht notwendig ist, sind die Catalan-
zahlen. Bei den neisten kombinatorischen Fragestellungen, bei denen
die Catalanzahlen Cn auftauchen, z.B. Anzahl der Triangulierungen
eines (n+2)-Ecks, Anzehl der bindren Béune mit n Stellen, Anzahl
der verschiedenen Klammerungen eines Produktes von n+1 Faktoren,
fngehl der Wege in Rz, die (0,0) mit (2n,0) verbinden und ober-
halb der x-Lchse verlaufen, usw. erhdlt man durch eine einfache
Uberlegung die Rekursionsforrel

n

z C¢C CO =1

(2.1) &) )
k=0 k" n-k

n+1



U die Cn explizit zu berechnen, betrachtet man die erzeugende

Funktion
QD0
(2.2) f(x) = § Cx

Aus (2.1) folgt dann

f(X)"‘1 — f(X)2
X

(2:.3)

Daraus kann man analog zun vorigen Beispiel die Koeffizienten Cn

berechnen. Dazu setzen wir z.B. f(x) 1 +y(x), sodaB (2.3) zu

(2.4) ¥ = X(1+y)2 oder x = y(1+y)'2
wird. In (2.2) eingesetzt ergibt das
| ® n

woraus nittels(I)

1 2n,
Cp = n(1+y) I n-1 = n n-1

Hidtten wir z = xf(x) = ¥ Cn_1xn gesetzt, so erhielten wir aus (2.3)
n=1

Z~X = 22 oder x = z(1-2z),

also die zu (2.5) analoge Entwicklung
®

(2.6) | 2= % O 2"(1-2)",
n=

woraus genauso € _ = e (22) folgt.
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3) Die nehrdinensionale Verallgeaeinerung von Jacobi-Good

Wir verwenden die Ubliche Multiindexschreibweise. Eine f.P.R.
in den s Variablen x = (x1,...,xs) ist eine Reihe

k, k2 -k

a5 s
&k1,...,ks X Xp Xy

f(x) = f(x1,...,xs) = ¥ ax =

Kk z
k=0 kuO

Eine formale Laurentreihe sei eine Reihe der Forn

k, k

Jle - %
k1...ks 1 s

x% = S

f(x) = ¢ a

k=n k

z
k.=n.
i i

fir einen Multiindex ne€ Zs

Wir betrachten jetz ein Systen g = (g ) von f.P.R., in

I=i<s
der s-dimensionalen Variablen x, das der Einfachheit halber von
der Forn
X.
(3.1) g (x) = 5;%%7
ist, wobei mi(x) eine f.P.R. nit 0;(0) ¥ 0 ist. (Es wiirde geniigen,
de8 die Jacobische von g im Nullpunkt eine Diegonalmatrix ist.
Man niBte nur die f.L.R. etwas allgeneiner definieren, danit die
folgenden Uberlegungen sinnvoll bleiben.) Man kann zu (1.1) analoge
Entwicklungen betrachten:
k k1 ks

f(x) = f(o)-+k;o k 8(x)° = £o) +3 Ck1"‘ks g (x) .o .85 (x)

Dann gilt das folgende nehrdimensionale Lnalogon der zweiten Version

der Lagrangeformel (von der 1. Version sind nur duBerst konplizierte

Verallgeneinerungen bekannt):

(3.2) ¢, = £(x) . det bi.g(x)-n—il = f(x) . det g—f—f.v(x)nﬂ.l

X — X



Dabei ist 1 = (1,1,...,1).
In Vergleich mit (II) wird also nur g'(x) durch die Funktional-

deterninante des Systems g ersetzt.

Der folgende Beweis stammt von J. Cigler.
Offensichtlich war der entscheidende Schritt inm eindimensionalen

Fall das Lenna 1. Wir nissen jetzt 2lsc zeigen:

Lenna 2: Sei g wie in (3.1). Dann ist

det 28 glx fnﬁl

dX y#—l = 6n,o

Die Relation (1.2) ist &quivalent nit
(3.3) flglx))g'(x)] _4 = f(x)| _y fur beliebige f.L.R. f(x).

X %
Das erinnert an die Substitutionsformel fiir Integrale. Der Zusammen-—
hang danit wird klar, wenn man den Koeffizienten von x—1, also das
Residuun, durch das bekannte Kurvenintegral darstellt.’Das iegt auch
nahe, daB im Mehrdimensionalen g'(x) durch die Funktionaldeterni-
" nante ersetzt wird. Un diesen Zusammenhang besser herforzﬁheben,
erweist sich eine neue Notation als zweckndBig:
Statt f(x)| _, schreiben wir M(f(x)dx). Das lineare Funktional M
entspricht glso den Kurvenintegral E%E-ﬁf(z)dz. Die Integralschreib-
weise wollen wir aber in Hinblick auf unsere formalen Potenzfeihen
verreiden.

(3.4) . M(f(x)dx) = M(f(x1,...,xs)dx1A dXyA oo A dxs) = £(x)] _y
x

Genaugenomnen wahlen wir M also als lineares Funktional auf den
alternierenden Differentialformen von Dimension und Grad s (die
wir hier allerdings als Modul iber den f.L.R. statt den C P-Funk-

tionen suffassen).



Fur eine f.L.R. g(x) sei
S
dg-1s= B 2L dx

j=1 0%5 J
Daraus folgt
&, 0g
_ sl i - _
(3.5) dgya dg,n o.un dg, = (g %, de)A ceeA (% 5%, dxj) =

0&.
-— -—-l o
= det (bxj), dXyA oo h dxS

Wir zeigen zunZchst fir beliebige f.L.R. E1seees8yg
(3.6) M(dgyA .o A dgs) = 0.

Da alles linear ist, brauchen wir nur den Fall

S RRTIR P ks
gi(x) =X T o= xTx,0 L, X

betrachten. Dann ist Ogi(x)/bxj % kij X i/xj und

k1+...+k k1+...+k -1

k..
s ijy s
det (x. ) = x det(kij)‘

0L _
det N X J

Ist k1+...+kS = 0, dann verschwindet auch det (kij), weil die Zeilen-

sumne = O ist. Danit ist (3.6) gezeigt.

Weiters gilt fir beliebige Bqseee8g

dx1 dxk .

Dieser Ausdruck ist nimlich laut Def. gleich

1

M(
X1 o ° .Xl(

*D(x) - dx, A ...n dx,) nit D(x) = det (bgi/bxj)k<i,jss

und diese Deterninante hat wegen (3.6) keinen - Tern.

k+1oonxs

Sind jetzt 81re--58 Von der speziellen Fornm (3.1),die weiteren

gk+1,...,gs jedoch noch beliebige f.L.R., so gilt auch

(dg1 dgk a ..
(3.8) DqETA'”A-a:Ad%H4A’“A g,) =0 fir ke<s



Das folgt wegen
dgi dxi
(3.9) —g—;‘ = —X-;-d(log CDi) fur isk

durch Induktion nach k aus (3.7).

Fir k=s gilt jedoch, falls jetzt z2lle g, (3.1) erfillen,

dg g
(3.10) M(_-lA anA _—_S—) = 1 °
€4 €s

Das zeigt nman ebenfalls mit (3.9), Darit ist der Fall n=0 in
Lenma 2 erledigt. ”
Sei jetzt nfO. Fir jedes i mit ni#O ist dann

-n_ -1

i L
&4 gy = = % dg;

—n‘

1
Die Behauptung M(g'n_l dg1A iy dgs) - 0 reduziert sich daher auf
den Typ (3.8). Damit ist das Lemma 2 vollstédndig gezeigt, und analog

gun eindimensionalen Fall folgt die Formel von Legrange-Good (3:2)%

Als typische Anwendung wollen wir darzus das Master-Theoren von

Mac Mahon [ 29] herleiten:

Master-Theoren: Seil (e-ﬁ.lj)1_<_:.L,jSS eine beliebige Matrix und
D(x) = det (6..-2..%X.).
) = det (b;5-245%y)

Dann ist der Koeffizient von x" in 153 gleich den Koeffizienten
n n ln1 n

S . A s

VOD X1 ...XS ln (OwlillXI' + e o © +a1 SXS) aoo(as1x1 + o o0 +assxs) o

s
. - .o — 1
Beweig: Wir wahlen mi(x) = 1 +_Z1 aijxi und  f(x) = ETET;T)

<

J= -1 .
Dann ist bwi/bxj = 843 und bgi/OXj =(6ij"aijgi)wi . AuBerdem gilt

61 61. ‘
det (6ij-aijxi) = Xyo0eXg det(3§%-aij) = XXy det(?;f"aij) =

det (6ij-aijxj)
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Anwendung von (3,2) ergibt daher, daB der Koeffizient cn'von g(x)™
1

D)

n

n.
=10(% a,.x.) H
gt X

137

[N

ist.

Formel (3.2) wird nmeistens nach Good [ 19] benannt. Sie war aber

bereits Jacobi [237 bekannt. Weitere Beweise findet man in

[5,20,24,347.

4) Inverse Relationen

Das einfachste Poar inverser Relationen ist wohlbekannt;
(4.1) " = kgo (Yo, o b - kgo (=1)PE D)
4An die 60 weitere derartige Relationen findet oman, in versshiedene
Gruppen klassifiziert, bei Riordan [ 31], der ein Drittel seines
Buches diesen Themenkreis widznet. Er gibt aber Jedesnzl ad hoc-Be-
weise und entwickelt keine gemeinsan zugrundeliegende Theorie.
Offensichtlich besagt ein solches Pazar inverser Relationen

n

n
(4.2) a = ¥ q b, o bn = Y B

a
n e nk 'k k=0 nk™k’

daB die beiden unendlichen Dreiecksmatrizen (ank) und (Bnk) Zu-

einander invers sind:

(4'3) i ankﬁkm = 6nm =z En.k:akm

Egoritschew [ 10] hat nun folgenden insatz zur Erzeugung inverser

Relationen untersucht:



- A

Seien g(x),h(x) f.P.R. der Orénung 1 und f(x) eine f.P.R. der

Ordnung O, also nit f(o)+0. Dann erh#lt nan ein Paar inverser

Relationen auf folgende Weise:
®

(4.4) f(X)g(X)k = T a h(x)" e f(x)"1 h(x)k =
n=k ke n=k

B n
T Bk glx)

Die Koeffizienten an’ank dieser Entwicklungen lassen sich na-

tirlich nittels der lagrangeformel (II) sofort angeben:

M(f(x)g(x)kh'(x)

kK ’
B - M(h(x) 125 (x) ax)
nk £(x)elx)?"

Egoritschew hat dann festgestellt, daB die neisten bekannten inversen
Relationen, insbesondere alle in Riordon [ 31] enthaltenen, unter

dieses einfache Schena fallen.

Beispiele:
1) a_. = (2P (siehe [31], Tafel 2.1.4)

P
_ oD#Dy e flex B
U = Liap) = M(Fl%-r éx)

Entsprechend (4.5) widhlen wir h(x) = T%E’ g(x) = x, und wegen

h'(x) = (1+x)~2 schlieBlich f(x) = (1+4x)P*

_ (1+X)—k- - _=k=p-1, _ n-k, n+p
> B = M( e g dx) = ( Nk ) = (=1) (n-k)
2) a = (Prak-ky ([31], Tafel 2.2.1)
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=3 Wihlen g(x) = x(1+x)q-1, h(x)

I

=x, f(x) = (1+x)P

((1+X)q + x(g- 1)(1+X)q -2 s
(1+X)p(1+x)(q 1)(n+1—) n_k+1 =

= Bnk

((1+x) —n(q-1)-p-1 (1+gx)

dx) =
Xn-k+1

= M

= (-1-p;-:1}(£q-1))+ (-1-p:lr:£q-1)) _

i

(_1 )n—k (p;{%{-k) & (_1 )l’l"‘k—-1 (p+nq-k—1

n-k-1 ) =
" n-k p+nq S ptkg-k
= =t ( V Sk ptng-k
3 ey =z (b ([31], Tafel 2.4.1)
(1+x°)2
an Hepily = (P ) = M(—_EiiT— dx)
X 1+x%-cx®
= g(X) = X, h(x) = = h'(X) = >
1+X (1+X )
1+x%=cxC
c
fL_ n dx 14x —cx
= Bn,n-ck M( (= ) h )— M((1+ c)n+1-ck 1+Ck) =

(CE:D)"C(C%;ﬁ-1) _ (_1)k(n-ci:k—1)._c(_1)k~1(n-ck+kb1

k-1 )=

- ( 1)k n (n—zFﬁk—1)

Ein Spezialf211, bzw. bloB eine 2ndere Schreibweise fiir inverse

Relationen, ist die "umbrale Inversion" von Polynomen. Nehmen wir

z.B. die Gegenbzuerpolynone C;(x), die durch die erzeugende Funktion

a
(4.6) T C);l(x)tn = (1-2xt +¢°)™A
n=0

definiert sind.
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2raus lassen sich die C; bekanntlich leicht berechnen:

[n2](_
Hi=0

iy (07K) (pg yn-2k

(4.7) Oplx) = R

Wir wollen nun ungekehrt x° nach den dt(x) entwickelr

Dazu schreiben wir (4.6) in der Fornm

(n) n
2\A k 2tx |-\ () n t
k 1+t2 n' (1+t2)n

Diese Gleichung kann man als Entwicklung der Funktion auf der

linken Seite nach Potenzen von -t2 interpretieren. Fir die Ko-
14+t .

effizienten mu8 daher nach (II) gelten:

(o} 2 .2
(X) (20)® = (1+t°) .z Ci(x)t L (14£2)nt] %;i_ii%ﬁ -
1+t
=5 Oi(x)tk.(1+t2)k+n'1(1-t2)]tn -

£ o b [ORH -] =

C A (X) (n+)\-1) n+\ -2k

=z n+\ -k

k

n -2k
k,(l)(nﬂ k) 01’1-21{( )

(4.8) = x2 =21 g

Ein einfacheres Beispiel sind die Laguerrepolynone

n .
(4.9) Lif(la)(x) CH > (n+a) (-x)k
k=0
mit der erzeugenden Funktion
(o) tx
o L 7(x) A, T
(4.10) g Ao ()70 el
=0 )

an konnte hier ganz analog vorgehen. Diese Rechnung haben wir

i.W. aber schon durchgefiihrt: Ein Blick auf Beispiel 1 zeigt sofort
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(4.11) 0 (-1)k(tayn! Llia)(x)

n-k’k!

I
g
HMs

Auf dieselbe Weise lassen sich die meisten Inversionen der bekannten

speziellen Polynome herleiten.

5) Folgen von Binonialtyp

Betrachten wir fiir eine f.P.R. g(z) = z/@(z) nit o(z)+0 die
Entwicklung

aza pn(x)

(5.1) g5l o = g(z)?

n=0
Dann ist offensichtlich pn(x) ein Polynom vom Grad n in x und

(x+y)z _ Xz yz folat

pn(o) =H - aUs e e

0
2 on
(5.2) p,(x+y) = % () P, (x)p, _, (¥),
k=0
d.h. (pn) ist eine Folge von Binomialtyp (siehe [33]).

Bezeichnen wir nit D den Differentiationsoperator'nach X und

wenden diesen auf (5.1) an, so folgt

Dp (x)
ze’? = 5 g! glz)™?
und durch Iteration erhilt man
g(D)p (x)
g(z)e*® = ¢ n!n glz)m,

Nech Division durch g(z) erhdlt nan durch Koeffizientenvergleich

nit (5.1)

(5.3) o g(D)p, (x) = np__;(x)
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isuBerden sieht nan leicht, daB diese Relation geneinsam nit den

snfangswerten p (0) =& _ die Polynome p,(x) charakterisiert.

no

2z

Beispiel: Fir g(z) = ze ~ haben wir in (1.4) als Koeffizienten

die Abelpolynone Aéa)(x) — x(x)«sm)n-1 erhalten.

Diese erfiillen daher (5.2) und (5.3) besagt

pe 2D Aga)(x) =D Aéa)(x-a) = n Aéfz(X)

fius der Entwicklung (5.1) erhdlt man durch inwendung der Lagrange-

formeln:
pn(x) 1 Xt n x.@(D)" =
(I} = nt ~ n *° @(t) 'tn—1 - n' ’
n %
de a(D)ﬁ-,— = a(t)e™| | fir beliebige f.P.R. a(t).
: t
(5.4) p_(x) = x.0(D)" "
(I1) = pn(x) =n! eth'(t)w(t)n+1| ns 2lso
%
(5.5) p (x) = g'(Do(D)™

Diese Beiden wichtigen Formeln (5.4) und (5.5), die "closed
forms" aus ([ 33} p. 695), sind 2lsP unmittelbare Folgerungen aus
der lagrange'schen Inversionsfornel.

Ungekehrt 148t sich aus ihnen (I) und (II) herleiten (siehe
[5,13, 32]):

Dazu f28t nan die Entwieklung (1.1) als linearen Operator auf den
Raum der Polynome auf:

& k
£f(p) = T ¢, &(D)
k=0
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Wendet man diesen Operator zuf die Polynone pn(x) an, so gilt wegen
(5.3)

LE(D)p, = % ¢, Lg(D)kpn = c_.n!,

wenn Ip(x) = p(0) die Auswertung im Nullpunkt bezeichnet.

Setzt man nun fir pn(x) (5.4) und (5.5) ein, erhilt man

nle, = (D) x.0@)” = = Lt (Do) = (a-1)12" (2)0(z)?)

n zn-1
bzw.
ale, = LE(D)g' (D)2 (D)™ %" = n1£(2)g(2)(2)™] .
Dabei wurdén nur die trivialen Formeln i
f(D)x - xf(D) = £'(D) und LE(D)x"™ = ntf(z)] n
2

verwendet.

Die Folgen vom Binomialtyp lassen sich natiirlich aufs Mehr-
dimensionale verallgemeinern und das entsprechende Analogon von
(5.5) liefert dann die Lagrange- Good-Formel (3.2). Siehe dazu

[5,20,24] und [ 2] fiir den Fall nichtkommutierender Variable,

Weitere Beispiele fiir Folgen von Binomialtyp sind die oberen
und unteren Faktoriellen (X)(n) = x(x+1)...(x+n-1) und
(x)n = x(x-1)...(x-n+1), die Laguerrepolynome Ié?) aus (4.9) fur

a = -1 und die Gouldpolynome Gn(x,b) aus (1.7).

Eine geringfiigige Verallgemeinerung sind die Shefferpolynome.
Sie entstehen als Koeffizienten in einer Entwicklung

sn(x)

(5.6) “ O HMeE)e®? e v g(z)"

nt

und haben ganz dhnliche Eigenschaften wie die p. (x).
&a n
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Die wichtigsten Beispiele sind die Hermitepolynome und Laguerre-
Holiynome Ln(%%x) (fir jedes a)-

¥it der Lagrange'schen Inversionsformel 148t sich (5.6) verallge-
meinern 2zu

® sn(x+ny)

(5.7) z

~yz\n _ X2 (z) =1
. glz)e™?)" = flz)e™” (1-y =5 )

n'!

7zur Beweis braucht man bloB in (II) einsetzen und erh8lt als Ko-

effizienten
X2 £y L1y,
n+1 ''n
g(z) z

(IT) auf (5.6) angewendet zeigt dann, daB dieser Ausdruck gleich
sn(x+ny)/n! ist.
Seien jetzt sn(x) durch (5.6) gegeben und eine Folge pn(x) vom

Binomialtyp durch T pn(X)/n!h(Z)n = P

. Wenn wir nun die pn(x)
nach den sk(x) entwickeln und umgekehrt, erhalten wir ein Paar

inverser Relationen:

p. (x) n sk(X) s, (x) n pk(x)
(5.8 o rale annk K und —‘r-'—kzo Bnk K

Rota [ 33] hat mit diesemAnsats eineneleganteren und einheitlicheren
Zugang zu Riordan's inversen Relationen von Gould- und Abel-typ
gefunden. Wegen

b (x) (x)
2o B n)” -7 x5, h(z)

folgt durch Koeffizientenvergleich mit (5.6)

f(z)-1g(z)k

n
f(z) h(z)k =2 By glz)™.

I

n
_ Loy h(z)
und analog

Die inversen Relationen (5.8), die als Zusammenhangskoeffizienten
zwischen zwei Shefferpolynomen auftreten, sind also die-

selben, die man mit Egoritschews Methode erhdlt. Insbesondere lassen
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sich daher alle inversen Relationen von Riordan aus den umbralen

Kalkil herleiten (obwohl das in [ 33], Problem 1 fiir die Legendre-

und Chebyshev-Typen bestritten wird.).
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6) Garsia's g-Analogon

L. Carlitz [ 3] gab 1973 folgendes schtne q-Analogon der Lagrange-

formeln im Spezialfall w(z) = 1-z an:

n
(6.1) f(z) =% ¢ = :
D (1-z)(1-qz)...(1-g""'2)

. 1 i n-1

(6.2) mit ¢ = — f'(z)(1-2)(1=q2z)...(1=q" 2z)
n [H] . lzn-‘l
= £(2)(1-2) (1=qz)... (1-a""%2)| _
z

(f'(z) bezeichnet dabei die g-Ableitung; siehe [ 8] fiur die Notation).

Dieses iberaus schone Beispiel war der Anlaf fir eine intensive
Suche nach einem g-Analogon der Lagrange'schen Inversionsformel.
Heute kennt man zwei verschiedenartige Theorien, die auBer Carlitz's
Beispiel wenig Gemeinsames haben. Der naheliegende und zundchst
(von Andrews [ 1], Gessel [16], Garsia und Joni [12,14]) untersuchte

Ansatz in der Form
k-1
(6.3) - flz) =% qu(z)g(qz)...g(q z)

ist in formaler Hinsicht HuBerst befriedigend, die meisten inter-
essanten Dinge in dieser Theorie haben im klassischen Fall q = 1 aber
kein Gegenstiick.

Die andere Richtung (siehe [7,18,20,22,25]) leistet wahrscheinlich
ehar das, was man sich anfangs erhofft hat:

neue g-Analoga fiir die Dinge zu liefern, die man mit der klassischen
lagrangeformel behandeln kann, etwa g-Analoga der inversen Relationen,
Zusammenh#inge mit den bekannten gq-Analoga der speziellen Polynome,

etc.
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Wenden wir uns zunichst dem Ansatz (6.3) zu. Diese Form der

"qg-Potenzen" von g(z) hat folgende erstaunliche Eigenschaft:

Satz: Es gibt zu jeder f.P.R. glz) (der Ordnung 1) eine f.P.R. G(z),

so daB3 gilt:
W7 =% bg(2)alaz) ... ald®'z)

“ 7 26(2)6(z/a) ... 6(z/d"") 5 b2

(6.4) % a
k

G(z) nennen wir die q-Inverse von g(z); g ist dann die é—Inverse

von G.

Beweis: Sei z = v ¢ glz)glqz) ... g(qn“1z)=$ G(z):= ¢ ¢ 2@
=1 - 1 n

 Gelz)glqz) ... g(qk-1z)q-k.qkz

Y
N
]

= Zq_kag(z) ce. g(qk_iz).z Glg(qkz)...g(qk+l-1z)

—k 1
= T @a" e 6 ) gz ... g™y
n k
~k n _ -k, _k .
und i (a7 6 G _x)Z =% q Gpz™ - T Gyz7 = G(z).6(2z/q)
usw.

Un fir die Entwicklung (6.3) eine Lagrangeformel zu finden,

brauchen wir eine entsprechende Verallgemeinerung von Lemma 1.

Lemma 3: Es gibt (genau) eine f.P.R. go(z), so daf

(o]
(6.5) M( g (z)dz

g(z)g(z/q)...g(z/q"™) e

Dieses g°(z) muB also ein g-Analogon der Ableitung g'(z) sein, es
ist aber nicht die iibliche g-Ableitung. Wir werden zwar einige For-
meln fiir dieses g°(z) herleiten, konkret ausrechnen 148t es sich

aber anscheinend nur in Carlitz's Beispiel.
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Beweis:Schreiben wir g(z) =2z/+~(z), so vird (6.5) zu

(6.6) &°(z)(z)m(2/q)... ~(z/q"™)| ="+
2z

no
Setzt man jetzt go(z)==yo+-y1z+-y2z2+-... unbestimmt an, dann

kann man daraus sukzessive die Y berechnen.

Kehren wir jetzt zur Entwicklung (6.3) zuriick. Wir dividieren

durch g(z)...g(qnz) und ersetzen z durch z/gt:

f(z/gqn) “e N Cy

= + s
g(z)g(z/q)..g(z/q®) g(z)..g(z/qn) g(z)..g(z/q?1)

=

c
n
e g(;74—cn+14—cn+2g(qz)-+...
Durch Multiplikation mit g°(z) folgt aus Lemma 3

6.7) o =nfle/at)e’(z)dz ny (2(z)e(a’z)dz

=q

T g(z)e(z/q)..g(z/q™) g(z)g(az)...g(a"z)
oder
_(n
(6.8) c,=4a 2 f(z)go(qnz)m(z)...m(qnz)}Zn

Das ist Garsia's g-Analogon der 2.Version der Lagrange'schen In-
versionsformel. Andrews (11 hat ein g-Analogon der 1.Version an-
gegeben, das allerdings viel komplizierter ist, er stellt c,

ndmlich als (n+1) X (n+ 1)-Determinante dar.

Wir wollen noch zwei Formeln fur go(z) herleiten:

Fir q=1 gilt fiir die Koeffizienten y  von go(z)=Z’Ynzn

v =g'(z)] = m(EL2)dz) _py (dz__
zZ zZ G(z

nach der Substitutionsformel (3.3), wenn G(z) die zu g(z) inverse

Potenzreihe ist. Dafur lautet das q-Analogon:

(6.9) =M ( dz )
"n G(z)G(z/q)..6(z/q™)

T
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Beweis: Rin Blick auf (6.4) zeigt, daB wir den Koeffizienten bﬁ
Jetzt auf zwei Arten berechnen konnen. Das ergibt fir beliebige

bn die Gleichung

k XakG(z)...G(z/qk-1)

7 go(qnz)Zakz
—dz),

(6.10) q™mM(

dz ) =M (

g(z)...g(qnz) zn+1

ein g-Analogon der Substitutionsformel {355},

-n-1

Setzen wir jetzt Yakzk=:g(z)..g(qnz)z » S0 folgt wegen (6.4)

g(z) ;g(qnz) o Eakzk+n+1

= zn+1 = ZakG-(Z) o .G(z/qk+n)
2
zn+1q(n+1)

=

k-1
Ta, G(2)6 el G
6(qz)...6(q" 2) a, G(2)G(z/q) (z/q°"")

In (6.10) eingesetzt erhalten wir

an (gong +g?z)dz') _ q(n-l~1 )2 M ( dz
zZ

G(qz)...G(qn+1z)

9

dZ )
n
G(z)G(z/q)..G(z/q")

also y_= M (

Fir die zweite Formel brauchen wir noch etwas Notation, namllch
Gar®Sia's "roofing" und "starring":

Fir f£.P.R. f(z)::?akzk sei

& _(k
f(z)::Eakq (2)Zk

¥*
und, falls a =1, f (z)::f(z)f(qz)f(qzz)...
Dieses unendliche Produkt konvergiert fur |q| <1 oder formal, wenn
man f (z) als f.P.R. mit rationalen Funktionen in q als Koeffizien-

ten auffaBt.

Dieses f (z) ist auch die einzige f.P.R. mit f (0)=1 und

£ (qz) = £(2)f (2).
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Es gilt dann fur g(z)=z/~(z) uwnd (o) =1

(6.11)  g%(z) == (qz) - (g——)"
¢*(z/q)

3
Beweis: Setzen wir gO(Z)==% (qz).t(z) an. Dann wird (6.6) zu

noy"(Z/qn)ﬂ!(Z) ‘Zn = bno'

Durch Einsetzen von m’“‘(z)::Z»nzn und w(z)=:2¢nzn sieht

man erstaunt ein, daB diese Gleichung dquivalent ist mit

A

=*(z/q) « W(z)| n=8&
z

woraus schlieBlich #*(z/q) . *(z) =1 folgt.

no’

In (127 findet man noch eine Fiille solcher eigenartiger Iden-

titdten mit * und ", die wahrscheinlich das Reizvollste an dieser

Theorie sind, fur gq=1 aber ihren Sinn verlieren.

Leider kann man all diese Formeln fur go(z) anscheinend nur
in einem Fall konkret verwerten, nimlich fir «(z)=1- z, also
Carlitz's Beispiel:

Es ist dann

= i (=2z)" 2!
“ )= 1 (1_ 1 )= E -Z) q
ol i=o %7 n=o (1-q)(1—q2)--(1-qn)
daher (%)
() =y —tz2) L pa’
(1-q) ... (1=q™) ©*(z) (1-q) ... (1-q™)
) ()
’ & M 2’ n @ i -1 1
_ § =5 =1 (1—q Z)  (Em——
(ﬁ.(z)) (1-q)...(1-¢") i=o »* (2)

1
(1-2z)(1-2/q)

> g%(z) = »* (qz). 0* (z/q)" =

sodaB (6.8) in diesem Fall wirklich (6.2) liefert.
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Man kann auch ein q-Analogon der Folgen von Binomialtyp

studieren: Ausgehend von

P, (x)

e*? = 1 --—-g(z)g(q2) .. g(d®z)

lassen sich genauso wie in Kap. 5 die folgenden Formeln her-
leiten:

_ n k
Pp(x+y) = 7 (e, (%) p_, (y/0%)
eg;(D)pn = ripn._1 y wobeli D der gewshnliche Differentiations-

a operator und ef(x)= f(qx) ist,

n
p,(x) = q'(2) g°(q"D) (D) ceeo(q D)

7) Ein allgemeiner Ansatz, weitere q—-Analoga.

Wir wollen uns jetzt mit allgemeineren Entwicklungen
(7.1) f(z} = g cy8, (2)
beschdftigen, wo gk(z) eine f.L.R der Ordnung k ist, und ver-

suchen, hier die Koeffizienten C, Zu berechnen.
Dazu miuBte man f.L.R Gn(z) der Ordnung -n finden, sodaB etwa

(7.2) 1L gk(z) Gn(z) = &) fur alle ganzen Zahlen n,k gilt.

Dabei sei L das lineare Funktional I, f(z) = f(z)]zo = M( i%él dz)
Dann wirde fiur den Koeffizienten c, aus (7.1) ndmlich gelten:

(=3 ¢, = L1 (2) 6,(2)
Fiir gk(z) = g(z)k beispielsweise ist wegen Lemma 1
|
(7.4) ¢, (z) = 2202)
g(z)
Es stellt sich daher das Problem, ob man die G, (z) auch fir allge-

meinere q (z) explizit angeben kann. Mit der folgenden Methode
gelingt das in einigen wichtigen Fillen.
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Nehmen wir an, daB unsere Folge gn(z) die Eigenvektoren
eines Operators sind, bzw. seien allgemeiner U,V zwei lineare
Operatoren auf dem Raum der f.L.R. und es gelte fir irgendwelche

reellen Zahlen cn:

(7s5) Ug, = c, Vg,_.

n

< a(z),b(z)>

La (z)b(z) ist ein inneres Produkt auf den f.L.R.
Ist V bijektiv, dann gibt es eindeutig bestimmte f.L.R. gk(z) der

Ordnung -k, die zu den Vgn(z) biorthogonal sind:

(7.6) < S V8, > = &

> <8y Ugy > =0y <, Vg> =c b, =¢ By
=» < U* gk’gn> = Ck = Vélgkvgn >
also:

(7.7) U* g, =c, Vg, und

(7.8) G, = V* g erfillt <¢

X w8y~ = Py

Die Methode besteht also darin, zundchst Hilfsfunktionen Ek(z) zZu
berechnen, die ein dhnliches Eigenwertproblem wie die gn(z) (nur
fir die adjungierten Operatoren) .crfillen, und daraus kann man
dann die gesuchten Gn finden.

Beispiele fur Operatoren:

1) e f(x) = f(ax) = e £(x) = f (’g)

2) Multiplikationsoperator U f(x) = a(x)f(x) : U=U*

3) U f(x) =x £'(x) = U* = -xf'(x)

Jetzt konnen wir an Hand der klassischen Lagrangeformel zeigen,
daB diese Methode uberhaupt funktioniert:

g(z)" erfillen bekanntlich

Die Potenzen gn(z)

'\Z

g, (z) = ng (z) e
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Das ist eine Gleichung der Form (7.5), wenn wir z.B. U = xD,

V =xg'(x)/eg(x) und c, = n wihlen.

Die Ek (x) erfillen daher nach (7.7)

g (x) = -kE_(x) g' d.h.
K

g (x) = glx und
Gk(x) =V g = g(x) , 2lso genau (7.4).

= X
k g(x)k+1

Egoritschew's Ansatz fiir inverse Relationen 148t sich natirlich
leicht auf diese allgemeine Situation ubertragen: Betrachten wir
neben (gn) noch eine zweite Folge (hn)'mit

LlﬁlHk = § o dann ist

. -1
(7.9) e = L £(x) g (x) H (x) B = L £(x)7" hy (x) 6 (x)
ein Paar inverser Relationen, wie man aus den beiden Entwicklungen
f(x) gk(x) =X S hn(x) und
- -1 _
f(x) h, (x) = L8y &,(x)

unmittelbar entnimmt.

Krattenthaler's g-Analogon

Seien D wn zwel Folgen f.P.R. mit

Il

!
(T:.40] =
o= q ® [n] t (ax).y(x)

n1 gn(x)m(x) (' ist jetzt die g-Ableitung)

und sei

n
X

3 ()4 (%)

(7.11) g (x) =
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Fir die Entwicklung (7.1) nach solchen "g-Potenzen" gn(x) konnte
Krettenthaler [25,267 folgende gq-Lagrangeformel zeigen:

(7.12) c, = T%T f'(x) @n(x)Wn(qX)| el
X

(7.13) = (@)D, (@) (-3 @) - xe0)|

Zum Beweis schreiben wir (7.10) um in

o (qx) = o (x) (1+(q"=1)x0)
i (x) = e (ax) (1+(a77=1) = 4).
L & Py (g xy
n
8, (%) 1T+(qg-1)xm»

(7.14) g (gx)(1 -xw) - x4g, (x) = q" [g,(x)(1-z¢) - x»g (qx)]
Diese Glg. ist genau eine Eigenwertgleichung der Form (7.5).

Es folgt daher

g, -2 () ~ xvE,(0) = a"[g, (D0 -x¢) - 30 (F) &,(P]

Aus dieser qQDifférenzgleichung fiur En(x) ergibt sich

&, ) B Q"+ (1-q")x ¢ (x) _n i(x) 2 (x/q)

~

= q
By () 1 +(@-1) 5 0 () i (ax)  m (x)

o, (%), (qx)

n
X

(7.15) =%, (x) =

Die zu.gn(x) orthogonalen Gn(x)errechnen sich nach (7.8)

Gn(x) (1-x ¢ ) é; (x) = g @(E) En(g)

2 oy, (3) ¢ (a0 {0-xe) (14(a%-1)F = (3))-F o(D) (@™ (1-a7)x4) |

x"n»an (’é) ﬂ'n(qx)(1-§ M(’é) - xt(x))

Das liefert wegen c = LT (x) Gn(x) das g-Analogon der 2. Version
(7’13)-



- 28 -
Die 1. Version erhdlt man aus der Beobachtung

: I < {ax)” ! L=
gn(X) = (wn(xj) ,.pn(x) + wz(QH (.'\.n(Xj) =

n-1 n -
N U-x0) o5y - %y B2y
L : ‘ n\x) v (gx ' L%
B g, (o ¢) -z (@)1= Ly,

Wegen ( 6) folgt daher

Il

Lg(x) "‘[nl 6nk

. r—h £'(x) = (x) “'n(qX)an-1'

)
I

Der urspriingliche Bewecis von Krattenthaler ist etwas ele-
ganter:. Lr erhdlt die Orthogonalitdtsrelationen direkt durch Abl%gﬁ
des Quotienten gk/gn. Fir einen weiteren Beweis mit Hilfe von
Polynomen (analog zu Kap. 5) siehe [217.

Die Schwierigkeit bei diesem g-Analogon ist es, konkrete Bei-
spiele fiir Folgen - bzw. W mit (7.10) zu finden. Das derzeit
allgemeinste bekannue Belsplel ist

" (x) = e ((a[n]+b)xr)/ e (bx ), wobei e (x) die q¥-Exponen-
tlalfunktlon ist (siehe [81 § 1.2). Wy (x) erhilt man daraus,
indem man entweder n durch -n oder q durch % ersetzt. Fir die
Anwendungen reicht das aber vollkommen.aus.

Die wichtigsten Spezialfdlle von Krattenthaler s g-Lagrange-
formel sind:

1) = (2) = (1-az)(1-qaz) ... (1-¢® laz) w =

Das ist wieder Carlitz's Beoispiel (6.1). Wegen =!(z) = [n]m (z)—2=
folgt aus (7.12) und (7.13) sofort (6.2).

1-az

Betrachtet man eine zu (5.1) analoge Entwicklung, erhdlt man
als Koeffizienten die g-Laguerrepolynome (siche [6,147). AuBerdem
liefert es folgendes g-Analogon der inversen Relation (Kap 4,Bsp.1):



2)

3)

— B -

— _ n-k
Cnk T [n+k = (-1) 4

Bnk
»n(z) = c(aln)z) b =1 (Jackson [227, Cigler [7])

Damit 148t sich analog zu (Kap.1, Bsp.2) Jackson's g-Analogon
der Abclidentitit herleiten, es liefert die "richtigen" g-Ana-
loga der Abclpolynome (7] und der inversen Relationen von Abeltyp,

z.B.
- e (nzk) k-
o, = (-1)2 k [ﬁ][n+pjn k By = 4 2 [i][n+p][k+p1n k-1

gh(z) = (1-az)(1-qaz) ... (1—qn_

v, (z) = (1—Z/q)(1—Z/q2) oo (1-2/Q7)

Dieses Beispiel hidngt eng mit den g-Jacobi- und q-Gegenbauer-
polynomen zusammen. Gessel und Stanton [18] wenden es auf
Transformationen hypergeometrischer Reiksn an. Krattenthaler
[25,26] konnte damit iiberzeugend g-Analoga der inversen Rela-
tionen von Legendre- und Chebyshevtiyp herleiten, etwa
(vgl. Kap. 4, Bsp.3).
n+ k (g) n+p-k Bx 5
o, = T oy o @ Py = BT 7 112 .'f%f%_}m -2k

SchliceBlich fithrt es - ausgehend von (2.5) - zu einem g-Ana-
logon der Catalanzahlen (siche Kap.8).

Das g-Analogon von Gesscl-Stanton

In [181 geben Gessel und Stanton ein q-Analogon der Lagrangeformel

filr den Spezialfall g(x)

x(1+x)"P"" 2an, das auBer in Spezial-

I

fillen anscheinend nicht in Krattenthalers Ansatz (7.11) enthalten

ist.

Im wesentlichen bringen sie ein g-Analogon der inversen Relation

von Gouldtyp (Kap.4.Bsp.2). Sie betrachten (in etwas anderer Nota-

tion): gk(x) =X ankxn mit

(7.16) a4 =4

-b(n-k)k (a+bk-k1(n'k)

[n-k], !




(7.

= 30 -

Dabei sei [a?(n) = {al[e+1]...[a+n-17,

ab
-1
2], = & - fabl
b b
q -1 [b]

Man rechnet lcicht nach, daf

g, (x) (1-q *[b]x) = q"kbgk(qu) - xq” [b] g (qx)

gilt, was wicder als Eigenwertgleichung

1) ge(a®0 + 6] x g, (x) = (g, (x) + xq® [b] g (ax))

geschrieben werden kann.

= &,(a %)+ ] xg n(%) =7 (6, (x) + %% [b]g, (2))

Setzt men g (x)*_kz VX k, erhédlt man durch Koeffizientenver-

gleich

bk 1 _ bn
e L A B
=[] L. kb [atbnii?
n,k+1 q —q [n—kjb

a-1 k+1
Lk [t1q Yn,k+1)

b(g)”b(g)fa+bn+k1(n"k)
{n‘k]b’

(_1)n-k

SchlieBlich ist
Gn(x)zzg (X)-&an—1[b]én(x/q)

Setzt man Gn(x)- kins s &6 igb (Pnk) wegen

- _ J w T
genau die zu (chk) inverse Matrix.
Man erhdlt

a+k 9
Prae = Yaae 9 10V, g



= B =

b(5)-b(3) | (n-k-1)
- 2 2 (_1)n—k [a+bn+k+1 1\ (Tatbntk - [nk] [b]qa+k+bk)=
(n-k1, ! L
(n-k-1) K
[a+bn+k+1] la+bkak)  B(5)-b(5) 4
(7.18)= [ k.] ; qQ (1)
= b’

Wir haben somit zwei zucinander inverse Relationen (7.16) und (7.18).
Men kenn das Ergeonis aber auch als Lagrangeformel fir die gk(x) =

nh .. Y .
= Z“nkx auffassen: Fir den Kocffizienten c, in der Entwicklung (7.1)
k

einer Funktion f(x)zszkx gilt

gy, = Lf(X)Gn(X) = lz{: Bkak
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8) g-Catalanzahlen

iAusgehend von den Entwicklungen (2.5) und (2.6) fir dic Catalan-
zahlen, wollen wir jetzt zwei verschiedene g-Analoga der Catalan-
zahlen studieren, die den beiden g-Lagrangeformeln von Garg ia

und Krattenthaler entsprechen.

Carlitz's g-Catalanzahlen

Wir definieren analog zu (2.6) q-Catalanzahlen c,=¢C (q) durch
(5|ehe [17):

(8.1) z=n§1Cn_1zn(1-—z)(1—qz)-...(1-qn—1z)

Aus (6.4) bzw. dessen Beweis folgt dann

) o k{(1-1)s n n-1
z¢ =% (T Q.. .G )z (1-2)... (1= z)
n=2 kil-n £-! 1-14 b

Andererseits folgt aus (8.1)

2 = Cuz(1-2) + %, ¢y £(1-2)...(1-¢""5)

n-1

Co==1 und eine andere Entwicklung von z2, sodaB man durch Koeffi-

zientenvergleich
(k+1)1
g =T C.C, q
B-1 Ji1=p-p K1
oder
(k+1)(n—k)
(8.2) n; = kTO Clhi @
(5)~
erhilt. Mit cn=q20n wird das zu
. ~ n —k ~ ~
(8.2)" Cnt = EO O Cg Cpy |

Diese g-Catalanzahlen erfiillen i.w. also das einfachste

q-Analogon der klassischenRekursion (2.1) der Catalanzahlen.
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Fir die ersten Werte erhdlt man:

3 5

C,=Cy=1, Cy=1+q, C3= 1+q+2q2+q3, Cyq= 1+q+2q2+3q +3q4+3q +q6, e

o

Das Analogon von (2.5) fihrt, wie man sich leicht uberlegt, zu
denselben g-Catalanzahlen:

™t

(8.3) 2= % q 2@ ~
n=1 H (1+z)(1+qz)...(1+q2n:Té)

Zn

Eine explizite Formel fur die Cn ist allerdings nicht bekannt.
Dafilr gibt es noch eine schone kombinatorische Interpretation:
Sei ﬂn die Menge aller Worter mit n Nullen und n Einsern, wo jeder
Anfangsabschnitt mindestens so §iele O wie 1 enthdlt. Diesen War-
tern entsprechen Wege von (0,0) nach (2n,0), die nicht unter die
x-Achse gehen, wenn man jeder O ein ansteigendes, Jjeder 1 ein
absteigendes Wegstiick zuordnet. Bekanntlich ist lcnl =C_.

n

Fir das g-Analogon gilt jJetzt:

(8.4) C =7 inv w
D wec
" n
Zum Beweis zerlegt man ein Wort wé ~ in der uUblichen Weise in

n+1

w=0w11w2 mit w1F(_'.k, w2€cn—k

Fiir die Anzahl der Inversionen von w gilt dann

nww=jnvwrkhww2+(kﬂ)hkk).

Daher erfilllt 3 qinvvw dieselbe Rekursion (8.2) wie die Cc, -

WE™
En

Die g-Catalanzahlen cn())

Der 3. Spezialfall von Krattenthalers g-Analogon der Lagrange-formel
legt es nahe, die Imtwicklung (2.5) auch auf folgende Weise zu

verallgemeinern:
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Cn(l) 21

(8'5) =¥
z (2) (1+Z/qn)...(1+z/q)(1+qlz).'.(1+qx+n—1z)
q

Aus 7.12) folgt dann

(8.6) q—(g) c (%) =F%7 (1+z/qn—1)...(1+z)(1+qlz).-.(1+ql+n-1z),

Zn-1
_ 1 7 n-' }2{) ( -n+1 )k l-n1 (%)( A )l
I E L PLE! ORI % 1- 4 a7z |zn-1
n
(5)-k(n=1)+) (n-1-k)+ (21 -k
B T?':T k k 4 n-1-k

und schlieBlich

2
n k +2Ak
(8.7) ¢, (1) = T"T T S B I
Die Summanden sind q-Analoga der Runyonzahlen

T (n

nk = )(k+1) aus 31, p.177, sie zdhlen die Wege von

(0,0) bis (2n,0) iiber der Xx-Achse mit k "Tilern".
Fur gewisse A 148t sich (8.6) einfacher berechnen: Fir =1 etwa

gilt

n
) .
cn(1) = q 2 T%] (1+z/qn-1)...(1+qnz)lzn_1
@ 20 g () (et) (%)
(8.8) = 1 [0

also das naheliegendste g-Analogon der Catalanzahlen liberhaupt.

Fir A=0 erhilt man auf ahnliche VWeise

(8.9) » cn(O) ='T—1T1 F2n1 *—“g

n+ 1+q
Fiur die ersten Werte gilt

(M=) =1, ep()=14g" ™ i) = 14131 'y g4

Nun zur kombinatorischen Interpretation. Es gilt:
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_ - majw+ (A-1) ces w
(8.10) ¢, () = 5 -q

wEee
n

Dabei bezeichnet majw den major (oder greater-)index von w
und desw die Anzahl der Abstiege (= ... 10 ...) in w.
Fur éden Fall A=1 hat J.Furlinger den folgenden eleganten

Beweis gefunden:

Betrachten wir alle Wege von (0,0) nach (2n,0), kodiert durch

0-1- Jorter w, so gilt bekanntlich (siehe etwa r297):

A qmagvcz r%?] .

Wir ordnen jetzt jedem Weg w, der unter die x-Achse geht,
bijektiv einen Weg w' von (0,0) nach (2n,2) zu: Dazu bestimmen
wir den Punkt P auf dem W2g, der am “tiefsten" liegt, und falls
es mehrere solche gleichtiefe gibt, dann den ersten davon. P'
sel der Punkt vcr P.Indem wir das unmittelbar vor P gelegene
absteigende VWegstiick P'P in ein aufsteigendes hinaufklappen
und den Rest des Weges (um zwei Einheiten nach oben verschoben)
daran anhéngen, erhalten wir den Weg w'. Aus w' kann man w
wieder zurickgewinnen: Der kritische Punkt P', an dem das da-
rauffolgende Wegstick wieder hinuntergcklappt werden muB, ist
der am weitesten rechts liegende unter den "tiefsten' Punkten
von w'. Offensichtlich ist majw'=majw-1 .
Daher gilt
5 qmajw= [-Znn}_ wgc qm;jwz |-2nn1__q 5 qmaj w'o_

n

weL
€ n

_ ren 2n o 1 2n
= [a¥-alpy) = [n+1] (51
Fir den allgemeinen Fall (A beliebig) und weitere Eigenschaften

der g~Catalanzahlen verweise ich zuf [117.
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9) AbschlieBende Bemerkungen

Wic aus dem Umfang des Skriptums ersichtlich, erweist sich
das Thema "Lagrange-Inversion" als unerwartet ergiebig. Die
Stoffauswahl ist natiirlich sehr subjektiv, die kombinatorische
Seite wurde zu Gunsten der analytischen vernachléssigt, die
q-Analoga sind sicher nicht zu kurz gekommen. Auf einige wesentliche
Aspekte, etwa kombinatorische Beweise, wurde uberhaupt nicht ein-
gegangen. Ich verweise hier auf die Literatur, z.B. [4,27,30,34].

Als Quelle habe ich neben der zitierten Literatur in erster Linie
eine Vorleéung uber "Kombinatorische Identitédten"benutzt, die

Prof. Cigler im WS 1981/82 gehalten hat. Ich hoffe, die Darstellung
dadurch insoforn bereichert zu haben, daB sie fur jeden den einen
oder der anderen neuen Aspekt enthélt.
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