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Adalbert Kerber (Bayreuth)

Karl-Josef Thiirlings (Bayreuth)

Symmetrieklassen von Funktionen und deren Abzdhlungstheorie II

Standardsituation: m:={1,...,m}, n:={1,...,n}, g2:=(flf:9-» m}

P;;Sn operiert auf EE : mf := fo n-1

Bahnen heiBen Symmetrnieklassen

Bsp.: Graphen, Multigraphen, ...
Partitionen mit beschridnkter Anzahl
und GrSBe von Teilen, ...

Boolesche Funktionen, ...

ai(w) := Anzahl der i-Zyklen von c(m) := L a.(m)
i

(i) Anzahl der Symmetrieklassen = T%T L m

CF TEP

c(m)

1

Cowicht von £ : wi(f) = (IE {111, eeu i f 1 T{m)11)

(ii) Anzahl der Symmetrieklassen vom Gewicht (w)=(w1,...,wm)

ai(o)

W w n i i
_2 (x1+...xm)

= Koeff. von x11...x in i

Pblya

Bsp.: Graphen vom Gewicht (4,2):

@ CemmE——— ®

Verfeinerung: Abzidhlung nach Gewicht und

Symmetrie := Automorphismengruppe
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1. Die Markentafel Burnside (2nd ed., p. 236)

G := endliche Gruppe Dress/Kiichler kunveréffentlicht)
g,vsG . = - Plesken, Crelle 334

UgV ist Bahn von UxV auf G: K./Thiirlings, Proc. Rauischholzhausen

(u,v)g == ugV-1

U

Betrachte Untergruppenverband U(G) , G auf U(G) : gw—.(gUG_

1)
Konjugientenklassen ﬁi' Uieﬁi, ‘SO numeriert, daR

[U'eﬁi,U” eﬁj,U' SU"]=>icj

A.:=(a

a.., := Anzahl der Bahnen von U.xU. mit Stabilisator €U 5 5 w5 )
ijk i 73 i ijk

1 -1
° [ ] g
Marken : wij : IUill{geG I Uj,.gUig i

) . 0

13
aikv ij, d.h. fir Qj := : gilt

dj
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1.2 Satz: 6:G-—>SM . Gm := Stabilisator von m€M
M :
yj := I {m€M | UjiéGm}l , x? := Anzahl der Bahnen mit Stab.
in 6.
J
M M
Y9 %4
Mo_ | M . , -
0% = ; X o= o _ xM = tQ 1 yM
M M
Yg *q
0. | iING(ﬁ.)l
1.3 a.. = L u (U,0.) , o = = 1 =
—== %3 TNSUT 2, Me it h g 1031 yseu,
i i
Ueu uet

c
]

1 {My, v, =4M,02)}, U3 ={01),012)34)} ,

U4 = {(1):0123),1(132)}; U5 = {(1),(1234),(13)(24),(1432)} b
UG = Vﬁ’ U7 = {(1),(12),(34),(12) (34)} , U8 = SQ '
Uy = Di, Ui =,Aé, U;q = Sy e
24 EE
12 2
12 0 4
8 0 O 2 o
6 0 2 0 2
5:0 .6 00 -6
6 2 2 0O O O 2
i 2 6.1 O o O 1
31 3 o 1 3 1 0 1
2-00 2 -2 O0z22.-0 0 0.2
A e T R O I R B

numerierte Graphén mit 4 Punkten und vom Gewicht (4,2)
(2] 3
{f€2é | | £ 11{1}]1 = 2} (15 numerierte Graphen)

=
Il
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15 (0]
() &
3 0
o 0O
M 1 M o)
Y = 3 = X = (0]
1 o)
0 0]
1 1
0 o )
\ o / B 1e

2. Symmetrieklassen von Funktionen

f € | 6:G—esS_ gf = £.5(g) "
(Bsp.: Graphen: m := 2 , n := (g) s 6 : S —8S )

P
)

e gy F(w) s =(£€m™ 1w (£)=w(w,, ... ,w_))

w(f):=(1£

gesucht: nl(w) := Anzahl der Bahnen von G auf F(w) mit Stabili-

sator in ﬁi

m (w) := I{fEF(w) | U $G)l = nt(w) =& o,y m (w)
v
2.1 (1) £ nt(w)x" = b a,; I m” (w) x¥
w v w
(ii) s; := Anzahl der Bahnen von 6[Ui]
tij := Lidnge der j-ten Bahn von G[Ui]
s m 3
= sn’wx" = ¥ (¢ x. ")
w j=1 r=1
t . m C k
(iii)  mE x Yy =@ (¢ x V4 V!
. T r
jr 1 r=1
» IUiI /lUlI Ul §Ui
falls C. =
il )
0] sonst

und kil := Anzahl der Bahnen von 6[Ui] mit Stab. in 51
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== 2.2 sSatz (Plesken): Anzahl der Symmetricklassen vom Gewicht

w und Symmetrie ﬁiv,= Koeg§. von x* 4in

m c K. .4
(z =x vl) L

1 r=1 e

=

S
1

Beispiel: Abzdhlung aller Graphen mit 4 Punkten nach Gewicht und

Symmetrie (= Stabilisatortyp).

Aus der oben bereits benutzten Markentafel Q@ von S4 erhalten

wir als inverse Matrix die Matrix

= - | N
1/24 ¥
-1/4  1/2
-1/8 © 1/4
-1/6 O 0 1/2
0 0 -1/4 © 1/2
1/12 0 -1/4 O 0 1/6
1/4 =-1/2 =1/4 O 0 o 1/2
1/2 =1 o -1/2 © ) 0 1
0 | .b‘: '1/2 0 “1/2 -1/2 -1/2 0 1
1/6 O 0 -1/2 0 -1/6 O o 0 1/2
-1/2 1 o] 1/2 0 /2 o -1 ] -1/2 1

Wir wdhlen jetzt als Permutationsdarstellung

{i,3}

{m(i),m(3)}



- 62 -

und berechnen die Exponenten kvl . Dazu betrachten wir das

Reprdsentantensystem der Klassen konjugierter Untergruppen von S4 S

Wir erhalten:

k1g = 6 €3 = 1
ka1 = 20 ky, =2 Ggy T A Gy 1
k31 = 2, k3'3 = 2 C3q = 2, C33 = 1
Kg.= -2 40 = 3
Kgy = 10 kg3 =1 51 = 4, cg3 =2
kgs = 3 Cg3 = 2
k79 = 1 kgy =2 S71 T 4y cgy =1
kg = 2 Cgz = 2
kg = 11 kgy =1 S92 T 4r Cgq =2
Ki0,3= 1 40,37 ©
k = 1 c = 6

1,7 1,7

Die librigen kvl sind gleich O , so daB diese fir die Abz&hlung

keine Bedeutung haben.

Wir werten nun die Polynome fiir m=2 aus:

I = e
%



- BT =
v o= 1 (x1 + x2)6
v o= 2 (xf + xg_)z(x‘1 + xz)z
v := 3 (x? + xg)z(x1 2 x2)2
v := 4 (x? + xg)2
v := 5 (x? + xg)(x? + xg)
vV 1= 6 (x? + x§)3
v o= 7 (x? + xg)(x1 F x2)2
vim s G )2
vi= o G adad v xd
vi= 10 (x§ + x))
vi= 11 (xS + xD)
- < (X:vl N xzvl)kvl .
1=1
6 6

i:=11 ¢ x1 + x2

zwei Graphen haben die Automorphismengruppe S4 , ndmlich:

und ' i .

1,6 Oy ol X6.+.X6

F(xg + x5) =5(x 2)

Kein Graph hat die Automorphismengruppe A4 %

=0

A . 4 4 2 2yt 46 TR T S -
i:c=9 (x1 + x2)(x + x2) (x, + x = X,X, + X

1 1 2)
Zwel Graphen haben die Automorphismengruppe D4 , ndmlich:

X4
2



i

—

[

3 3,2
(x1 + xz) - (x

Zwel Graphen haben die Automorphismengruppe S3 £S

ndmlich
Q
._—'--——'
1 4
—?:(x1 + XZ)(X1 +
5 5
x1x2 + x1x2

6
1
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und
Q ee—— @
6, _ 3. .3
+ x2) 2x1x2

Zweil Graphen haben die Automorphismengruppe

U

4 2
+ xz)(x1 +

X

7 {(1),(12),(34),(12) (34)} , nimlich

] e
und
2, 1, 4 4, .2 2
2) - —2—(x1 + x2)(x1 + x2) =0

Graph hat die Automorphismengruppe <(1234)>

2 1 4 2 2
x2) - Z(x1 + x2)(x1 + x5 -
4 4 2
] + xz)(x1 + x2) +
2, _ 3.3
2 e

4

’
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Ein Graph hat die Automorphismengruppe {(1),(12) (34)}

’

namlich

_ 1,2 2.2 2 _1,.4 4 2 _
i = 2 : 2(x1 + xz) (x1 +,X2) 2(x1 + x2)(x1 + x2)
3 3,2 6 6, _ 4.2 2.4
(X1 + X2) + (X1 + x2) = X %, + XX,

Zwei Graphen haben die Automorphismengruppe L0TY,012) )

14

ndmlich:

Insgesamt gibt es 11 Graphen mit 4 Punkten, so daB wir alle

nach Gewicht und Automorphismengruppe abgezihlt haben.

In unserem Beispiel ergab sich bereits die Frage, ob. gewisse
Gruppen ilberhaupt als Automorphismengruppen von -Graphen auftreten

k6nnen.
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Bemerkungen zu 9 bzw. zu (aij) = Q 3
1 IUiI
(i) a) a,, = = ‘
ii ©0ii ING(Ui)I
b) a,.=— (- z 6ig 0gs) » falls i # j
J ii gss<i J
(ii) Sei U;;G maximale Untergruppe von G, die Anzahl der Bahnen

von 6+U sei gleich der Anzahl der Bahnen von G(S[U] und

8[G] haben dann di{eselben Bahnen).

Beh.: Keine Bahn von G hat Stabilisator in U

il

Bew.: U =10y, , G =10,

inzahl der Bahnen vom Gewicht w mit Stabilisator in U

2.2
d m c k
Koeff. von x" in ay, §-1 n{zc xrvl) vl
v 7’ 1=1 r=1 |
d d e k
=.. B @y a0 0 (g x Yy ¥
v=d-1 "' 1=1
= o)
%a-1,d-1 T ~%g,g-1 Pach (i): , o
-1 . 10|
Q = S -4 A
% ING(U)I
10| 1
IN.(U)1I
Bsp, : Ap + P22 ist nicht Automorphismengruppe eines

Graphen mit p Punkten
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(iii) Herleitung von Pdlyas Theorem aus 2.2:

¢(IUvI) / IN (Uv)l . falls‘Uv zyklisch

G
Lemma : L a ., =
e { vi
(0] i sonst.
cvl kvl
= I a ., I(Z x ) = Z2I(S[G] | X, +...+xX)
; Vi 1 m!
TV 35 :
(iv) Gruppentheorie
neguline Danstellung p:G —» Sg * 9 . (gr;l)
d m C.
berechne Za. I (& x vl) vl
Vi r
1=1 r=1
k = Anz. Bahnen von p[U | mit Stabil. in U
vl Vv 1
l | I
Rechtsnebenkl. v. Uv = {1}
lG:le , falls 1=1
= cv1 = Ile
"0 sonst : ’
c\)l kvl m IUVI IG:UvI
= E ayi I (E'Xr ) = I avi( T xr )
Vv 1l «r v r=1
r, ro

<& GanaP: o dajo

der Koeffizient von Xp -.-X in diesem Polynom ist die An-

m

zahl der Bahnen von G auf gG , deren Elemente das Gewicht

(r1,...,rm) haben und zu Ui konjugierte Stabilisatoren

Fall m := 2 =¢‘3G = Potenzmenge P (G)

Stabilisator von A P (G) :

G, = maximale Untergruppe, so daB A noch Vereinigung von

A

Rechtsnebenklassen dieser Gruppe ist
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=> Satz: Dex Koefgizient von xfxéG'-r in
d 1.t 1.1 1G:U_|
v v v
IG.Ui! i: (X\)i (X,1 +X2 )

v=1
st die Anzahl denjenigen Teilmengen A von G mit
Ondnung r , 4in die die maximale Untergruppe U , s0
daB A noch Vereinigung von Rechtsnebenklassen nach

U is8t, 4in Gi Liegt.

Beisp.: G := 54 und Ui 2= {(1),(12),(34),(12)(34)) -,

Wir erhalten das Polynom

1, 4 4.6 1,8 8,3, _
6(—2—(x1 + XZ) - §(X1 + x2) ) =

20 4 16_8 2 17 8 16 . 4 20
18x1 x2 + 36x1 x2 + 6Ox1 x2 + 36x1x2 + 18x1x2 -

Das bedeutet u.a., daB es 18 Teilmengen A von S, der

4

Ordnung 20 gibt, so daB A Vereinigung von Rechtsneben-
klassen von G nach einer zu Ui konjugierten Untergruppe

U ist und U diesbeziiglich maximal ist.



