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Adalbert Kerber (Bayreuth)

Karl-Josef Thurlings (Bayreuth)

Svmmetrieklassen von Funktionen und deren Abzahlungstheon^JC^

Standardsituation: m:={1,..., m}, n:={1,..., n}, m^:={flf:n-> m}

p ^ S_ operiert auf m^- : irf := f o TT
n

Bahnen heiBen SymmttAie.k. ta^&e.n

Bsp. : Graphen, Multigraphen, ...

Partitionen mit beschrankter Anzahl

und GroBe von Teilen, ...

Boolesche Funktionen, ...

a. t-n] := Anzahl der i-Zyklen van ir C(TT) := L a (TT)

1 " -C(1T)
(i) Anzahl der Symmetrieklassen = -^ E m-

CF ' ^ ' TT6P

-1 .
-1

Gcw^htvon f : w(f) := (lf-t[{1}]I,..., lf-'[{m}]I)

(ii) Anzahl der Symmetrieklassen vom Gewicht (w)=(w^,..., w^)

w
1

.1 <:"
n

Koeff. von x^1... x^m in -^- ^ n(x^+... x^)
a (p)

Polya
7T P i=1

Bsp. : Graphen vom Gewicht (4, 2):

Verfeinerung: Abzahlung nach Gewicht und

SyTe.^t£ := Automorphismengruppe
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1. Die Markentafel

G := endliche Gruppe

U, V S G . :

UgV 1st Bahn van UxV auf G:

(u, v)g := ugv-' -

Burnside (2nd ed., p. 236)

Dress/Kuchler (unveroffentlicht)

Plesken, Crelle 334

K. /Thurlings, Proc. Rauischholzhausen

Betrachte Un^eAg/LU.ppe. nv^ba.nd U(G) , G auf u(G) : g I "(_,, H 1)
gUG

Konjug^^t&. nklcu^&nu^, U^GU^,. sonumeriert, da5

[U' U^, U" 6Uj, U' SU"] ==» i ^j

aijk := Anzahl der Bahnen von U^U^ mit Stabilisator e5k'A :=(a )

Ma^feen : uij -j-u!-^-!'{geG i u ggu^g"'1}

MaAke. yita^t: n := (u,,)

1. 1 (i)

ft =

IGI

IG;.U, 1 IN^(U, ):U,1

-\

0

'i' '"Gvui"ui

\ 1 1,

(ii) o^ ^ = ^ a^ ̂ j , d. h. fur coj :=|
'"1jN

"dj
gilt

A.. u^ = u. . u .
i -3 -ij -j
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1. 2 Satz: 5:G

M

S., r G_ : = Stabilisator van m. £M

I{m£M I U ^G^}I , XM :- Anzahl der Bahnen mit Stab,
in U.

_M

/^. -M \

M

l^^;

(^XM ^
X1

XM
^xd^

XM = V1 yM

-^ aij
lu±

IN. (l;. )l ^ tlG(u'ui). ' "i-j
'G^i. ' ' U^U. u ^ . ' .

ueu_

IN^(U, )I
J_

TU71-:- u;u,
UGU_

Bsi G := S

=, {.(1)}, , U2={(1), (12)},. U3={(1), (12), (34)} ,u. =

u. =

u^ =

u^ =

{(1), (123), (132)}, U = {(1), (1234), (13) (24), (1432)}

V^, U^ = {(1), (12), (34), (12)(34)}

D4' U10 = A4' U11 = s.

U8 = S3 '
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1 1 1

1

0

1

M : = numerierte Graphen mit 4 Punkten und vom Gewicht (4, 2)

{fe24
[2]

.
1{T}]1 - 2} (15 numerierte Graphen)
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M
Y =

r1^
3

0

1

3

1

0

<s^

M
x =

r°^
0

0

0

0

0

0

^^

2. Symmetrieklassen von Funktionen

fern" 6:G -»S.
n

gf := f. 5(g)
-1

(Bsp. : Graphen: m:=2 , n := (^) , 6 : S -^ S )
p (P)

k2;

w(f):=(tf~ [{1}]1 ,..., If" [{mj} 1) F(w) :={f mnlw(f)=w(w^..., w )}

gesucht: n^(w) := Anzahl der Bahnen von G auf F(w) mit Stabili-

sator in U.
1

m (w) := i{feF(w) i u ^G^} nl(w) = E a^^ mv(w)

2. 1 (i) E nl(w)xw =E a ^ E m^(w)xw
w v - w

(ii) s^ := Anzahl der Bahnen von <5[U_.]

t^^ := Lange der j-ten Bahn von 6[U^]

=^ E inv(w)xw = ^v ( S xs^)
w j=1 r=1

(iii) H(E x;^) = n ( E x^l)"vl
j r r ' 1 r=1 r

falls cil :
lU^I / lU^I ul ^ ui

0 sonst

und k.. := Anzahl der Bahnen van 5[U^] mit Stab. in U
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. ».. i^^fS^y,

==^ 2. 2 Satz (Plesken): Anza^ de.^. St/mme^t. t£fe^.a44&n vom Gew^c^

w and Symme. tyu. e. U^,=Koe^. von x ^n

d . m °vl, kvl
L %i . ". (E, xrvl) v'~
v ^1 1=1 r=1 r

Beispiel: Abzahlung aller Graphen mit 4 Punkten nach Gewicht und

Symmetrie (= Stabilisatortyp). .

Aus der oben bereits benutzten Markentafel ft von S^ erhalten

wir als inverse Matrix die Matrix

1/24

. 1/4 1/2

1/8 0 1/4

. 1/6 0 0 1/2

0 0 -1/4 0 1/2

1/12 0 -1/4 0 0 1/6

1/4 -1/2 -1/4 0001/2

1/2 -1 0 -1/2 00 0

0 0 1/20 -1/2 -1/2 -1/2

1/6 0 0 -1/2 0 -1/6 0

1/2 1 0 1/20 1/2 0

1

0

0

-1

1

0

-1

1/2

-1/2

Wir wahlen jetzt als Permutationsdarstellung

5 : S^-S^^j ^
{i. J}

{TT(i) , TT(J) }
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und berechnen die Exponenten k,, ^ . Dazu betrachten wir das

Reprasentantensystem der Klassen konjugierter Untergruppen von S

Wir erhalten:

. 11

L21

L31

L41

'51

'63

L71

'82

'92

. 10,3

:n,7

6

2, k^^

2, k
2

1' k53
3

1, k^^
2

1, k^
1

1

'33

'53

'77

'97

2

2
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2

1
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'92

"10,3

'11,7

1

2, c

2, c

3

4, c

2

4, c

3

4, c

6

6
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33
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77

97

1

1

2

1

^

Die ubrigen k,,, sind gleich 0 , so daB diese fur die AbzShlung

keine Bedeutung haben.

Wir werten nun die Polynome fur m=2 aus:

t^. y^
1=1
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\)

v

\>

v

v

\)

\>

v

v

\)

v

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

;= 11

;= 10

(x^ + x^)

(x^- + x?'(x^ + x )

(x^- + xp'(x^ + x^)
.

3 , .. 3,2
(x^ + x^)

(x^ + x^) (x^ + x^)
(X1 + x^)3
(x^ + x^) (x^ + x^)2
(X3 + X^)2
(X4 + X^) (X^ + x^)
(x^ + x^)
(xf + x^)

^,J (xsl.. x^vl)kul
v 1^1=1

X6 + X6
X1 + X2

zwei Graphen haben die Automorphismengruppe S^ , namlich;

i(x6
?VA1 + x^) - ^

und

+ x^) = 0

Kein Graph hat die Automorphismengruppe A^

i := 9 : (x^' + x^) (x', ' + x^) - (x^ + x^) = x, x^ + x','x.

Zwei Graphen haben die Automorphismengruppe D/, , namlich;
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un d

;= 8 : (x^ + x^)2 - (x^ + x^) == 2x^x^
Zwei Graphen haben die Automorphismengruppe S, S S^, ,

namlich

und

i := 7 : -^(x^ + x^) (x^ + x^)2 - ^(x^ + x^) (x^ + x^) =
x^x^ + x^x^

Zwei Graphen haben die Automorphismengruppe

V = {(1), (12), (34), (12) (34)} , namlich

und

;= 5 : ^(x^ + x^)(x^ + x^) - ^(x^ + x^)(x^ + x^) = 0
Kein Graph hat die Automorphismengruppe <(1234)>

;= 3 : {(x^ + x^)2(x^- + x^)2 - ^(x^ + x^)(x^ + x^) -
^(x^ + x^)3 - ^-(x^ + x^)(x + x^)2 +
^(x^ + x^)(x^ + x^) = x^x^
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Ein Graph hat die Automorphismengruppe {(1) , (12) (34) } ,

namlich

i^ + X^'(X1 + x^)2 - ^(x^ + x^)(x + X2)" ~
{X3 + X^)2 + (x^ + x^) = x^x^ + x^
Zwei Graphen haben die Automorphismengruppe {(1), (12)}

namlich:

un d

Insgesamt gibt es 11 Graphen mit 4 Punkten, so daB wir alle

nach Gewicht und Automorphismengruppe abgezahlt haben.

In unserem Beispiel ergab sich bereits die.Frage, ob g^wisse

Gruppen uberhaupt als Automorphismengruppen van Graphen auffreten

konnen.
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Bernerkungen zu n bzw. zu (a^ ̂ ) := ft
-1

(i) a) a^ =
II U

lui
ii ING(ui)T

b) a_ = (- L u^^ a^^) , falls i + j
13 "ii ' j^s<i-is "-SJ

(ii) Sei U^G maximale Untergruppe von G, die Anzahl der Bahnen
von <5+u sei gleich der Anzahl der Bahnen van G((S[u] und

<5[G] habe-n dann (LiueJibw. Bahnen) .

Beh. : Keine Bahn von G hat Stabilisator in U

Bew. : U = U^_^ , G = U
Anzahl der Bahnen vom Gewicht w mit Stabilisator in U

2.2

Koeff. von x" in E a
d , m Sl. kvl
n ( L x^±)

[v 
vl cl~1 

1=1 r=1 
r ' I

Si, k^i
v

d d
E . a^. d-1 . H. (E xrvx)

=d-1 ^'cl"1 1=1 'r 'r

ad-1, d-1 = -ad, d-1 nach (i):
Q

-1 Ul

IN^(U)I
IUI

1

^
rN^uTi ^

Bsp, : A_ , p S 2 ist nicht Automorphismengruppe eines

Graphen mit p Punkten
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(iii) Herleitung von Polyas Theorem aus 2. 2:

Lemma: Z a . _. =
i vl

(()(IU^I ) / IN (U^) I , falls U^ zyklisch

0 sonst.

c . k .

E a H(E xvl)vl = ZI(5[GJ
i, v 1 r r X1+---+xm)

(iv) Gruppentheorie

MgLLtdfLii Pa^Li^e^ung p:G SG : ^ (_h)
vgh;

d , m cvi^\i
berechne La,, R ( E x^"'-)

Y) vl 1=1 r=t r

'vl Anz. Bahnen von p[U.. ] mit Stabil. in U
I"""' ^""^"" """ 'L^Jt ""L-Z1-J "' ~'1

Rechtsnebenkl. v. U.

IG:U.. I , falls 1=1

{1}

'y

S1 = luv
0 sonst

cvl. \l " , m tuvlJG:u^1
c^^a^, ^^^^^-, ---

r- r

der Koeffizient von x^ ... x_ in diesem Polynom 1st die An-
m

zahl der Bahnen van G auf mc , deren Elements das Gewicht

(r^,..., r_) haben und zu U^ konjugierte Stabilisatoren

Fall m := 2===> 2" = Potenzmenge ]P (G)

Stabilisator von AeIP(G) :

G^ = maximale Untergruppe, so daB A noch Vereinigung van

Rechtsnebenklassen dieser Gruppe ist
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Satz: Pe^ Koe. ^^z^£n^ von x^x,r-. tGt-r
-in

IG:U. lu^'^I. IG:uvt
"i' ^ ^ (^ V+X2 " )

-cA-t die. Amalit d&Aje. yu.ge. n T^^bne. ng&n A van G mU

O^dnung r , ^UA die. cU.e. maxlmcLta UytteA.g^.u.ppe. U , 40

daS> A noch Ve.^^yu. gung von Rec^t6n&b£nfe£aA4en MLch

U ^>t, ^.n U tie-gt.

BeisP-: G := S^ und U^ := {(1), (12), (34), (12) (34)}

Wir erhalten das Polynom

6<?^+^'6-5<"^^3) -

18xMx^ + 36X;6^ + 60x]2x^2 . 36x^x^6 + , 8x^^°

Das bedeutet u. a., daB es 18 Teilmengen A von S, der

Ordnung 20 gibt, so daB A Vereinigung von Rechtsneben-

klassen von G nach einer zu U konjugierten Untergruppe
U ist und U diesbezuglich maximal ist.


