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INTRODUCTION

Le texte qui suit est une synthese sur les proprietes connues

d'une classe de codes que nous avons baptises ci.rculaires. II s'agit

essentiellement des codes pcrmettant Ie dechiffrage.de mani&re unique

desr inots; circulai-res'. On peut envisager ces mots circulaires de trois

fa9.ons equivalentes :

(i) une suite de lettres ecrites sur un cercle.

(ii) un mot doublement infini. periodique.

(iii. ) la classe d'equivalence d'un mot par decalage circulaire de ses
lettres.

}

Selon les cas, 1'une ou 1'autre de ces representations se prete

mieux a. 1'intuition ou aux demonstrations formelles. L'idee d'etudier

les proprietes combinatoires dec mots circulaires apparait dej5 dans

1'article d'Axel Tliue C23] que 1'on peut considerer comme la premiere

contribution importante a la combinatoire des mots.
Les codes circulaires eux-memes ont ete introduits sous une

forme un peu differente par S. Golomb et B. Gordon ^les codes a
'dit aV d. e~s\^chron'i section. b'&/"ee . Ces. de.̂ ni^s ss'\t e u-x-, r"c-n^as OinA. 

^ ^ 
^ ^

gine'ralisafeA on des codes "comma free" qui ont excite les imaginations

a une epoque oQ une col'ncidence numerique avait fait penser que Ie
code genetique etait un code comma free : 1c nombre des acides amines
codes par des suites de trois bases pris parmi un ensemble de quatre
bases possibles (A, C, G, U) est egal a 20. Et ce nombre , conune on Ie verra
en section 3,est aussi Ie nombre maximum ̂ --^W d'elements d'un code
comrag free forme de mots de longueur 3 que un alphabet a quatre lottrcs.
Malheureusement, on sa it maintenant que Ie code genetique n'est meme

pas un code, au sens que nous donnons ici a ce terme. II reste que les
codes circulaires forment une famille initeressante de codes qui inter-

vlent dans de nombreux problemes de combinatoire de-s mots.

LP. texte est divise en quatre sections. Dans la premiere, on donne

des definitions et dos proprietcs generale? des codes circulaires. Dans

la seconde on etudie 1c li-en entre di verses sous families parametrees des
cadres circulaires : codes limites, codes uni. formcment synchrones. Dans

la troisleme section, 1'at-tention est portc? sur les distributions par

longueurs des codes circulai. res. la quatriemc section porte sur lc. s fac-
tori-satioiis dcs monoi'des libres qri font inl. ervenir dc fa^on esscnticlle

l. es codes circiilai. res.
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En general, les enonces donnes dans Ie texte ne sont pas demontres

Les preuves peuvent etre trouves dans les articles originaux cites en

references. Elles apparaitront aussi dans Ie livre sur les codes que nous

preparons. Ce texte est en fait une premiere version abregee du chapitre

VII dece livre. Nous donnons ici une seule preuve complete : celle du

Theoreme d'Eastman-Scholtz sur les codes comma-free (Theoreme 3. 3). La

preuve que nous presentons, sans etre tres differente de celle de Scholtz ,

est basee sur 1 idee de factorisation du monol'de libre. Elle nous semble

de ce fait plus facile a suivre que celle de Scholtz.

Les notations generates qua^ nous utilisons sont celles de

Monsieur Lothaire.

PLAN

1. CODES CIRCULAIRES

2., CODES LIMITES

3.. DISTRIBUTIONS PAR LONGUEURS

4. FACTORISATIONS DES MONOIDES LIBRES

1. CODES CIRCULAIRES

Soit X une partie de A ', c'est-a-dire un ensemble de mots

sur 1'alphabet A. Soit

y?: B_>.X

une bijection d'un ens«mb_le B. sur X. On note encore V Ie ciorphisrae

de B dans. A qui prolonge Y:> . On dit que X est un code si 1c morphi. sme
f est injectif.

Si deux mots w,w' de B sont conjugues, c'est-a-dire si

alors V(w) et f(.v!') sont conjugues puisque

f(w) = y(u)y(v) , f(w') - V(v)y(u).

Ainsi ^ definit une application

<^ -. o3 --^ ^

de 1 ens.emble ^0 des classes de conju^aison de B dans 1'ensemble
./<-

des classes de conjugaison dc A .
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On dit que X est un code circulaire si 1'application ^ est injective,
Cette terminologie est justifiee par Ie fait que la propriete d'etre un
code circulaire ne depend que de X et pas de la bijection ^ consideree.
Clairement, tout code circulaire est un code.

En fait un ensemble X C A* est un code circulaire ssi pour tous

n, m ^ 1 et XpX^,..., x^  X et y^, y^,

s   A+ les egalites.
, y^ e X et p   A' et

s x^x2X3--- xnp = yly2---ym

° ps

(1. 1)

(1. 2)

impliquent n=m, p = I et x^ = y^ (1^ i^n) (voir Figure 1. 1).
Pour que X soit un code, il faut ct il suffit que la condition ci-dessus
s.pit realises quand p = 1 (et done s = x, ).

Figure 1. 1. Deux factorisations d'un mot circulaire

Intui-tivement, un code circulatre est done un ensemble X de mots

tel que tout "mot circulaire" se factorise d au plus une faqon en mots de X,

Toute partie d'un code circulaire cst evide'nment un code circulaire.
Nous aliens maintenanfc caracteriser de plusieurs fa^ons les sous

monoldes engendres par les codes circulaires.

On dit qu

et n > 1, on a

On dit qu'un sous mono'ide M de A" est pur si pour tous x £ A-

xnc M^-x. e M (1. 3)
.^c-

On dit que M est tr^s pur^ si. pou^- tous u, v e A" on a

uv, vu c M -^-u, v c M (1. ^)

Un sous mouoi'de tres pur cst pur. l, a reciproqiic est faussc

(cf. Excmplc 1. 3).
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On verifie facilement la Proposition suivante :

^
PROPOSITION 1. 1. Un sous monoide M de A" est tres pur ssi il est

engendre par un code circulaire.

On peut montrer qu'un sous-monoi'de M de A est libre, c est-a-
^

di^-e engendre par un code ssi pour tous u,v   A on a

u, uv, vu   M .=^- veM (1. 5)

Ceci fait apparattre directement qu un sous monoi'de tres pur est

libre.

EXEMPLE 1. 1. Soit A = { a, b}. Le code X = a*b est circulaire. En
*rfc

effet, on a X" = Axb ; ainsi, si uv, vu e X" alors u et v se

terminenfc par b (ou sont Ie mot vide) ; ainsi u, v c X ".

A toute partie X de A on associ-e son automate en petales de la

fa^on suivante :

Soi-t Q 1'ensemble

Q = { (u, v) e A+x A+|uve X} u 1.

On as.socte a chaque lettre a   A la QxQ matrice ^W a
coefficients entiers definie de la fa^on suivante :

l:<fX<a):In. as !
P>q

dans les cas s.uivants

(i) p == (u, av), q = (ua, v)

(ii) p= I, q = (a, v)

(3i) p - (v, a), q = I

(4i) p= 1, q= l, ae X.

^. (a)]p., 0

dans les autres cas.

EXEbfPLE 1. 2 Soit A = <a,b} et X = (b, ab} qui est un code circulaire

puisque X c a^b. Chacune des matrices y(a) et y(b) definit une QxQ
relation qui peut etre representee siir Ie graphe de la Figure 1. 2.
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Figure 1. 2. L'automate en petales de X = {b, ab}.

On a

^Ca) - [: 11-
0 0.1

V, (b) - f; :!.
1 0

Le monolde y^(A ) est constitue de 1, ^(a?, y>y(b) et des
deux elements

1 oi . _ ro i
^(ab) =| | , Tx(ba) =
X""" IQ o^ ' 'x' ' lo i

a

On etend 77,, en un morphisme de A" dans Ie monoide des QxQ

matrices a coefficients dans N u oo (en fait toutes les matrices

*f(w) pour we A sont a coeffi-cients dans N).
On demontre que pour tout mot w Ie coefficient

r^-)], ;,
est egal au nombre de factorisationa. de w en mots de X.

PROPOS.ITION 1. 2. Soit X une partie de A . Les. conditions s.uivantes

sont equivalentes :

(i) X est un code tres pur.

(ii) Pour tout w  A*, iaJ^race_de_J. aL-I"ltrl-ce- </5x ̂w^ . es^-ega-le-a-
0 ou J .

On peut deduire de la proposition precedente une caracterisation
des codes, circulalrcs finis due a A. Rtistivo f 16], [ 1 7jl.

PROPOSITION 1. 3 c'oi. £ X C A" un code fini. Les conditions suivantcs

sont cquivalentes:
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(i) X est un code circulaj_re

(ii) il existe des parties finies T, U, V, W de A telles que

X* = Tu(UA* 0 A*V) - A WA

Les parties {(cf. [13], [5j, [93, [15])\yde A' satisfaisant la

condition (ii) sont appelees strictement localement testables \(:Pour

-yerifier qu'un mot w est dans Y^il suffit de regarder s'il est dans
T ou s'il a un debut dans U, une fi-n dans V et qu'aucun de ses

facteurs n'est dans W.

EXEMPLE 1. 3. On a pour A = {a, b} et X = {b, ab}

X+ - A*b - A*a2A*

c'es. t-a-dire qu'avec les notations de la Proposition 1. 3 on a
T = {1}, U = {I}, V = fb), W = {a2}. D

Un code (reap. un code ci-rculaire) X est maximal si pour tout

code (resp. code circulai-re) Y, 1'inclusion X c Y entraine 1'egalite
^ = Y.

Une partie Y de A est dense dans A si tout mot de A
est facteur d'un mot de Y. On a alors Ie resultat suivant :

THEOREME 1. 4 S.oit X un__code (r.esp. un code circulaire) . Alors X

est dense ssi. 1'une des conditions suivantes est realisee :

(i) X es. t maxima!

(ii )Xest dense.

L'enonce concernant les- codes est du a Schutzenberger (cf. r5 ]).

Celui qui concerne les codes circulaires est dO a A. De Luca et

A. Restivo [2].

On en deduit que si X est un code ci-rculaire qui n'est pas

dense, sa maximalite en tant que code equivaut a sa maximalitS en tant

qire code c i'-c iilai>'& .
Un code circulaire maximal X n'es. t jamais fini, sauf si X = A.

En effet, si c'etait Ie cas, X* serait dense, II existerai-t alors, du
fait que X est fini, pour toute lettre a e A un entier n i. 1 tel
que an   X. Cornme X* est pur cela impliquerait a e X.

A 1'oppose des codes circulaires maximaux, considerons les codes

circulaires a deux clenients.
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Soi-t X =^x, y}. Tout d'abord , X est;un code ssi x et y ne

sont pas puissance d'un meme mot. Ensuite si X - fx, y} est un code, . .. --
soit ZCx*y u y*"x 1'ensemble des mots z £ x*y u y*x qui ne sont pas
primitifs.

On peut demontrer que seuls les quatre cas suivants sont possibles
(cf. [103, Ell], [221) :

(F) Z={x, y)
(ii) Z = {x, z} ou Z = f y, z}

(iii) Z = { z}

(iv) Z = 0

On peut demontrer les assertions suivantes (cf. [10]) :

(1) X * est pur ssi X satisfait la condition (iv)
(2) X est un code circulaire ssi X satisfait la condition (i-v)

et que les mots x, y ne sont pas conjugues.

Nous illustrons les differentes situations possibles sur trois

exemples.

EXEMPLE. 1. 4. Lecode X= {b. abl del'Exemple 1. 2 satisfaitla

condition (.iv) pui-sque 1'ensemble b* ah u (ab)* h ne contient
pas de mots imprimitifs. C'est un code circulaire. a

EXEMPLE 1. 5. Le code X = {b, aba} satisfait la condition (iii)

avec

z ;= b-a

puisque z = b(aha). Le sous monolde X n'est pas pur. D

EXEMPLE 1. 6. Le code X = { ab., ba } satisfait la condition (iv) . Le

sous monolde X* est pur. En effet, supposons que ZM- e X". Supposons

d'abord que z soit de la forme z = uaav.

Comme aa n'est pas fa=teur d'un mot de X on deduit de

uaavzn-l   X* que ua, avzn- e X*. De la mSme fa^on, on deduit dc
zn-luaav eX* que zn-lua, av   X*. Ainsi ua, av e X^ et done
z = uaav e X .

De In m@me fa^on, si z = ubbv, on obtient z e X . Dans Ie
A'

derni-er cas ou ./. est fac-tpur de (ab) on obtient z e X en raisi

nant sur la parite dc la longueur de 7.. D

On ne connait pas de classification analogue pour Ie cas d'un

code

constitue de trois mots.

on-

X -{x, y, z }
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2. CODES LIMITES

Nous avons vu (Proposition 1. 3) que les codes circulaires finis

sont catacterises par une condition concernant leur dechiffrage, Cette

condition a ete introduite sous diverses formes legerement differentes :

codes a delai de synchronisation hornee", "codes localement dechiffraUes",

etc... Dans. cette s.ection nous Studions cette question de fa^on systematique.

Pour cela nous introduisons des families particulieres de codes circulaires

definies par des restrictions de plus en plus fortes sur les chevauchements

entre mots du code. La famille la plus particuliere est celle des codes

comma free, sur laquelle nous reviendrons dans la section suivante.

Soient p, q ^ 0 deux entiers. On dit qu'un sous monoi'de M de

A verifie la condition C(p, q) si pour toute suite

u_, u,, «..,
-p+q

de mots de A , 1'hypothese

"i-1 ",   M (I ? i .? p+q) (2. 1)

implique

U   M
p

u..

Figure 2. 1. La condition C(p, q) (pour p impair et q pair)

Far exemple, la condition C(l, 0) s'ecrit

uv ^ M ==^ v e M

et la condition C(1, 1) s'ecrit

UV, VW £ M -==^- V £ M

Les conditions C(p, q) ont etc introduites par Schiitzenberger C217

la forme

a C(-p, q).

sous la forme de conditions V_(p, q) pour p 5; Oy q qui equivalent
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On verifie facilement que si M satisfait C(p, q), il sati-sfait

C(p', q') pour p' .> p, q' ^ q.

On verifie facilement la propriete suivante :

PROPOSITION 2. 1. Soient p, q 5 0 et M un sous-monol'de de A*. Si M

satisfait C(p, q), il est tres pur.

Soit M un sous monoide qui verifie une condition C(p, q). D apres

la Proposition precedence, M est engendre par un code circulaire X.

On dira que X est un code (p, q)-limite, ou simplement limite.

EXEMPLE 2. 1. Le seal code (0, 0) limite sur A est X=» A. a

EXEMPLE 2. 2. Le code X = a b de 1'Exemple 1. 1. est (1, 0)-limite. 0

EXEMPLE 2. 3. Soil A = fa^ | i?0} et X={a^ a^^^ | i $ 0}.
Le code X est circulaire mais il n est pas limite. a

D'apres la Proposition 2. 1, tout code limite est circulaire.

L'Exemple 2. 3 montre que la reciproque est fausse. Nous allons capcndant

montrer que, dans Ie cas des codes reconnaissables, elle est vraie.

Rappelons qu une partie Y de A est reconnaissable s'il existe

un morphisme ^ : A M de A sur un monoi'de fini M tel que

V (Y) = Y.

PROPOSITION 2. 2. Un code reconnaissable X est limite ssi il est circulaire

L implication limits =^ circulaire resulte de la Proposition 2. 1.

Pour etablir 1 autre implication, on utilise 1c fait que si X est un code

reconnaissable, il existe un ensemble fini Q et une representation
ie

de A par des Q x Q matrices a elements 0 ou 1 telle que

X* = {-x c A* |Cy(x)J - 1}.
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Pour p+q assez grand on aura pour toute suite u^ (0 $. i «" p+q)
satisfaisant(2. 1) un s £ Q et des indices k, 1 avec k< 1 tels

que

^<ukuk. r--ui)^, s=l

[<f<ukuk+r"ui)3i, i = !

Figure 2.2

En posant u=u , v = u^p.. u^, on a uv, vu £ X d'oQ
^.

u, v c X . Ceci montre que u^ e X . On montrerait de meme que u^   X

Ceci permet de montrer que X est limite.

Soit XC A un code. On dit que X est uniformement synchr^ne

s'il existe un entier s > 0 tel que

C*. (2. 2)x   Xs, u, v   A*, uxv e X* -»- ux, xv   X .

Si 1'implication (2. 2) est vraie pour un entier s, elle est
vrai-e aussi pour s* $ s. Le plus petit entier s tel que (2. 1) soit
vraie s'appelle Ie delai de synchronisation de X. On Ie note <7 (X) .

La iiotion de code uniformeraent synchrone apparatt dans C7jl, [17J,

ll3] ("codes with bounded synchronization delay" ou "locally parsable

codes").

EXEMFLE 2. 4. Soit A ={ a^, a^,. .. ,a^} et X= {a^|i< j}. On
peut verifier que X est uniformemenc synchrone avec 0- (X) = k. 0

PROPOSITION 2. 3. Un code uniformementsynchrone est limite.

On montre en fait que si- 0-(X) = s alors X est (2s, 2s) limitg.

L'exemple suivant montre que la reciproquc de la Proposition 2. 3 est
fausse.
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EXEMFLE 2. 5. Soit X = ab*c U b. Le code X est (1, 1) limite.

Par centre il n'est pas uniformement synchrone : on a'-pour tout

s ^0, bs e Xs, absc   X mais abs, bsc ^ X . D

Cependant dans Ie cas des codes finis, on a Ie resultat sui-

vant

THEOREME 2. 4. Soit X un code fini. Les conditions suivantes sont

equivalentes. :

(i) X est circulaire.

(ii. ) X est limite.

C3i') X est uniformement synchrone.

L*equivalence (i)<> (ii) est un cas particulicr de la

Proposition 2. 2. puisque toute partie finie est reconnaissable

Pour etablir (i)==>-(3i. ) on peub afi li Kr la p>. o(>os;ti »n i. 2,. L'e^'vJenc^
(-t)^>C3i) frs. b d.u. c. 5 R&sbivo C\~r-3.

Parmi toutes les conditions introduites dans cette section,

void la plus restrictive : on dit qu'un code X est comma free

si pour tous x £ X et u, v c A on a
* -.*'

uxv eX' -=5>- u, v £ X .

Ainsi un code comma free verifie 0-(X) = 1. On peut de plus

vgrifier qu'il est (p, q)-limite pour tous p, q tels que p+q = 3

3. DISTRIBUTION PAR LONGUEURS

Dans tout ce paragraphe, on suppose que 1 alphabet A est

fini'. Sbit X une partie de A . Posons pour n $ 1

0:_ = Card(X r\ A'tl) (3. 1)

On dit que la suite oC ~- (0/^) ,, ] est la distribution par
longueurs de X. Nous aliens etudier dans c. e paragraphe les distribu-

tions par longueurs des codes circulaires.

St X est un code, on a avec Card(A) = k 1'inegalite dite de

Kraft-McMillan

n$ I
OC_k~n <? 1

n
(3. 2)
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Reciproquement, si une suite 0/= (^^^^i d'entiers verifiant
(3. 2) il existe un code X dont 06 est la distribution par longueurs.
On peut meme choisir X prefixe.

Nous allons maintenant determiner une inegalitg plus forte que

(3. 1) pour les distributions par longueurs des codes circulaires.
Soit X C A^ un code. On dit que deux mots x, y 6 X" sont

^

X-conjugues s'il sont de la forme x = uv, y = vu avec u, v £ X'. on
dit que x e Xx est X-pnmitif si pour y e X et n .? I 1'egalite
x = y" implique n = 1. Quand X = A, on retrouve les notions usuelles
de conjugaison et de primitivite.

On note 1 (X) la nombre de classes de X-conjugaison X-primi-
n

tives dans X n A". Par definition, si X est un code circulaire,

on a pour tout n "? 1.

ln(x)<- ln(A) (3'3)
On a 1'egalite dans (3. 3) ssi chaque classe de conjugaisoii primi-

tive dans A" rencontre X".

II est classique que

ln<A) = d^n /- (d)kn/d (3. 4)

o& /t designe la fonction de Mobius (cf. 112] par exemple). Nous

aliens- donner une expression de 1^(X) en fonction de la distribution

par longueur a de X.
Pour i ? 1, notons

a(i) = Card(Xln An)
n

d)Le calcul des nombres oc '. ^/ se fait facilement par la formule
n

S « d) ^n^ ^^J a ^nti
nT 1 n ' t = ^r^l ^n c ; ^'-

On a par exemple

c^O). ec

oc(1) = c/ _ a
2 " " 2' 2

cym , a^, a^

(2)
2

(2)

af

2ala2' oi(33) = °^?
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Dans 1'enonce qui suit ^ designe la fonction de Mb'bius et (i, n)

Ie p^-cjdi des nombres i et n.

PROPOSITION 3. 1. Soit X C A' un code. Le nombre de classes de X-conjjj-

gai'son X-primitives dans X" n A" est :

lw (X) J. Z;. ^(d) C(;<l/d)
T d|(i, n)/^u/ "n/d (3. 6)

On a evidemment

ln<x) = if 1 lw (x)
d'oil la formule :

-nW-i^, T azi, n)^«l)a:^d) (3. 7)

Dans 1c cas ou X = A, on retrouve evidemment la Formule (3. 4)

La Forroule (3. 7) montre que Ie nombre 1^(X) ne depend que de la suite

C6 et nous noterons a partir de maintenant 1^(<X) au lleu de ln^x^*
On notera aussi 1 (k) au lieu de 1_(A) pour Card(A) = k. La Forraule

n' ' n

C3. 7) permet de donner une forme explicite aux inegalites (3. 3). Pour
n = J, 2, 3 on obtient les inegalites suivantes.

0^ (D S- k

u^+7<KW-ai'))^<k2-k>

C(^. ^W^^3)_^I), ^(, 3^
»<0 . !(«")- ct")) . 1 a<^l(ccW -a">K<^-k2)

2^4 4-4'

En termes de la suite (tt ) on obtient

a < k
°^2 + }2 ̂ 2} -a/, )$: -^ (k2-k)
a3 + ala2 + ^-(cv? -ctl) ̂  ^(k3-k)

^4 +^(^22+ 2cylcv3 -a2) +a:] a2 + -^t-Af)^^(k -k2)
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La table 3. 1 donne pour k = 2 les suites (an>i^n^4 telles
que les inegalites ci-dessus soient satisfaites. On n'a figure que les
suites qui sont maximales pour 1'ordre usuel.

cc,

a,

Q/.

Q/,

0

0

0

0 0 0

0

Table 3. 1.

Lea inegalites (3. 3) avec la forme de 1^(<X) donnee par (3. 7)
ont etc donnees par Golomb et Gordon [7J. Ceux-ci ont emis la conjecture
que pour toute suite finie - satisfaisant ces inegalites, il existe un
code uniformement synchrone dont QL est la distribution par longueurs.
Cette conjecture a ete demontree par Schiitzenberger C 21] qui a etabli
Ie resultat suivant (retrouve par Scholtz C183) :

3'HEOREME 3. 2. Soit A un alphabet 5 k $ 1 lettres. Pour toute suite

0^ = (Q;) ^ , d'entiers telle que^
n' n

ln^> ̂  ln<k) (n » 1) (3. 8)

il existe un code circulaire X dont a est la distribution par lon-

giieurs.

La construction donnee en [21] est la suivante : on definit

une suite (X) , , de codes circulaires en posant X, = A puis
n' n ^

X ., = x+(X_ - x_)
'n+1 "n'"n n'

avec x C X un mot de longueur
n n

k = min{i ^ 1 | Card (X 0 Al)> OC ̂  }

Si un tel entier k n'existe pas on pose X ^ = X^.
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On pose enfin

n

n ^ 1

EXEMPLE 3. 1. Prenons pour suite V. la cinquieme colonne de la Table 3. 1 ;

o^^ = i, o^^=o, a^= i, o^^= 2
La suite des codes X est la suivante (on ne conserve que les

mots de longueur au plus 4) : .

X, = { a, b}

X^ = <b, ab, a b, a b,... }

X^ = .{ b, a h, ab , a h,...

X/ = {b, ab , a h, a h ,...}
a

Le tKeoreme precedent appelle quelques remarques :

I. D'apres 1c Theoreme 3. 2, toute suite dc de nombres entiers verifiant

les; xnegalites (3. 8) verifte aussi 1'inegalite (3. 2). Ce fait ne

semble pas simple S demontrer directement, c'est-a-dire sans un argu-
ment comb. inatoire sur les mots.

Z. Ehsuite, si une suite <x verifie, en plus des inegalites (3. 8),

I'inegalite

n^l an(o<) -V^))-<+00 (3. 9)

.. -alors 0^ est la distribution par longyeurs d un code circulaire
.maxihial. En effet chacun des codes X_ de la construction precedents

est maximal et si Oc verifie (3. 9) la3.sui. te des X est stationnaire
n

3 partir d'un certain rang. La suite c< verifie alors

ZZ a^ k~n = i.
n ^ 1 "

(3. 10)
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Le probleme se pose de savoir sous quelles hypotheses (3. 9)

et (3. 10) sont equivalentes pour la distribution par longueurs d un

code circulaire. Notamment, est-i-1 vrai- qu un code circulaire

reconnaissable soit maximal ssi sa distribution par longueurs veri-

fie (3. 9), c est-a-dire ssi, pour tout entier n assez grand,

toute classe de conjugaison primitive dans A" rencontre Xw ?

3.. Les codes X_ de la construction precedence sont prefixes.

Cela mdntre que pour tout code circulaire X, il existe un code

circulatre prefixe ayant la meme distribution par longueurs. Ceci

est lie a. l'enonce sui-vant fl4j : pour tout code circulaire X

il existe un rearrangement des lettres des mots de X qui trans-

forme X en un code prefixe.

4. La suite ot definie par <Y _ = l_(k) pour un entier m ? 1 et
m m

0( = 0 sinon verifie les inegalites (3. 8). On deduit done du
n

Theoreme 3. 2. que pour tout entier m ^ I, il existe un code

circulaire X C A tel que

Card(X) = l_(k) (3. 11)

C est-5-dire que X est un systeme de representants des classes

de conjugaison primitives dans A . La question se pose de deter-

miner Ie delai de synchronisation minimum que I*on peut obtenir

pour ces codes.

Golomb, Gordon et Welsh ont conjecture en f6] que pour tout entier

m impair il existe un code comma-free X C A verifiant (3. 11). Pour

ra pair cette propriete est fausse et on ne connait pas de borne exacte

pour Ie cardinal d'un code comma free X C A (cf. L7], [1J). Cette

conjecture a ete resolue par Eastman F/» 3 qui a donne une construction

pour tout entier m impair d'un code comma-free X C A verifiant (3. 11).

Quelques annees plus taird, SCHOLTZ [19] a donne une autre construction

dont Ie principe est Ie suivant :

On pose X, = A puts recursivement pour n ^ 1.

.

*/
'n+1 x.̂ (X_ - x )

n' n n'

ou x est un mot de X choisi parmi les mots de longueur impaire

minimale. Soit

Z = {x I n ^ 1 }
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m

THEOREME 3. 3. Pour tout entier m impair. Ie code X = Z HA'" e st

comma free et verifie (3. 11).

La preuve du Theoreme 3. 3 que nous presentons repose sur une serie

de lemmes.

LEMME 3. 4. Pour tout eritier m impair, on a

Card (Z n Am) = l_(k).

Demonstration : Montrons d'abord par recurrence sur n .? 0 que chaque

classe de conjugaison dans A rencontre un et un seul des sous monoides

.* v* ^* Y*
(j, X^,..., X^, A^^

Cela est vrai. pour n = 0. Supposons ensuite la propriete vraie

pour n-1. Soit w   An ; alors, soit w a un conjugue dans 1'un des sous
mono?des x*,..., x* , soit il a un conjugue w' dans X^.

n- . . -fc , . i»"fc/^r - \ 17*
Dans Ie dernier cas, ou bien w* e x^ ou bien w' 6 xn(xn~xn^xn et

^

alors w* a un conjugue dans x^. ) .
Soit maintenant m un entier impair et w e A un mot primitif.

Soit n un entier tel que X^^, ne contient aucun mot de longueur impaire

inferieure ou egale 5 m. Alors w ne peut avoir de conjugug dans X^^^
et done il existe un unique entier i tel que w ait un conjugue w

dans x*. Comme w est primitif cela implique w' = x^.

Ceci montre que chaque classe de conjugaison primitive de mots de
longueur m contient un unique element de Z n A"*, d'ou la fonnule cHerchee.

D

On p&se :

V=U. X; ,. Y= Un (A2)* , Z, =UnA(Aaf.
i^-f L

Ain^ Y ^t L'ensemble c^es r"°^ c^ V Ae fon^a^f pa... 06 Z

I ensemble dcs mofcs cLi. V de ton<^u-eitr tnxpo-ire .

Pour U £ V , (30AonS

^(a) = min{ie ̂  | u cX, } - 1
§ (a) = sap{i/£^ I u-e^i }

On a- oulors

Y = {aeV I Sc^=-i. oo} , Z. -_{x, [ £>, 1}
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Notons que

§(x,)
et que si pour u e U-A,on a >^(u) = q alors

u = x^v
avec v 6 X_ ^.De plus pour tout ueU, efcn%t

y'(u) ^ n < S (u) =^- x_u   U (3. 12)

Le lemme suivant etablit une propriete qui est un exemple des

factorisations de monoides libres que nous evoquerons a la Section 4,

LEMME 3. 5. Tout mot we A^ se factorise de fa^on unique en

w = y z, z^...^ (3. 13)

avec y£Y , z;  Z, n-^. 0 et ?(z, ) ^ S(z^)^ .... ^ ^(z^).
n'

Demonstration : Montrons d abord que pour n ^ 1 on a

xn = xn+l xn (3. 14)

En effet, on a par definition X_^, = x^(X -x ). Le produit

de x_* par X ~x est inambigu parce X est un code. Done on a
n r~ n n

en series formelles.
n

X,, i = x;(X^-^)
.*. - + "*' -- '*.

II en resulte que X., = x"X -x=x" X - x" + 1 ou encore
-n -n -n -n -n -n

X_., -l = x;(X, -l) d'ou (3. 14).
-n -n

On deduit de (3. 14) par substitutions successives 5 partir de

X, = A que pour tout n S 1 on a

A* = X... X'* x* x* .... x, (3. 15)
-n -n -n-l -

Soit w c A' et p = I w(. Soit n un entier tel que X , ne

contient aucun mot de longueur impai-re $' p. Par (3. 15) on a une

factorisation de w sous la forme

w = y z^z^... z
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avec §(z, )5 '3 (z^)^ ... ^ S (z, ) , z; e Z. De plus y est un mot de
3.

X_,, de longueur $ p ; par Ie choix de n, y est produit de mots de

X_., de longueur paire et on a done y c Y".

Ceci etablit 1'existence d'une factorisation (3. 13). Supposons que w

ait une dcuxieme factorisation

w y'z; z2̂'-" "k*

da meme type. Soit m un entier superieur ou egal 5 §(zp et S(zp
et assez grand pour que y, y'.  x^i . un tel choix est possible parce

que tous les mots de longueur pai're d'un code X^ appartiennent aussi au
code X pour m ? 1. Les deux factorisations de w mises en evidence

m

sont alors les memes par (3.15). D

Nous allons maintenant successivement caracteriser la forme de la

factorisation (3. 13) pour les facteurs gauches pui-s pour les facteurs

droits de mots de U .

LEMME 3. 6 Tout facteur gauche propre w d'un mot de- U admet une

factorisation (3. 13) avec y = 1 .

Preuve : Chacun des X_ est un code prefixe maximal. II en resulte que

pour chaque n '» 0 on a

X1t.P
^n+l^n+1

oCt P , est 1'ensemble des facteurs gauches propres de mots de X^.
II resulte de cette equation et de (3. 15) que

^Y* ...Y*.
^n+1 = xn xn-l'"xr

Soi-t w un facteur gauche propre d'un mot u deV . Le mot u

appartient a un X ^ et on a alors w & v^. ^'
Ceci roontre que w admet une factorisation (3.. 13) avec y = 1.

a

LEMME 3. 7. Pour tous n, p ^ I on a

x_ x_, _ e Y .
n n+p

Pour tous z £ Z et y & Y on a

zy £ Y'Z.

Preuve : Demonfcrons la preniiere forp.ule par recurrence sur p.

Pour p = 1 on a x x £ J d'aprec (3. 12) puisquc v(x ^. j) .< "
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Comme x x . , est de loneueur paire on a done x x ., £ Y. Supposons
n n+1 " ' n

la propriete verifiee jusqu'a 1'ordre p-1 et soit q = >'(X^_L^).

Distin^u. ons dcu-X. CO-S : S i" <) ^ n o-lors d'A^rcS (3. I ^) OH S 5<nXn^. C V.
Ensu. i, t;& ̂ si. n<<^ on <a x^^eV-A &t done Xn^. =X. ^u 3vec u-eU.

Comme q<n+p on a xxcY~ par hypothese de recurrence. Comme

u est de longueur paire, il est dans Y et done x x " e Y dans

ce cas aussi.

Montrons Ie deuxieme formule : posons n = S(z) et q = '^(y) .

On a z = x_ et y =x_ x^. Si. n < q alors x x   Y d'apres ce qui

precede, done zy   Y Z. Si q £: n alors x^x^x^ eV d'apres (3. 12).

Comme x_ x_ x^ est de longueur impaire on a done x_x_x e Z.
nqt ^. nqt Q

LEMME 3. 8. Tout facteur droit w d'un mot de V admet une factorisation

(3. 13) avec n = 0 ou n = 1

Demonstration : il s'agit de montrer que tout facteur droit propre d un

mot u c V est dans Y Z u Y . Nous etablissons cette propriete par

recurrence sur lul. SL |u. j=l^(a pro^r. -el-e <.st e</idehle . Su.^os.ins |u. |>&
Soit n = ^(u). Par definition de y> , on a u C X , u ^ X et

done u = x_u* avec u* .e X_ . ,
n n +i

Soit w un facteur droit de u. Si w est factcur droit de u .

On awe Y 1- <-> Y par hypothese de recurrence. Sinon on a w = w'u ,

avec w' facteur droit de x_. Par hypothese de recurrence, on a

we Y*Z u Y*.
Si w* 6 Y* alors w'u' e Y (Y u Z) et 1'assertion est veriftee.

II reste done 3. examiner Ie cas ou w'  Y Z. Dans ce cas, posons w = yx,

avec y Y, k? I. 0naks:n car | x, | ^ I w'( <; I x^|.

n

": y

w

Figure 3. 1.
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Distinguons maintenant deux cas :

1 cas : u' C Y. D'apres Ie lemme 3. 7 on a x, u CY Z done

w = yx^ u' C Y Z.
2 cas :u =x   Z. Ona x   X done m > n. Comme on a aussi.

m m n4. -(

k ^ n, il vient k < m et x,,x_   Y^d'apres Ie Lemme 3. 7. Ainsi
HI

w = y x,^x_ e Y et 1'assertion est encore verifiee.
m Q

Demonstration du Theoreme 3. 3 : Soit m un entier impair et X = Z D A

D'apres Ie lemme 3. 4, on a Card (Z n A"') = l^(m). Montrons ensuite que Z

est comma free.

Soient x, x',x"   X. Supposons que

(3. 16)

m

XX' = UX"V

avec u, v   A .

Figure 3.2

On a x" = wt avec x = uw, tv = x*. Comme x" est de longucur

irppaire, 1'un au moins des deux mots w, t doit @tre de longueur paire.

Supposons par exemple que w soit de longueur patre. Corome w est

facteur gauche propre de x"   Z, on a d'apres Ie Lemme 3. 6.
comnew= z, z^... z avec S(z, )^ S(z^).? . . . ?5(z_) . D'autre part,

w est facteur droit de x£. Z, on a d'apres Ie Lemrae 3. 8, w  YA Z u Y".

Et comme w est de longueur paire, on a done w   Y". On ob'tient ainsi

une contradiction avec 1'unicite de la factorisation (3. 13) du Lemme 3.5

Ainsi on ne peut avoir (3. 16) et X est done coinma free.
a

EXEMPLE 3. 2. Soit A ={a, b}. Une suite (X ) ^ sati. sfaisant les
conditi. ons de la construction ci-dessus est la sui-vante :

2, _3, , A,
X, = { a, b}
X^ = { b, ab, a b, a b, a b,... }

f

X^ = { ab, a b, a b, a b,... J
2. - 3.

bab, ba"'b ha'b,
2 . . 22.

b ub, b a b,
b-ab
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X^ = {ab, bab, a b, a b,... }
ba"b, ba"b

2 - . 22.
b~ab, b-a~b,

b"ab ,
2.

a"bab,

ab, a"b, a'b,...
2. . 3.

ba~b, ba"b,
"2 . . 22.

b*'ab, b"a~'b,

b'ab ,
2.

a~bab,

babab

On n a pris en compte que les mots de longueur au plus egale a 5

et on fait figurer verti-calement la liste des mots de meme longueur.

On obtient en prenant les mots de longueur 5 de -X. e, tous les mots

de longueur 5 de Z. On obtient done un code comma-free X c A' :;

X ={a4b, ba3b, b2a2b, b3ab, a2bdb, baba b}
tel que Card(X) = 1^(5) = 6. D

4. FACTORISATION DES MONOlDES LIBRES

Les constructions donne-es dans la section precedente pour Ie Theoreme

3. 2 et pour Ie Theoreme 3. 3 sont des cas particuliers de la notion de factorisa-

tion des monoides libres dont voici la definition :

Soit I un ensemble totalement ordonne et (X^)^ ^ ^ une famille de

parties de A indicee par I. Une factorisation ordonnee d'un mot we A

est une factorisation

w I ^^ r^ . . »
i z n

avec n ^0, x;e X^ et j, 5: j^^
^i n

de SlOn dit que la fan'ille (X. ). _y est une factorisation

tout mot w   A"' a cxactemcnt une factorisation ordonnee.

On note X la serie caracteristiquc (en variable non coromutatives,)

d une partie X de A . Par definition, la famille (X. ). est une

factorisation ssi on a 1 egalite en serie formel-les:
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i e I
X*

EXEHPLE 4. 1 Le Lemme 3. 5 exprime que la famille

, x^,.. .,

est une factorisation de A".

Le resultat de base sur l.es factorisations est Ie theoreme suivant,

du a Schiitzenberger C 20].

THEOREME 4. 1. ^oit (X, )^ , une faniille de parties de A iridicee

par un ensemble totalement ordonne I. Deux des trois conditions suivantes

impliquent la troisieme :

(i) tout mot w e A a au mains une factorisation ordonnee.

(ii) tout mot w C A a au plus une factorisation ordonnee.

(3i) chacun des X^(i   I) est un code circulaire et chaque classe de
1 ^. '~^~~~. ----llt-

conjugaison dans A rencontre un et un seul des sous; monoi. des- X..

Le fait que (i) + (ii) ==?^(3i) iroplique par exemple (via Ie Lemme 3. '4)

que 1c code X = ZOA du Theoreme 3. 3 verifie (3. 11).

La preuve du Theoreme 4. 1 repose sur une fcechnique d enumeration qui

donne peu d information sur les liens entre les parties X.. On peut espcrer

en dire plus dans Ie cas des factorisations finies, c'est-a-dire quand

1'ensemble I est fini. On peut alors poser I = {I, 2,.., n} et une
factorisation finie est done une famille

xn» xn-l"--' xl
de codes tels que tout mot i; e A s'ecrive de fa<;on uiiique

w = x x ,... x
'n"n-l''' "1

.k , . .
avec x;  X;'* (1 $' i $ n) . On peut encore ecrire en s. eries formelles

A* = YKY* Y*
A= x^ri-r--xi

La cas n = 2 est celui des biscctionn. On a Ie resultat suivant

(cf. [20J, [25] et C12J) :
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THEOREME 4. 2 Soit (P, Q) une^arti_ti^n_de^ A . II existe une unique

bisection (X, Y) de A* telle que X C P, Y C Q.

Cette bisection est obtenue ainsi : posons

p n A, Y = Q nA

et pour n s. 2,

Z = U Y, X_ ,
i > 1 i n-i

n
Z ^ P, Y_ = Z_ HQ
n ' n n

Alors

X = U X^, Y = u . Yn-n \ 1 "' n >/ 1 n

Ce theoreme donne une construction de toutes les bisections de la

fa^on suivante :

a) on partitionne 1'alphabet A en deux parties X^ et Y^
b) pour n .? 2, on partitionne 1'ensemble

n-1
Z_ = U Y, X^_,
"n ^, -i -n-i

en deux parties X^, Y^.

On pose enfin X= ^ X^, Y= U Y^.
n?l n' n^l n

Les codes X qui sont facteur gauche d'une bisection sont exacte-
ment les codes (1, 0)-limites. Symetriquement, les codes Y qui- sont les
facteurs droits d'une bisection sont les codes (0, l)-limites. Les codes
X et Y sont relies par :

Y*= A*- XA-*, X*= A*- A*Y.

On peut se demander si toute factorisation finie est Ie rgsultat
d'une suite de bisections. L'exemple suivant, du a G. Viennot montre que

cela n'est pas vrai.

EXEMPLE 4. 2. Soit A ={a, b}. Le code

Z = .{ b, ba, ba }.
est (0, l)-limite. C'est done Ie facteur droit d'une bisection (X', Z') de A
On a X'* =A*--A*Z«.

Soient
U -- (ba)*ba3, V = ba, Z -- {ba, ba } (ba)*.
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La paire (V, Z) est visiblement une bisection de Z' . Ensuite

on peut verifier que 1 on a

U C X'.

II en resulte que U est facteur droit d'une bisection (X, U) de X'

avec

X = U"(X' - U).

On a de plus.

-*.;* 3,*VKV^ = {ba, baj}

Ainsi (U, V) est une bisection de Y avec Y = {ba,ba } .

On a 'done en series caractenstiques :

A*-X'* Z'* =X*U*V*Z+=X*YV

et (X, Y, Z) est une trisection de Ay'. Ni X Y*, ni Y Z ne sont des
.A ^

sous-monoides. En effet, bae Y, a  X et ba £ Z. Done ba ^ X Y .
^

De meme b e Z, ba~> e Y et b^a" e X done b*'a" i. Y"Z". Ceci montre

que la trisection (X, Y, Z) ne peut pas etre obtenue par deux bisecfcions

successives.

Par centre, G. Viennot a demontre que toute trisection est obtenu

par "recollement" de trois bisections C24], comme la trisection de
1 exeraple precedent :

THEOREME 4. 3. Soit (X, Y, Z) une trisection de A . T-l existe une tiisection
(U, V) de Y* et une bi-section (X', Z') de A* telles que (X, U) est une
bisection de X' et (V, Z) est une bisection de Z' :

*"+X* Y*Z' (XX'U")(V'tZ") = X'* Z'^.

La preuve de ce resultat est assez delicate. L un des lemmes pr&li-
minaires etablit que si- (X, Y, Z) est une trisection, alors X, Y et Z

sont respectivement (2. 0), (1, 1) et (0, 2)--limi. tes..

Dans Ie cas d'une quelconque factorisation finie

A* = X^ X* .... X^
n n-

On ne salt m8me pas proiiver que tous les codes X^ sont limitgs. Le cas
n--3 et Ie cas ou la factorisation er>t obt-enuc par bisection successives;

pourraient'suggerer la conjt'ct. ui:e que Ie code X^ (1 ^ i .?. n) est (i--l,
n-i) - limi-te.
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