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ABZ&HLPROBLEME BEI B^UMEN

HELMUT PRODINGER(WIEN)

Es sei dS die Familie der binaren BSume.

Gleiohung beschrieben werden:

(6 = a +

(6 kann durch eine formale

<g ^

Dies besagt, daB ein binfirer Baum entweder ein Blatt (externer

Knoten) ist, oder eine Wurzel zusammen mit einem linken und einein

rechten Teilbaiun, welche selbst binSre BSume sind. Diese formale

Gleichung kann ubersetzt werden in eine Gleichung fUr die erzeugen

de Funktion B(z):

B(z)

B(z) = 1 + z B"(z);

1-V1-4Z _ y. _1_ ^2n>
^Tf Yn ^*^z

E

nSO

BinSre Baume konnen verwendet werden, um arithmetische AusdrUcke

darzustellen:

3 x (7+4)

Die Auswertung kann mit Hilfe von Registern erfolgen; diese werden
verwendet, urn Zwischenergebnisse zu speichern.

Die Register funkt-i. on. Rey (t) ist definiert als die minimale Anzahl
von Registern zur Auswertung des Baumes t unter Verwendung der
optimalen Strategie. Es gilt

Reg(D) = 0

1 + Reg(ti) falls Reg(ti) = Regttz)

Reg

max{Reg(t, ), Reg(ta)} sonst

Es sei 5L(^. J die Familie der Baume mit Registerfunktion =p (^p) ;
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R^(z) und S^(z) seien die entsprechenden erzeugenden Funktionen.

Man sieht urunittelbar:

^-.A
-i 9p-

+ / \ +

.
L^ '^p

J<P ^ ^

^p - A
'p-1 dp-1

^ S\^., A\f, _, ^

Daher gilt

Rp - ^+ 2^p ̂  Bj. RO -1
Sp= ZS;_, + 22Sp(B-Sp^), S^ -B;

zS
s p-1

p - 1-2zB+2zS ^ *

Wir setzen e := yi-4z = 1-2zB :

1 - e -L+2-1.
z S

p-1 'p-1

Wir multiplizieren mit e/z und substituieren U^ := e/zS,

,

up82 U2P-}+ 2UP-1 "up+1 s= (up-1+1) "

Up-l+ (U^+D- ; u^^

s_ » ^-

-^(^f
Es 1st gunstig, z=u/(1+u;~ zu setzen:

sp°
1-u-

u

u

1-u'

Rp - sp-sp+1
1-u4

u

u

1-u'
^p^ '

Sei nun M_ die mittlere Registerfunktion eines binSren Baumes mifc
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n Knoten. Es gilt:

M_
~n

L p. [z"]R^(z)
pso

[zn]B(z)

[zn] L S^(z)
ps 1

[z"]B(z)

Wir studieren den Zahler:

2

E(z) » E S^(z)
ps 1

llul E -UL
u P^1 , -,, 2P

1-u'
u

E u
ps 1
XS1

1-u'

2P^

= 1^1 ^ ^(k)uk
u kSl

mit v^(k) = E_ 1 . (v^(2n) = 1+v^(n), v^(2n+1)=0).
I21 "' 

k=2P\; 
' 

z-- ^. .. ^.

P^S1

Urn den Koeffizienten von z in E(z) zu finden, bedienen wir uns

einer analytischen Methode. Das Verhalten der Koeffizienten wird
n&nlich weitgehend beschrieben durch das Verhalten der erzeugenden
Funktion in der Nahe der Singularitaten am Konvergenzkreis. Es

liegt eine Singularitat bei u=1 vor.

Mit Hilfe der Metlintransformation findet man fUr t-»-0 :

E v, (k)e-tk. ERes(U|>^^t-s)
k^1 '2'""' s ~ Y 2S-1

und insgesamt (z-«-1/4)

E(z) -v 2c log^e + 2(| - log^2^ + ^)
1-X

+ 4 E e
k+0

Beachtet man noch, daB

k ^^ , , Zlsia.
mit xk = t3i? '

n

[zn]B(z) ^n-3/2
1st, folgt nun

Mn ~ 1094n - ^ - TlSg7 - 1^2 + 1092 2V

^-. E^<'<k>r^)<'<k-1)"
log2 k-+0 K \ 2;

"k-2
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X^/2 2kwi*log4n
Es gilt n " = e ' , und somit

M_ ~ log^n + D(log^n).

Hier ist D(x) eine periodische Funktion mit Periode 1

Die Fourierreihenentwicklung D(x) = E d,, e*"""" ist:
k "

do - - i-

'k - log2

i- 2T^~ I^i2 + 1092 2T'

c(xk)I'(xl)(xk~1)r k+o' 2kiri
xk = Ioq2 '

Man kann auch Motzkinbaume betrachten:

l^= a + l +
JJL ^ ^

My kann aus (& durch Substitution gewonnen werden:

a -«- (9)

£' .

A
(9)

Daher:

M(z)
1

B

1-z \(1-z)
).

Die Registerfunktion von Baumen aus (XL wird durch die folgende Er-

weiterui^g gewonnen:

Reg( I i = Reg (t).
t

Es gilt auch

H^(z) 1
R usw.

1-z PY(1-z)2/
Deshalb 1st die mittlere Registerfunktion jetzt gegeben durch
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[."] -E(-^-
1-z \(1-z)

[, "] -L. Bf -^
1-z \ (1-z)

Ahnlich wie vorher erhalt man

'V' log^n + Ddog^n) .

Die Situation kann noch verallgemeinert werden durch Gewichte:

<P = coD + cr I + C2
r r y

In einem binaren Baum bezeichnen wir einen Knoten t als kritisch,
falls die Registerfunktion des linken und rechten Unterbaumes
gleich sind. Nach langerer Rechnung erhalt man: die mittlere An-
zahl der kritischen Knoten eines binaren Baumes mit n Knoten 1st

[zn]V(z) ,
[zn]B(z)

wo

Viz) - ^^ - 2 . Tul ^, "<" »k '
u(k) = i falls k = 2 (1+2i).

Durch Shnliche Methoden wie vorher erhSlt man:

"ungefahr ̂  Knoten sind kritisch".

Man kann auch explizit errechnen, daB

tzn]V(z) (?. ) - 2 E u(k)
kSl

2n -2l
2n

^n+1-kY "\n-k ^n-1-k^

Durch partielle Summation (zweimal durchzufuhren) und Information
Uber

E E "(k)
n<N k<n

kann man das asymptotischc Verhalten auch relativ "elementar-
(dafur muhsam) errechnen.

Auf eine ungeloste Frage im Zusammenhang mit der Registerfunktion
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binSrer Baume soil noch eingegangen v/erden:

Die erzeugende Funktion der binaren Baunie mit Registerfunktion

<p ist
F-D . <z)

B(z) - S^(z) = -S-'- ,
p F ^(z)

mit »

.'_(z) = E (""I"3) (-z)3 (Fibonaccipolynom)
n j \ 3

Die linksseitige HQ'he h eines binaren Baumes ist definlert durch

h(D) = 0

h( /\ ) = max{1+h(ti),h(ta)}.

^1 t2

Die erzeugende Funktion der BSume mit h(t)<h ist

Fh<z>
Fh^~(iT'

Somit ist die Anzahl der binaren Baiune mit n Knoten und Register-

funktion <p gleich der Anzahl der binaren Baume mit n Knoten und

linksseitiger Hohe <2P-1. Gesucht ist eine geeignete Bijektion
dieser Objekte.
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