- 167 -

ABZAHLPROBLEME BEI BAUMEN

HELMUT PRODINGER(WIEN)

Es sei é die Familie der bindren Biume. & kann durch eine formale

Gleichung beschrieben werden:

GB=0 + //R\\

¢ O

Dies besagt, daB ein binirer Baum entweder ein Blatt (externer
Knoten) ist, oder eine Wurzel zusammen mit einem linken und einem
rechten Teilbaum, welche selbst bindre B&ume sind. Diese formale
Gleichung kann iibersetzt werden in eine Gleichung fiir die erzeugen-
de Funktion B(z):

B(z) =1 + z Bz(z);

B(z) = 1oV-4z _ ;1 (2n>
2z ‘ ntl \n /°
n=20

Bindre Biume kbnnen verwendet werden, umvarithmetische Ausdriicke

darzustellen:

3 x (7+4)

Die Auswertung kann mit Hilfe von Registern erfolgen; diese werden

verwendet, um Zwischenergebnisse zu speichern.

Die Registerfunktion Reg(t) ist definiert als die minimale Anzahl
von Registern zur Auswertung des Baumes t unter Verwendung der

optimalen Strategie. Es gilt

Reg([J) =0
1 + Reg(ty) falls Reg(t,) = Reg(taz)
Reg( /\3 =
t4 ta

max{Reg(t4) ,Reg(ta)} sonst

Es sei §%(3;) die Familie der Bdume nit Registerfunktion =p (2p):
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Rp(z) und Sp(z) seien die entsprechenden erzeugenden Funktionen.

Man sieht unmittelbar:

VAT ARV

<p

Y = + ' + i
’ !_/1‘\:!’!,_, sv/s\g”p /N

. AL SRR AT AP
Daher gilt
2
R_ = zR + 2zR L R., R =1
-1 . Lo
P p P j<p
S_ = 25% _ + 225 _(B-S__.), S_ = Bi.
P p-1 P p-1 o
2
S
§ = B :
p 1—22B+228p_1

Wir setzen € : 1-4z = 1-2zB

2 € 21 + 2
S S
Sp Z Cp-1 p-1

Wir multiplizieren mit e¢/z und substituieren Up = ¢/zS_ :

p
u =u’, + 2u > U_+ 1= (U +i)2 -
P p-1 p-1 p p-1
s B
25 ~ _€E
Up = -1 4 (UO+1) ’ UO = ZB =
S‘ =. -e— ° 1
Py . 2P
: - 1+¢€
1+(1_€>
Es ist glinstig, z=u/(1+u)2 zu setzen:
2 2P
= 1=u u
S = . ’
p 2P
u 1-u
: 1-u2 uzp
Rp = Sp"sp+1 = 2p+1 °
u . 1-u

Sei nun M die mittlere Registerfunktion eines bindren Baumes mit
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n Knoten. Es gilt:

r pelz")R (2) (2] & s_(2)
_ P20 p p>1 P

My

[z"]1B(2) [(z2"]B(2)

Wir studieren den Zdhler:

1-—u2 uzp
E(z) = L Sp(z) e T =
p21 pz1 1-u2
2 P
- 1uu L u2 A
p=1
A1
2
=8 p v 0k
k21
mit vz(k) = kiszj © (v,(2n) = 1+v2(n),v2(2n+1)=o).
p.A21

Um den Koeffizienten von z" in E(z) zu finden, bedienen wir uns
einer analytischen Methode. Das Verhalten der Koeffizienten wird
nimlich weitgehend beschrieben durch das Verhalten der erzeugenden
Funktion in der Nihe der Singularitdten am Konvergenzkreis. Es
liegt eine Singularitdt bei u=1 vor.

Mit Hilfe der Mellintransformation findet man filir t+0 :

(k)e K ~ & Res (KLELELEL t‘s)

L v, oo

k21 s
und insgesamt (z+1/4)
' 3. "
E(z) ~ 2¢ loqze + 2(2 logz2w + log2>

1-x .
" k < _ 2kmwi
+ 4 L € mit Xy = 1335 :

k+0

Beachtet man noch, daB

n
(zM)1B(2) ~ 4 n—3/2

=

ist, folgt nun

~ 1y x .
Mn v log4n 2 21log2 log2 + logz 2%
Xy~ 2

p.¢

k

+ L ¥ c(xk)F<f*>(xk'1)n .
log2 k#0 _ 2
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xk/2 2kwi-log4n
Es gilt n = e , und somit

Mn n log4n + D(log4n).

Hier ist D(x) eine periodische Funktion mit Periode 1.

2kwix
e

Die Fourierreihenentwicklung D(x) = L dk ist:
k
e -1 o _xy A
d =~ 3 2log2 1log2 + logy 2%,

_ 1 *x _ _ 2kwi
dk = Tog2 C(Xk)P( 2>(xk 1), k+0, Xk = Tog2 °

Man kann auch Motzkinbdume betrachten:

.,{L=|:1+T+ /\ :

M M W

Al kann‘auséﬁ durch Substitution gewonnen werden:

I (.—(_[.)* ;

R——*‘;’-

M(z) =_._]_._.B<...._z 2)'
1-2 (1-2)

Die Registerfunktion von Biumen aus Ul wird durch die folgende Er-

Daher:

weiterung gewonnen:

Reg(T) = Reg(t). '

t

Es gilt auch

R("u)(z) =-—L- R ( z___2_> uswe.
P 1-z P\ (1-2)

Deshalb ist die mittlere Registerfunktion jetzt gegeben durch
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[(z™ L E<\ z 2)

1-2z (1-2) .
[zn] 1 B( z 2>

1-z (1-2)

Khnlich wie vorher erhdlt man

~ 1og4n + D(log4n).
Die Situation kann noch verallgemeinert werden durch Gewichte:
@’=cou+c1.]’ v o, /\ :

* L

In einem biniren Baum bezeichnen wir einen Knoten t als kritisch,
falls die Registerfunktion des linken und rechten Unterbaumes
gleich sind. Nach langerer Rechnung erhilt man: die mittlere An-—

zahl der kritischen Knoten eines biniren Baumes mit n Knoten ist

[z2")v(z)

[z")B(2)
WO
2
1+u) 1-u k
v(z) = li:"__ - 2 W r o(k) u ;
L A +3

o(k) =i falls k = 2" (1+2i).
Durch #hnliche Methoden wie vorher erhdlt man:

"ungefdhr % Knoten sind kritisch".

Man kann auch explizit errechnen, daB
n N0 2n \_,{ 2n 2n
(z71v(z) .— (n_1> 2k§1m(k) (n+1~k) 2<n—k)+( -1= > °

Durch partielle Summation (zweimal durchzufiihren) und Information

tber

¥ r o(k)
n<N k<n

kann man das asymptotische Verhalten auch relativ "elementar"”

(dafiir miihsam) errechnen;

" auf eine ungeldste Frage im 7Zusammenhang mit der Registerfunktion
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bindrer Bdume soll noch eingegangen werden:

Die erzeugende Funktion der bindren Bdume mit Registerfunktion

<p ist
F (z)

P_
B(z) - Sp(z) = ..?__:l_......... .

F
2p(z)

Fn(z) i <%";—;> (--z)J (Fibonaccipolynom) ..
J

Die linksseitige HShe h eines bindren Baumes ist definiert durch
h([) =o0

h( /f\\ ) = max{1+h(t4) ,h(ta)}.

ty t2

Die erzeugende Funktion der B&dume mit h(t)<h ist

Fh(z)
Fpay (2

Somit ist die Anzahl der bindren Bdume mit n Knoten und Register-—
funktion <p gleich der Anzahl der bindren Bdume mit n Knoten und
linksseitiger HOhe <2P-1. Gesucht ist eine geeignete Bijektion
dieser Objekte.
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