Wérter ohne Wiederholungen
von

Jean Berstel

"Fun die Entwicklung der Logischen
Wissenschagten wind es, ohne Riick-

sicht auf etwaige Anwendungen, von
Bedeutung sein, ausgedehnte Felden
§ir Spebulation iber schwierige
Probleme zu §inden.”

Axel Thue, 1912

1. Einleitung

Mit diesem Satz beginnt Axel Thue's zweite Arbeit Uber wiederholungsfreie Folgen. Das
dort mit Uberzeugung ausgedrickte Bekenntnis zur Grundlagenforschung kénnte wértlich
in einem Ansuchen um Forschungsmittel bei irgendeinem Gremium ibernommen werden.
Immerhin sind aber jetzt schon (ber 70 Jahre seit dem Erscheinen der grundiegenden
Arbeiten von Thue vergangen, und der geduldigste Geldgeber darf fragen, wozu das Ganze
nitze ist. Bevor also auf technische Einzelheiten eingegangen wird, sollen "etwaige An-

wendungen" kurz skizziert werden.

Die erste Anwendung ist wohl von M. Morse [28] , Er hat die von Thue 1906 beschrie-
bene Folge wiederentdeckt und einige ihrer Eigenschaften studiert. Es ging ihm um die
Existenz einer Folge, deren Teilwérter geniigend oft vorkommen. Daraus konnte er Schliisse
fir die symbolische Dynamik ziehen. Das zweite Zitat wiederholungsfreier Folgen steht
historisch im Zusammenhang mit der Burnside'schen Vermutung. Im sehr langen Beweis
der Existenz von Gruppen, die dieser Vermutung widersprechen, wird am Ende eine un-
endliche Folge ohne dritte Potenz gebraucht. (siehe Adjan [ 2], auch Hall [19]). In den
letzten Jahren ist die Existenz wiederholungsfreier Folgen immer weiteren Kreisen be-
kannt geworden, und man findet die eine oder die andere dieser Folgen in verschiedenen
Arbeiten, vor allem der theoretischen Informatik, zitiert. Sie werden meistens als Beispie-
le oder als Gegenbeispiele verwendet. Dies ist der Fall fiir Brzozowski et al. [7],

Goldstine [18], Shyr [44] und andere.



Das Interesse fiir wiederholungsfreie Folgen ist in den letzten Jahren bedeutend angewach- .
sen. Die Problematik hat jetzt wohl endgultig den Kreis der amisanten Probleme fur Sonn-
tagsbeilagen verlassen. In der theoretischen Informatik, die ja unter anderem die verschie-
denen Erzeugungs- bzw. Analysemethoden von Wortern untersucht, haben insbesondere Al-
gorithmen zur Erkennung von Wiederholungen (Apostolico, Preparata [ 3], Crochemore [11],.
[14 ], Main, Lorentz [26,27 D sowie Homomorphismen mit vorgeschriebenen Eigenschaften,

wie weiter unten beschrieben, Anklang gefunden.

Die Theorie der wiederholungsfreien Folgen hat sich zu einem stattlichen Teilgebiet der
Kombinatorik entwickelt, mit Verzweigungen zur Zahlentheorie (siehe z.B. Christol, Kamae,
Mendes-France,Ranzy [101]) und zur Theorie der.formalen Sprachen. In diesem Artikel

sollen einige neuere Ergebnisse vorgestellt werden. Es gibt inzwischen mehrere Uber-
sichtsarbeiten, und zwar von Salomaa [36, 371, und von Lothaire [25]. Eine kurze histo-
rische Beschreibung ist auch von Hedlund [21] gegeben worden. Siehe auch die entsprechen-
den Arbeiten im kirzlich erschienenen Tagungsband, der von Cummings [15] herausgegeben

worden ist, und Berstel [5] .

Diese Ubersichtsarbeit ist wie folgt gegliedert: nach allgemeinen Definitionen in Teil 2
gibt der Teil 3 einige Ergebnisse fur iiberlappungsfreie Worter wieder. Teil 4 enthalt
die Beschreibung quadratfreier Worter, und Teil 5 quadratfreier Morphismen. Finige Ver-

allgemeinerungen werden im letzten Teil gebracht.

2. Bezeichnungen

Ein Alphabet A ist eine Menge, deren Elemente Buchstaben genannt werden. Ein Wort

ist die Folge von Buchstaben

E- mit aieA .

Die Lange n des Wortes w wird mit |lw| bezeichnet.
Das freie Monoid aller Worter uber dem Alphabet A bezeichnet man mit A* .

Ein (einseitig) unendliches Wort ist eine Abbildung

a :IN—-A

geschrieben als

Ein Faktor eines (endlichen oder unendlichen) Wortes ist ein (endliches) Wort, das in

dem genannten Wort mindestens einmal vorkommt. Ein Quadrat ist ein Wort der Form
uu

.mit u verschieden vom leeren Wort.

W



Eine Uberlappung ist ein Wort der Form
uvuvu

wobei das Wort u nicht leer ist. Der Begriff kommt daher, daB im Wort uvuvu der
Faktor uvu zweimal auftritt, und daB sich die zwei Okkurrenzen iiberlappen (siehe

Fig. 2.1).

Fig. 2.1 : v b9 ™~ Eine (berlappung
u’ v u \ u

BEISPIEL: Uber dem Alphabet {0,1} ist
OlIo0II00
eine Uberlappung.

Ein Wort ist quadratfrei,wenn keiner seiner Faktoren ein Quadrat ist. Analog heif3t ein
Wort Uberlappungsfrei ,wenn keiner seiner Faktoren eine Uberlappung ist. So ist z. B.

das Wort

OIo100II0HOI0O
bestimmt nicht quadratfrei, wohl aber Uberlappungsfrei.

Der Begriff einer Potenz kann allgemeiner gefaBt werden. So nennt man Sesquipotenz

ein Wort der Form
(uv)"u .

So ein Wort ist eine rationale Potenz mit gebrochenem Exponenten
n + s

wobei
0 <s = —l—lil— <1
|uv |
Ein Morphismus ist eine Abbildung
a: A* - B*

so daB fur alle

gilt

ou) = u(a1)a(a2)...a(an)



Einen Morphismus

a : A* - A*
kann man iterieren, insbesondere, wenn fur einen Buchstaben a e A das Bild a(a) auch
mit a beginnt. Dann ist

a(a) = au

fir ein Wort u, und man sieht leicht ein, daB allgemein jedes Wort an+1(a) mit o"(a)

beginnt. Daraus ergibt sich, daB die Folge

(o"(a))

n>o

zu einem (endlichen oder unendlichen) Wort konvergiert, das mit
a”(a)

bezeichnet und das durch lteration von o auf a erzeugte Wort genannt wird.

3. Uberlappungsfreie Wérter

Es sei A = {O;1} und der Morphismus
o A* - A*

gegeben durch
u(0) = Ol n(1) = 10

Iteriert man den Morphismus u , so erhdlt man zwei folgen’von Wortern
u =9, vo= )

deren Werte verbunden sind durch die Formeln

Ynet = Y0 Vnet T Yaln (n ZO)
Die ersten Elemente der Folgen sind
u = 0 v =t
o} o
ug = Ol v, = IO
Uy = o110 v, = 100l
u, = OIIOI0O0I v, = 10O0IOIIO
3 3
u, = O11o100100I010 V4 = 1001011001101001

Im Sinne der obengenannten Konstruktion erzeugt ein (eigentlich zwei) unendliches

Wort um(O), das das Thue-Morse Wort genannt und mit m bezeichnet wird.

m = u"”(0) = O110100I1001011010010110...

Elemente.



BEOBACHTUNG: (Morse [28]). Es sei m, der k-te Buchstabe des Wortes m, wobei die

Numerierung mit 0 anféngt. Dann ist m, = 0 oder m. = 1, je nachdem ob die Anzahl

der "1" in der Bindrentwicklung von k gerade oder ungerade ist.

Fir uns ist folgender Satz interessant, der die Existenz unendlicher Uberlappungsfreier

Folgen zeigt

SATZ: (Thue [45 ] Morse [28]). Das Wort m ist Uberlappungsfrei.

Die Einfachheit der Konstruktion und die Vielzahl der Eigenschaften der Thue-Morse-Folge
hat einerseits zu Verallgemeinerungen angeregt (siehe z.B. Cerny [ 9]), andererseits ein

genaueres Studium spezieller Fragen erméglicht. So sind z.B. uberlappungsfreie Quadrate,

wie die im Anfangsstiick der Thue-Morse-Folge unterstrichenen Blocke, jetzt wohlbekannt.

Fig. 3.1 m = OlIIOI0OOIIOOIOIIOI00IOIIO.. Quadrate in den
- Thue-Morse-Folge

SATZ: Quadrate, die in der Thue-Morse-Folge vorkommen, haben die Lange gh

oder 32" , fur ein n>0.

Die Beobachtung ist vor kurzem bedeutend verscharft worden. Einerseits wurde folgender

Satz bewiesen:

SATZ: (Shelton, Soni) [43] Jedes iiberlappungsfreie Quadrat iber zwei Buchstaben hat die

Lange 2" oder 3.2" fir eine ganze Zahl n > 0 .

Andererseits hat Harju eine vollstéandige Beschreibung zyklisch Uberlappungsfreier Worter

gegeben (siehe auch Thue [ 46]), woraus sofort folgt:

SATZ: (Harju [20]) Uber zwei Buchstaben 0 und 1 sind genau die folgenden Worter

Uberlappungsfreie Quadrate:

2 2
u., v,
n n

(Unvnun)2 , (Vnunvn)2 (n> 0)

un die dazu konjugierten Woérter.

Eine genaue Analyse iberlappungsfreier Woérter iiber zwei Buchstaben ist Restivo, Salemi L 431
gelungen. Sie haben beweisen kénnen, daB ein uberlappungsfreies Wort im wesent-
lichen durch ein paar Buchstaben schon festgelegt ist. Es soll hier nicht der genaue

Wortlaut wiedergegeben werden, sondern der Sinn ihres Satzes erldutert werden. Man

setze
a‘n - u2n bn - V2n o2 0
das heifBt
a =0 b =1
o] 0
a1 = OllO b1 = 100
a2 = OlHOI0OIIO00I0IO



SATZ: (Restivo, Salemi) Jedes iberlappungsfreie Wort w iber {0,1} hat eine eindeutige

Zerlegung der Form

W =99 - 9 q U dk-1 d1d

o o

mit

g,€G, , d,eD, i = 0,...k-1

und u ein Produkt von mindestens 2 und hdchstens 11 Woértern in {ak,bé . Dabei sind

Gi und Di die Mengen von Wértern die durch Knoten in den Baumen der Figur 3.2

dargestellt sind.

Fig. 3.2: Die zwei Mengen GL, und DL

BEISPIEL: Beim folgenden uberlappungsfreien Wort ist k = 2 .

oouo@|o“|ooqono'|oon'|00|'01eolnoofono‘ou|o'|00|:|ooio

a b a, - b b,

Das "Innere" eines iberlappungsfreien Wortes hat also eine festgelegte Form. Es ist
namlich ein Faktor des Thue-Morse-Wortes. Aus ihrem Charakterisierungssatz haben

Restivo , Salemi in der gleichen Arbeit folgendes Korollar erhalten.

SATZ: Es sei s die Anzahl der iberlappungsfreien Worter der Lénge n Uber 2 Buchstaben

Dann gilt
log,15
v < Cn 2

Wir erwahnen zum AbschluB dieses Teiles, noch einige Ergebnisse, die die Konstruktion
uberlappungsfreier Worter betreffen. Die Thue-Morse-Folge wird durch einen einfachen
Morphismus erzeugt. Man kann sich fragen, ob es einen anderen, einfacheren oder eventuell
komplizierteren Morphismus gibt, der diese Folge im gleichen Sinne erzeugt. Die Antwort

ist im wesentlichen: nein.

SATZ: (Pansiot [ 31]) Es sei h ein Morphismus, der durch Iteration die Thue-Morse-Folge

erzeugt:
h"0O) = m = O1101001I... = u” ()

Dann ist h eine Potenz von u .

T e



Der Satz kann etwas anders formuliert werden, indem man die Menge M aller Morphismen
h betrachtet, fir die h(rn) = m gilt. Natdrlich ist M ein Monoid fiir die Komposition von

Morphismen, und der Satz von Pansiot besagt, daB M zyklisch und von u erzeugt ist.

Eine etwas scharfere Formulierung des Satzes wurde von Harju [20] gegeben. Ein Morphis-

mus h : A* — B* heiBe Uberlappungsfrei wenn er uUberlappungsfreie Worter in Uberlappungs- .

freie Wortern abbildet. Naturlich ist der Morphismus p Uberlappungsfrei, und wenn ein
Uberlappungsfreier Morphismus durch lIteration ein unendliches Wort erzeugt, dann ist die-

ses Uberlappungsfrei. Die umgekehrte Behauptung gilt auch nach: folgendem Satz.

SATZ: (Harju) Es sei h : {0,1}* -~ {0,1}* ein Uberlappungsfreier Morphismus. Dann ist

h =un oder h = nun

fir ein n > 0 , wobei n der Isomorphismus ist, der 0 und 1 vertauscht.

Beide Satze sind Konsequenzen des folgenden Satzes

SATZ: (Séébold [38,39,401) Es sei a ein unendliches Uberlappungsfreies Wort, das durch

einen Morphismus h iber zwei Buchstaben erzeugt ist:

a = h*(0)

Dann ist a = m die Thue-Morse-Folge.

Der Satz besagt also, daB es nur ein unendliches Wort gibt, das sowohl Uberlappungsfrei
als auch durch lteration eines Morphismus erzeugt ist. Zur besseren Handhabung lber-

lappungsfreier Worter missen also bessere Werkzeuge bereitgestellt werden.

4. Quadratfreie Worter

Unsere Kenntnis von quadratfreien Wdortern ist bei weitem nicht so entwickelt wie fur
Uberlappungsfreie Wérter. Wenn man quadratfreie Worter Uber zwei Buchstaben, z.B.

Ound | , sucht, dann ist man schnell fertig. Es gibt nur 6 solche Worter, namlich
0O, Ol, OI0 wund I, 10, IOl

Die Lage ist ganz anders, sobald man einen dritten Buchstaben hinzunimmt - 1912 hat

Thue folgenden Satz gezeigt:

SATZ: (Thue [46]) Es gibt unendliche quadratfreie Wérter iber drei Buchstaben.

Von der von A. Thue eingefilhrten quadratfreien Folge sind mir vier verschiedene

Konstruktionen bekannt. Sie scheinen mir erwahnenswert, weil sie die Vielzahl der Be-

schreibungsmdéglichkeiten gut illustrieren.

= 1] =



A. Thue's Konstruktion beginnt mit dem Wort
m = OIIOIOOIIOO0IOIIO ...

in dem, weil es Uberlappungsfrei ist, niemals ein Faktor 111 auftritt. Also kann m
(eindeutig) zerlegt werden in Blécke, von denen jeder O, Ol oder Oll ist. Betrachtet
man den Morphismus
a— Oll
h: b - Ol
c—- O

so erhdlt man das unendliche Wort
t = h—1(m) = abcacbabcbac ...
von dem man leicht beweisen kann, daB es quadratfrei ist.

Morse und Hedlund [29] sind anders vorgegangen. Auch sie gehen von dem Wort m aus,
interpretieren aber je zwei aufeinanderfolgende Buchstaben von m als Binardarstellung

einer der Zahlen 0,1,2,3 . Sie erhaiten also aus
m = OIIOI0O0IIOO0IO0IO ...

das Wort
‘[(I’D) = rp_': 132120132012132 ...

wobei T durch

00 -0

T ol - 1

10 - 2

I -3
gegeben ist. In einem zweiten Schritt werden jetzt 0 und 3 identifiziert. Genauer, sei

0-b

1- a

2~ c

3—-b
Dann ist die endgulltige Folge das Wort

B(m') = B(t(m)) = abcacbabcbac ... = t

die trotz der vdllig verschiedenen Konstruktion, die gleiche Folge wie die Thue's ist!
Man kann abschlieBend noch bemerken, daB m' auch durch lteration eines Morphismus'
erhaltlich ist:

m' = am(”



wobei
0 -12
1 -13
2 =20
3 - 21

Die dritte Konstruktion, die bei M. Hall [19] zu finden ist, und von Istreil [ 22] genau

beschrieben wurde, ist wohl die einfachste. Es sei 0 der durch

a - abc
o: b - ac
c —-b

definierte Morphismus. Dann gilt
o’ (a) = t
Die letzte Beschreibung ist eine unverdéffentlichte Konstruktion von G. Cousineau. Man

betrachte folgende Wortfolge

w = €
(o}

w
n+1

v
o

~ v
w awbwcw n
n n n'n

(Wbezeichne das zu w gespiegelte Wort).

Dann gilt

t = limw .
- n

n-+o©

Die ersten Worter dieser Folge sind

W = €

o

w1 = abc

w, = abcacbabcbacabc

Aus dieser Kontruktion ergibt sich sofort eine interessante Eigenschaft der Folge 1

wenn w ein Faktor von t ist, dann ist das Spiegelbild von w auch Faktor von t .

Nachdem jetzt ein unendliches quadratfreies Wort (iber drei Buchstaben konstruiert ist,
fragt man nach der allgemeinen Form endlicher oder unendlicher quadratfreier Wérter.

Dazu eignet sich die Darstellung dieser Wérter durch einen Baum.

= 13 =
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Fig 4.1: Den Baum den quadratfreien Wirter mit Anfang ab .
Die Anzahl der quadratfreien Worter wachst anscheinend nicht sehr rasch. Wenn man
mit c(n) die Anzahl der quadratfreien Worter der Lénge n Uber drei Buchstaben be-

zeichnet, dann sind Werte in Fig. 4.2 angegeben (aus Brandenburg [6]).

n l 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 ... 24

c(n)‘ 3 6 12 18 30 42 60 78 108 144 204 264 342 456 7032

Fig. 4.2: Anzaht quadratfreier Wontern (bern 3 Buchataben

SATZ: (Brandenburg [6]) Die Anzahl c(n) quadratfreier Wérter der Lange n Uber drei

Buchstaben wachst exponentiell an. Es gilt

n n
6 c, < c(n) < 6-c2

_TE ¢ 21.032u_ng 025 1:38 .

1
Die Lage ist hier also verschieden von dem Wachstum iberlappungsfreier Worter, wie im

Satz von Restivo und Salemi gegeben. Eine Begrindung dieses Unterschiedes fehlt noch.

Genaueres uUber die Struktur des Baumes quadratfreier Worter haben Shelton [41] und
Shelton, Soni [42 ] gefunden. Dazu braucht man zwei Bezeichnungen. Ein Ast’(Fig.4.3) ist ein
endlicher Teilbaum des Baumes quadratfreier Worter, und ein Kern ist ein Weg in die-

sem3aum von demnur Aste abgehen (Fig. 4.4)

~_ 14 -



' ! ¥
1 — { ; ,
. AP ,
\ li 7 Iy » 7
P vl ;V Ly s
Coa ] h
! '

¢ “ ' w ;
Fig. 4.3: Ein Ast Fig. 4.4: Ein Kenn

Genauer gesagt, ist ein Kern ein Paar c = (u,w) von Wértern so daB Folgendes gilt
1. uw ist ein quadratfreies Wort
2. fur jeden Linksfaktor va von w , mit a einem Buchstaben,

ist die Menge der quadratfreien Worter, die mit uvb (b}:a)
beginnen, endlich..

Man bezeichnet die Linge von u als den Index des Kerns und die Lange von w als die

Lange des Kerns.

SATZ: Es gibt eine Konstante A so daB fir jeden Kern c=(u,w) die Ungleichung

Jul > A-w] ¥

gilt.
Der Satz hat zwei sehr interessante Korollare.

SATZ: Die Menye quadratfreier Worter Gber drei Buchstaben ist perfekt: wenn ein un-

endliches quadratfreies Wort mit dem (endlichen) Wort u beginnt, dann gibt es unend-

lich viele unendliche quadratfreie Worter, die mit u beginnen.

SATZ: Es gibt eine Konstante K so daB Folgendes gilt: wenn ein quadratfreies Wort u

verlangert werden kann in ein quadratfreies Wort uv der Lénge |u| + K.|u|3/2 , dann

gibt es ein unendliches quadratfreies Wort, das mit u beginnt.

Als formale Sprache ist die Menge der quadratfreien Worter natirlich weder rational
(regular) noch kontextfrei. Das zeigt man leicht mit den sog. Iterations- oder Pumping-
lemmas. Eine schone Herausforderung an die Spitzfindigkeit der Spezialisten der formalen
Sprachen war die Vermutung, daB das Komplement dieser Sprache, also die Sprache aller
Wérter, die ein Quadrat enthalten, auch nicht kontextfrei ist. Diese von Autebert,
Beauquier, Boasson, Nivat [1] aufgestellte Vermutung ist jetzt von Ehrenfeucht,
Rozenberg [171] und von Ross, Winkelmann [ 35] bewiesen. Ein schoner Beweis findet

. sich in der Arbeit von Ogden, Ross,Winkelmann [30] .

= 19 =



SATZ: Die Menge der Worter, die ein Quadrat enthaiten, ist nicht kontextfrei.

5. Quadratfreie Morphismen

Ein Morphismus
h : A* -~ B*

heiBt quadratfrei wenn das Bild eines quadratfreien Wortes wieder quadratfrei ist. Zur

Konstruktion quadratfreier Worter sind solche Morphismen sehr willkommen.
BEISPIELE: 1. A. Thue [46] hat gezeigt, daB der durch

a = abcab
b - acabcb
¢ =~ acbcacb
gegebene Morphismus quadratfrei ist.
2. Hingegen ist der Morphismus

a = abc
h: b - ac

c~—™b

nicht quadratfrei, obwohl das unendliche Wort

t = h“a)

quadratfrei ist. Es gilt nédmlich

h(aba) = abcacabc.

Die zwei Tatsachen stehen nicht im Widerspruch, weil aba im Wort t nicht vorkommt.

Ein quadratfreier Morphismus kann nicht einfach sein. Bezeichnet man mit der GroBe ei~

nen Morphismus h die Zahl

2 |h(a) |
aéeA

- 16 -



dann gilt ndmlich folgender Satz:

SATZ: (Carpi [8]) Jeder quadratfreie Morphismus Uber drei Buchstaben, der keine Per-

mutation des Alphabets ist, hat mindestens GroBe 18.

Der von A. Thue gegebene Morphismus hat GroBe 18, also war Thue auch da schon
optimal.... Der 2. Morphismus hat hingegen nur GréBe 6. Viele Autoren, mit Thue ange-
fangen, haben hinreichende Bedingungen fir quadratfreie Morphismen angegeben. Die ge-
nauesten hinreichenden und notwendigen Bedingungen stammen von M. Crochemore [12,13]

der die folgenden Satze zeigt.

SATZ: Ein Morphismus h : A* - B* ist genau dann quadratfrei, wenn

(i) h(x) fur alle quadratfreien Woérter x der Lange 3 quadratfrei ist, und

(ii) keines der Wérter h(a), a€A , ein internes Priaquadrat enthilt.

Ein Wort u heiBt dabei ein internes Praquadrat von h(a) wenn u ein Faktor von h(a)
ist und es ein Wort x gibt so daB xa quadratfrei ist, jedoch h(xa) das Quadrat uu ent-

halt

-

....... oa—

u u
Fig. 5.1: Internes Prdquadrat

Die Bedingungen des vorigen Satzes sind entscheidbar. Genauer gesagt, setze man

min {| h(a)|: a €A}
max{|h(a)|: a €A}

m(h)
M(h)

Dann gilt:

SATZ: Es sei h : A* = B* ein Morphismus mit m(h) 4 0 . h ist genau dann quadratfrei,

wenn h(x) quadratfrei ist fir jedes quadratfreie Wort x der Lé&nge

k = max {3 ,1 + M%h()ﬁ—)gl}

Fir den interessanten Spezialfall von 3 Buchstaben kann dieser Satz noch verfeinert

werden. Man erhélt

SATZ: Es sei h : A* =~ B* ein Morphismus mit Card(A) = 3 . h ist genau dann quadratfrei,

wenn h(x) quadratfrei ist fir alle quadratfreien Worter x der Lénge 5 .

- 17 -



6. Verallgemeinerungen

Von den moglichen Verallgemeinerungen wollen wir drei kurz und eine vierte etwas
langer diskutieren. Zuerst kann man das Suchen nach quadratfreien Wértern durch

suchen nach Wértern ohne kommutative Quadrate ersetzen. Ein kommutatives Quadrat

ist ein Wort uv , wobei v eine Permutation von u ist. Uber 3 Buchstaben haben alle
Wérter der Liange 9 ein kommutatives Quadrat; nach Pleasants [33] weiB man, daB es
unendliche Wérter ohne kommutative Quadrate uUber 5 Buchstaben gibt. Der Fall von

4 Buchstaben. ist offen. Man kann auch die Kommutativitat durch eine partielle Kommu-
tativitat zu ersetzen versuchen. Eine andere Art der Verallgemeinerung, die wir aber
hier nicht diskutieren wollen, stammt von Bean, Ehrenfeucht und McNulty [4] . Es

handelt sich um vermeidbare bzw. unvermeidbare Muster, die durch Wérter beschrieben

sind.

Héhere Potenzen sind die einfachste Art der Verallgemeinerung. Einige hinreichende Be-
dingungen fiir Morphismen, die Worter ohne k-te Potenz in Worter gleicher Art Uber-
fihren, stehen in der Arbeit von Bean et. al. Hier soll folgendes schone Ergebnis von

Karhumaki [ 23] zitiert sein:

SATZ: Es sei A = {abl und h : A* = A* : ferner beginne h(a) mit dem Buchstaben a .

Das unendliche Wort h (a) ist genau dann ohne dritte Potenz, wenn hm(a) ohne dritte

Potenz ist.

Ein Morphismus h : A* = B* heiBe potenzfrei, wenn fir alle n >2jedes Wort h(w) keine

n-te Potenz enthilt wenn w keine n-te Potenz enthalt. Dann gilt

SATZ: (Leconte [24]1) . Ein Morphismus h : A*—~ B* ist genau dann potenzfrei, wenn

h quadratfrei und wenn h(aa) kubusfrei fir jeden Buchstaben a € A ist.

Zum SchluB soll noch auf “kleinere" Potenzen eingegangen werden. Wie schon am Anfang
dieser Arbeit erklart, kann man ja fir rationale Zahlen re(]l)+ den Begriff der rationalen

Potenz gewisser Wérter definieren, indem man die rationale Zahl r schreibt als

firnezZ ,0 <p <q

b

cona b
q

Dann ist eine r-te Potenz ein Wort der Form

\ .
w = (uv)'u mit *E—]T =
uv

Wir sagen, daB r-te Potenzen uber q Buchstaben vermeidbar (bzw. unvermeidtlg) sind,

olo

wenn es ein unendliches Wort ohne r-te Potenzen gibt (bzw. wenn jedes Wort, das lang
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genug ist, eine r-te Potenz enthélt). Wenn r-te Potenzen liber q Buchstaben vermeidbar
sind, dann sind auch rtte Potenzen vermeidbar fur r'> r . Das Gleiche gilt, mutatis

mutandis, fir unvermeidbare Potenzen. Folglich kann man setzen:

s(q) = min {r G(D+ | r-te Potenzen sind iiber q Buchstaben vermeidbar}
S(q) = max {r | r-te Potenzen sind iber q Buchstaben vermeidbar}
Naturlich gilt

s(q) = S(q)
und natirlich wird, fir jedes q, nur einer der zwei Grenzwerte erreicht.

Die Berechnung der Zahlen s(q) ist einfach fir q = 2 , weil wegen der Unvermeidbarkeit
der Quadrate S(2) >2 , wegen der Vermeidbarkeit jeder héheren Potenz, die durch die
Existenz der Thue-Morse-Folge erwiesen ist, aber s(2) < r fur alle r > 2 gilt. Also gilt
s(2) =2 .

Der Wert s(3) wurde von F. Dejean [16] bestimmt. Sie hat berechnet, daB jedes Wort der
Lénge 39 Uber 3 Buchstaben eine (%)—te Potenz enthialt, also einen Faktor der Form uvu ,
mit Ju| = 3|v| . Das heiBt, daB %—te Potenzen unvermeidbar und deshalb S(3) > % ist.

Andererseits hat sie folgenden Satz bewiesen:

SATZ: Es gibt ein unendliches Wort Uber 3 buchstaben, das keine r-te Potenz fur r < %
enthalt.
Das heiBt also, daB s(3) > r fir alle r <% ist, und deshalb gilt s(3) = -‘-7;' .

Durch Einfiihrung neuer Methoden ist es Pansiot [32] gelungen, auch den Wert fir q = 4
zu bestimmen, und zwar gilt, wie schon von Dejean vermutet, s(4) = -;- . Fur hohere Werte

von q ist die Bestimmung von s(q) offen.
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