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On considfere une relation binaire symetrique

QcA x A

sur un ensemble fini A nomme alphabet. On note

M(A;e)

Ie monoide engendre par A avec les relations de commutation

ab '^' b a (a, be9 )

On dit que M(A,9) est Ie monoide partiellement commutatif libre sur I'ensemble

A relativement ^ la relation 6 .

Ces monoides & commutation partielle ont ete introduits par Foata dans Ie but

d'etudier les probl&mes de rearrangements. Dans les notations de Cartier et Foata

(Problfemes combinatoires de permutations et rearrangements, Lecture Notes in

Math., 1968) ces monoides apparaissent de la fapon suivante: on definit un f lot sur

un ensemble X comme une application de X dans I'ensemble X* des mots sur

. 'alphabet X . On note, pour x, y6X

(:)
Ie flat qui envoie x sur y et tout z ={: x sur Ie mot vide. On note A I'ensemble de ces
flats et on definit la relation de commutation

e - {((^), (t2))|x ̂  z}
On munit I'ensemble y (X) des flots sur X d'une structure de monoide en posant

pour f,g6^(X)

fg(x) = f(x)g(x)

On montre alors que Ie monoide ^-(X) est isomorphe au monoide M(A,0) avec A et 0

definis ci-dessus.

Nous nous sommes interesses au probl&me suivant: soit T un ensemble de mots sur

I'alphabet A et Q une relation de commutation. Quelle est en general la structure

de I'ensemble

[T*J
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des mots equivalents par la commutation definie par 6 S un mot de I'ensemble

T* = {w CA*|w=t^t^... t^, n^o, tj &T}
Une cons&quence des constructions quo nous avons effectu&es est Ie resuttat suivant

portant sur la serie generatrice

f^(z) = X Card(VnAn)z"
n

relative b I'ensemble V = [T*].

Th&orbme: Soit T c A* un ensemble fini de mots sur un alphabet A tel que pour

tout element t de T la classe

[t] = {weA*|sn/t}

des mots fequivalents b t soit reduite Si t .

Alors la s6rie f^y(z) est rationelle.

Ce resultat est tr&s proche d'un fenonce de F. M. P. Fle et G. Roucairol (On the

serializability of iterated transactions, ACM SIGACT-SIGOPS, 1982) qui nous a
conduit ^ nous int&resser a ce type de probl&mes.

Nous avons en fait la preuve d'un &nonce un peu plus general qui sera prochainement

public (Sur la reconnaissabilit6 dans tes monoides partiellement comrnutatifs libres, &
paraitre) et d'autres resultats sur ces probl&mes ont ete obtenus r&cemment par
M. Clerbont et M. Latteux d'une part et Y. Metivier d'autre part.

Les deux exemples qui suivent illustrent l'6nonc6.

EXEMPLE 1.

Soient a et b deux lettres qui commutent et

T = {ab}

Alors V est I'ensemble dos mots ayant autant d'occurrences de a que de b et done
1

f^(z) =
'1-4z'

Ceci montre que f, /z)n'est pas en general rationnelle quand I'ensemble T ne v&rifie

pas les hypoth&ses de I'enonce.

EXEMPLE 2.

Soit A = {a,a', b, b1 } et Q la relation dont Ie complement e a pour graphe:

a-b
l-l
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T ={aa', bb'}

qui satisfait les hypotheses du theorfeme puisque

[aa']= aa',[bb']= b b'

Alors V est I'ensemble des . etiquettes des chemins allant du sommet 1 au sommet 2

dans Ie graphe ci-dessous: Y^Q>^
^^®
fcixia
(7f- ^©

Dans les notations des expressions rationnelles, on a

V = (a(ba'abl)<'(al+bal bl)+b(ablbal)*(b<+ab'a'))<

D'ou on deduit Ie formule

2

fV<z) -
1 1-z'

z2+z4 1-3z2
1-2 T7

Ceci montre quo Ie nombre de mots de longueur 2n dans V est egal & 2x3n-1

Col visto buono di A. Machi

PUDET, LICET, DECET

A. Lascoux (p. p. a.)
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