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FONCTIONS SYMETRIQUES ET SERIES
HYPERGEOMETRIQUES BASIQUES MULTIVARIEES

PAR

JACQUES DESARMENIEN et DOMINIQUE FOATA (*)

RESUME. — L’étude de certaines statistiques sur le groupe symétrique fait ap-
paraitre des fonctions hypergéométriques basiques multivari€es. De nouvelles identités
sur ces fonctions, ainsi que leurs interprétations combinatoires, sont obtenues ici 3
partir d’un calcul classique sur les fonctions de Schur gauches.

ABSTRACT. — Multivariate basic hypergeometric series occur in the study of
certain statistics on the symmetric group. New identities on those functions as well as
their combinatorial interpretations are here obtained by means of a classical calculation
on the skew Schur functions.

1. Introduction

La théorie des fonctions hypergéométriques basiques (2, 3, 23] fait
apparaitre des séries normalisées par des quantités de la forme (a;q)n
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et (a;q)co définies par:
(a;5q)0 =1
(a;q¢)n=(1—a)(1—ag) ... (1— aq" ")
(6;9)c0 = limn(a;q)n = [[ (1 ag™).
n>0

Les formules suivantes :

u” 1
(11a) ; (0)n  (45¢)o0’
n(n—1)/2 u'
L18) }:,,:q (6 O)n

) U G )
(L1e) BT Pl PN
oil n varie de 0 & +oo, sont les outils de base de cette théorie. Les deux
premiéres apparaissent comme des g-analogues de la formule exponen-
tielle. Elles sont aussi deux cas particuliers de la troisiéme, qu’on désigne
habituellement par formule ¢-binomiale (¢f. [1, 2]).

On connait assez peu de choses sur les fonctions hypergéométriques
basiques a plusieurs variables (¢f. [2, 3, 23]). En revanche, le développe-
ment de certains produits infinis et aussi I'étude de certaines statistiques
sur le groupe symétrique font apparaitre des identités qui sont probable-
ment des cas particuliers de formules de transformation sur ces fonctions.
Pour chaque paire d’entiers positifs r, 8, posons :

== ("u; 4)00,

(v5q1,92)r0 =1, si r ou g est nul ;
= H H (l—uq'i_lqg_l)s sir,8 21,
1<i<r1<5<e

et
(%;91,92) 00,00 = limpo(#;q1,42)r,0

=[] J[(—wd"g™).
i21521

Les trois développements de produits infinis :

u” 1
1.20 A — 5
(1-2¢) 2,,: (o @2) (q1591)n (g2502)n (%501, 92) 00,00
un

(12b) Z‘:Bn(ql,Q2)(ql;ql ('—u;QhQQ)oo,oo,

NSO

u” _ (=2391,02) 0,00
q1;q1)n (925 02)n (591, 42) 00,00

(1.20) Zon(zsﬁthz)(
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peuvent étre ainsi considérés comme des identités sur les fonctions hyper-
géométriques basiques & deux variables.

Considérons enfin les trois identités :

(1 3a)ZA,, un =Y # t" !

Y
(t1591) nt1 (225 92) nt (w5 91,92) r 41,041

r,e
u”
1.3b) B, t7e8 (—u;
( Z tl 411 1 (tz q2)n+l ; 1 2( vqva2)r+l,8+l’

7

_ Zt,f. —2U5q1,42 ) r 41,041
(w5q1,92) r 41,041

(1.3¢) ZO’ .

tl QI n+1 (t2$Q2 n+1

7,8

ou n, r et 8 varient de 0 & +oo. Ces trois formules expriment le fait que
la série en deuz variables ¢;, t3 du second membre peut se développer en
une série en une variable %, convenablement normalisée, les coefficients,
comme nous allons le voir, étant des polynomes : A, = A, (¢1,t2,q1,42),
B, = Bg(ti,t2,q1,92) et Cn = Cn(z,t1,t2,q1,92), respectivement i
quatre et cinq variables.

Comme le suggére la numérotation utilisée et comme nous 'indiquerons
dans cet article, chaque formule (l.i¢) entraine (1.6b) et (1l.ia) pour
¢t = 1,2,3. De meéme, pour z fixé égal & I'une des lettres a,b,c, on a les
implications (1.3z) = (1.22) = (l.1z). La formule (1.3¢) entraine donc
toutes les précédentes.

C’est CARLITZ [4] qui a montré que (1.2a), (1.2b) et (1.2¢), cette
derniére pour z fixé égal a 1, définissaient trois suites de polynomes A,, =
An(g1,92), Bn = Bn(q1,¢2) et Cpn = Cn(z,q1,42) (n > 0) & coefficients
entiers positsfs et satisfaisant & A,(1,1) = Bn(1,1) = nl, Cn(1,1,1) =
n!2". Plus tard, GARSIA et GESSEL [10] ont obtenu l'extension (1.3a)
de (1.2a) et montré que 'on définissait ainsi, pour chaque n > 0, un
polynéme A,, i coeflicients entiers positifs de somme n!. En fait, ils ont
trouvé, tout comme RAWLINGS [16], une interprétation combinatoire pour
les polynomes A,;, dont nous reparlerons plus loin.

Il semble que personne jusqu’ici n’ait songé & donner une extension
analogue aux formules (1.2b) et (1.2¢). Le premier but de cet article est
de les fournir. Ces extensions sont précisément (1.35) et (1.3¢), on B, et
C,, sont encore des polynomes a coeflicients entiers positifs, la sornme de
leurs coefficients étant égale a n! et n!2", respectivement.

La variable z que nousrajoutons aussi a (1.2¢) a 'avantage de permettre
de faire le lien avec le formulaire des fonctions hypergéométriques basiques
a une variable.



—~ 371 =

J. DESARMENIEN ET D. FOATA

Par ailleurs, la structure formelle des deux identités (1.2a) et (1.2b)
ressemble trop a celle d'identités dues & CAUCHY sur les séries bilinéaires
de fonctions de Schur Sy pour qu'il n’existe pas de lien direct entre ces
deux familles de formules. Rappelons que ces identités s’écrivent (ef. par
exemple MACDONALD [15, p. 33 et 35]) :

(1.4) Y Si(@)S\(y) = [Ha -z,
A i

(1.5) Y Sa(z)Sn() = [T (1 + =iws),
A

5

oli A varie dans D'ensemble de toutes les partitions d’entiers, olt ¢ et §
varient de 0 & +o00 et enfin oit X' désigne la partition conjuguée de A.

Comme second but de cet article, nous nous proposons de montrer que

les expressions analytiques des formules (1.2a) - (1.3¢), ainsi que leurs
_contenus combinatoires, peuvent se déduire des formules (1.4) et (1.5) et
des propriétés géométriques des fonctions de Schur, tout particuliérement
de leur interprétation en termes de fonctions génératrices de tableaux (cf.
[15, p. 42]).

Le troisiéme but de cet article est de calculer les fonctions génératrices
des snvolutions en utilisant toujours les propriétés combinatoires et
algébriques des fonctions de Schur. Rappelons que les formules (linéaires)
de Schur sur les fonctions du méme nom s’écrivent :

(1.6) Z 2N 8\ (x) = H(l — zz;)7! H(l — ziw) 7L,

A f i<y
(L.7) Z 2" M8y (=) = H(l + z%;) H(l — ziz;)7 ",
;1 i i<y

ot e(}) (resp. r())) désigne le nombre de colonnes (resp. de lignes) de
longueur impaire de la partition A (¢f. [15, p. 46]). Notons Hy, (21,22,¢,9) le
polynéme générateur des involutions de [n] = {1,2,...,n} par nombre de
points fixes, nombre de transpositions, nombre de descentes, indice majeur
(ces deux derniéres notions seront rappelées au début de la section 2).
Notre troisitme but est ainsi de montrer que (1.6) et (1.7) permettent
d’établir les formules :

u” 1
18) YV H,— =Y ———

u” ) R 2 1
(1.9) ;Knm—‘;t( 1%;9)r+ H (1_u2z2qi+j)’

0<i<j<r

1
(1— wtzag )’
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ou n,r > 0 et ot K,, = K,(z1,22,¢,q) désigne un autre polynéme géné-
rateur des involutions par des statistiques que nous préciserons dans la
section 6. L’identité (1.8) a été obtenue par GESSEL [11] au moyen d’autres
techniques combinatoires.

Cette méthode qui consiste & déduire des identités entre g-séries et gy g2-
séries, ainsi que leur contenu combinatoire, de propriétés géométriques
sur le groupe symétrique a été utilisée par DESARMENIEN [6, 7]. Elle a
Pavantage de nécessiter peu de calculs et de n’impliquer aucune vérifica-
tion de formules de récurrence.

L’organisation de ’article est la suivante.La section 2 contient une des-
cription de tous les outils combinatoires mis en ceuvre. On y montre en
particulier que 'identité (1.3¢) entraine toutes les précédentes formules,
son contenu géométrique fournissant également l'interprétation combina-
toire de chacune d’elles.

Pour établir ensuite (1.3¢), on part d’une définition combinatoire du
polynéme Cp, = Cpn(2,t1,22,q1,¢2) donnée en (2.10). On exprime ensuite
(formule (3.3)) ce polynéme en termes de fonction génératrice de paires
de tableaux standard d’une forme approprie, en faisant appel i la
correspondance de Robinson-Schensted (¢f. [12, p. 48-73] et [18, 20, 22]).

Par ailleurs, on introduit une classe de fonctions de Schur gauches,
notées Sagu(z), qui permet d’intégrer les propriétés géométriques des
tableaux dans le contenu algébrique des fonctions Sigu(1,9,4%,...,9")-
Le théoréme 4.1 est en fait 'outil de transfert fondamental.

Partant enfin des formules bilinéaires (1.4) et (1.5), un simple jeu de
substitution des indéterminés par des puissances de deux variables ¢, g2
permet d’établir (1.3¢). Ceci fait 'objet de la section 5.

La derniére section, comme nous I’avons dit, est consacrée au calcul
des fonctions génératrices des involutions, en faisant usage encore des
techniques développées dans les sections précédentes.
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