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FONCTIONS SYMfiTRIQUES ET SfiRIES
HYPERGfiOMfeTRIQUES BASIQUES MULTIVARlfiES

PAR

JACQUES D^SARM^NIEN et DOMINIQUE FOATA (*)

RfiSUMfi. - L'^tude de cert&ines sta. tistiques sur Ie groupe sym^trique fa.it a,p-
paraftre des fonctions hyperg^om^triques b&siques multivari^es. De nouvelles identit^s
sur ces fonctions, a.insi que leurs interpretations combina. toires, sont obtenues ici ^,
partir d'un calcul cl&ssique sur les fonctions de Schur g&uches.

ABSTRACT. - Multivariate ba.sic hypergeometric series occur in the study of
ccrt&in statistics on the symmetric group. New identities on those functions a, s well as
their combinatoria. ! interpretations are here obtained by means ofa. classica. l calcula. tion
on the skew Schiu- functions.

1. Introduction

La theorie des fonctions hypergeometriques basiques [2, 3, 23] fait
apparaitre des series normalisees par des quantites de la forme (a;g)n
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et (a;q)oo definies par :

(a;<?)o == 1
(a;g)n=(l-<i)(l-<ig)... (l-agn-1)

(a;<z)oo=limn(a;g)n= 11(1-^").
r>>0

Les formulcs suivantes :
u" 1

(l. la)

(l. lb)

y-^-=-1-,
^ (9;^)n ("; 9)oo

E<"("-t)/2 u'

(?;?)n
= (~»;^)oo,

(l. l.)
u" _ (au;<[)oo

r(<l;9)"(^^:=7^T'
ou n varie de 0 a +00, sent les outils de base de cette theorie. Les deux
premieres apparaissent comme des g-analogues de la formule exponen-
tieUe. EUes sont aussi deux cas particuUers de la troisieme, qn'on designe
habitucUement par/ormu/e q-binomiale {ef. (1, 2]).

On connait assez peu de choses sur lcs fonctions hypergcometriques
basiques a plusieurs variables (<;/. [2, 3, 23]). En revanche, 1c developpe-
ment de certains produits infinis et aussi I'ctude de certaines statistiques
sur Ie groupe symetrique font apparaftre des identites qui sont probable-
ment des cas particuliers de formules de transformation sur ces fonctions.
Pour chaque paire d'entiers positifs r, », posons:

(";9i»92)r, »= 1, si rou » estnul ;
= n n (i-«<?rv2 -l)< sir, »>i,

K»<rl<y<»

et
(«;gi, 92)00, 00 =limr,, (u;gi, g2)r,>

=IIII(i-^-V. -1).
. >iy>i

Les trois developpements de produits infinis :
u" 1

(1.2a) i. A^l^^^(q^^ = («;<?!, ?2)oo, oo'

(1.26) E^(<-. «)(,, ;,, ):(,^)^<-i<-«'~.~'
un _ (-2u;gi, 92)00, 00

(1.2c) L^^^^2)^;^)^(g, ;^), = -(«;gi'^)<x>,oo '
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penvent etre ainsi consideres comme des identites sur les fonctions hyper-
geonietriques basiques a, deux variables.

Gonsiderons enfin les trois identites :

(1.3a) y"An7-tt7--^- =Y^W- - \ --,
^ "((X;<7l)n+l (<2;?2)n+l ^ * ' ("; <?I , <?2)r+l, »+l

(1. 36) E5"77-TT~^7T^T-=E(!i^(-u^i'^)'-+i. »+i,
^ {tl;qi)n+l{t2:q2 )n+l ^

k^ wn ^Y-^^(-':u;<?I'<ir2)r+l'B+l,
^ (<!;<?! )n+l(<2;92)n+l ~ ^ (t(; ̂ i, g2)r+l,, +l '

ou n, r ei 8 varient de 0 a +00. Ces trois formules expriment Ie fait que
la serie en rfc ui; variables (i, (3 du second membre peut se developper en
une scrie en une variable u, convenablement normalisee, les coefficients,
comme nous aliens 1c voir, etant des polynomes : An = An(ti, ti, qi, q-i),
Bn = Bn{ti, h, qi, q'i} et Cn = G'n(2, <i, <2, ?i, g2), respectivement a
quatre et cinq variables.

Gommc 1c suggere la numerotation utiliseeet comme nous 1'indiquerons
dans cet article, chaque formule (l. t'c) entraine (l. *6) et (l. i'a) pour
* = 1, 2, 3. De meme, pour x fixe egal a 1'une des lettres a, fr, <;, on a les
implications (1. 3.r) => (1. 2a;) => (1. la;). La formule (1. 3c) entraine done
toutes les precedentes.

O'est GARLITZ [4] qui a montre que (l. 2a), (1. 26) et (1. 2c), cette
derniere pour z fixe egal a 1, definissaient trois suites de polynomes An =
An{qi, q2 ), Bn = Bn(qi, q2) et C'n = Cn{z, qi, q^) (n > 0) a coefficients

entiers positifs et satisfaisant a An(l, l) = 5n(l, l) = n!, (7n(l, l, l) =
»!2n. Plus tard, GARSIA et GESSEL [10] ont obtenu I'extension (l. Sa)
de (1. 2a) et montre que 1'on definissait ainsi, pour chaque n > 0, un
polynome An a coefHcients entiers positifs de somme n!. En fait, Us ont
trouve, tout comme RAWLINGS 16 , une interpretation combinatoire pour
les polynomes An, dont nous reparlerons plus loin.

II semble que personne jusqu ici n ait songe a donner une extension
analogue aux formules (1. 26) et (1.2c). Le premier but de cet article est
de les fournir. Ces extensions sont precis^ment (1. 36) et (1. 3c), on Bn et
(7n sent encore des polynomes a coefficients entiers positifs, la soname dc
leurs coefficients etant egale a n! et n!2", respectiveinent.

La variable z que nous rajoutons aussi a (1. 2c) a 1'avantagede permcttre
de faire Ie lien avec Ie formxilaire des fonctions hyperge'ometriques basiques
a unc variable.
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Par ailleurs, la structure formelle des deux identites (1.2a) et (1. 26)
ressemblc trap a celle d'identites dues a GAUCHY sur les series biUneaires
de fonctions de Schur 5^ pour qu'U n'existc pas de Hen direct entre ces
deux families de formules. Rappelons que ces identites s'ecrivent (<./. par
exemple MACDONALD [15, p. 33 et 35]) :

(1.4)

(1.5)

^Sx(x)S^y)=]^(l-x, y, )-1.
\ «J

^;5, (^)^(y)=n(l+^y),
*,}

ou A varic dans 1'ensemble de toutes les partitions d'entiers, oil i et j
varient de 0 a +00 et enfin ou >' designe la partition conjugnee de A.

Gomme second but de cet article, nous nous proposons de montrer que
les expressions analytiques des formules (1.2a) - (1.3c), ainsi que leurs
contenus combinatoires, peuvent se de'duire des formules (1.4) et (1.5) ct
des proprietes geometriques des fonctions de Schur, tout particuli^rcment
de leur interpretation en termes de fonctions generatrices de tableaux [ef.
[15, P. 42]).

Le troisieme but de cet article est de calculer les fonctions g^neratrices
des mvolutionf en utUisant toujours les proprietes combinatoires et
algebriques des fonctions de Schur. Rappelons que les formules (Uneaires)
de Schur sur les fonctions du meme nom s'ecrivent :

(1.6) ^ .C^Sy(x} = H(l - zx,)-1 [[(1 - ^)-1,
\ t «<.»

(1.7) ^ .r^S^(x) = ]J(1 + zx,) n(l - x^)-\
\ i *<]

ou e{\) (resp. r(A)) designe 1c nombre de colonnes (resp. de Ugnes) de
longneurimpaire de la partition A (<./. [15, p. 46]). Notons Hn(zi, ^, t, 9) Ie
polynome gc'nerateur des involutions de [n] = {1, 2,... , n} par nombre de
points fixes, nombre de transpositions, nombre de descentes, indice majeur
(ces deux dernieres notions seront rappelees au debut de la section 2).
Notre troisieme but est ainsi de montrer que (1. 6) et (1. 7) permettent
d^tabUr les formules :

(L8) Sff"(,^=E(r(,,., ^^(i-«w+')'
d.') E^" ̂ = s 'r(-^ ri^- ̂ n^ (i-.w^r
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ou n, r> 0 et ou Kn = Kn(zi, %2ft, 9) designe un autre polynome gene-
rateur des involutions par des statistiqucs que nous preciserons dans la
section 6. L'identite (1.8) a etc obtenue par GESSEL (11] au moyen d'autres
techniques combinatoires.

Oette niethode qui consiste a deduire des identites entre g-s^ries et qigi-
series, ainsi quc leur contenu combinatoire, de propriet^s geometriques
snr 1c groupc sym^trique a etc utilisec par DfisARMfiNlEN (6, 7]. EUe a
1'avantage de necessiter pen de calculs et de n'impliquer aucune verifica-
tion de formules dc recnrrence.

L'organisation de 1'article est la suivante. La section 2 contient une des-
cription de tous les outils combinatoires mis en osuvre. On y inontre en
particulier que I'identite (1. 3c) entraine toutes les precedentes formnles,
son contenu geometrique fournissant egalcment 1'interpretation combina-
toire de chacune d'eUes.

Pour etablir ensuite (1. 3c), on part d'une definition combinatoire du
polynome <7n = Cn{z, ti, tt, qi, qt) donnee en (2. 10). On exprime ensuite
(formule (3. 3)) ce polynome en termes de fonction generatrice dc paires
de tableaux standard d'une forme appropriee, en faisant appel a la
correspondance de Robinson-Schensted (<./. [12, p. 48-73] et[18, 20, 22]).

Par ailleurs, on introduit une classc dc fonctions de Schur gauches,
notees S\^{x), qui permet d'integrer les proprictes geometriques des
tableaux dans 1c contenu algebrique des fonctions 'S'A<g>p(l, g, g ,... , gr).
Le theoreme 4. 1 est en fait 1'ontil de transfert fondamental.

Partant enfin des formules bilineaires (1. 4) et (1. 5), un simple jeu de
substitution des indetermines par des puissances de deux variables qi , qy
permct d'^tablir (l.Sc). Geci fait 1'objet de la section 5.

La demiere section, conanie nous I avons dit, est consacree au calcul
des fonctions generatrices des involutions, en faisant usage encore des
techniques developpc'es dans les sections pr^cedentes.
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