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1. Introduction

Nous etudions, dans cet article, une interpretation combinatolre

de la substitution plethystlque de deux series formelles du type

F(x,, x,,... ).^f^, ^(x?'x,d'... x,d")/(d, lld'd,12d'-d, ln<"), (5)

ou les coeffictents fd, d,... d» sont des ent)ers< et ou ia scmme a iteu sur

1'ensemble <Jes suites d'entiers d^dg,..., ^ avec n queiconque. Non

seulement cette substitutiontlon particuliere joue un role important en

combinatoire, entre autre dans t'etude des structures ^ isomorphisrT. e ores,

mais el Ie intervient aussi dans la theorie de la representation <3es groupes,

et dans certains problemes de theorie des nombres.

R6cemnent, 0. Nava et G. C. Rota [NR] ont propose un modele

combinatoire pour cette substitution en terme d'une theone du meme genre

que la theorie des especes de structures de A. Joyal [Jj. Plus precisement,

ils elaborent la theorie des especes part itionne lies, et associent a chacune
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de ces especes une s6rie formelle du type (1), a un multiple pres des

coefficlents. 11s d6f1nissent alors une operation combinatoire entre les

especes partltionnelles qui correspond, en passant aux series formelles

associees, au compose plethystique. Le iecteur mterress6 aux variations

sur 1e theme de la theone des especes pourra consulter Bergeron IB].

Nous aliens plut6t ^laborer une interpretation combinatoire de la

substitution plethystique, en terme d'especes sur les permutations.

O'abord parce qu'on peut comprendre plus facilement dans ce contexte les

particularlt^s de la substitution p16thystique, mais aussi parce qu'il est

possible d'etabllr un lien important entre la substitution des especes au

sens de Joyal, et celle que nous aliens Introduire.

Mals rappelons d'abord ce qu'est la substitution plethystique. Solt

done

e(x,, x,,.. )^g^... d^(^^... x,'-)/(d, ! ld1d, !2d! - d, !nd"),

une seconde s6rle de type (D teile que 6(0, 0, ... )=0. La serie Htx^Xg,... ) est

o&tenue par substitution pl^thysttque de G dans F, sl et seulement sl

H(Xi, X2,... )=F(G,, G2,,..)

oO par definition Gi<(Xi, X2, X3,... )=G(x^, X2k, X3k,... ). On ̂ cDtalorsH=Fo6. II

a 6t6 remarqu^ deputs longtemps que I'anneau <3e ces s^nes formelles est

ferm6 pour 1'op^ratton "o". En plus cTexpttquer ce faU combtnatotrement,

nous aliens aussi expliquer pourquoi Xn0^»x^.
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2. Les esp^ces sur les permutations

Une espece de structure au sens de A.Joyal, est un foncteur de 'a

categorle des ensembles flnis (avec comme fleches les bljecttons), vers la

categone des ensembles ftnis. Nous almenons d6finir une vanante de la

th6or1e des especes en modifiant la categorie source de ces foncteurs.

D6signons done S la categone dont les objets sont les couples (A, a), ou o-

est une pennutation de A, c'est-^-dtre que a est une bijection <T:A-> A.

S'il n'y a pas rlsque de confusion, on d^signe encore par a 1'objet (A, (T). Une

f16che <p:(A, ff)-->(B, x) de la categone S est une bljection <p:A->8

tel1equeTS <poo'o<(>~1.

Une esp6ce T sur les permutatlons, ou encore S-esp6ces, est un

foncteur T:S->8ns, de la categone S, dite des permutatfons, vers la

categorle 6ns des ensembles ffnls. Pour un objet (A, o-) de S, on dit d'un

element de I'ensemble T[(A, ff)l que c'est une structure de S-espece T sisr

(A, o-). Un morphtsme oc:T-> P de la S-espece T a la S-esp^ce P, est une

transformation naturelle entre les foncteurs correspondants. On obtient

alnst la cat6gorte S-Esp des S-esp6ces. Nous d^slgnerons d'autre part par

B-Esp la cat6gorle des esp^ces au sens de Joyal, c'est-a-dlre les

foncteurs R:B->6ns, ou B est la categorie des ensembles finis avec

comme fl6ches les bljections.

Nous aliens introduire un certain nombre d'op6ratlons sur Ie?

S-esp6ces. On a d'abord la somme de deux S-especes T et P, qu'on def in ie

en posant (T*P)[<r]»T[a]+P{<TJ (somme d(sjolnte). Ensutte, pour pouvoir

deflntr Ie produit de S-especes, definissons ce qu'est une dtssection tfune

permutatlon. Une dissectlon d'un objet (A, (T) de S, est un couple

((A^a^/A^ffz)), ou:
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I) AI+AZ'A ,

H) a(A))=Ai pour i {1,2}, et enfln

ffl) <T( est la restriction a A^ de (T.

Le seul objet de S qu1 n'admet qu'une seule dlssectlon est (0, ^0),

on Ie designs par 0. Les permutatlons cyctiques n'ont que des dissectlons

trivtales, ce sent des objets dits "irreductlbles". Geometnquement, une

des dissecttons d'une permutatlon o' peut se repr6senter comme:

i I

"Q 9

Figure I

Pour slmpllfter les notations dans ce qu< suit, posons:

/di^dX?1X^ ... X;"
r(cr)=

di!1d1d2!2dz .. d^!nd"

ou d, est Ie nombre de cycles de a de longueur 1, n est la cardinal 1t6 de

1'ensemble sous-jacent a ff, et les x^ sont une infinite de variables
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dlstinctes. 11 est dair que 3'(a) ne depend que du type cycllque de la

permutation o-, a savolr 1e vecteur d=(di, d2,..., d^). Pour un tel d, posons

encore

Ddl'dildz!-^!

H)Aut(d)= dit1d1d2l2dz -djnd"

ffl)xd»xf1 x^ - x^d" , ou x=(x,,X2,... )

IY)iJdi|=l<J^2d2*... ^,

Observations: Deux permutatlons a et T sont isomorphes, au sens de S,si

et seulement si eiles ont Ie meme type cyclique. De plus, 11 est facile de

v^nfler que pour e et f deux types cycliques, 1'ensemble des trlplets

(d, a,, o'2), ou (ai. ffg) est une dissectlon d'une permutation ff fixee de type

da e*f, 0-1 est de type e, et ffg est de type f, a comme cardinatlte dl/gifj.

A toute S-espece T, on peut associer la sen'e:

Card(T) .z rT[CT]r((T) ,

ou I a I varte dans I'ensemble des type cycliques. Card(T) est done une

s6Ne ^ une tnf}nlt6 de variables x^Xg,... ; on la d6slgne par T(Xi, X2,... ). La

s6r1e atnst assoc16e ^ une S-espece T est encore appel^e s^rfe indfcatrfce

de cycles (ou plus stmpiement: s6rle fndfcatrfce) de T. It est faclle de

v6r(fler que Card, cons(d6r6 comme "ronctton", respecte la somme.

C'est-^-dlre que Card(T*P)3Card(T)*Card(P).

D6flntssons Ie produtt T«P de deux S-esp6ces T et P, comme
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v
(T«P)l(T]=^ JlffilxPtag],

'(ffl. 0-2)

ou la somme a lieu sur 1'ensemble des dlssectlons (0-1, 03) de a. 11 ci6cou1e

dlrectement de cette definition et des observations cl-dessus, que

Card(T»P)a Card(T) Card(P).

Comme premier exemple de S-esp6ce, consld6rons Cn, telle que:

cjffl
[<j] , si a est un cycle de longueur n

0 , slnon

La s^rte tndicatrice de C^ est x^/n . 11 resulte de la definition du produit

que (Cn)k est une S-espece telle que (Cn)k[o"l est non vide seulement

lorsque cr a exactement k cycles tous de longueur n. La donne d'un element

de (Cn)k[or] correspond alors ^ la donne d'un ordre total sur ces cycles.

Cette remarque suggere de designer par ^}k/^[ la S-espece

caracteristlque des pennutations ayant k cycles de longueur n. La sene

indicathce de cycles de (Cn)k/j<j est alors (^/^w. )- On en conclue plus
generaiement que pour d"(di, d2,..., dn), (C?1C^? ... C^)/<jj est ia
S-esp6ce caract^ristique des pemnutations de type d, t. e. ayant

exactement d^ cycles de longueur 1, dg cycles de longueur 2, ... , et d^

cycles de longueur n. Le lecteur aura probabiement cieja devine que la serie

indfcatnce de cycles de cette S-espece est xd/d(.

Comme autre type d'exemples, conslderons 1a S-espece Cycle

caractenstique des cycles, c'est-a-dire que:

Cycie[a] =
{<T} , si <T est un cycle

0 , sinon
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On observe alors que la s6rie Indicatrtce de Cycle est Znxn/n- sl d'autre

part on d6signe par U la S-espece telle que, pour toute permutatlon a,

U[ff]3{a}, alors 11 s'ensuit que:

Card(U) Zj^xd/Aut(d)

ou x=(Xi, Xg, X3,... ) et d varie dans I'ensemble des tuplets (^, ^-s. -.^

avec n quelconque. Enfln, pour n et k deux entlers posltlfs non nuls, on

d6slgne par Cpj^ la 5-esp6ce te11e que pour a une permutatlon de

I'ensemble tint A, on alt:

Cn. klA, a]»
(B|BCA, XBS n, et(Tk(B)aB}, st ff est un cycle de longueumk

0 , slnon.

On dit d'une Cn^-structure sur un cycle a (de longueur nk), que c'est un

cycle n-pointe. La serie tndlcatnce associee a cette espece est x^/n.

3. Substitution

Afin de pouvoir definir la substitution pour les S-especes,

commen<;ons par rappeler quelques definitions auxiliaires. Pour s une

relation d'^quivalence sur un ensemble fini A, et pour une bijection a du

meme ensemble, on definit 1a relation d'equivalence sy en posant: a=g. b ,

si et seulement si a(a)sa(b). On d1t d'une relation d'equivalence 5 sur A

qu'elle est compatible avec une permutation a de A, si et seulement si =

et sy colncident. POUT chaque relation d'equivalence =, on d6s1gne encore

par A/s 1'ensemble des classes d'equlvalence de A sutvant s. Lorsque =
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est compatible avec a, on peut d6f1nir une permutatlon a/s de A/a en

posant, pour BeA/s, (ff/a)(B)aff(B). De plus, pour chaque classe

d'6quiva1ence BeA/s, on peut d6finir la trace ffg de o- sur B en posant,

pour beB, que o-B(b)3ak(b), ou k est Ie plus petit entier (>0) tel que al<(b)
solt dans B (k ne depend que de B et a).

Definition d® la substitution

Solt P une S-espece telle que P(0]=0, et T une S-esp6ce

quelconque. La substitution Top de P dans T se d6finit de la fa^on

suivante. Pour chaque objet (A, ff)eS, une structure de S-esp6ce Top sur

(A, a) est la donn6e:

I) tfune relation d'equivalence a sur A compatible avec o-,

II) d'une T-structure sur (A/a , o-/a),

HI) et enfin, pour chaque BeA/a, d'une P-structure pg SUT (8, 05),

avec la condition de compatibdite: P[(T](PB)SP(T(B)- (11 ya icl un leger abus
de notation dans Ie membre de gauche, a designe la fl^che de o-g a ayo)

correspondant ^ la restriction de a ^ B.)

II est plus facile de comprendre ie sens de cette definition s< 1'on

a une bonne representation des relations d'6qu(valences s avec une

permutation o-, du quotlent a/a de a par s, et enfin de la trace a^ de cr sur

une classe B. Nous tllustrons ci-dessous ces concepts.
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I) Une relation d'6quivalence s compatible avec a prend en g6n6ral

1'alluresuivante:

Figure 2-a

H) La permutation o-/s peut alors etre representee

geometrfquement comme:

Figure 2-b

HI) Enfln, la trace ag de a sur B une classe de = se represente
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a) dans Ie cas ou crg coincide avec la restriction de a ^ B, comme:

Figure 2-c

b) et dans celui pour lequel 0-3 fait effectivement Intervenir les

composes de a, comme:

^ f II -L ^

^0110^
1^ I i A

Figure 2-d

Ce n'est que dans ce demler cas que la condttion de compatibilite

de la definition de substitution est non trfviale. El Ie impose que Ie chofx de
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1a P-structure sur chacune des parties soit Ie meme a transport de

structure pres.

Proposition 1

OCnOqsC^
mc^c^cp ... c;")/d, » <c,. »11Cy' .. C^")/M

ou Cp j( d6ssigne la S-esp6ce des cycles de longueur nk, n-pointes.

Demonstration

I) En fait, soit a une permutatlon telle que CnOC^[o-] soit non vide.

La donn6e d'une Cpoc^-structure sur <T correspond a la donnee d'une relation

d'^qujvalence s compatible avec a, telle que:

a) <r/a est un cycle de longueur n,

b) et, SUT chaque classe BeA/s, (ig est un cycle de longueur k.

On en conclut que <r est cyclique, pulsque

-a) assure qu'on peut passer d'une classe a n'importe queile autre

classe via un compose de u, et que

-b) assure qu'au sein d'une classe on peut toujours passer d'un

6 lament un autre via un iter6 de <T.

De plus, il n'y a qu'une seule telle relation d'equivalence.

H) Nous d6s<gnerons par U^ la S-espece caract^ristique des

permutatlons de type d. Done U^= (C^C? ... C^")/^}. Pour une
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permutation or, une structure de S-esp6ce C, nOUd sur a n6cess1te d'abord

la donnee d'une relation d'6qu<va1ence s compatible avec <T, telle que:

a) a/a est un cycle de longueur k,

b) sur chaque classe B de s, a^ est une permutation de type U^.

Or pour chaque partle B et chaque b B, aB(b)=(Tk(b). La permutatlon a est

done de type dj(=(d^, d2^,..., d^), si ds(^. d^... .^). De plus, chaque cycle

de (T intersecte chaque classe B en c/k points si c est la longueur du cycle.

Pour compl^ter la donne d'une Cj nou^-structure sur <T, on doit

pointer Ie cycle <r/s. Mats ceci 6quivaut ^ choisir une des ctasse B. Le choix

de cette classe correspond d choisir j points sur chaque cycle de longueur

jk de (T, pour tout j, ce qui montre 1'assertion.

11 est important, pour la suite de cet expose, d'observer que la

cardinalite de C, ̂ou^ est (x^/1 ̂ (x^/2^2 - (Xn^/n)dn/d|.

Proposition 2

Pour une S-esp6ce P flx6e telle que P(01S 0, Ie foncteur

(-)op:S-Esp-> S-Esp

preserve la somme et Ie produit de S-esoeces, et leurs neutres respectifs.

De plus (-)oCi et C^o(-) sont tous deux I'identite de S-Esp.

Demonstration

Pour lllustrer, montrons que (-)oP preserve Ie produit,

c'est-^-dlre qu'on a naturetlement (ToR)oPs(Top)»(Rop). Consid6rons done
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une (T«R)oP-structure sur une permutatlon a. On a done d'abord une

relation d'6qu1va1ence a compattbie avec a, une CT» Restructure n sur a/s,

et enfln pour chaque classe B de a, une P-structure pg sur ffg. Mals la

(T«R)-structure TT sur a/s correspond a la donn6e d'une dlssectlon (Ti. Tg)

de 0'/a (telle que I'ensemble sous-jacent a T, est reunion de classes de a,

et de m6me pour Tg), d'une T-structure t sur T,, et d'une R-structure r sur

Tg. La dissectlon (Ti, Tg) de ff/« indult une unique dissectlon (o-^o-g) de ff,

telle que a/a 'T, et (Tg/a'tg. On a done une (Top)-structure sur o-,, et une

(Rop)-structure sur o-g, c'est-d-dlre une (Top)<(Rop) -structure sur o-. La

r^ciproque se montre en proc^dant inversement.

Th6or&me principal

Pour T et P deux S-especes avec P[0]30, on a

Card(Top)» Card(T)oCard(P)

ou la substitution dans Ie membre de drolte est la substitution

pl6thystique.

Demonstration

Pour d est un type cyclique d, deslgnons par T,j la S-espece:

Td[<T]=
{a} , s1 Ie type de a est d

0 , sinon

Pour toute S-esp^ce T on a aiors T'^dT^. On a <j6J^ remarqu6 que
(T*R)op»(Top)*(Rop), et (I estfactledev^nrierQue
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(SdTd)op3 Sd<Tdop)
On se ram6ne done ^ montrer la proposition dans Ie cas

Card(TdOP)=Card(Td)oCard(P),
puisque Card preserve la somme. Mais il d6coule de la definition de la

substitution que

Card(TdOP)' *Tdld]Card(UdOP),
ou U est la S-esp6ce uniforme. Rappelons qu'on a tou jours

(T»R)op»(Top)^Rop), et que Card preserve aussi Ie produtt, on peut

done encore ramener la verification du theor^me ^ ia verification plus

simplement de:

Card(qo p) = (xK/k)oCard(P)

Or

Card(C^op)» ̂  (^XP[T(s)])r((7)

oO a varle dans I'ensemble des relations d'6qutvalence, sur un ensemble

typtque, compatibles avec a, et telle que a/a solt un cycle de longueur k.

On a d6sign6 par r(a) ie type de la trace <Je a sur I'une des partle de =. ce

type est ln<36pentiant de la partle cholsle. On peut done r66cnre:

Card(qo p)» ^^. P[d] (2a^ ^((T))

ou la somme Str. s s'effectue sur 1'ensemble des couple (a, s) avec a un

type de permutatlon, et a une relation d'6qutvalence compatible avec o-

telle que (7/a soft un cycle de longueur k et telie que pour chaque partie B

de a on alt ag de type d. 11 est clatr qu'on s'est encore une fois ramen6 ^
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montrer un cas plus simple de la proposition, a savoir:

Card(qo Ud)s(Xk/k)oCard(Ud).

Mats c'est 1^ une consequence immediate de la proposition 1.

Pour illustrer les applications possibles de ce th6or6me, nous aliens

en d6dulre une g6n4ra11sat1on de I'1dent1t6 cyclotomlque (voir 7]. Rappelons

en d'abord la forme classlque

(l-ax)-1= | | (|-xk}M(oc. k)
k^l

ouM(a, k)-^^j^4(l</d)ak. Nous aliens montrerque plus g6n6ralement

S^, anx"/n-S^, "<°'.n>(2*. l<nl, A).
lr\l\ *n2l

On obtlent l'1denttt6 cyclotomique a partir de cette demise fdentit6 en

remptacant x^ par xn, et en prenant i'exponentielle de chaque membres.

Solt d un alphabet (ensemble) fint de cardinal ite a. On designe par

G laS-esp6cetel1eque

{(x) | a>:A->Q }, s( (T est un cycle
G(A,a]-<

0 , sinon.

La s6r1e g6n6ratr1ce de 13 est done ̂ n^ i ocnXn/n. St aest un cycle, on dlt de
<A) G[(T] que c'est un mot cycltque sur a. On d^finft la periode n d'un mot

cycllque a) de la fa<;on usuette: TT((*)) est Ie plus petit entier k tel que

u(alc(a))aco(a) pour tout a dans A. On d6signe par ̂  la S-esp^ce des mots

cycliques de perlode n. Un mot cyclique est dlt primitif. s1 sa p6r1ode est

1a longueur du cycle sur lequel 11 est construit. Alors on d6s1gne par P la

S-esp^ce des mots cycliques primltifs.
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11 suit de ces definitions et de la definition de la substitution, quo

$n=Poc ; done G=Zn2lpocn- D'autre part, la donn6 d'un mot cycllque sur
un cycle de longueur n, 6qu(vaut ̂  la donn6 donn6 d'un mot cyclique primttif

de longueur k, ou k dfvlse n. C'est done dire que ocn»^jn p^, ou P|( est Ie
nombre de mot cycllque primltlf de longueur k. Une Inversion de Mfibius

donne p^ a M(oc, k)a^d|k^(k/d)a . on obtient 1'1dent1t6 cherch6e en
passant ^ la cardinaltt6.
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4. Le foncteur Fix

Pour soullgner autrement 1'1nt6ret de cette nouvelle approche

combinatoire au pl6thysme, nous aliens montrer qu'on peut 6tat>1ir un lien

entre esp6ces au sens usuel, et esp6ces sur 1es permutations. Ce lien,

concr6t1s6 par un foncteur F1x:B-Esp->S-Esp, permettera de

transporter tout identity combinatoire entre esp6ce de structures, en

identity entre S-esp6ces. En effet, Ie foncteur Fix respecte les operations

"+",".. et "o".

a) Soit T une B-esp6ce et (A, a) S i. e. : 0- est une permutatlon de A.

On pose:

Fix(T)((A, a)]«{t T(A] | T(ff](t)»t}

Autrement dft, Ftx(T) associe a une permutatlon I'ensemble des

T-structures qui admettent a comme automorphisme.

b) Soft encore <(>:(A, ff)-!->(B, T) une f16che de S«.e. :T=<poffo<(>-i)

on remarque que pour t dans F1x(T)[(A, o-)], on a:

T[T](T[<p](t)) - T[<po<70<p-1] ( TM(t))

-TMoT[a]oTl<p-1](T[<p](t))

- T[<p]oT[ff](t)

- T(<p](t)

on peut done d6f1nir:

Fix(T)[<p]:Ftx(T)[(A, <7)]-^-» F1x(T)((B, T)]

en posant:

Fix(T)[<p](t)-T[<p](t)
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c) Salt enfin p:T-> P un morphisme de B-especes, on d6fimt:

F1x(p):F1x(T)-^F1x(P)

en posant, pour (A, a) S et t Ftx[(A, a)], que:

Flx(p)^,, (t). p^(t)
la natura11t6 de p assure que p^(t) appartient alors a F1x(P)((A, ff)].

Proposition 3

Le foncteur Fix est tel que pour T et P des B-esp6ces, 11 extste

des tsomorphlsmes naturels:

DF1x(0)-^->0,

n)Ftx(l5-»->1 ,

IH) Ftx(UB)-«-4 Us,

IV) F1X(T+P)-* Fix(T)+Ftx(P),

Y)F1X(T»P)-^ FIX(T)»F1X(P).

VI) FIX(TOP)-S-^ F1X(T)oF1X(P), Sl P[0]S0.

Ou UB et U5 d6slgnent respectlvement la B-esp6ce unfforme et la
S-esp6ce untforme, c'est-^-dlre UBEA]S{A}, et Uslff]3(o-}.

D^monstratfon

Le demler cas est celut qut nous pr6occupe pnnclpalement. Les

autres sent Ialss6s en exerclce. Une Top-structure sur un ensembie flnt A

est la donn6e d'un trtplet (s. t/pg^. A/a) ou:

1) 3 est une relation d'6qu1valence sur A,
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2) t est une T-structure sur A/a,

3) et enfln, pour chaque Be A/a, pg est une P-structure sur B.

Une permutation ff de A est un automorphisme de (y^/pp)^^.)
si et seulement si:

a) La permutation a- est un automorphisme de a, c'est-^-dire

que la relation d'6qu(valence a est compatible avec <T.

b) La permutatton 0-/s sur A/a est un automorphisme de t,

c'est done dire que t est une FIx(T)-structure sur (A/a, <r/3).

c) Enftn pour chaque B dans A/s, la trace ffg de a sur B est

un automorphtsme de pg, pulsque (T|g coincide avec (Tg st <T(B)»B, sfnon (I
exists un unique entler k>0 (qui depend de B) tel que ffk(B)SB, or ak est

aussl un automorphisme de (a. t/pp^^/. ). On en conclut que pg est une
Fix(P)-structure sur (6, 03). La r6c1proque est aussi directe.

11 d^coule de a), b) et c) que toute Top-structure SUT A la1ss6e

flxe par une permutation a de A peut s'ldentifier canontquement ^ une

structure de S-esp6ce Ftx(T)oF1x(P) sur (A, ff), et tnversement.

Le foncteur Fix admet un inverse ^ gauche: Ie foncteur

X. S-Esp->B-Esp qul assocle ^ chaque S-esp6ce T la B-esp6ce Z(T)

telle que, pour A un ensemble flnl, on alt:

X(T)(A]»T[A, ld^

II correspond au foncteur X un passage de la s6r1e Indlcatrlce assoc16e ^

une S-esp6ce T, ̂  la s6r1e g6n6ratnce de la B-esp6ce 2(T). En effet, on a
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un morphlsme d'anneau

X:Q[Xl, X2, X3,... ]]->Q([X]]

d6f<n1 en posant (xt)(x)=t(x, 0, 0,... ), pour chaque Kx^x^x,,... ), qui

respecte la substitution. De plus, st TCx^x^x,,... ) est ta s6r(e indicatrlce

de la S-esp6ce T, alors Z(T)(x)=(xT)(x). Z est adjoint ^ drolte de Fix. Le

foncteur Ftx admet aussi comme ad joint ^ gauche Ie foncteur tt d6fln< en

posant

tt(T)(A]»Sa, s[A]T^l
pour T une S-esp6ce, et A un ensemble f<nf. S[A] desfgne icf I'ensemble

des permutatlons de A. 11 correspond au foncteur tt un autre morphisme

d'anneau

9:Q[(Xi, X2, X3,... ]j->Q[[X]J

d6f<n< en posant (9t)(x)»t(x, x2x3... ), pour chaque t(Xi, Xg, X3,... ). On a en

effet(ttT)(x)'(gt)(x).

5. Conclusion

Chaque identity entre especes sur les permutafcions donne lieu ^

une (<Jentft6 entre les s6rtes indfcatrtces assoctees. II est done Important

de pouvoir obtentr facilement des (dentlt6s entre S-esp^ces. Le foncteur

Fix foumlt de fa<;on syst6matfque de telles Identity. Mats elles font

toutes Intervenir des series d'un type tres particuiier. On observera par

exemple que !e coefffctent du mon6me (x, )", dans la sene fndfcatrtce d'une

S-esp6ce obtenue vta Fix, n'est nul pour tout n que dans Ie cas de la s6r1e

nulle. De la 1'importance d'avotr un contexte plus riche que celul des

esp^ces usuelles (B-esp6ces).

Le contexte que nous proposons 1c < peut se comparer ^ ceiui
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fntroduit par Nava et Rota, au moyen d'un foncteur ® qui transforme une

esp6ce T sur les permutations en une espece ®(T) sur les partitions

obtenue en posant:

©(T)(T(l»Zo-Tla]

ou Ie somme a lieu sur ('ensemble des permutations ayant TT comme

partition sous-Jacente. Rappelons que la partition sous-jacente d une

permutatfon a comme parties les ensembles sous-Jacent aux cycles de la

permutatfon. Nous 6tudlrons plus en details tes proprf6t6s de ce foncteur

dans un prochaln article.
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