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LA DEMONSTRATION DES IDENTITES
DE GORDON ET MACMAHON ET DE
DEUX IDENTITES NOUVELLES(*)

Jacques DESARMENIEN (*%*)

Introduction

Les identités de Gordon et de MacMahon peuvent étre interprétées
comme les fonctions génératrices des tableaux semi-standard en des puis-
sances de g, les exposants étant les entiers de 1 a n pour Gordon et les
entiers impairs de 1 a 2n — 1 pour MacMahon. La forme de ces tableaux
est quelconque, mais leur longueur est limitée. MacMahon conjectura son
identité [7] dans la terminologie des partitions planes; le passage aux ta-
bleaux semi-standard est facile et classique. Gordon, de son c6té, démontra
son identité, mais ne publia pas sa démonstration (pour d’autres détails,
cf. Stanley [8]).

Les deux identités furent démontrées simultanément par Andrews [1] et
Macdonald [6]. La démonstration d’Andrews est essentiellement un calcul
de déterminant, nécessitant de nombreuses manipulations de lignes et de
colonnes; le résultat apparait finalement assez miraculeux. La démonstra-
tion de Macdonald a ’avantage de se rattacher a un modele classique, celui
des systémes de racines, et les manipulations, assez nombreuses aussi, y
sont un peu plus naturelles.

Dans la présente note, nous donnons les grandes étapes de la démons-
tration de Macdonald et nous indiquons brievement comment, par la
méme méthode, on obtient deux identités qui généralisent une identité
de Desainte-Catherine et Viennot [3]. Ce dernier sujet sera repris dans [4].

(*) Soutien par le P.R.C. Mathématiques et Informatique
(**) Département d’informatique, I.U.T. Strasbourg III, 72, route du Rhin, F-67400 Ill-
kirch-Graffenstaden



1. Les identités

Nous réduirons les préliminaires au minimum, en renvoyant au livre
de Macdonald [6]. Un tableau semi-standard est le remplissage d’un
diagramme de Ferrers par des indéterminées z1,...,z, de sorte que les
indices vont en croissant strictement dans les colonnes et en croissant au
sens large dans les lignes. La partition A= Xy > \y > --- > Ak associée au
diagramme de Ferrers est la forme du tableau, et son ordre est la somme
A+ A+ 4+ A

La fonction de Schur Sx(z1,...,2,) est la somme sur I’ensemble des
tableaux semi-standard de forme A du produit des indéterminées qui y
apparaissent. Les identités de Gordon et de MacMahon font intervenir des
spécialisations de ces indéterminées en puissances de 'indéterminée q.

THEOREME 1.1. — On a les identités suivantes -
+itj—1
n n-—1 _ qm ~ 1 .
Z S g8 sivapl) = H W (Gordon);
ACmn 1<i<j<n
D Sa@® L0, g)
Acmn 3 . .
_ L P | g2(mtiti-1) _q
= ]] e II pr R (MacMahon).
1<i<n 1<i<j<n

Lorsqu’on fait ¢ = 1 dans les identités précédentes, on obtient une
formule unique, donnant le nombre de tableaux semi-standard contenus
dans le rectangle m™; si T désigne le nombre de tableaux semi-standard
de forme A, on a :

m+i4j5—1
>, B= [ ===
ACm?" 1<i<j<n J

Nous dirons que la forme (ou partition) \ est paire lorsque chaque part
Ai est un nombre pair. La formule conjecturée par Desainte-Catherine et
démontrée par Desainte-Catherine et Viennot est ’analogue de la formule
précédente lorsqu’on se restreint aux partitions paires :

Z Iy, = H il ) (A paire).

P
AC(2m)n 1<i<j<n T

Les deux identités nouvelles annoncées sont des équivalents des identités
de Gordon et de MacMahon pour les partitions paires, et elles donnent la
formule de Desainte-Catherine et Viennot lorsque ¢ = 1. La seconde peut
d’ailleurs s’interpréter comme fonction génératrice de certaines partitions
planes.



THEOREME 1.2. — On a les identités suivantes :
2mtity _q
n n—1 - q .
Z Sx(g™q" 9 = H o1
AC(2m)n 1<i<ji<n
Z S}\(q2n—l>q2n—3’”.,q)
AC(2m)n _ R
B g2m+2i g H g2@@mtity) _ 1
- g% —1 2+ —1
1<i<n 1<i<y<n

ou la somme est limitée aux partitions \ paires.

2. Séries génératrices de fonctions de Schur
Deux identités dues & Littlewood [5] sont & la base de la démonstration.

THEOREME 2.1. — On a les identités sulvantes :
PN 55505 B} 2= ZS,\(:cl,...,xn),
A

H (1—z;)7! H (1 —myay)
1<i<n 1<i<j<n
<I>2(:c1,...,:cn):ZS,\(xl,...,xn) (A paire),

A

= I a==H J] (-wiej)™

1<i<n 1<i<j<n

Il

La hauteur de la partition A étant limitée par le nombre n de variables
qui figurent dans la fonction Sy, il faut trouver des fonctions génératrices
semblables, dans lesquelles la longueur de A est majorée :

Si(u) = Z S(Brges o s B ™ A=22X2, Ao > Ny);
Ao,A

Sz (u) = Z Sx(@1,. ..,z )ut (idem, Ao, A pairs).
Ao,

Récrivons A = p1* py? . .. ik, oti Pon suppose que les y; sont strictement
décroissants, que pi > 0 et que les r; sont strictement positifs de somme n.
Sil’on note 8 = 8,, XSy, X -+ X S,, le groupe des permutations laissant
A invariante, la fonction de Schur Sy vaut [6, p. 104] :

A1 A T
Sl 50 ey ) B E w| z1tay? -y ” ,
CE,‘—JI]'

wES, /S) Ai>Aj




ou la permutation w agit sur les indices des indéterminées.

Pour Y C X = {z1,...,2,}, posons p(Y) = [[{z: € Y}. La donnée
de w € 8,/S) est équivalente & la donnée d’une surjection f : X —
{1,2,...,k} telle que | f~1(2)| = r;.

Avec ces nouvelles notations, on peut écrire :

Sa@1-yza) = Sop(FTIANM op(F R [
f

fe)<f(z;) T

La fonction f est a son tour en bijection avec la filtration F définie
par : '

)=FycFHhC---CF.=X, 2: EF & flei) <L

On dit que cette filtration est de longueur %, et on remarque que |Fj| =
r1+ 712+ -+ 7 et que toutes les inclusions sont strictes, ce qui équivaut a
la surjectivité de f. Une telle filtration est dite compatible avec A. Posons
de plus v; = p; — pig1 si 1 <t <k —1 et vy = pup de sorte que v; > 0 si
t < ket vy >0.Si F est une filtration, notons :

&4
TF = ” .
—

By
f(zi)<f(z;)

On peut donc écrire :

(%) Sx(zy,.. 'En)—Zﬂ'_’F H p(F3)",

1< <k

ou la sommation est étendue a toutes les filtrations compatibles avec A.
On est alors en mesure de démontrer le lemme suivant.

LEMME 2.2. — Les séries S1(u) et Sp(u) sont des fractions rationnelles
en u de la forme :

S1(u) = Z _a(_Y)__;

Yok L—p(Y)u
b(l
S’)(u) = E .
= 1—p(Y)2u?

En particulier, tous les péles sont simples.

Démontrons-le pour S(u). En posant pg = Ao et vo = po — p1 dans
la définition de Sj(u), de sorte que Ao > A; se traduit par v > 0, et en
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utilisant I’expression (), on a :

S1(u) = Z S,\(:zzl,...,a:n)uA0,

XoyX

=2 2w we JL B, (wo 2 m),
ko F

Ko, 1<i<k

:Zzw}_zuuo%—“%—uk H ()Y
kK F v

1<i<k

La derniére somme est étendue aux (k + 1)-uplets v = (vo,...,vk) satis-
faisant vo, vy >0 et v; >0 pour 1 <:<k—1.
En sommant les séries géométriques en p(F;)u, on trouve :

() Si(u)=(1—-u)! Z TrAr(u),
F

ou i 1. p(F,-)u
Al )= 1= o(X )0 —o(X)u 1§,-Sl_lk_1 1o (Fe o (F)u

Chacun des Ar(u) étant une fraction rationnelle de la forme requise, le
lemme s’ensuit.

Pour la fonction S; le calcul est semblable. Les exposants v;, différences
de nombres pairs, sont tous pairs, ce qui explique que Sa(u) est en fait
une fraction rationnelle en u2.

Il s’agit maintenant d’expliciter les résidus a(Y) et b(Y), ce qui est
Pobjet de la proposition suivante.

PROPOSITION 2.3. — Les séries génératrices S1(u) et Sz(u) valent :

_ @1((1)51,...,:6%") .
S1(u) = ; |~ w2077

By (z$t, ... 2l
SZ(U):Z 2(3:1 ) y Ly )

¢ 1-u?]]; xz('l_m ,

dans les deux cas, la somme est sur { = ((y, ... skl @ {15,

Le calcul des résidus se fait de la maniére habituelle. Détaillons-le pour
S1. Tout d’abord, calculons a((). Pour cela, observons que :

S1(u)(l—u)= Z Sx(z1,..., xn)u’)‘l,
A

la multiplication par (1 — u) remplacgant la condition \g > )\ par Ao = Aq.
Il s’ensuit que :

a(0) = Sy(w)(1 - u)’uzo = 31(z1,...,2n).
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Pour les autres sous-ensembles YV, introduisons quelques notations. Posons
Y'=X\Y et =Y = {z;' :2; € Y}. Les notations ®;(Y"') et ®;(-Y)
désignent la fonction ®; lorsque les indéterminées sont respectivement les
¢léments de Y et les inverses de ceux de Y. Enfin, si F est une filtration
de Z de longueur k, on note :

| p(Fi)u
Ar(Ziu) = ———— H el
1—p(Z)u g 1—p(Fi)u
De la méme maniére, f étant 'application de Z dans {1,...,k} associée
a JF, on note :
Z;
(7 —
w#(2)=]] E——

ou la somme est étendue aux couples (z;,z;) d’éléments de Z satisfaisant
F(zs) < flz5).

Soit donc a calculer a(Y") pour Y C X. En vertu de I'expression (*x),
on a:

a(Y)=(1—-p(=Y)7 Y mrAr(X;u)(l - p(Y Ju)
F

u=p(-Y)
Si la filtration F ne contient pas Y, le terme correspondant dans la
sommation précédente est nul. On se limite donc aux filtrations
Fibl=FKc---CchR=YC - CF=X
Pour une telle filtration,
(1 - u) ' Ar(X5u)(1 = p(Y )u)
_ 1 H p(F}) pye [ pFi)u L

1<igio LT P(Fu r1gickog L P(FDu 1= p(X)u

_ 1 (Y \ P
S ErEavar

i<t—1
p(Fi\Y)v 1

xv ] o X T
t1<i<h—1 - —p(Fi\Y)v =~ 1—-p(X\Y)v

la derniére égalité étant obtenue en posant v = p(Y )u.
Appelons F; et F; les filtrations de —Y et de Y’ = X \ Y définies par :

Fi:bc—(Y\F-)C---Cc—=(Y\ F1)C-Y,
Fo @CFH.l\)/C"'CFk_.l\Y'CX\Y'.

On peut alors écrire :

(1-u)lar(X;u)(1 — p(Y)u) = vAz (=Y;0) A (Y5 v).
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De plus, on vérifie que :
T (X) =77 (=Y )mr, (Y )r(Y),

our(Y)=T[(1—=;'z;)"!, le produit étant sur les couplesz; € Y,z; € Y.
On a donc :

oY) =(1~u)™" > " mr(X)Ar(X;u)(1 — p(Y )
F

u=p(-Y)’

=vr(Y) Y 7r (=Y)AF, (-Y;0) x > R (Y AR (Y';0) .
F1 Fo -

En utilisant le résultat obtenu pour a(P), qu’on peut aussi écrire :

)
u=1

(X)) =) mr(X)Ar(X;u)
].‘

on trouve :

a(Y) = T’(Y)q)l(—Y)@l()/l)
En reportant ’expression de ®; donnée par le théoréme 2.1, on obtient
bien :

a(Y) = @1(3251,. . .,x%n)’

ou(i=1siz;¢Y et CGi=—1siz; €Y. Avec cette écriture, on a aussi :

p(¥) = [0~

Ceci démontre la proposition pour S; (u).
Le calcul est exactement le méme pour Sa(u).

3. Les systémes de racines

La proposition 2.3 précédente va maintenant étre récrite en utilisant
le formalisme des systémes de racines (cf. [2]). Nous aurons besoin des
systémes de type A,_;, B, et Chn. L’ensemble des racines est noté R;,
celui des racines positives R;*, la. demi-somme de ces derniéres pi; Uindice
v est 0 pour A,,_1, 1 pour B,, et 2 pour C,,.

Systeme de type A,_; :
Ro: wvi—vj, 1<i#j<m

RE)*: vi—v;, 1<i1<j<n;
2p0:(n—1)v1+-'-+(n—2i+1)vz‘+"'+(—n+1)vn-
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Systeme de type B, :

Ry: tvi, 1<i<n; Hvixv;, 1Z5:1<j<n
R'l": v;, 1<i<n; wvitv;, 1Zi<)j<ny
2p1:(2n—1)vl+---+(2n~2i——1)vi+---+vn.

Systeme de type C,, :

Ry: +2v;, 1<i<n; zvitv;, 1Z:1<j<nm
R;’: 2u;, 1<i<n; wvitv;, 1<:1<y3<n
2p2 =2nvy + -+ (2n — 204 2)v; + -+ + 205,
On note aussi 20 = vy + v + -+ + V.
Les groupes de Weyl sont respectivement Wy = S, agissant par permu-

tation des vecteurs v; pour A,_1 et Wi = {£1}" xSy (produit semi-direct)
agissant par permutation et changement de signe des vecteurs v; pour Dy

et Ch.

On utilisera essentiellement la formule de Weyl.

THEOREME 3.1 (Formule de Weyl). — Les racines positives d’un
systéme de racines réduit irréductible vérifient :

2 e(w)e? = e’ r[ (1—e%),

weW aERT

ot €(w) est la signature de w.

En remplacant z; par l'exponentielle formelle e™", on peut écrire,
partant du théoreme 2.1 :

Oi(e,...,e7 ")
_ Hi<].(1 = e"(vi"vj))
B Hz(l - 8“”*’)Hi<].(]_ = 6_(v‘_vi)) Hi(j(l — e—(vitv;)’
= H (1'—6—0‘)/ H (1—6_0),

aERg' ozER'l"

= gfl o Z e(w)e“’”"/z e(w)e™’,

‘wEWQ ’U)EW.

ce qui, compte tenu de p; — po = nb = w(nf) pour tout w € Wy, fournit
la proposition suivante, qui contient le résultat analogue pour ®, faisant
intervenir le systeme Cf,.



PROPOSITION 3.2. — On a les identités :
Qe ) = 3 w)e [ 3 e(w)en
we W, weW,
Ba(e™™,...,e7 ) = Z e(w)ew”z/ Z e(w)e™??,
w€E Wy weW,

Le coefficient de u™ dans S1(u) est, avec le formalisme précédent et
compte-tenu de la proposition 2.3 :

Z Dol yina 8 =)
AEmn
- Z @1(6—0}1"" 76~Cvn)He(_mUz‘+vai)/2,
ce{£1}n :

SFaL Z e™ 0P (e L. e i),
¢e{£1}n

Puisque le groupe W, est produit semi-direct de W, et de {£1}", en
utilisant la proposition 3.2, on a :

Pi(eCvr, e ) = Z e(w)egw‘“/z e(w)esvrr,

weWy we W,
= Z e(wpl)ew/z e(w)err.
¢~lweW, weW,

En écrivant que 6 est invariant sous I’action de Wo, et donc que (0 =
(¢ wl = w8, le coefficient de u™ dans S1(u) se transforme en quotient
de deux sommes. Le calcul est analogue pour le coefficient de u2™ dans

SQ(U)

LEMME 3.2. — Les sommes de fonctions de Schur de forme contenue
dans un rectangle donné valent :

Z Sxa(e™,...,e7 ") =™ Z e(w)ew(m9+pl)/ Z e(w)e®?;

AEM™ weEW, weW,
E Sxa(e ™™, ..., e7 ) = g~2md E e(w)ew@m“'p?)/ E e(w)e™,

la seconde somme ne portant que sur les partitions paires.

On va maintenant spécialiser les variables. Soit f = 3. fiv;, on va
remplacer dans le lemme précédent e™% par ¢fi = q(”"’fs. Le terme
ew(m¥+0) est donc remplacé par ¢~ (w(m8+r).f) qui, puisque w est une
1sométrie, vaut q_(m9+p1’w_1f>, d’ou découle le lemme suivant.
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LEMME 3.4.

> Salgh ™)
AEM™
= ™D Y e(w)gmiHees) / S e(w)g~ e,

UJEW‘ 'LUEW:

Z S/\(qflv"‘7qfn)

AE(2Zm)™
= @mON 3T (w)gm@meteand) / S e(w)g e,
weW, weW,

la seconde somme ne portant que sur les partitions paires.

Dans le lemme précédent, on va remplacer f par p2, puis par 2p1, ce qui
nous donnera les deux théorémes 1.1 et 1.2. Nous n’allons en fait détailler
que la démonstration de la formule de Gordon, les trois autres s’obtenant
sans difficulté de la méme maniere.

Faisons donc f = p; dans la premiére identité du lemme 3.4. Pour
évaluer les sommes qui apparaissent alors, on peut de nouveau utiliser
la formule de Weyl :

Z e(w)q—(me-i-m,wpz) e q—(m9+p1,P2> H (1 _ q(m6’+p1,oz)).
weW, aER;’

Pour terminer, il reste & évaluer les produits scalaires (mé+p1, a). Compte
tenu des valeurs de 6, p; et des possibilités pour «, trois cas se présentent :

(mb + p1,2v;) =m+2n—-2i+1, 1<i<n;
(ml + p1,vitvj)=m+n—i+n—j3+1, 1<i1<j<m
(m8+ p1,v;i—vj)=j—1, 1<i<j<n.
Aprés simplifications, il vient donc :

1 — q(m9+p1,a)

Z S)\(qn,.,.,q): H 1__q<p1’a) P

AEM™ OIER;'

T e qm+2n—2i+1
= H — _2n—2it1
i 1—q

Le changement d’indices j < n—i+1 et 7 «+—n —j + 1 donne exactement
la formule de Gordon.

1— qm+n—-i+n—j+1

1 = qn—-i+n——j+1

1<J
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