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LA DEMONSTRATION DES IDENTITES

DE GORDON ET MACMAHON ET DE

DEUX IDENTITES NOUVELLES(*)

Jacques D^SARM^NIEN (**)

Introduction

Les identites de Gordon et de IVEacMahon peuvent etre interpretees
comme les fonctions generatrices des tableaux semi-standard en des puis-
sances de g, les exposants etant les entiers de 1 a n pour Gordon et les
entiers impairs de 1 a 2n - 1 pour MacMahon. La forme de ces tableaux
est quelconque, mais leur longueur est limitee. MacMahon conjectura son
identite [7] dans la terminologie des partitions planes; Ie passage aux ta-
bleaux seini-standard est facile et classique. Gordon, de son cote, deinontra
son identite, mais ne publia pas sa demonstration (pour d'autres details,
cf. Stanley [8]).

Les deux identites furent demontrees simultanement par Andrews [1] et
Macdonald [6]. La demonstration d'Andrews est essentiellement un calcul
de determinant, necessitant de nombreuses manipulations de lignes et de
colonnes; Ie resultat apparait finalement assez miraculeux. La demonstra-
tion de Macdonald a 1'avantage de se rattacher a un modele classique, celui
des systemes de racines, et les manipulations, assez nombreuses aussi, y
sont un peu plus naturelles.

Dans la presente note, nous donnons les grandes etapes de la demons-
tration de Macdonald et nous indiquons brievement comment, par la
merae methode, on obtient deux identites qui generallsent une identite
de Desainte-Catherine et Viennot [3]. Ce dernier sujet sera repris dans [4].

(*) Soutien par Ie P. R. C. Mathematiques et Informatique
(**) Departement d'informatique, I. U. T. Strasbourg III, 72, route du Rhin, F-67400 111-
kirch-Graffenstaden
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1. Les identites

Nous reduirons les preliminaires au minimum, en renvoyant au livre
de Macdonald [6]. Un tableau semi-standard est Ie remplissage d'un
diagramme de Ferrers par des indeterminees a-i,... , 2-^ de sorte que les
indices vont en croissant strictement dans les colonnes et en croissant au
sens large dans les lignes. La partition \= \i^ \2^- .. ^ \k associce au
diagramme de Ferrers est la forme du tableau, et son ordre est la somme
>l+\2+---+\k.

La fonction de Schur ^(a-i,. .. , a"n) est la somme sur 1'ensemble des
tableaux semi-standard de forme X du produit des indeterminees qui y
apparaissent. Les identites de Gordon et de MacM:ahon font intervenir des

spdcialisations de ces indeterminees en puissances de 1'indetermlnee q.
TH^OREME 1. 1. - On ales identites suivantes :

, m+2+j-l _

E ^n^"-l'---^)== n ''jJ-'i"^1 (Gord0^
ACm" ^<i<J<n

^ 5, (,2n-l,, 2"-3,.,,)
\Cm"

n
l<2<n

, m+2i-l -1
, 2t-l -1 n

Ki<j^n

^(m+i+j-1) _ -^
q2(i+j-i) _ i

(MacMaAon).

Lorsqu on fait q = 1 dans les identites precedentes, on obtient une
formule unique, donnant Ie nombre de tableaux semi-standard contenus
dans Ie rectangle m"; si TA designe Ie nombre de tableaux semi-standard
de forme A, on a :

E/- n
l^i<j^nACm"

m+i + j -1

i+3--i

Nous dirons que la forme (ou partition) A est paire lorsque chaque part
\i est un nombre pair. La formule conjecturee par Desainte-Catherine et
demontree par Desainte-Catherlne et Viennot est 1'analogue de la formule
precedente lorsqu'on se restreint aux partitions paires :

E ^ n
AC(2m)" l^i<j<n

2m + i + j

?+J
(A palre).

Les deux identites nouvelles annoncees sont des equivalents des identites
de Gordon et de MacMahon pour les partitions paires, et elles donnent la
formule de Desainte-Catherine et Viennot lorsque q = 1. La seconde peut
d'ailleurs s'interpreter comme fonction generatrice de certaines partitions
planes.
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THfiOREME 1. 2. - On a les identites suivantes :
2m+i+J _ l
qi+] - 1 'E ^(?", 9-1,...,, )= n

AC(2m)"

E ^(92n-l, g2n-3,.., 9)
l^i^j<n

AC(2m)"
,2m+2i -1

=. n q-^-r1 n
l^i<n . ' - l<, i<j<n

OTJ. la somme est limitee aux partitions \ paires.

2(2m+i+j) _ ^
q^i+j)-! -)

2. Series generatrices de fonctions de Schur

Deux identites dues a Littlewood [5] sont a la base de la demonstration.
TH^OREME 2. 1. - On ales identites suivantes :

^l^,..., Xn)=^Sx{x^..., Xn\

= n (l-a;-)~1 n (i-^-)-1;
l<:i<:n l^i<j<n

$2(a-i,..., a;n)=^5'A(a:i,..., a-n) (A paire),
A

= ii (l-^r1 n (i-^-)-1.
l^i<j<nKi<n

La hauteur de la partition A etant limitee par Ie nombre n de variables
qui figurent dans la fonction S\, il faut trouver des fonctions generatrices
semblables, dans lesquelles la longueur de A est majoree :

Si(u)=^S^xi,..., Xn}uxo (A=A^/\2>---, Ao^Ai);
AO,A

S2[u')=^Sx{x^..., Xn)u>° (idem, Ao, A pairs).
\o,\

R^crivons A = ^l/J,y ... fJ,[k, ou 1'on suppose que les ̂ , sont strictement
decroissants, que /Ufc ̂  0 et que les r, sont strictement positifs de somme n.
Si 1'on note S^==Sr^ xSr^ x . . -x Sr^ Ie groupe des permutations laissa. nt
A invariante, la fonction de Schur S\ vaut [6, p. 104] :

^,,., ^). ^ w(^^... ^" n -),
;A v \^. xi ~ XJ^Sn/S^ A;>Aj
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ou la permutation w agit sur les indices des indeterminees.
Pour y C X == {a-i,... ,. Tn}, posons p(y) = Y[{xi ^ ^}- ^'a donnee

de w G Sn/S^ est equivalente a la donnee d'une surjectlon / : X
{l, 2,..., A-}telleque|/-l(Q|=r,.

Avec ces nouvelles notations, on peut ecrire :

^(.. i,..., ^)=^p(rl (i)r... p(rl (w n Xi

/(^, )</(^) xi ~ xj

La fonction / est a son tour en bijection avec la filtration 7 definie
par :

^=FoCFiC---CFk=X, Xi^Fi^- f{xi) < I.

On dit que cette filtration est de longueur fc, et on remarque que \F{\ =
r-i+r^+- . -+ri et que toutes les inclusions sont strictes, ce qui equivaut a
la surjectivite de /. Une telle filtration est dite compatible avec A. Posons
de plus Vi = ^i - l^i+\ si 1 <^i<k -1 et Vk= 1-t'k de sorte que Vi > 0 si
i < k ei Vk > 0. Si J^" est une filtratlon, notons :

VT n
X,.

f(xi)<f(x,)
Xi - X

On peut done ecrire :

» Sx{x^..., Xn)=^7Yr ]~[ p{F,Y',
T Ki<k

ou la sommation est etendue a toutes les filtrations compatibles avec A.
On est alors en mesure de demontrer Ie lenime suivant.

2. 2. - Les series .S'i(u) et S^u) sont des fractions rationnelles
form e :

LEMME
en u de la form e :

a(r) .
W=^T^Wn

6(V)^(") = E Y -p(yy, 2^2-

En particulier, tous les poles sont simples.

Demontrons-le pour 5'i(u). En posant p, o = \o et i/o = ^o - ^\ d
la definition de 5'i(u), de sorte que \o ^ Ai se traduit par VQ > 0, et en
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utilisant 1'expression (*), on a :

S^u)=^S^X,,..., Xn)uxo,
\o,\

=EE^EU '° R ^)"' ^o>^i),
k f P'o, t^ Ki<k

-EE^E^O+"'+" n pw-
k F f Ki<k

La derniere somme est etendue aux {k + l)-uplets i/ = (i/o,... , ^) satis-
faisant i/o, ̂ fc^O et ^ >0 pour 1 ^z ̂  fc - 1.

En sommant les series geometriques en p(F;)u, on trouve :
(**) 5i(u)=(l-u)-l^^A^-(u),
ou

A^(u) = PWri)u
i-p )l-pW^, ^l_^-pW^Ki<k-l

Chacun des A^(u) etant une fraction rationnelle de la forme requise, Ie
leniine s'ensuit.

Pour la fonction S^ Ie calcul est semblable. Les exposants vi, differences
de nombres pairs, sont tous pairs, ce qui explique que S^^u) est en fait
une fraction rationnelle en u2.

II s'agit maintenant d'expliciter les residus a(Y) et b(Y), ce qui est
1 objet de la proposition suivante.

PROPOSITION 2. 3. - Les series generatrices S^u) et S^u) valent :
S, (n}-^ ^i(^1,... ^^) ^sl(u)=^^^:^-
SM=^^^-^I.,
"m-^i-"2n, ^-<');

dans les deux cas, la somme est sur ̂  = (^i,... , ^) e {±l}n.
Le calcul des residus se fait de la maniere habituelle. Detaillons-le pour

5'i. Tout d'abord, calculons a(0). Pour cela, observons que :

S^u)(l-u)=^S^X,,..., Xn)uxl,
\

la multiplication par (1 - u) remplaQant la condition Ao > AI par \o = Ai.
II s ensuit que :

a(0)==5i(u)(l-u)| ^=$1(2. 1,..., ^).
u=0
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Pour les autres sozis-ensembles V, introduisons quelques notations. Posons
Y' =X\Y et -Y = {x^ : x, £ Y}. Les notations $i(r') et (I>i(-l')
designent la fonctlon $1 lorsque les indeterminees sont respectivenient les
elements de Y et les inverses de ceux de Y. Enfin, si J~ est une filtration
de Z de longuezir k, on note :

A-<z;u)=T^A, rS-
De la meme maniere, / etant 1'application de Z dans {1,..., fc} associee
a .F, on note :

^(z)=n^-'
Xi - Xj

ou la somme est etendue aux couples {xi, Xj) d'elements de Z satisfaisant
/(^)</(^-).

Soit done a calculer a(^Y) pour Y C X. En vertu de 1'expression (**),
on a :

a(V) = (1 - p(-V))-1 ̂  ̂ A^-(X; u)(l - p(r)u)
r

u=p(-Y)

Si la filtration F ne contient pas V, Ie terme correspondant dans la
sommation precedente est nul. On se limite done aux filtrations

T: 9=FoC---CFt=Yc---CFk=X.

Pour une telle filtration,

(l-u)-lA^(X;u)(l-p(Y)u)
pWu

1
t+Ki<fc-l

^J_ n _^L_,m, n ^wu-x-^
= T^u . . 11 . l-p(F, }up[Y )u l.i. l-pfF, :)u x 1-pmu'

Ki<(-l

l-p(-
p{-{Y\F^z

p(-y)UKJ<l-ll-p(-(y\Fi))u

XV n ^P{F, \ Y)v
x

t+1<i<k-l
p{F, \Y)v" l-p{X\Y)v-

la derniere egalite etant obtenue en posant v = p(Y)u.
Appelons >7~i et ̂  les filtrations de -Y et de Y == X \ Y definies par :

^-i: 0 c -(r\F(-i) c ... c -(v\Fi) c -y,
^2: 0cF(+i \^c ... c ^-i \r c A- \ y.

On peut alors ecrire :

(1 - u)-l^(X; u)(l - p(r)u) = ^A^(-r; y)A^ (r'; v).
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De plus, on verifie que :

^(x)=^(-y)^(y')r(y),

ou r(Y~) == F[(l -a"r s^')-l, Ie produit etant sur les couples 2;, £ Y, a-,   Y'.
On a done :

a(V) = (1 - u)-1 ̂  ̂ (X)A^(JC; u)(l - p(r)u)
7

u=p(-Y)'

vr (Y)y^^-Y)A^(-Y;v)xy^^{YI)A^YI;v)z_^
^1

^-y
^2

v=l

En utilisant Ie resultat obtenu pour a(0), qu'on peut aussi ecrire :

^i(X)=^;^(X)A^(X;u)|
F

u=l

on trouve :

a(y)=r(r)$i(-y)$i(y').
En reportant 1'expression de $1 donnee par Ie theoreme 2. 1, on obtlent
bien :

a(y)=$i(^1,..., ^"),
ou (^, =1 si a;; ̂ y et ^ = -1 si a;, G ^". Avec cette ecrlture, on a aussl :

p(r)=n. ;-w2.
2

Ceci demontre la proposition pour 5'i(u).
Le calcul est exactement Ie mem. e pour S^{u).

3. Les systenies de racines

La proposition 2. 3 precedente va malntenant etre recrlte en utilisant
Ie formallsme des systemes de raclnes (cf. [2]). Nous aurons besoin des
systemes de type An-i, Bn et Cn. L'enseiTtble des racines est note JZi,
celui des raclnes positives J?^, la demi-somme de ces dernieres /?, ; 1'indice
i est 0 pour An-i, 1 pour Bn et 2 pour Cn-

Systeme de type A^-i :

RO : Vi- Vj, 1 <:i ̂ j <: n;

R^ : Vi-Vj, 'i<, i<j<:n;
2po = (n - l)ui +... +(n - 2;+ l)u, + .. . +(-n+ l)u, z.



46 -

Systeme de type Bn '-

-Rl : ±Vi, Ki^n; ±Vi±Vj, l^z<J<n;

R^ : v,, l^z^n; Vi±Vj, Ki<J^n;
2pi = (2n - l)ui +... +(2n - 2z - l)v, +. . . +^n.

Systeme de type Cn ''

Rz : ±2u,, 1 ^ z ^ n; ±v, ±Vj, \<, i<]^ n;

R^ : 2u,, Kt'^n; ^±Uj, 1<?<J^^;
2/?2 = 2nui + . . . + (2n - 2i + 2)u, + .. . + 2vn.

On note aussi 20 ==v-^ +V-2+ . . . +Vn-
Les groupes de Weyl sont respectivement Wo = Sn agissant par permu-

tation des vecteurs Vz pour An-i et W^ = {±l}nxSn (produit semi-direct)
agissant par permutation et changement de signe des vecteurs Vi pour Bn
et Cn.

On utilisera essentlellement la formule de Weyl.

TH^OREME 3. 1 (Formule de Weyl). - Les racines positives d'un
systeme de racines reduit irreductible verifient :

^ e(w)ewp =: ep ^J (1 - e-°),
wew aeR+

ou e(w) est la signature de w.

En rempla^ant x, par 1'exponentielle formelle e~vi, on peut ecrire,
partant du theoreme 2. 1 :

^{e-vl
^^. (1 _, -(-, ))

= n, (i - e-v'm. <^ - e-(v--v^ n^(i - e-(^v^'

= ii(i-^a)/n(l-e-a)'
a fi^- a Rf

=e^-po ^ e(w)eu)p0 /^ e(w)ewpl,
w^Wo wEW,

ce qul, compte tenu de /?i - po = n8 = w(n0) pour tout w e WQ, fournlt
la proposition suivante, qui'contient Ie resultat analogue pour $2 falsant
Intervenlr Ie systeme Cn-
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PROPOSITION 3. 2. - On ales identites :

$i(e-ul,..., e-t)")= Y e^^
w^Wo

w]e wpi E <^wpl;
w£W.

$2(e-t'l,..., e-t'")== ^ 6(w)ew/'2/^ e(w)ewp2.
wewo w£W*

Le coefficient de um dans 5'i(u) est, avec Ie formalisme precedent et
compte-tenu de la proposition 2. 3 :

^ S^e-v\..., e-v^z_^
\e. mn

= ^ $i(e-cl 'l,..., e-c"")]-[e(-mt'i+m^)/2,
ee{±i}" z

, -m8 ^ em^^e-^,..., e-^}.
Ce{±i}r

pu!sque !e sroupe w* est produit semi-direct de WQ et de {±1}", en
utilisant la proposition 3. 2, on a :

^(e-^l,..., e-^)= ^ <w)e<^/^ <w)< Cwpi

WG. WQ w£W,

= ^ e(w^)ew/^ e(w)e^.
C-lw6Wo w£W.

En ecrivant que 0 est invariant sous 1'action de Wo, et done que (0 =
((~lw0 = w6>, Ie coefficient de um dans 5'i(u) se transforme en quotlent
de deux sommes. Le calcul est analogue pour Ie coefficient de u2m dans
S2W.

LEMME 3. 2. - Les sommes de fonctions de Schur de forme contenue
dans un rectangle donne valent :

^ S^e-v\..., e-v^=e-mff ^ e(w)eu;(me+^)/^ 6(w)ew^;
A£m" wGW.

/-J
we w.

wpij^ S^e-v^..., e-v-)=e-2me ^ <w)ew(2m^)/^ , (w)e«
^6(2m)" w W. ' w W.

la seconde somme ne portant que sur les partitions paires.

On va maintenant specialiser les variables. Soit / = Y^.tfi'Vi, on va
remplacer dans Ie lemme precedent e~vi par ql{ = q{-vi'f\ Le terme
gw(m6+p0 ^ ^^ remplace par q-^(^8+P\), f} qui, puisque iy est une
isometrie, vaut q-^me+P^-^~ f\ d'ou decoule Ie lemme suivant.
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LEMME 3. 4.

^ Sx{qf^..., qfn)
L-^

A£m"

, -(pi, wf).=qm(e'f> ^ e{w)q-{me+pl'wf} / Y^ e{w)q-
wew, wew*

^ S^,..., qfn)
A£(2m)"

=^m{e, f} ^ e(w)^-<2m9+p2 'w/>/^ e(w)<?-(p2 -u;/>,
w£W« w W.

la seconde somme ne portant que sur ies partitions paires.

Dans Ie lemme precedent, on va remplacer / par p-z, puis par 2pi, ce qui
nous donnera les deux theoremes 1. 1 et 1. 2. Nous n'allons en fait detailler

que la demonstration de la formule de Gordon, les trols autres s obtenant
sans difficulte de la meme maniere.

Faisons done f = p2 dans la premiere identite du lemme 3. 4. Pour

evaluer les sommes qui apparaissent alors, on peut de nouveau utiliser
la formule de Weyl :

,
(m$+pi,a)s

w£W*

,
-{m61+pi, wp2> 

- ^,
-(m9+pi, p2)^w)q-{me+pl1wp2 ) ^q~(me+pl'p2 ) ]~[ (1-9(

aeRf

Pour terminer, il reste a evaluer les produits scalaires (m0+pi, o;). Compte
tenu des valeurs de 0, p\ et des possibilites pour a, trois cas se presentent :

{m0+pi, 2vi}=m+2n-2i+l, l^i<n;

{m0 + pi. Vi+Vj} =m+n-i+n-j +1, l<:i <J ̂ n;
{mO+pi, Vi-Vj}=j-i, l^i<j<n.

Apres simplifications, il vient done :

l_0<m0+pi,Q')
E^",..., <)= n/7!'^r

Agin" ae^

=n1^
m+2n-2a+l

,2n-2t+l

, m+n-i+n-j+l
~9""".. "".
^ _ yn-i+n-j+l

i<j

Le changement d'indices j<-n-i+leki<-n-j+l donne exactement
la formule de Gordon.
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