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Mobius-Funktionen, Inzidenzalgebren und Potenzreihendarstellungen

Arne Dur

.

Mobius-Funktionen" treten in der Kombinatorik in verschiedenen

Formen auf. Den algebraischen Rahmen fur die "Mobius-Inversion" bildet

dabei die "Inzidenzalgebra". Eine allgemeine Theorie der Inzidenz-

algebren mit Anwendungen findet man in [8]. Ausgangspunkt dieser Theorie

waren vier Konstruktionen aus der kombinatorischen Literatur, die in

Kap. I kurz wiederholt werden.

I. Mobius-Funktionen in der kombinatorischen Literatur

Die zahlentheoretische Mobius-Inversion wurde in der Kombinatorik

einerseits auf Monoide und andererseits auf geordnete Mengen verallge-
meinert.

(i) Mobius-Inversion auf Monoiden (P. Cartier-D. Foata):

Sei N ein Monoid mit der endlichen Faktorisierungseigenschaft: Fur

jedes x N gibt es nur endlich viele Faktorisierungen x=x^... x^ , wobei
1^0 und alle Faktoren vom Einselement 1 des Monoids verschieden sind.

Sei Z der Ring der ganzen Zahlen. Fur f, g£ &N definiere fg£ ^N durch

fg(x)= 2:y^g^ f(y)g(z). z, mit dieser Multiplikation ist eine Algebra
yz=x

und heiBt die groBe Monoid-Algebra van N. Die Zeta-Funktion 1st ^£

i;(x)= 1 fur alle xCN. Die Mobius-Funktion ist y= ^~1 . Dann gilt fur

zwei Funktionen F, G:N-»k (k ein kommutativer Ring)

G(m)= 2:^ ^^^, F(n) fur alle mCN genau dann, wenn
nl=m

.N
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F(m)- Z_ -, cM ud)G(n) fur alle m N ("Mobius-Inversion")
nl=m

Literatur: [3], [9], [14]J5].

(ii) Mobius-Inversion auf geordneten Mengen (G. C. Rota_)_^

Sei P eine (partiell) geordnete Menge, welche lokalendlich ist, dh. alle

Intervalle van P seien endlich. Sei M={(x, y)EPxP;x^y}, und fur f, gC S:

definiere fgC ZM durch fg(x, y)= E^ f(x, z)g(z, y) . ^ mit dieser
x<z<y

Multiplikation ist eine Algebra, heiBt die ^nzidenzalgebra van P und
M

wird mit I(P, k) bezeichnet. Die Zeta-Funktion ist ^£ Z , ^(x, y)= 1 fUr

alle (x, y)£M. Die Mobius-Funktion ist u= S ' . Dann gilt fur zwei

Funktionen F, G:M-»k (k ein kommutativer Ring)

G(x, y)- Z^co F(x, z) fur alle (x, y)£M genau dann, wenn
x<^z^<y

F(x, y)= Z^^^ p(z, y)G(x, z) furalle (x, y)£M ("Mobius-Inversion") .
x<z<y

Literatur: [17], [1], [11].

In der kombinatorischen Literatur finden sich aber auch "Mobius-

Funktionen" anderer Art, wie die folgenden Beispiele zeigen.

(iii) Die Algebra van Philip Hall:

Sei p eine Primzahl. Jede endliche abelsche p-Gruppe Y ist isomorph zu

einer direkten Summe -Z/px1® £/px2 ®...® £/pxr , wobei X^X^. . .^X^>0 .

Die Zahlpartition X=(X^,.., X^) ist durch Y eindeutig bestimmt und heiBt
der Typ van Y. Sei T die Menge der Partitionen naturlichen Zahlen.

Fur t, t,, t^ £T definiere den "Schnittkoeffizienten" G(t;t^, t^) durch
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G(t;t^, t^)= #{X; X Untergruppe van Y, Typ von X = t^, Typ van Y/X = t^},

wobei Y eine beliebige endliche abelsche p-Gruppe vom Typ t ist. Fur

f, g£ Zl definiere fg  Z.T durch fg(t)= 2:t,, t, £T G<t;t^t^) f (t^) g (t ) .
.
T .. .. _

-Z" mit dieser Multiplikation ist eine Algebra, heiBt die groBe

Hall-Alqebra und wird mit ^(T;G) bezeichnet. Die Hall-Algebra ist die

Unteralgebra H(p)={f£ ZT; f(t)+0 fur nur endlich viele t£T}. Die

Zeta-Funktion ist ^  Z(T;G), ^(t)=1 fur alle t. Die Mobius-Funktion 1st

IJ= ^ . in Z(T;G). Ein zentraler Satz der Hall'schen Theorie besagt nun,

daB die Abbildung

->. A®^<EH(p)0^Q f - Z,^ f(X)P, (x;^)/pn(x) ,
ein Isomorphismus von (D-Algebren ist. Hier ist A der Ring der

symmetrischen Funktionen uber Z in unendlich vielen Variablen

x=(x^, x^, x^,... ), p (x;^) ist die Hall-Littlewood symmetrische Funktion

zur Zahlpartition X, und n(X) = Z^^ (i-1) X^ . Fur X=(1r) zum Beispiel
ist p^(x'"^) die r-te elementar-symmetrische Funktion.

Die groBe Hall-Algebra besitzt somit die treue Darstellung

P: (&(T;G) <B[[x]] f - Z,^ f(X)P, (x;^)/pn<^ ,

durch formale Potenzreihen in den Variablen x=(x^, x^, x^,... ). Da
p(^)= z^ p^(x;^)/pn(x) = n^^d-x^)-1 und p(y)= 1/p(^) = n^ (1-x )
ist, folgt aus n^i(l-x^) = ^=Q(-1)rp(1r)(x;^) durch Vergleich, daB

^((1r))- (-1)rpr(r-'l)/2 fur r>0 , und u(X)= 0 sonst.

Dies sind aber genau die Werte p^^^ (0, Y) der Mobius-Funktion des
Untergruppenverbandes L(Y) einer endlichen abelschen p-Gruppe Y vom

Typ X. Die Zahl der Untergruppen von Y ist ^2(A)= Z^ ^ ^^ G(X;t,, t,)
1 t^, £T 1 2

und besitzt die erzeugende Funktion
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£.£T C2(^P, (x,. ^)/pn<x> . P(S)2-n^, (1-x, )-2 .
Weitere Anwendungen der Darstellung p findet man in [15].

Literatur: [13], [15], [16], [4].

(iv) Das Monoid van Faa di Bruno^^P . Doubilet-G. C . Rota-R. Stanley) :

Fur n>0 sei H_ der Verband der Mengenpartitionen van {1,.., n} mit der
n

Verfeinerungsordnung. Der Typ einer Partition TT  n^ ist die Zahl-
partition t-(1t(1)2t(2)3t(3)... ) van n, wo t(i) die Zahl der Blocke

von TT der GroBe i angibt. Sei T die Menge der Partitionen naturlicher

Zahlen. Fur t, t^, ty CT definiere den "Schnittkoeffizienten" G(t;t^, t^)

durch G(t;t^, t^)= #{o n^; O^TT, Typ von a = t^, Typ van TT/O = t^} ,
wobei TT eine beliebige Partition in II vom Typ t ist und TT/O die van IT

induzierte Partition der Menge a bezeichnet. Die Menge T 1st ein

kommutatives Monoid mit der Addition (1V(1)2V(2)... )+(1W(1)2W(2)... )=
, ^v(1)+w(1)^v(2)+w(2)_^ und dem Nullelement (1°2°... ). Wirnennen

eine Funktion f:T->k (k ein kommutativer Ring) multiplikativ , falls

f(0)=1 und f(v+w)=f(v)f(w) fur alle v, w6T ist. Sei

Mu(k)={f:T-»k; f multiplikativ}. Fur f, g£Mu(k) definiere fg  Mu(k) durch

fg(t)= Z^. ^ ^^ G(t;t, , t-, )f(ti)g(t^) . Mu(k) mit dieser Multiplikation
/

ist ein Monoid und heiBt das Faa di Bruno-Monoid. Die Zeta-Funktion ist

i; £Mu( Z) , (;(t):= 1 fur alle t. Die Mobius-Funktion ist y= i; ' in Mu( Z),

Setzt man dim(t)= Rang einer Partition vom Typ t = Z^^ (i-1) t (i) , so

ist Ddim CMu( Z[D]), wobei Ddim(t)= Ddim(t) und D eine Unbestimmte ist.

Nach P. Doubilet, G. C. Rota und R. P. Stanley besitzt das Faa di Bruno-

Monoid die treye Darstellung

p: Mu(k) -» End(k[[z]]) , f -> [ z -> £;-n=1
f((n1))zn/n! ] ,

durch Endomorphismen der Potenzreihenalgebra in einer Variablen uber
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einer Q-Algebra k. Diese Darstellung erklart den Namen Faa di Bruno-

Monoid, well die Komposition formaler Potenzreihen durch die Formel van

Faa di Bruno beschrieben wird. Aus p(;;)= [z -* exp(z)-1] folgt p(v)=
-1

=p(C) 1= [z-+logd+z) ] und p(^':) = p(^) p(U = [z-^ exp (exp(z)-1)-1 ] .

Aus der Logarithmusreihe log(1+z)= S^^ (-1)n~1zn/n erhalt man
li((n1)) = (-1)n~'1 (n-1)! fur n>T ,

was genau die Werte y (0, 71) der Mobius-Funktion von R^ fur

o={{1}, {2},.. . , {n}} und 7T={{1, . . . , n}} sind. Aus s ((n1))=

= zt,, t^ G(t;ti't2) = #n^ ergibt sich die erzeugende Funktion der

Bell-Zahlen

zn=1 iylln z /n! = exP(exp(z)-1)-1 .

Wegen dim((n1))= n-1 folgt weiters p(Ddim)= [z -» exP(Dz)-1]
p(pDdim)= [z -. (d+z)D-1)/D] und p(Ddim^)= [z -» exp(exP(SZ )-1)-1]

Entwickeln von (1+z) in die Binomialreihe liefert

^Ddim((n1)) = (D-1)(D-2)... (D-n) ,

also das charakteristische Polynom von n_. SchlieBlich ist

Ddim, ((n1)) - ^^ G((n1);t^t, )Ddim<tl) - ^ S(n, n-i)Di .
wobei S(n, n-i)= #{TrCH^; Rang van TT = i} = #{TT H^; #TT = n-i}
die Stirling-Zahlen 2. Art sind, und

, exp(Dz)-1, , _ ^°° ^. n-1 ^/" _ .. . ^i_n
expi-^-Q---)-1 = Z^^^ I'^Q S(n, n-i)D'"zl 7n!

1st eine bivariate erzeugende Funktion.

Literatur: [6].
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II. Kateqorielle Strukturen und Inzidenzalgebren

Einen gemeinsamen Rahmen fur die Konstruktionen in Kapitel I bietet

die Theorie der Inzidenzalgebren in [8], deren Kern wir im folgenden

skizzieren.

Eine kateqorielle Struktur ist gegeben durch eine Kategorie K ,

eine Klasse M van Morphismen und eine Aquivalenzrelation ~ auf M

mit gewissen Eigenschaften (siehe [8]). Die Aquivalenzklassen von

Morphismen in M heiBen Typen , und T= M/~ ist die Menge aller Typen.

Der Typ van s  M wird mit s bezeichnet.

Beispiele:

(i) Monoide mit der endlichen Faktorisierungseigenschaft: Hier hat K

nur ein Objekt, die Morphismen in K sind die Elemente des Monoids

N, M-N, und ~ ist die Gleichheit. Dann entsprechen den Typen die

Elemente des Monoides.

(ii) Lokalendliche geordnete Mengen: Hier sind die Objekte van K die

Elemente van P, die Morphismen in K sind die Paare (x, y) wo x^y

ist, M={(x, y)£PXP; x<y}, und ~ ist die Gleichheit. Dann

entsprechen den Typen die Paare (x, y) PxP mit x^y .

(iii) Die Hall-Algebra: Hier ist K die Kategorie der endlichen abel-

schen p-Gruppen, M ist die Klasse der injektiven Gruppenhomomor-

phismen, und zwei Morphismen s^:X^-*Y^ und s^:X^->Y^ sind aquiva-

lent, falls die Faktorgruppen Y^/s^(X^) und Y^/s^(X^) isomorph
sind. Dann entsprechen den Typen die Isomorphieklassen endlicher

abelscher p-Gruppen bzw. die Partitionen naturlicher Zahlen.

(iv) Das Faa di Bruno-Monoid: Hier ist K die Kategorie der endlichen

Mengen, M ist die Klasse der surjektiven Abbildungen, und zwei

Morphismen s^:X^Y^ und s^:X^->Y^ sind aquivalent, falls es

Bijektionen a:X^-»X^ und b:Y^Y^ gibt, sodaB s^a=bs^ . Den Typen
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entsprechen dann die Partitionen naturlicher Zahlen via

s ^ (1t(1)2t(2)... ) , wobei t(i)= #{y£Y; #(s~1(y))- i} fur s:X^Y .

Definition^ Fur Typen t, t^, t^ sei G(t;t^t ) die Zahl der Moglich-
keiten, einen Morphismus s vom Typ t in einen Morphismus s^ vom Typ t.

und einen Morphismus s^ vom Typ t^ zu faktorisieren. Dabei gelten z.wei

Faktorisierungen s=s^s^ und s-r^r als gleich, wenn es einen Isomorphis-
mus a gibt, sodaB r^=as^ und r =s^a~ (dh. die Faktorisierung s=r^r.
erhSlt man aus s=s^s^ durch Einfugen van id=a~ a zwischen s., und s }.

Die Zahlen G(t;t^t ) nennen wir Schnittkoeffizienten. Die Dimension

van t ist die maximale Lange einer Faktorisierung van s, und wird mit

dim(t) bezeichnet.

Satz 1: Sei k ein kommutativer Ring mit 1 (meist -Z oder Q), und sei
T

k der k-Modul mit den komponentenweisen linearen Operationen. Fur

f, g Ck wird das Faltungsprodukt fg £kT definiert durch

fg(t) = It^t, £T G(t;t^t^f(t^g(t,) fur t£T .

Mit dieser Multiplikation ist dann k eine assoziative Algebra, wird

mit k(T;G) bezeichnet, und heiBt die Inzidenzalqebra van K, M, ~ . Das

Einselement von k(T;G) 1st die Delta-Funktion 6  kT, wobei 6(t)= 1

falls t der Typ eines Isomorphismus ist, und 6(t)= 0 sonst.

Definition: Die Zeta-Funktion in ^(T;G) ist s   S^, ^(t)=1 fur alle

Typen t. Die Mobius-Funktion 1st p= s~1 in Z, (T;G}.

Spezialfalle von Inzidenzalgebren kategorieller Strukturen sind

(a) die grofie Monoid-Algebra eines Monoids mit der endlichen Faktori-

sierungseigenschaft

(b) die Inzidenzalgebra einer lokalendlichen geordneten Menge
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(c) die Inzidenzalgebra der geordneten Mengen der Unterobjekte (bzw.

Quotientenobjekte) in einer Kategorie.

Beispiele fur (c) sind die groBe Hall-Algebra und die Faa di Bruno-

Algebra (welche das Faa di Bruno-Monoid enthalt). Im folgenden betrach-

ten wir den Spezialfall (c) , und zwar Unterobjekte und Quotienten-

objekte nacheinander.

Unterobjekte:

Hier ist M eine Klasse van Monomorphismen in K . Fur einen Monomorphis-

mus s:X^Y bezeichne [s] das durch s gegebene Unterobjekt von Y. Falls

die Objekte van K Mengen mit einer zusatzlichen Struktur sind, dann ist

[s] die Teilmenge s(X) von Y mit der von Y induzierten Struktur. Die

Menge Sub,, (Y) der Unterobjekte van Y in M 1st (partiell) geordnet mit

groBtem Element [id ]. Falls [s^J^ts^] , dann gibt es genau einen

Morphismus s sodaB s^= s^s , und wir schreiben s= s^\s^. Fur Typen
t, t^, t^ gilt dann

G(t;t^, t^) = #{[r]  Sub^(Y); [s]^[r], r^s = t^, r= t^} ,

wobei s ein Monomorphismus vom Typ t ist. Den Zusammenhang zwischen der

Inzidenzalgebra k(T;G) der kategoriellen Struktur K, M, ~ und den

Inzidenzalgebren der geordneten Mengen Sub (Y) erklart der folgende

Satz.

KSub (Y), k) , f -» g , g([s^], [s^])= £(t) ,

Satz 2: Die Abbildung

k(T;G) -^

wobei t der Typ van s^\s^ ist, ist ein Homomorphismus van k-Algebren.
Insbesondere ist

S2(t)= ^{[r] £Sub^(Y); [s^]^[r]^[s^]} ,
y(t)= PSub.. (Y) ^S^'^-S2]) t und-Sub^(Y) VLi:>1

(^-6)l(t)= Zahl der Ketten der Lange 1 in Sub (Y) van [s^] nach [s^]
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Falls Sub^(Y) die Jordan-Dedekindsche Kettenbedingung erfullt, so gilt

fur das Intervall 1= {[r]  Sub^(Y); ls^]^[r]^[s^]}
dim(t) = Rang von I ,

^D (t) = charakteristisches Polynom von I

D-"^(t) = Z^QI IL-/ W(i)D^ , W(i)= i-te Niveauzahl von I ,

wobei D eine Unbestimmte ist.

Qyqtientenob-iekte:

Hier ist M eine Klasse von Epimorphismen in K . Fur einen Epimorphis-

mus s:X-*Y bezeichne [s] das durch s gegebene Quotientenobjekt von X.

Falls die Objekte van K Mengen mit einer zusatzlichen Struktur sind,

dann ist [s] die Partition {s~'l(y); y£Y} van X mit der van X induzier-

ten Struktur. Die Menge Qu^(X) der Quotientenobjekte von X in M ist

(partiell) geordnet mit kleinstem Element [id^]. Falls [s^J^ts ], dann
gibt es genau einen Morphismus s sodaB s^= ss , und wir schreiben
s- s^/s^ . Fur Typen t, t^t^ gilt dann

G(t;t^, t^) = ^{[r] £Qu^(X); [rJ^Es], ?=t^ , s7r=t } ,
wobei s ein Epimorphismus vom Typ t ist. Den Zusammenhang zwischen der

Inzidenzalgebra k(T;G) der kategoriellen Struktur K, M, ~ und den

Inzidenzalgebren der geordneten Mengen Qu^(X) erklart der folgende
Satz.

Satz 3: Die Abbildung

k(T;G) -. I(Qu^(X), k) , f -> g , g([s^], [s^)= f(t) ,
wobei t der Typ van s^/s^ 1st, ist ein Homomorphismus van k-Algebren.
Insbesondere ist

^ (t)= #{[r} CQu^(X); [s^]^[r]5[s ]} ,
y(t) = ^(X)<[S1^[S2]) ' und
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(^-6) (t)= Zahl der Ketten der Lange 1 in Qu (X) von [s^] nach [s^].
Falls Qu., (X) die Jordan-Dedekindsche Kettenbedingung erfullt, so gilt

fur das Intervall 1= {[r] CQu^(X); [s^]^[r]^[s^]}
dim(t)= Rang van I ,

yD"~LllL(t) = charakteristisches Polynom van I ,

Ddimi;(t)= 2:^^(t) W(i)D , W(i)= i-te Niveauzahl von I ,
wobei D eine Unbestimmte ist.

Beispiele: In den folgenden drei Beispielen besitzt die Inzidenz-

algebra k(T;G) eine treue Darstellung durch formale Potenzreihen. Wie

im Falle der Hall-Algebra lassen sich daraus erzeugende Funktionen fur

Mobius-Funktionen und Anzahlen van Unterobjekten ableiten (siehe [8]).

(1) Teilmengen endlicher Mengen und Exponentialreihen:

Hier 1st K die Kategorie der endlichen Mengen, M 1st die Klasse der

injektiven Abbildungen, und Sub^(Y) ist der Boolesche Verband der

Teilmengen von Y. Zwei Morphismen s-j:X^-»Y^ und s^:X^-+Y^ sind

aquivalent, falls #Y^ - #X^ = #Y^ - #X^ . Dann entsprechen den

Typen die naturlichen Zahlen via s-» #Y - #X fur s:X-»Y, und eine

treue Darstellung von Q(T;G) ist

®(T;G) ^ <D[[z]] , f ^ £TOQ f(n) zn/nl .

(2) Unterraume endlicher Vektorraume und Eulerreihen:

Hier ist K die Kategorie der endlich-dimensionalen Vektorraume uber

einem endlichen Korper F, M ist die Klasse der injektiven F-linearen

Abbildungen, und Sub,, (Y) ist der Verband der Unterraume von Y. Zwei

Morphismen s^:X^-*Y^ und s^:X^-*Y^ sind aquivalent, falls
dim(Y, )-dim(XJ = dim(Y^)-dim(X^) . Dann entsprechen den Typen die

^-

naturlichen Zahlen via s -> dim (Y)-dim (X) fur s:X-*Y , und eine treue

Darstellung von Q(T;G) ist
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®(T;G) ®[[z]] f - ^o f(n) zn/[n]!

(J. Goldman - G. C. Rota [10]).

(3) Untergruppen endlicher abelscher Gruppen und die Algebren van
Ph. Hall [13] und S. Delsarte [4]:

Hier ist K die Kategorie der endlichen abelschen Gruppen, M 1st die

Klasse der injektiven Gruppenhomomorphismen, und Sub., (Y) ist der

Verband der Untergruppen von Y. Zwei Morphismen s^:X -*Y^ und s^:X -»Y.
sind aquivalent, falls die Faktorgruppen Y^/s^(X^) und Y^/s (X )
isomorph sind. Dann entsprechen den Typen die Isomorphietypen

endlicher abelscher Gruppen. Die Inzidenzalgebra (C(T;G) wurde van

S. Delsarte studiert. Durch Spezialisieren auf die Kategorie der

abelschen p-Gruppen erhalt man die groBe Hall-Algebra.

(4) Teilworter und die Shuffle-Algebra:

Hier ist K die Kategorie der Worter uber einem Alphabet A, M ist die

Klasse der Monomorphismen, und Sub^(w) ist die geordnete Menge der
Teilfolgen des Wortes w. Zwei Morphismen s-j :v^-»w^ und s^:v -^w sind
aquivalent, falls man nach Entfernen der Teilworter s, (vj aus w.

und s^(v^) aus w^ die gleichen Worter erhalt. Dann entsprechen den

Typen die Worter uber A, und die Inzidenzalgebra Z(T;G) ist die

groBe Shuffle-Algebra uber dem Alphabet A.
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III. Garbenahnliche kategorielle Strukturen und multiplikative

Funktionen

"Garbenahnliche" kategorielle Strukturen sind kategorielle Strukturen

K, M, ~ , die bezuglich der direkten Summe Vertraglichkeitsbedingungen

erfullen, wie sie fur Garbenkategorien gelten (siehe [8]). Die Menge T

der Typen 1st dann ein kommutatives Monoid mit der van der direkten

Summe induzierten Addition, und fur die Schnittkoeffizienten gilt

G(v+w;t^, t^) = I G(v;v^, v^)G(w;w^, w^) ,

wobei uber alle Typen v^, v^, w^, w^ mit v^+w^=t^ und v^+w^=t^ summiert

wird. Diese Identitat verallgemeinert die Vandermondesche Faltungs-

identitat fur die Binomialkoeffizienten G(m+n;m, n)= ^'"^"J .

Definition: Sei k(T;G) die Inzidenzalgebra der garbenahnlichen

kategoriellen Struktur K, M, ~ . Eine Funktion f Ck(T;G) heiBt

multiplikativ , falls f(0)=1 und f(v+w)=f(v)f(w) fur alle Typen v,w

ist. Die Menge der multiplikativen Funktionen in k(T;G) bezeichnen wir

mit Mu (k) .

Satz 4: Mu(k) ist ein multiplikatives Untermonoid von k(T;G).

Mu( Z) enthalt ^ und p , und Mu ( Z, [D]) enthalt Ddim, pDdim und Ddims

Beispiele: In den folgenden Beispielen besitzen die Monoide der

multiplikativen Funktionen treue Darstellungen durch Endomorphismen

von Potenzreihenalgebren. Anwendungen davon werden in [8] besprochen.

(5) Partitionen endlicher Mengen und das Faa di Bruno-Monoid.
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(6) Partitionen endlicher Mengen mit ausgezeichneten Blocken:

Hier sind die Quotientenobjekte die Paare (7T, TTn) wo TT eine Partition

einer endlichen Menge und TT^ eine Teilmenge von TT ist. Fur eine

Q-Algebra R ist

Mu(R) -* End(R[[w, z]])

'z ̂  1^^ £(e(k)) zk/kl

[w-» I f(e(k, D) zkwl/k!l!
eine treue Darstellung.

(7) Invariante Partitionen endlicher G-Mengen (G eine abelsche Gruppe):

Hier sind die Quotientenobjekte die G-invarianten Partitionen einer

endlichen G-Menge. Fur eine (fi-Algebra R ist

Mu(R) -» End(R[[z(G/V); V C]])

f
_n

[z(G/V) -> Z^ f(e(n, G/V)) z"/a^(n)]

eine treue Darstellung, wobei C die Menge der Untergruppen van G

mit endlichem Index ist, und a^(n)= n^^ [V:W]n(G^W)n(G/W)! .

[8) Partitionen endlicher Mengen mit vorgeschriebenen BlockgroBen:

Hier sind die Unterobjekte die Partitionen endlicher Mengen, deren

BlockgroBen in einer vorgegebenen Menge N van naturlichen Zahlen

enthalten sind. Fur eine Q-Algebra R ist

Mu(R) -»

w -^ w

End(R[[w, z ; m£N]])

-m ^Oac,,. (c, )=i»-n f«l°.»» ^/«'> ""/".

eine treue Darstellung, wobei co(a)= Z. ^M io((i) ist.
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End(R[[w, z^, z^,... ]])

(9) Direkte Summen in endlichen Vektorraumen:

Hier sind die Unterobjekte Mengen van Unterraumen eines endlich-

dimensionalen Vektorraums UberGF(q), deren Summe direkt ist.

Fur eine Q-Algebra R ist

Mu(R) -*

w -> w

lz. - z^0 ^Mm'l) <La,. (a). l 
£'e<a-m" za/u!) "m"l/[-»-"'J

eine treue Darstellung, wobei X(m, l)= (m-1)(m+1-1)/2 und

u(a)= Z7_^ ioi(i) ist.

(10) Die Dowling-Verbande:

Hier sind die geordneten Mengen der Unterobjekte die geometrischen

Verbande van T. A. Dowling [7]. Fur eine Q-Algebra R ist

Mun(R) -* End(R[[w, z]])

w -^ Iro_, f(e(n)) wn/n!-n=1

r /_r.
z ^ z(1+ 2:"^^ f(re(0)) wJ-/m'-r!)J

eine treue Darstellung des Monoides Mun(R) der fast-multiplikativen

Funktionen fiber R.

(11) Wurzelwalder und Butcher-Reihen:

Hier sind die Unterobjekte die Unterwurzelwalder eines Wurzel-

waldes. Das Monoid Mu ( IR) ist eine Gruppe, heiBt die Butcher-

Gruppe, und besitzt eine Darstellung durch Butcher-Reihen, die

in der numerischen Mathematik bei der Integration gewohnlicher

Differentialgleichungen angewandt wird [2], [12].

Adresse des Authors: Arne Dur, Institut fur Mathematik der Universitat

Innsbruck, Techniker-Str. 15, A-6020 Innsbruck.
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