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PERMUTATIONS COLOREES ET TABLEAUX GAUCHES

PAR

DOMINIQUE FOATA

RESUME. - Une correspondance est proposee entre permutations colorees et
tableaux gauches permettant Ie calcul de certaines statistiques sur les permutations
a partir de 1'algebre des fonctions de Schur.

1. Introduction

L'algebre des fonctions de Schur a ete utilisee dans [Desfol] et [Desfo2]
pour Ie calcul des distributions de statistiques classiques sur Ie groupe
sym^trique. Plus recemment, REMMEL [Rem3] a pu prolonger ce calcul
a 1'aide des fonctions de Schur (k, l')-crochets. II a introduit Ie concept
fort utile de bipermutation et calcule les fonctions generatrices correspon-
dantes. Comme il est expose dans [Foze], on peut reprendre toute 1'ap-
proche de REMMEL et la prolonger a une classe plus importante de per-
mutations dites (fc, J)-colorees. La theorie combinatoire des fonctions de
Schur (&, Z)-crochets, telle qu'elle est exposee dans [Bereg, Berem, Reml,
Rem3] et habilement utilisee par REMMEL [Rem3] n'est alors plus indispen-
sable, on peut simplement s'appuyer sur 1'algebre des fonctions de Schur
usuelles. L'outil de transfert fondamental est alors une correspondance en-
tre tableaux gauches d'une forme bien particuliere et des triplets formes
par une permutation et deux partitions ordonnees.

L'objet de cet article est de decrire cette correspondance. A titre
d illustration, un calcul de fonctions generatrices pour les permutations
(3, 2)-colorees est reproduit a la fin. On se reportera a [Foze] pour un
expose exhaustif, realise dans Ie cadre des fonctions hypergeometriques a
plusieurs bases.

L etude des statistiques d'ordre sur Ie groupe symetrique remonte
a MACMAHON [Mad, 2, 3, 4], qui a introduit les notions de nombre
de descentes ("des") et d'indice majeur ("maj") pour une suite finie
de nombres et calcule les premieres series generatrices. Le polynome
g^n^rateur du groupe des permutations par nombre de descentes est Ie
polynome eulerien (c/. [Foschl]). Le polynome ^-eulerien est Ie polynome
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generateur pour Ie couple (des, maj) (c/. [Carl, 2, 3]). Avec la statistique
nombre des inversions, on obtient un autre polynome ̂ -eulerien (c/. [St2,
Ro, Fol]). Un pas decisif a ete fait par GARSIA et GESSEL [Gage] (voir aussi
[Ral]), lorqu'il ont trouve la bonne normalisation des series de faculte a
considerer. II fallait prendre des produits de deux g-factorielles montantes.
Pour chaque permutation cr on peut, en plus, introduire Ie nombre de
descentes et 1'indice majeur de 1'inverse <7-1, notes ideso- et imaj o-. La
distribution du 4-vecteur (des, ides, maj, imaj) est alors calculable (c/.
[Gage, Ral]), ainsi que son groupe de symetrie (c/. [Fosch2]). D'autres
r^sultats paralleles ont ete obtenus par difFerents auteurs (c/. [Car4,
Chemo, Stl, Ge, Ra2]).

C'est, en fait, 1'etude approfondie de 1'algebre combinatoire des tableaux
realisee par SCHUTZENBERGER [Schl, 2, Laschl, 2, 3, 4], qui a permis une
insertion complete du calcul des statistiques d'ordre sur Ie groupe des
permutations dans 1'algebre des fonctions symetriques. II devenait enfin
possible d'utiliser toute la richesse de cette derniere algebre et de puiser
les ingredients indispensables dans les ouvrages classiques [St 1, Macd,
Jake, Wyj. La tres celebre correspondance de Robinson-Schensted (c/
[Knu, p. 48-72]) etait Ie passage oblige entre Ie calcul des distributions
de statistiques d'ordre et celui des fonctions symetriques.

Le present article montre que ladite correspondance reste encore ce
passage oblige lorsqu'on veut prolonger ce calcul de distributions a des
classes plus importantes d'objets combinatoires, comme les permutations
(A;, /)-colorees dont il est question ci-apres.

2. Permutations (A;, /)-colorees

Quand a est une permutation de 1'intervalle [n], la ligne de route
Ligneo-, la ligne inverse de route Ilignecr, la coligne de route Coligneo-
et \a. coligne inverse de route Icoligneo- sont habituellement definies (c/.
[Foulk], [FoSch2]) par

Lignecr ={r:l^r^n-l, <7(r) > or(r + 1)} ;
Iligne o- = Ligne o--l ; Coligne cr = [n- 1]\ Ligne o- ;

Icoligneo- == [n- 1] \ Iligneo- (= Coligneo'"1) ;

ou o--l designe 1'inverse de a. Le cardinal de Ligneo- et la somme des
elements de Lignecr sont respectivement appeles nombre de descentes et
indice majeur de a. II y a des definitions analogues pour les autres lignes
de route.

On peut prolonger la definition de ces lignes de route aux permutations
(fc, /)-colorees. On designe par la des triplets r == (<7, a, b), ou a est une
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permutation de 1'intervalle [n] et ou a = (ai,..., a^) et b = (&i,. .., &;)
sont des suites de k et I entiers positifs, respectivement, de somme n.
L'inverse d'une permutation (&, /)-coloree T = (a, a, b) est'definie comme
la permutation (/, &)-coloree r-1 == (a-1, b, a). 11 est'commode de poser
ao = bo =0 et de noter a; et bj les sommes partielles a, = ai +... + a,
(0 <z < fc) et b; =&i +... + bj (0<j< 0.

Les partitions a et b determinent des sous-intervalles de [n] dans
lesquels les differentes lignes de route peuvent aussi etre definies : pour
chaque i =1,. .., k et j = l,..., l on pose :

Ligne, r = {r : a,_i + 1 <r <a, - 1, a(r) > a(r + 1)} ;
Coligne, r = [a, _i + 1, a, - 1] \ Ligne, r ; Iligne^. r = Ligne . r-1 ;

Icoligne^. r = Coligne, r-1 = [b^_i + 1, b^- - 1] \ Iligne . r.
Par consequent :

Iligne^. T={s: b^_i +1 ̂ 5 <b^. -1, <7-1(6) > a-\s + 1)}.

Remarque 2. 1. - Notons que si <7(a, ) > <7(a, +l), 1'entier a; appartient
a Lignecr, mais n'apporte aucune contribution a Ligne, o-; on a done
simplementl'inclusion E, Ligne, T C Ligneo-. Notons aussi que Ligne, r
pent aussi etre definie comme 1'ensemble de tous les entiers r tels que
a2 -l +1 <r ^ a, -1 ayant la propriete que

(2. 1) (r + 1) est a la gauche de r dans Ie mot <7-1(1) . . . <7-l(n).

Notation 2. 2. - Considerons une bijection a d'un sous-ensemble
{ri < rl2 < .. . <rn} de N sur un sous-ensemble J de N. Par convention,
(7 d^signe a la fois la bijection elle-meme et Ie mot <r(ri)a(r^ . . . o-(rn).

Definition 2. 3. - La ̂ ne inverse de route peut etre prolongee au cas
des mots a- = ^{r^a^ . . . a{rn) ayant des lettres differentes en designant
^galement par Iligne a 1'ensemble de tous les entiers 5 tels que s et (s+ 1)
sont des lettres de a, 1'entier {s + 1) etant a la gauche de s dans Ie mot
(7=o-(ri)(7(r-2)---o-(^).

Lorsque {r, <r2 <... <rn} = J = [n], i.e., quand a est une
permutation de [n ], on verifie immediatement que la ligne inverse de route
qui vient d'etre definie coincide avec la definition donnee au debut de ce
paragraphe.

Soient rij,..., Tk, j des bijections d'ensembles finis sur des sous-
ensembles disjoints J^, j,..,, Jk, j de N. Pour chaque i = l,..., k soit
Iligne(^ r,^-) 1'ensemble et tous les entiers r tels que r est une lettre
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de Tij et (r + 1) est une lettre de r, ', j pour un certain i' < i. Alors, la
ligne inverse de route du produit de juxtaposition T^J . . . Tkj esi egale a :

(2. 2) IUgnen, j ... rfc,, - ^ Iligner,,, + ^ Iligne(^ r, ^.)

3. Une premiere bljection

Soit r = (cr, a, b) une permutation (A-, J)-coloree. Pour chaque couple
(z, j) telle quel <i ^ ketl <, j ^1 notons J^ 1'ensemble de tous
les entiers de 1'intervalle [a,_i + l, a, ], qui sont envoyes par a dans
[bj-i + l, bj]. En d'autres termes, r appartient a lij, si et seulement
si les deux relations a, _i +1 <r ^ a;et b^_i + 1 ^ o-(r) < bj sont
satisfaites. Posons Jij = o-(J^) et notons r^- la restriction de a a jT^-. II
est clair que Tij est une bijection de J^- sur Jij; notons r^1 la bijection
inverse envoyant J^' sur Jij. On a :

(3. 1)
^ J,, =[a, _i+l, aJ (1^?<^),

1<7<;

^ J,, =[b, _i+l, b, ] (Kj^O,
Ki<k

de sorte que la reunion des valeurs prises par r^1, r^1, ..., T,71 (resp. Tij,
T2j, ..., Tkj) n'est autre que 1'intervalle [a, _i+l, a, ] (resp. [b^'-i+l, b, ]).
Par consequent, Ie produit de juxtaposition r^ = T^lr^1 ... r^1 des
mots (c/. Notation 2. 1) r^1, r^1, ..., r^1 et leproduitdejuxtaposition
r3 = r~ijr2j . . . Tkj des mots rij, TZ^, ..., Tkj sont des re arrangements de
(a, _i + l)(a, _i +2) . . -a, et (b^_i + l)(bj _i +2) . . . b^-, respectivement.
On peut done parler des lignes inverses de route de r,~
Definition 2. 3.

PROPOSITION 3. 1. - On a :

et TJ, suivant la

(3. 2) Ligne, r = Iligne r,-1 Iligne^. r = Iligne r^ ,

pour tout i =1,... , k et j =1^. .. , 1.

Demonstration. - Comme note dans (2. 1) Ligne, r est aussi 1'ensemble
de tous les r tels que a, _i +l^r<a, -let tels que (r + 1) soit a la
gauche de r dans cr-l(l) . . . <7-l(n). Or d'apres la definition 23 ceci est

. -1precisement la ligne inverse de route du mot r'
La meme observation s'applique a Iligne^. r et Iligner^-. Q
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Ainsi, 1'applicatlon r i-> (r^-) est une bijection de 1'ensemble de toutes
les permutations (A;, ̂ -colorees r = (cr, c, d) telles que c =aet d =b sur
1'ensemble des k x I bijections (r^- : J,j -». Jij) satisfaisant (3. 1). De plus,
la PROPOSITION 3. 1 est verifiee.

Pour mleux suivre les differentes etapes de la construction, il semble
utile de donner 1'exemple suivant qui sera traite tout au long de 1'article.

3. 2. Example. - Soient n = 12, (fc, Q = (3, 2), a = (5, 4, 3), b = (7, 5)
et T = (o-, a, b) la permutation (fc, /)-coloree d'ordre n

(7 =
12345
6 1 4 105

6789
2 11 9 8

10 11 12 ^
3 12 7 ^

(Les elements de Iligne, o- (i = 1, 2, 3) sont reproduits en gras. ) La
permutation a s'ecrit :

-I=( 1234567
26103 5 1 12

8 9 10 11 12
984 7 11

(les elements de Ligne- cr~1 {j = 1, 2) sont egalement reproduits en gras).
Quant aux bijections r^- (1 <? ^^=3, 1 ^j < /= 2), elles sont
egales a :

7-11 =

T'22 =

1235

6145

789

11 9 8.

Tl2 =

7-31 =

4

10

10 12

3 7

T-21 =

T-32 =

6

2)-
11'
12^'

et les mots r, et r7~ a :

ri==6, l, 4, 5, 2, 3, 7; T2= 10, 11, 9, 8, 12;
Ti-l= 2, 3, 5, 1, 4; T2-l=6, 9, 8, 7; T3-1 = 10, 12, 11 ;

et 1'on a : Ligne^ T = Iligne T]- = {1, 4}, Ligne^ r = Iligner^"1 = {7, 8},
Ligne3r = Iligner3-l = {11}, Iligne^ r = Ligne^ r-l = Iligneri =
{3, 5}, Iligne^ r = Ligne^ r-l = Iligne T2 = {8, 9}.
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4. La seconde bijection

Comme d'habitude, on designe par partition tout suite finie decroissante
V = (l/i, ̂ 2;- . . ? ^p) d'entiers au mains egaux a 1. Si la somme ^i + ^2 +
... -{- fp est egale a n, alors v est dite partition de n et 1'on ecrit |i/| = n.
Le diagramme de Ferrers associe a v est 1 ensemble de tous les couples
(i, j) du plan euclidien satisfaisant l<i<Vj, l<j<p. On identifie Ie
diagramine de Ferrers a la partition elle-menae.

Soient v = (^1, ^2; . . ., ^'p) et 0 = (^i, 02; . . . ;^r) deux diagrammes de
Ferrers. Si ^ D ^, la difference d'ensemble v \ 6, notee v/6, est appelee
diagramme gauche. On note (v/O) Ie conjugue (ou Ie transpose) de ^/0,
obtenu en faisant pivoter Ie diagramrne gauche autour de sa dlagonale
principale. Si A/^t est un autre diagramme gauche -tel que X = (Ai,..., As),
fi = (^i,..., /U() et A D ^u, Ie produit (^/^) 0 (^/^) est defini comme
1'ensemble de tous les elements de N , qui sont ou bien de la forme (?, s+j)
avec (i, j)   (i//^), ou bien de la forme (v-i + i, j) avec (z, ^) G (-^/^)-

Le produit de / diagrammes de Ferrers A, i,..., A, ; est note A; i (g>- . . (g)
\i^l, ou simplement Si^\\i, j, ou encore ®j-A, j.

Par exemple, soient Ai, i = (3, 1), AS, ! = (1) et As i = (2) trois
diagrammes de Ferrers. Leur produit Ai i 0 ^2, 1 <S> ̂ 3 j est Ie diagramme
gauche de la forme :

x

XXX

x

x x

Soient I un sous-ensemble fini de N de cardinal n et vl0 un dlagramme
gauche de n points. En ecrivant les n entlers de I sur les n points du
diagramme v{6 de fa^on a obtenir une croissance dans les lignes (de gauche
a, droite) et dans les colonnes (de bas en haut). La configuration T obtenue
est appelee tableau injectif de contenu I et de forme r Q. 11 est commode
d'ecrire : Cont T = Z et |T| == v/Q. Lorsque I = [n], on remplace "de
contenu J" par "d'ordre n".

La ligne inverse de route d'un tableau injectif T de contenu J et de
forme v/Q est definie comme 1'ensemble de tous les entiers k tels que k et
(fc+1) appartiennent a J, 1'entier (A'+l) etant ecrit p^us /i, ai(, ^ que k dans T.
On note IligneT la ligne inverse de route de T. Lorsque T est d'ordre n, on
definit aussi sa coligne inverse de route par : Icoligne T == [n-l]\ Iligne T.

Par ailleurs, Ie transpose d'un tableau gauche T est Ie tableau T
obtenu en faisant pivoter T autour de sa diagonale. En d'autres termes,
lentier m se trouve sur Ie point (z, j) dans T , lorsque m, est sur 0, z)
dans T. Si |T| = v/0, alors |T'| = (^/^)' = (^'/0'). Par exemple, si
\T\ = A^i ® .. . ® A,, ;, alors |T'| = A^( ® .. . ® A^. Si, de plus, T est
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d ordre n, son transpose T' est aussi d'ordre n et

(4. 1) Icoligne T'= Iligne T.

Par exemple, les tableaux Pi, i =145; ?2, i == 2; Ps, i =37 sont tous
injectifs, de forme Ai, i == (3, 1), AZ, ! = (1) et AS, ! = (2), respectivement.
Ils sont aussi de contenu different. Par ailleurs, les deux tableaux

Ti=

6

1 45

7

3

T[=
3 7

5

4

1 6

sont injectifs d'ordre 7 et de forme |Ti| = Ai, i (g) AZ, ! ® ̂ 3^1 et \T{\ =
^3, 1 ® ̂ 2, 1 (S> A'^i, respectivement. On a aussi IligneTi = {3, 5} et
Icollgne Ti = Iligne T[ = {1, 2, 4, 6}. Ils sont obtenus a partir des tableaux
precedents de fa^on evidente, de sorte que la notation :

Tl = Pl, l ® ?2, 1 ® ?3, 1, TI/ = PS. I ® -P2. 1 ® PI'.I

est claire.

Venons-en au principal theoreme de cet article.

4. 1. TH^OREME. - A toute permutation {k, l}-coloree T = (o-, c, d)
telle que c = a. etd=h correspond de fagon biunivoque :

(z) une famille (A^-) (1 ^i < fc; 1 <j <l) de diagrammes de Ferrers
tels que pour tout z = 1,... , A; et j =1,... , 1 on ait les relations :

|A,, i| + . . . + \\z, i\ = a,, [Ai,, | + ... + |Afe,, | =&,,

(u) une suite (T, U) = (Ti,... , T;, [/i,..., ?7fc) rfe (A; + 0 ^6/eftU2;
gauches injectifs, d'ordre &i,... , &;, ai,... , afc et de forme \Tj\ == X-ij 0
. . . 0 ^k, j, \Ui\ = A^i ® .. . ® A, ;, ayan^ /a propriete :

(4. 2) Iligne^. r - b^'-i = Iligne Tj Ligne, T - a, _i = Iligne ^

pour tout j = l,..., l et i = 1,... , k.

L outil de base pour demontrer ce theoreme est la correspondence de
Robinson-Schensted (c/., par exemple, [Knu, p. 48-72] pour un excellent
expose de la question), correspondance qu'il faut prolonger a 1'ensemble
des tableaux gauches. Soit Bij(J, J) 1'ensemble de toutes les bijections

115



D. FOATA

d'un ensemble finl I sur un ensemble J. La correspondance de Roblnson-
Schensted p envoie bijectivement Bij(I, J) sur 1'ensemble de tous les
couples (P, Q) de tableaux injectifs, de meme forme A, Ie contenu de P
(resp. Q) etant, J (resp. Z). Soient o-   Bij(I, J) et p(o-) = (P, <3). Alors p
a la propriete supplement aire suivante :

Iligneo- = IligneP et Iligne<7- = IligneQ.

La correspondance de Robinson-Schensted envoie done chacune des
bijections r; j : J, j -^ J, j sur un couple (P, j, <9, y) de tableaux injectifs
de la meme forme, dont les contenus et les lignes inverses de routes sont
donnes par:

Cont P, j = J, j, Cont Qij = Z,,,,
Iligne Tij = Iligne Pij, Iligne T,

-I 
= Iligne Qt, j.

Soit \ij la forme commune de Pi j et, Qij. Les tableaux gauches Tj =
-PI j®- . -®Pk,j et y, = Qt, i<8- . -^Qa, ; sont alors de forme \i, j®- . .IS'\k,j
et A, i ® .. . ® A, ;, respectiveinent. De plus,

ContT, = ^ J.,, = [b, _i + l, b, ], Cont^. = ^ J, j = [a, -i + l, a,]

et done ]Aij| + .. . + \>k, j\ = bj, |A,, i| + .. . + |A,, ;| = a,. Pour chaque
i = l,..., fc soit Iligne(<- P, ^-) 1'ensemble de tous les entiers s dans
[b^'_i + l;b^ - 1] tels que s soit dans Pij et tels que (5 + 1) apparaisse
dans Pfi j pour un certain i < i. Alors

IligneT, = IlignePi,, 0 ... (g)P^,. = ^ Iligne P^ + ^ Iligne(^- P,,,)
2 t

= ^ Iligner, ^. + ^ Iligne(<- r,,,)
I I

= Iligneri^ .. . Tfc^- == Iligner^ = Iligne^. T.

De la meme maniere, Iligne Ui = Ligne, r.
On obtient enfin la suite (T, U) = (Tj,.. ., T;, £7i,..., Uk) en partant

de la suite (Ti,..., T/, U-i,..., Uk) et en remplagant chaque element r du
tableau Tj (resp. U i) par 1'element r-b^-i (resp. r-a, _j). Les tableaux
qul en resultent sont alors d'ordre &i,... , &;, <3i,... , 0^. Les relations (4. 2)
sont alors verifiees.

Ceci acheve la demonstration du theoreme 4. 1.
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Illustrons la construction du precedent theoreme a 1'aide de 1'exemple
du § 3. Les difFerents elements r, j sont envoyes sur les couples de tableaux :

f6.
_ 

2_
TII^(-PI, I, QI, I)= V 45, 135^; ri,2^(Pi, 2, Qi,2)=(10, 4);

ai Q>

9 8

T2, l ^  , l, Q2, l) = (2, 6) ; T2, 2 ^ (?2, 2, Q2, 2) - \8 , 7/;

T3, l^(P31, Q3, l)=(37, 1012) T3, 2^(P3, 2, (?32)=(12, 11).

D ou 1 on a:

3

4

r, =14\ ; T, = 2 ;
"37

6

145

?7i = 1 35 ; U2=

4

4

3

2

^3=
13

5. Application

Le theoreme comblnatoire precedent permet de calculer les fonctions
generatrices des permutations (^, /)-colorees pour differentes statistiques.

Rappelons tout d abord quelques notations usuelles, comme la facto-
rielle ^-montante

1, si n = 0;
wq)n=\{l-a)(l-aq) ... (1 - ag"-1), sin^l;
(a; q)^ = limn(a; g)n = F[^>o(l - a^"),

et une notation analogue dans Ie cas de deux bases gi, 92 :

1, si r ou 5 est nul;
,u;9i»92;r, s = ^ n n n_,, /, '-i^-1^ a, ^. c-> i.

{l\. l<i^r[ll^j^s^. 1 ~ UQl ~l2 J? Sir, 5^1;

(u; ?i, 92)00, 00 =um^, (u;(?i, g2)r,. =n^in^i(i-"gi-l?r).
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Pour ne pas surcharger les notations, considerons Ie cas partlculier
fc= 3, ^= 2 (correspondant aux donnees de 1'exemple traite ci-dessus) et
introduisons les indices majeurs attaches a une permutation (3, 2)-coloree
r == (<T, a, b) comme etant, les nombres :

maj, r = ^{r - a,_i : r e Ligne. r}, (z = 1, 2),
comajg T = ^ {r-az : r £ Coligne3 r},

imaji r = ^{r -ao : r G Ilignei r},
icomaj^ T =. ^ {r - ai : r   Icoligne^ r}.

Formons ensuite Ie monome

,
maJl T^maJ2 T^oma. J3 T^imaji r^icomaja r

{r)=Pl " ?2 " ^3 ~" <ll "' ^2 "' '

puis, pour tout couple (a, b), notons P(a, b) Ie polynome P(a, b) =
^^(r), ou la sommatlon est etendue a toutes les permutatlons (3, 2)-
coloree r = (o-, c, d) telles que c=a et d =b.

On peut alors montrer (c/. [Foze]) que la fonction generatrice des
polynomes P(a, b) est donnee par :

\^. "\^
z^
n

u
A^A^A^B^B^2

z^i -P(a, b)
^ (Pl;Pl)ai(p2 ;P2)a2(p3 ;P3)as($l;9l)6l(92;92)62

(-uAiB2;Pl, 92)oo, oo(-"A2B2;p2, 92)oo, oo(-uA35i;p3, q'i)^, oo

(uAi Bi; pi, gi )oo, oo('"A2J3i;j?2, 9i )oo, oo(uA3B2 ips, ̂ 2)00, 00

ou la seconde sommation est etendue a toutes les partitions ordonnees
a = (ai, G2)<33) et b = (5i, &2) satisfaisant ai +a2+"3 = &i +62 == ".

II existe toute une famille de ces identites que 1'on obtient a partir
du theoreme combinatoire precedent et de 1'algebre des fonctions de
Schur. Notons qu'une formule comme la precedente apparait coinme
une formule de transformation d'un rapport de produits infinis, ou les
bases interviennent par paires, en une somme ou Ie denominateur de
normalisation ne contlent que des factorielles montantes a une seule base.

Une telle identite se specialise evidemment en I'identite q-binomiale :

E
n

{z;q')n
un {zu\q\

{q;q)n (u;?)o<

II suffit, de poser : Ai = B-^^l, A^= B^ =0, As= -z, p-^ ==p^ == p^ =
Q2 ==0, qi = q et d'interpreter Ie polynome P(a, b) convenablement.
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