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Abstract. We present a combinatorial model for the Bessel polynomials. This model,
based upon weighted involudons, leads to combinatorial interpretations and proofs for
identities of many kinds: differential equation, three-term recurrence relation, differential
recurrence equations and exponential generating function. A combinatorial proof of the
orthogonality for these polynomials and the value of the normalizing factor, using this
model, is given in a forthcoming paper [3].

1. Introduction

Historiquement, les polynomes de Bessel, ainsi nommes compte-tenu de leur

relation avec les fonctions de Bessel, apparaissent comme solution de 1'equation

differentielle du second ordre [1,5]

x2 d^-+(2x+2)d^=n(n+l)y.
dx^ ' ' dx

(1)

La valeur explicite de ces polynomes, en tennes de la fonction hypergeometrique 2^0. est
la suivante:

yn (x)=2Fo(-n, n+l;_;-x/^)

^ (n+k)! ^Y
^ (n-k)!k>A2,

(+) avec Ie soutien du P.R.C. "Mathdmatiques et Informatique". E-mail dulucq@geocub. greco-prog. fr
(t) avec Ie soutien du S.C.A.R. du Quebec.
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Cette famille de polynomes peut egalement etre definie a partir de la recurrence b

trois termes

y^, (x) = (2n + l)xy^(x) + y, _, (x),

(2)
Yo(x)=l, y, (x)=l-^x.

Ainsi, les coefficients de ces polynomes sont entiers; nous donnons ci-dessous les cinq

premiers polynomes de Bessel pour lesquels nous constatons que les coefficients des

monomes de plus haut degre enumerent les involutions sans point fixe (la suite 1, 1, 3,
15, 105, 945, ... ).

Yo(x) = 1,

yj (x)=l+x,

yz(x)=l+3x+3x2,

yj (x) =l+6x+ 15 x2 + 15x3,

y, (x) =l+10x+ 45 x2 + 105 x3 +105 x4.

U existe de multiples autres relations de recurrence faisant intervenir les derivees

de ces polynomes; parmi les plus classiques nous pouvons citer :

.
2..,xy, (x) = (nx-l)y, (x)+y^(x),

.
2^.,xzy^(x) = y, (x) -(nx+ l)y^(x),

x(yM + y:_, (x)) = n(y^(x) - y^(x)),

(nx+l)y:(x)+y^(x)=n2y^x).

(3)

(4)

(5)

(6)

La serie g^ndratrice exponendelle des polynomes de Bessel est donnee par 1'expression

^" _^_(l-(l-2xt)y^
£y»-/^^ = e^l '~"7A t/ I' (7)

dans laquelle y_j(x) = 7, (en general y_, (x) = y^i(x)).
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La serie apparaissant dans 1'exponendelle admet elle-meme pour developpement

l-(l-2xt)72 ='+x'i, +3x2tj, +'5x37i+I05x4tjj+-

.
n+7

'ZW'^7^
n20 (n+1)!

ou nous voyons a nouveau apparaltre la factorielle impaire (2n)!. ! = 1. 3. 5...... (2n-l)
enumerant les involutions sans point fixe.

Nous proposons, comme Ie laissent presager les premieres constatations faites
sur les coefficients, un modele combinatoire pour cette famille de polynomes, modele

permettant non seulement de retrouver toutes les identites classiques presentees ci-
dessus, mais egalement d'obtenir une demonstration entierement combinatoire de
1'orthogonalite de cette famille de polynomes.

Dans ce travail, nous nous proposons de presenter Ie modele et de prouver
combinatou-ement les identites precedentes, reservant la partie portant sur 1'orthogonalite

de ces polynomes pour un prochain expose [3].

Ce travail se presente sous la forme suivante: la section 2 a pour objectif de
presenter Ie modele combinatoire et de montrer que les objets ainsi definis satisfont
1'equation differentielle (1) et la formule de recurrence a trois termes (2); dans Ie
paragraphe 3 nous demontrons les relations de recurrence (3) a (6) et finalement, la
derniere section est consacree a 1'obtention de 1'identite (7) pour la serie generatrice

exponentielle des polynomes de Bessel.

II convient toutefois de souligner 1'existence d'un autre modele pour les

polynomes de Bessel generalises defmis par

yw-4. Q("+a+l)t{S
(n+a+l\ =(n+a+l)(n+a+2)--{n+a+k-l){n+a+k).ou

Get autre modele est un cas particulier d'un modele plus complexe introduit par

Leroux et Strehl [6] pour 1'interpretation des polynomes de Jacobi. En effet, en
restreignant les objets associes aux polynomes de Jacobi, ils obtiennent un modele qui
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differe de celui presente ici, et demontrent les identites fondamentales pour ces

polynomes de Bessel generalises. Mais ce modele, bien que plus complexe que celui

propose ici, ne permet pas de donner une explication combinatoire pour 1'orthogonalite

de cette famille de polynomes.

2. Le modele combinatoire

Dans cette section, nous definissons, pour chaque entier n positif ou nul, une

classe d'objets ponder^s telle que la cardinalite de cette famille (en tenant compte de cette

ponderadon) soit un polynome. Nous montrons ensuite que les polynomes ainsi definis

sont les polynomes de Bessel.

Dans toute la suite de cet article. Ie nombre d'involutions sur n points ayant k

points fixes sera not6 1^, tandis que Vensemble de ces involutions sera note 1\.

Puisque k est Ie nombre de points fixes et que n - A; est Ie nombre de points qui sont

deux a deux couples, n-k doit obligatoirement etre pair. Nous avons done evidemment

^=Card(^)=
0 si. n-k est impair

I* sinon.

Dans ce qui suit, nous utiliserons souvent une representation graphique des

involutions, tres classique en Combinatoire. Celles-ci seront representees par n points

horizontalement alignes et les points deux a deux couples seront relies par des aretes (la

figure 1 represente une involution sur cinq points ayant un seul point fixe). Nous
noterons c(x) Ie nombre d'aretes de 1'involudon T.

Nous designerons par Ie tenne orbites les cycles de longueur 1 ou 2 de 1'involution,

c est ̂  dire les points fixes et les aretes. Ainsi, 1'involution de la figure 1 comprend trois

orbites : deux aretes et un point fixe.

figure 1

Consid^rons maintenant 1'ensemble ln (x) des involutions ponderees sur n points

ayant k points fixes, ou la fonction de poids p associe a chaque involution T Ie poids
defini par

p(x)=xcw.
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Nous etendons alors la fonction Card a ces objets ponderes commesuit

Card^(x))=V,

ce qui nous permet de definir une famille de polynomes qui, comme nous Ie montrerons
par la suite, s'averera etre celle des polynomes de Bessel.

Definition 1. On definit [yn (x)} y 
comme etant la suite de polynomes

y^(x)=Card, \\Jr^(x)\,
.
t=0

c'est a dire, compte-tenu de la definition de Cardx

^w=£i:^^. (12)
k=0

Lo. figure 2 illustre 1'ensemble ̂ (x) u ̂ (x) u I°i(x) correspondant au polynome y^(x).

{..} u

x

r\ .

. A
'-' 1

rS A
^r\~^

figure 2

Remarque 1. Au polynome yn(x) ainsi defini correspond la famille des involutions

(ponderees par la fonction p) ayant exactement n orbites, c'est a dire les involutions

operant sur un nombre de points pouvant alter de n (uniquement des points fixes) a 2 n

(uniquement des cycles de longueur 2).

Cette interpretation combinatoire des polynomes de Bessel, bien que voisine de celle

correspondant aux polynomes de Hennite [4,7], differe quant a la taille et la ponderation

des involutions associees. En effet, Ie ni^me polynome de Hermite est

L%J
H^x)^\n-u(-l)kxn-2k.

k=0

87



A ce polynome correspond done 1'ensemble des involutions operant exactement sur n

points et ayant n-2k points fixes (ou k aretes). La ponderation consiste ici en les poids x

sur chaque point fixe et (-7) sur chaque arete.

Theoreme 1. Les polynomes y^(x), definis par (12), sont le&polynomes de Bessel.

Preuve. Nous constatons tout d'abord que les deux conditions initiales de la

recurrence sont satisfaites, c'est a dire yo(x)=l (involution "vide" de poids 7) et

yj (x)= 1+x (involution comportant une seule orbite : point fixe de poids 7 ou cycle de

longueur 2 de poids x). Ensuite, il nous suffit de montrer 1'egalite des deux membres de

1'identite (2) pour les coefficients en .c , c'est a dire verifier que

fn+l-k ^ /^^ _,_ i^n-(k-l) ^ yn-/-*

l-n+l+k~^rl~r l^in+k-j ~r in-l+k .

Ceci revient a construire une bijection entre 1'ensemble ^^ et 1'ensemble
n+l-k
n+^+f[2n+l]x][^[^)[^lH ~1^. Considerons done une involution T dans 1'ensemble I',

Ou bien z a un point fixe a la fin (^ droite dans la representation graphique c'est a dire Ie

point n+l+k) ou bien 1c demier point de T est relic par une arete a un autre point situe a

sa gauche. Dans Ie premier cas, on peut "bijectivement" supprimer ce point et ainsi

obtenu- une involudon appartenant ̂  1'ensemble 1^; dans Ie deuxieme cas on supprime
1'arete (et ses deux extremites) en mdmorisant la position ou se trouvait 1'extremite

initiale de cette arete supprimee, et nous obtenons done un couple de 1'ensemble

[n+k] U B^+^^. Ainsi, nous avons

I::^=^U[»+^xH^:;j. (13)

On reapplique une nouvelle fois Ie meme type de decomposition sur 1c premier ensemble

du membre droit de 1'identite ci-dessus. Si 1'involution T dans 1"^ possede un point

fixe ̂  la fin, on Ie supprime et on obtient une involurion dans B^^ji. Si par contre Ie

demier point est relie a un autre point par une arete, cette fois ci on supprime cette arete

en conservant toutefois 1'extremite iniriale de celle-ci (ce point devient point fixe de la

nouvelle involution) que 1'on marque pour rendre la construction reversible. Ce faisant,

nous obtenons une involution de 1'ensemble I^^7) dont un point fixe est marque (choix

d'un entier dans 1'ensemble [n-k+1].
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Cette demiere decomposition permet de reecrire 1'equation (13) de la fa^on suivante

K:^ = K~-1^ ̂ [n-k+l}x S;y. :^i U [» + k]x E;^:X

'=n::^U[2^7]xn:^;.

LSL figure 3 presente schematiquement cette bijection pour laquelle nous avons combine
les deux etapes de la decomposition.

=> -i

^ ?^ <-
intervalle marque

^7^. <- ^T^..
figure 3

Ceci termine la preuve du theor^me 1.

Une autre fagon de montrer que les polynomes definis sont les polynomes de
Bessel est de montrer qu'ils satisfont 1'equation differentielle du second ordre (1).

Theoreme 2. Les polynomes y^(x) satisfont 1'equation differentielle definissant les

polynomes de Bessel

^^l+(2x+2)^=n(n+l)y.
dx' ' ' dx

Preuve. En reportant la definition des polynomes y^(x) (equation (12)) dans cette
equation differentielle, et en extrayant les coefficients du monome x , ce theoreme

ou

ou

figure 4
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revient a montrer que

(k + l)kl:-^ + 2(k + 7)C;^; = /i(n + 7)1:^. (14)

Considerons Ie membre de droite de (14). Celui peut s'interpreter comme etant Ie nombre

d'involutions sur n+k points ayant n-k points fixes, involutions constituees done de n

orbites, dont deux sont pointees par des lettres, aetb par exemple, ou 1'on tient compte

de 1'ordre du marquage et ou 1'on admet les repetitions, une meme orbite pouvant etre

marquee deux fois, et de deux fa^ons distinctes (a, b ou bien b,a comme Ie montre la

figure 4).

Dans 1c cas ou les orbites pointees sont des aretes (il y en a ^), ceci donne Ie premier

terme du membre gauche de (14) (k(k+l) mani&res d'etiqueter compte-tenu de ces regles

dans 1'etiquetage).

r\^\ -

r\^

'^r^

<- ->

figure 5
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Si tel n'est pas Ie cas, 1'etiquetage porte alors sur deux orbites dont 1'une au moins est un

point fixe de 1'involution. Nous obtenons alors dix cas generiques suivant les positions

des deux orbites marquees. Par une construction reversible (voir la figure 5), il est

possible pour chacun de ces dix cas d'ajouter une nouvelle arete a ces involutions, arete

que 1'on oriente et dont 1'une des extremites est Ie (1'un des) point(s) fixe(s) etiquete(s)

de 1'involution initiale. Nous obtenons de cette fagon des involutions sur n+k+1 points

ayant n-(k+l) points fixes et dont 1'une des k+1 aretes est orientee (a droite ou a

gauche), ce qui donne Ie deuxieme terme du membre gauche de (14). On retrouve une

classification en dix families pour ces involutions, en examinant 1'orbite determinee par

1c point situe immediatement a droite du point constituant 1'origine de 1'arete orientee.

3. Equations de recurrence aux derivees

Nous nous proposons ici de prouver les equations de recurrence (3) a (6) faisant

intervenir la derivee premiere des polynomes de Bessel a 1'aide de notre modele
combinatoire.

Theoreme 3. Les polynomes de Bessel satisfont la recurrence differentielle

x2y:(x)=(nx-l)y, (x)+y^(x),

Preuve. En interpretant cette equation avec notre modele combinatoire, et en extrayant
les coefficients du monome x , ceci revient a montrer 1'identite suivante :

[. n-f*-/; ^-{n-l-k _yn-«
l-n-Kk-l)~<'ln-l+k - ln+f

Cette formule est la formule de recurrence classique pour les involutions. En effet, soit

une involution (dont Ie nombre est donne par Ie membre droit de 1'equadon) se termine

par un point fixe que 1'on supprime, ce qui donne Ie deuxieme terme du membre gauche;

soit elle se termine par un point qui est 1'extremite d'une arete, et dans ce cas on

supprime ce dernier point et cette arete en marquant 1'extremite initiale (que 1'on

conserve) qui devient pomt fixe, obtenant ainsi Ie premier terme du membre gauche.

Theoreme 4. Les polynomes de Bessel satisfont la recurrence differentielle

x2y^(x)=y^x)-(nx+l)y^(x),

91



Preuve . Ceci revient a demontrer 1'identite suivante :

f(n-})-(k-l) ^ -fn-l-k _^ jn-k
'.(n-lMk-l) ~r in-l+k ~ in-¥k-

II s'agit toujours de la formule de r^currence classique pour les involutions. La meme

construction que precedemment permet de la prouver, a ceci pres que dans Ie cas de la

suppression de 1'arete dont 1'une des extremitds est Ie demier point de 1'involution, on

supprime cette fois les deux points constituant cette arete, en marquant 1'endroit ou

figurait la premiere extremite de celle-ci.

Theoreme 5. Les polynomes de Bessel satisfont la recurrence differentielle

x{y'n(x) + y'n^ (x)) = n{y, (x) - y^(x)),

Preuve. La preuve de cette equation revient a prouver 1'identite suivante :

("-^)I^=("+^)I::^.

Le membre gauche de cette identite enumere les involutions sur n+k points ayant n-k

points fixes, 1'un d'entre eux etant pointe. La suppression de ce point fixe pointe fournit

une involution ayant un point (fixe) de mains, un intervalle entre deux points etant

marqu6 (il y en a done n+k) afin que cette construction soit reversible.

Theoreme 6. Les polynomes de Bessel satisfont la recurrence

(nx+l)y^(x)+y^(x)=n\(x).

Preuve. La demonstration s'inspire de la technique employee dans la preuve du

theor^me 2. Tout d'abord, cette equation revient a prouver 1'identite suivante:

{k + 7) 1;^:^ + (^+ 7) V^^ = »(« - ^) 1;^.

Le membre droit de cette identite peut s'interpreter comme etant 1'ensemble des

involutions dont 1'une des n orbites est marquee par Ie symbole " + " par exemple, et
1'un des n-k points fixes par 1c symbole " * ". Ceci conduit a une classification en six

groupes suivant les positions de ces marques (vow figure 6).
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Pour Ie premier type, on relie les deux points fixes marques "*" et "+" (dans cet ordre)

par une arete que 1'on choisit d'orienter vers la gauche. Nous obtenons done une
involution agissant sur Ie meme nombre de points n+k mais ayant deux points fixes de
moins, et dont une arete (panni k+1) est marquee (orientee vers la gauche); ceci nous
donne la formule d'enumeration constituant Ie second terme du membre gauche de

1'identite.

Le premier tenne de ce membre gauche enumere les involutions ayant n orbites dont k+1
sont des aretes, 1'une d'entre elles etant marquee (orientation vers la droite, comme sur la

figure 6). Ces involutions sont classifiables en cinq groupes en fonction de 1'orbite
detenninee par Ie point situe immediatement a droite du point constituant 1'origine de
1'arete orientee (les cinq dernieres configurations de la partie droite de la. figure 6).
Lorsque ce point est 1'extremite d'une arete, on supprime ce point et 1'arete en conservant
1'autre extremite qui devient point fixe (les trois demiers cas de la figure 6) en
introduisant les marques permettant d'inverser la construction. Lorsque ce point est fixe

ou qu'il n'existe pas, on effectue les deux operations donnees par les deuxieme et
troisieme schemas de \a. figure 6.

figure 6
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4. La serie generatrice exponentielle des polynomes de Bessel

Une fonction importante associee a tout objet combinatou-e est sa serie generatrice

(ordinaire ou exponentielle). Dans Ie cas des polynomes de Bessel, la serie generatrice

exponentielle est donnee par

«> ^n

^yn -, (x)^=exp\
n=0 "..

'l-(l-2xt) ,%'
(15)

ou Ie membre droit correspond a 1'exponentielle d'une fonction qui elle meme admet

pour developpement en serie exponendelle la serie

l-(l-2xt)72 =^(2n-2)!!xn-'
n̂!n27

Au ni^me coefficient de cette serie correspond Ie nombre d'involutions

ponderees sans point fixe ayant n-1 aretes, chacune d'elles munie du poids x.

Habituellement, Ie ni^me coefficient de la serie generatnce d'une structure combinatoire

s'interprete comme etant Ie nombre d'objets de taille n. Ici les objets sont des involutions

sans point fixe ayant n-1 aretes; nous ajoutons done un point fixe a droite dans la

representation graphique de ces involutions et nous appelons ces involutions les
involutions elementaires.

Nous en deduisons, par interpretation de 1'exponentiation de cette serie, que 1c ni^me

coefficient du membre droit de 1'equation (15) denombre les assemblees d'involutions

elementaires ponderees (poids x sur chaque arete) ayant exactement n orbites etiquetees.

La figure 7 represente une assemblee de trois involutions elementaires constituee de dix

orbites orbites. L'etiquetage des orbites dans chaque part se fait de la gauche vers la

droite, suivant 1'ordre d'apparition de leur extremite initiale. Nous dirons que ces

involutions elementaires sont orbites-etiquetees.

D'autre part, nous considerons que les involutions correspondant au membre gauche de

(15) sont etiquetees naturellement suivant 1'ordre des points sur lesquels elles operent;

nous les appelons involutions points-^tiquetes. De plus, pour la meme raison que

precedemment, nous ajoutons un point fixe terminal a ces involutions. Ainsi, Ie ni&me

terme de la serie generatrice exponentielle des polynomes de Bessel s'interprete comme

etant Ie nombre d'involutions points-etiquetes ayant n orbites, cette derniere orbite

devant etre un point fixe (.vou figure 8).

94



r?v\ '.°

figure 7

7 2 3 4 5 6 7 S 9 10 111213 14 15 1617

figure 8

Ainsi, demontrer combinatoirement 1'equation (15) revient a trouver une bijection

qui, a une assemblee d'involutions elementaires orbites-etiquetees ayant n orbites, fait
correspondre une involution points-etiquetes ayant egalement n orbites, la derniere etant
un point fixe. Cette bijection, que nous decrivons par la suite, mettra en particulier en
correspondance 1'assemblee de \& figure 7 avec 1'involution de ̂ figure 8.
Toutefois, avant de presenter cette bijection, nous aliens tout d'abord decrire une
construction intermediau-e associant a une assemblee d'involutions elementaires orbites-

etiquetees une assemblee dinvolutions elementaires points-etiquetes ayant certaines
proprietes les caracterisant que nous enoncerons.

Description de la construction G.

Soit {t,, x^,..., Xi,} une assemblee d'involutions elementaires orbites-etiquetees,
constituee de n orbites reparties entre les k parts, involutions operant syr 2n-k points
au total (parmi les n orbites, k sont exactement des points fixes situes a la fin de chaque
part). Pour faciliter la description de cette construction, nous considerons que les
etiquettes des aretes, pour toutes les involutions de 1'assemblee, sont associees aux
points constituant les extremites initiales de ces aretes (passage du premier au second
schema de \& figure 9). Ensuite, pour chaque entier idel^2n-k, 1'etiquette i est une

etiquette appartenant ̂  une certaine involution el^mentaire Ty pour un certain entiery.
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Dans Ie cas ou tous les points de T^ a gauche du point etiquet6 i sont dej^ etiquetes, ce

point conserve son etiquette i. Autrement, Ie point Ie plus a gauche de T^ non encore

etiquete prend 1'etiquette i, et toutes les etiquettes k superieures ou egales a (' apparaissant

dans 1'assemblee sont incrementees d'une unite. Cette construction, decrite sur 1'exemple

qui suit (figure 9) est clairement reversible.

Exemple 1.

A A
4 8

,7^ 10

1 5 6
r\
2

r\
3

rr^\
4 8 10

1 6 7
.

10
r^ .
2 S

4.

a rr?\ .
3459 11

767 11
r^ .
289

i

^ rr\^\.
3 4 5 10 12

1 6 7 11
.

12
r^ .
259

^ rr\\.
3 4 5 10 13
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1 6 7 11 12 13 14
r\ .
289

^ rr\^\.
3 4 5 10 15 16 17

figure 9

Remarque 2. Les involutions elementaires points-etiquetes ainsi obtenues ont certaines
proprietes. En particulier, toute suite de longueur maximale de points consecutifs
constituant les extremites finales d'aretes ont des etiquettes formant une suite croissante

de nombres entiers consecutifs. De plus. Ie point suivant (necessairement fixe ou

extr^mite initiale d'une arete) est etiquete par 1'entier immediatement superieur (voir
demiere partie de \a. figure 9). Cette propriete caracterise completement les involutions
elementaires points-etiquetes.

Theoreme 7. La serie generatrice des polynomes de Bessel est donnee par

v-.. .... tn _^_(l-(l-2xt/2}
^-^-n, -ex\-^-)-

Preuve. Nous construisons une bijection <I> entre 1'ensemble des assemblees
d'involutions elementaires sur n orbites et 1'ensemble des involutions (se terminant par

un point fixe) ayant exactement n orbites.

Soit {Tpt2,..., Tj une assemblee d'involutions elementaires orbites-etiquetees,
comportant au total n orbites. Par la construction G, nous obtenons la meme assemblee
points-etiquetes. II suffit alors d'intercaler les involutions elementaires de fa^on
canonique, c'est a dire selon 1'ordre croissant des etiquettes des points, pour obtenir
1'involution cherchee (.voir figure 10). Celle-ci se termine necessairement par un point

fixe compte-tenu de la construction G et de la remarque 2.
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1 6 7 11 12 13 14
r\ .
289

^ rr^\.
3 4 5 10 15 16 17

/^TT^̂ r
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1112 131415 16 17

figure 10

II s'agit maintenant de montrer que <D est une bijection, ou, en d'autres termes, comment
retrouver 1'assemblee d'involutions elementaires a partir de 1'involution points-etiquetes?
Notons tout d'abord que Ie nombre de parts de 1'assemblee est exactement Ie nombre de

points fixes de 1'involution points-etiquetes (il y en a au mains une par construction, les
involutions devant toujours se terminer par un point fixe).
Partant de ce point fixe terminal, nous construisons la demiere part de 1'assemblee en
prenant (voir exemple 2):

- toutes les aretes dont 1'extremite finale est a droite de 1'avant demier point fixe,
- toutes les aretes dont 1'extremite finale est 6tiquetee par un ender immediatement

inferieur b une etiquette d'un point appartenant deja a la part consideree, cette regle etant
appliquee recursivement.

En reiterant ce processus, on construit part par part 1'assemblee d'involutions
elementaires.

La construction ainsi definie est bien 1'application reciproque de 0 compte-tenu de la
remarque 2 caracterisant les involutions elementaires points-edquetes, comme 1'on peut
Ie constater dans 1'exemple qui suit.

De plus, il est clair que cette bijection conserve la ponderation en x des objets, puisque la
bijection <I> preserve (de par sa definition) Ie nombre d'aretes des objets se
correspondant.

Ceci termine la preuve du th6or^me 7.
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Exemple 2. Considerons 1'involution obtenue a 1'issue de Yexemple 1, apres
intercalement des parts de 1'assemblee (figure 10).

/^^T^^^^r?^.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 111213 14 15 1617

La premiere iteration du processus decrit ci-dessus donne (en gras sur la figure) les
aretes consdtuant la premiere part de 1'assemblee,

7-(^~7: ~.-7^V~^» ^ . ^^ .
7 2 3 ^ 5 6 7 5 9 10 111213 14 15 1617

puis la seconde part,

. -.. f* . . .
7'5 t6 17

7 2 6789 11 12 13 14

et finalement, nous obtenons les trois parts suivantes

6 7 11 12 13 14

8 9

ce qui correspond effecdvement a 1'assemblee recherchee.
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5. Conclusion

II convient de remarquer que nous aurions pu definir les polynomes de Bessel a
partir des tableaux oscillants [2], plus precisement

ynW=^f^k>xk,
k=0

ou fw est 1c nombre de tableaux oscillants de longueur n et de forme finale
(k)=(l, l,....., l).

II serait interessant de revoir les demonstrations des identites classiques sur ces
polynomes en considerant cet autre modele, modele operant dans 1c treillis des partages
d'entiers. Dans ce cas, aux polynomes de Bessel sont associes des tableaux n'operant
que sur une partie de ce treillis (forme finale reduite a une seule ligne (ou colonne)). Un
prochain travail pourrait peut-etre consister en une generalisadon de ces polynomes a tout
Ie treillis.
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