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Une des definitions possibles des polyn6mes de Catalan

multiples est la suivante : en appelant c(x) la fonction

g6neratrice des nombres de Catalan,

c(x) = 1 + x+ 2x2 + 5x + 14x + ... ,

Le polynome de Catalan k-uple P(m, , m/, ,.. ; u) est Ie

ml m2 mk
coefficient du jnonome x, * x^~ . . . x,. " dans Ie developpement de

[1 - x c(x ) - x c(x ) - ... - x^ c(x^)]
-u-1

Son degr6 en u est m, +m^, + ... +m,^ .

Les polynomes de Catalan simples et

doubles (k= 1 et k=2) ont fait 1'objet d'une etude d6taillee,

& paraltre dans Ie "Journal Europ6en de Combinatoire". En

particulier leurs zeros sont tous des entiers n6gatifs distincts.

Pour k £ 3 , on peut d6montrer les propnet6s suivantes :

1°) Les z6ros de P(m, , m^ ,..., m, _ ; u) continuent
1 ^ K

d'etre des r6els n6gatifs distincts, mais ne sont plus

n6cessairement entiers.

2°) Si aucun des m, n'est nul, les entiers -1, -2,..., -k

se trouvent parmi les zeros.

3°) Sous la meme condition m, m^... m, ^ * 0 , on peut poser

m, =r; + 1 et faire Ie changement de variables v = -k-l-u .

Les r, + r^ + ... + r, _ z6ros de P(m, , m^ ,..., m, _ ; u) autres

que -1, -2,..., -k sont alors donn6s par ceux d'un

dont
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polynome Q(r,, r^,, . . . , r, ^ ; v) dont les coefficients se calculent



par une r6gle de convolutlon simple.

4°) Les zeros du polynome Q(r,, r^,..., r, ; v) , dont Ie

degr6 est d=r, + r^, + ... +r,, , sont non seulement r6els et

distincts, mais en outre appartiennent tous au segment [0, 2d] .

Si 1'on a de plus

rl ' r2+r3 + ... + rk ' 1 '2 *3 ... 'k

sont les entlers du segment [d + 1, 2r, ] .

5°) Dans Ie cas particuller ou r. r2 =

d'entre eux

= rk= 1 .
on peut poser Q(l, l,..., l ; v) = Q,. (v) . On a alors

(v) = i (-2)1 (k) (v)^_,
1=0

avec (v), = v(v-l)... (v-J+1) , et les Q,. (v) se trouvent former

une fami lie de polyn6mes orthogonaux dont la r6currence de

Darboux - Christoffel est

Q^(v) = (v- k- 1) Q^_^(v) - 2(k - 1) Q^^Cv) ,

avec Q^(v) = 1 et Q^(v) = v-2 .

6°) Exemple : les six z6ros du polyn6me de Catalan triple

P(2, 2, 2 ; u) sont

-1, -2, -3, -4, 510..., -6, 710..., -9, 778.
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