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Résumé L'objet de cet article est une généralisation de résultats récents sur l'énumération des polyominos
parallélogrammes, utilisant les fonctions de Bessel. Pour cela, nous définissons d'abord la notion de polyomino
parallélogramme a franges. Puis nous montrons que la fonction génératrice de ces objets selon l'aire et le nombre de
colonnes s'exprime a l'aide de g-analogues de fonctions de Bessel. Nous établissons d'autre part quelques propriétés de ces -

g-analogues liés au g-calcul.

1. INTRODUCTION

Un carré unitaire du plan P=INxIN est une cellule, le niveau d'une cellule est I'ordonnée de
son bord inférieur. Un polyomino est une réunion finie de cellules, constituant une partie connexe
dont l'intérieur est également connexe. Un polyomino est défini a une translation pres. Une colonne
(resp. une ligne) est l'intersection entre le polyomino et une bande unitaire infinie verticale (resp.
horizontale). Un polyomino est convexe lorsque ses lignes et ses colonnes le sont. L'aire estle
nombre de ses cellules et le périmétre d'un polyomino est la longueur de son bord. Les polyominos
sont des objets combinatoires classiques ([14], [12]), également étudiés en Physique Statistique,
sous le concept d'animal ([19]). Un probleéme ouvert est celui de leur énumération selon les
parameétres aire ou périmetre. Seuls quelques types de polyominos (tas, parallélogrammes, convexes
[8],[16], verticalement convexes [5]) ont été dénombrés selon I'une ou l'autre de ces distributions.

Un polyomino parallélogramme est un polyomino convexe tel que la suite des niveaux
des cellules inférieures (resp. supérieures) des colonnes numérotées de gauche a droite est
croissante. Un polyomino parallélogramme P a n colonnes est entierement déterminé par la donnée de
deux suites B(P)=(by,...,bn) et HP)=(h1,...,hn), ol bj (resp. hj) est l'ordonnée du bord inférieur
(resp. supérieur) de la il®me colonne. Ces suites (by,...,bn) et (h1,....hn) satisfont aux conditions:

(C1) bj < bi+1 pour i=1,..., n-1
(C9) h; £ hj4+1 pour i=1,..., n-1
(Cz) bi+1 < hj pour i=l,..., n-1
(Cy - b1=0

et réciproquement tout couple de suites satisfaisant a (Cy), (Cp), (C3) et (C4) détermine un polyomino

parallélogramme a n colonnes.
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Figure 1. Un polyomino parallélogramme.

On notera ® ® I'ensemble des polyominos parallélogrammes et CO (resp. LI, AR, DP) les
fonctions nombre de colonnes (resp. nombre de lignes, aire, demi-périmetre) définies sur ® ®.

Le polyomino parallélogramme P représenté sur la figure 1 est déterminé par les deux suites
B(P)=(0,0,0,0,0,2,2,3) et H(P)=(1,1,2,2,3,4,4,4). 1l satisfait aux relations CO(P)=8, LI(P)=4,
DP(P)=12, AR(P)=14.

Les polyominos parallélogrammes de périmetre 2p+2 sont en bijection avec les mots de Dyck
de longueur 2p et sont dénombrés selon ce parametre par le nombre de Catalan Cp ([8]).
L'énumération de ces objets selon l'aire était connue sous forme d'équation fonctionnelle ([13]) ou
de fraction continue ([18], [10]), jusqu'aux récents résultats obtenus par J.M.Fédou et M.P.Delest
([7], [11]) dans lesquels apparaissent des g-analogues des fonctions de Bessel JpetJ; .

Le but du présent article est de prolonger les résultats de ces deux derniers auteurs en
montrant comment l'introduction d'une nouvelle classe de polyominos, a savoir les polyominos
parallélogrammes a franges, conduit naturellement a I'étude de q-analogues de la fonction de Bessel.

Soient v,A deux entiers naturels, on dira qu'un polyomino parallélogramme est @ franges de
largeurs (v,A) (ou (v,A)-bordé) s'il est obtenu par "adjonction" a un polyomino parallélogramme
de v cellules a 1'Est de chaque ligne, puis de A cellules au Nord de chaque colonne du polyomino

obtenu. On appellera frange 1'ensemble des cellules ajoutées, et base 1'ensemble des autres cellules.

gs
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Figure 2. Un polyomino parallélogramme (3,2)-bordé€.

Exemple. Le polyomino parallélogramme (3,2)-bordé de la figure 2 a 11 colonnes, 6 lignes et pour
aire 48. Sa base a 8 colonnes, 4 lignes et pour aire 14. Sa frange est constituée de 34 cellules.

Ces polyominos sont définis en toute rigueur dans la section 3, ol nous donnons également
quelques proprié€tés de ce nouvel objet combinatoire. Nous montrons en particulier que I'énumération
des polyominos parallélogrammes a franges selon le périmétre, I'aire et le nombre de colonnes revient
a 'énumération des chemins de Dyck selon la longueur, le nombre de pics et un nouveau parametre

li€ & la somme des hauteurs des pics.
. ©° (-1)n xv+n
Pour v entier naturel, on pose 9,(x) = ¥ —————

. Cette fonction 9, est liée a la fonction
n=0 n! (v+n)!

de Bessel classique J,, de 1'Analyse par la relation x¥ J,,(x) =2V 9,( XT 3

Pour k entier naturel, on note [k] = 1+q+q2+...+q*-! et [k!] = [1].[2]...[k] et on définit les
fonctions suivantes, ou Iy et i, désignent des g-analogues de la fonction 9,,.
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Dans la section 4, nous montrons plusieurs propriétés vérifiées par ces fonctions (q-équation
différentielle, relations de récurrence des coefficients).

Utilisant la méthode des g-analogues de grammaire algébrique décrite dans [6], on montre
dans la section 5 que la fonction génératrice selon le nombre de colonnes et l'aire des polyominos
parallélogrammes 4 franges s'exprime 2 l'aide de ®,. Le résultat principal obtenu €tant le suivant:
Théoréme. La fonction génératrice des polyominos parallélogrammes (v,\)-bordés selon le

g}.+1t
q¥(1-q)?
Ce résultat et ses conséquences généralisent ceux obtenus dans [7], pour le cas particulier des

nombre de colonnes et l'aire est F,;(t.q) = ¥+ tv (1-q) @, ( q ).

polyominos parallélogrammes (sans franges).
2. POLYOMINOS PARALLELOGRAMMES ET CHEMINS DE DYCK.

Notation. Soit A un alphabet, on note A* le monoide libre engendré par A. Si a est une lertre de A
etuunmot de A¥, on note | ul, le nombre d'occurrences de a dans u.
Définition 2.1. Un mor de Dyck est un mot w € {x, X}* vérifiant les deux conditions:

@ Iwh=Ilwlyg

(ii) pour toute factorisation w =uv, alorslul,2luly
Définition 2.2. Un chemin de Dyck est un chemin w = (so,sl,...,szp) de NxIN tel que
$0=(0,0), szp=(2p,0) et pour tout i, 0<i<2p-1, le pas (s;,8;,;) st un pas élémentaire Nord-Est
(8;=(X,¥),8;41=(x+1,y+1)) ou Sud-Est (5;=(x,y),s;11=(x+1,y-1)).

Un pic (resp. creux) est un point s; tel que le pas (s;.1,s;) est un pas Nord-Est (resp. Sud-
Est ) et le pas (s;,8;,;) un pas Sud-Est (resp. Nord-Est).

Une montée (resp. descente) du chemin est une suite maximale ((5;,5;41)s---(Si+k-1Si+k)) d€
pas Nord-Est (resp. Sud-Est).

La hauteur h(s;) d'un sommet s; est son ordonnée.

On identifiera les chemins de Dyck de longueur 2p avec les mots de Dyck w=x;... X, de
longueur 2p en associant a tout pas (s;_;, 5;) Nord-Est (resp. Sud-Est ) la lettre x; = x (resp. X; = X ).
Les pics (resp. creux) d'un chemin de Dyck correspondent alors aux facteurs x X (resp X x) du mot
de Dyck correspondant. Les double montées (resp. double descentes) correspondent aux facteurs xx
(resp. X X ).

Notation. On note O l'ensemble des chemins (ou mots) de Dyck et ¢®p l'ensemble des éléments de

D de longueur 2p. On note DL (resp. DM, DD, NP, HP) les fonctions demi-longueur (resp.
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nombre de double montées, nombre de double descentes, nombre de pics, somme des hauteurs des
pics) définies sur .
Exemple. Le chemin de Dyck w de la figure 3 est tel que DL(w)=11, DM(w)=3, DD(w)=3,

NP(w)=8, HP(w)=14 etest codé parlemot x XX XXX XX XXX X X XXX XX X XX X.

P w

.o co R esecssseccssssssssccRFeccssosenns

I -~ 1
Figure 3. La bijection [ entre polyomino parallélogramme et chemin de Dyck.

Nous rappelons la bijection L entre les polyominos parallélogrammes de périmétre 2p+2 et les
chemins de Dyck de longueur 2p décrite dans [8]. Un polyomino parallélogramme P & n colonnes
peut étre défini A I'aide de deux suites d'entiers (py,..., Py) €t (C1,..., Cq.1), OU p; est le nombre
de cellules de la ii®me colonne et (c;+1) le nombre de cellules contigués aux colonnes i et i+1. Le
chemin de Dyck (P) est alors le chemin de Dyck ayant n pics, dont les hauteurs des pics sont
P1»---» Py €t les hauteurs des creux sont cy,..., C,_;. D'ol la proposition ([8]):

Proposition 2.3. L’application . transforme un polyomino parallélogramme de périmétre 2p+2,
ayant n colonnes, m lignes et d'aire k en un chemin de Dyck de longueur 2p, ayant n pics, m-1

double montées et de somme des hauteurs des pics k.

3. POLYOMINOS PARALLELOGRAMMES A FRANGES.

Définition 3.1. Un polyomino parallélogramme P, j & N colonnes est (v,A)-bord€ si et seulement
si les suites B(Py 5)=(b1,...,bn) et H(P, 3)=(hy,...,hN) des ordonnées des bords inférieurs et

supérieurs de ses colonnes satisfont aux conditions:

(C1(v, A)) b; < by pour i=1,...,N-1
(Ca(v, \)) h; < hisy pour i=1,...,N-1
(C3(v, A)) bisvet <h; -A  pour i=1,...,N-v-1
(Calv, 1)) by =.=by+1 =0

(Cs(v, A)) hn.y =...= hN

La base P du polyomino parallélogramme P, , est alors déterminée par les suites
B(P)=(by+1,...,.bN) et HP)=(h; - A,...,hN.y - A).
Notation. On notera ® ®, , I'ensemble des polyominos parallélogrammes (v,A)-bordés et rE,
l'ensemble des polyominos parallélogrammes (v,v)-bordés ( on dira également v-bordés). Ainsi
l'ensemble ® ® des polyominos parallélogrammes (0,0)-bordés est l'ensemble ® ® des

polyominos parallélogrammes.
Remarque. On identifiera, dans ce qui suit, un polyomino parallélogramme a franges P, ; avec le

triplet (v,A,P) o1 v,A désignent les largeurs de franges et P la base de P, ;.
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Notation. Soient v, fixés, on note B, 5 (resp. By) la bijection de ® ®, » (resp. ®®, ) dans P
qui au polyomino parallélogramme a franges P, 5=(v,A,P) associe sa base P. On pose Wy 3=H o By
(resp. py=M o B, ), o1 it est la bijection entre ® P et & décrite précédemment dans la section 2.
Exemple. Si P; , désigne le polyomino parallélogramme (3,2)-bordé de base P de la figure 2, il
lui correspond par la bijection 15 5 le mot de Dyck w de la figure 3.0n a donc:

W=H35(P35) =U(P) =X XX XXX XXX XXX X XXX XXX XXX

H(P3p) =XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX X XXXXX XXX X X
Proposition 3.2. Soit P, ; un élément de ®®; de base P. On a alors les relations suivantes:

CO(P, ) = CO(P) + Vv

LI(P, ;) = LI(P) + A

AR(P, ;) = AR(P) + A CO(P) + v LI(P) + Av
‘Proposition 3.3. La bijection W, ) transforme un polyomino parallélogramme ( V,A)-bordé P, »
en un chemin de Dyck w tel que:

CO(P,, )) = NP(w) +V

LI(P, ») = DM(w) + A+ 1

AR(P, ;) = HP(w) + A NP(w) + v DM(w) +v (A + 1)

Notation. Soit w un chemin de Dyck , on note:  HP, 5(w) = HP(w)+ A NP(w) + v DM(w)

On déduit alors de ce qui précede le résultat suivant:
Proposition 3.4. Le nombre de polyominos parallélogramme (v,A)-bordé P, , de demi-périmetre
p+Vv+A+1 ayant n+v colonnes, m+A+1 lignes et d'aire k+vV(A+1) est égal au nombre de chemins de
Dyck w de demi-longueur p, ayant n pics, m double-montées et tels que HP,, ,(w)=k.

Notation. Soit w un chemin de Dyck ayant N pics, on note p';+1 (resp. ¢;) la hauteur du jleme pic
(resp. creux). Le chemin w est entierement déterminé par la suite S(w)=(p';,¢1,p'2, - »CN-1,P'N)-
Les suites (p';) et (c;) satisfont a la propriété: 0<c; < min (p';,p'i+1) pour i=1,...,N-1.
On note O, ; l'ensemble des mots de Dyck w satisfaisant aux propri€tés suivantes:
(i) NP(w)=N>v
A A

(i) w=x" w X _01‘1 vy‘ est un élén_aent de O

i) w'=x"1xIN x2x2 xINIIN avecj=.=j=1etigyy=.=in=1
Proposition 3.5. Soit w un chemin de Dyck a N pics tel que S(w) = (p'1,€15P'2» - sCN-1-P'N)-
Alors w appartient a D, si et seulement si on a les relations suivantes:

(D1(v,M) N>v

(Da2(V,A)) A <c¢; £ min (p',p'i4+1) pouri = 1,..,N-1.
D3(v,\) ¢ =pj pouri=1,..,V.
(D4(v,A)) ¢ =DPin pour i = N-v,...,N-1.

Proposition 3.6. La bijection | transforme un polyomino parallélogramme (v,A)-bordé en
chemin de Dyck w de D, ; .
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Preuve. Soit P, 3 un élément de ® P, et w=1(Py 3). On note N=CO(P,, 3 ), B(P, )=(b1,....bN) et
H(P, 3 )=(hj,...,hN). La taille de la colonne i est h; - b; et le nombre de cellules contigués aux colonnes
ieti+l esth;-b;. Le mot wa N pics (N>V), la hauteur du jieme pic (resp. creux) est p';+1=hj - b;
(resp. ¢; = h; - bix1 - 1). On adonc A <¢; pour i=1,..., N-1. De plus p'; = ¢; = h; - 1 pour i=1,...,v
et Pis1= € = hn - bjy1 - 1 pour i=N-v,..., N-1. Les conditions de la proposition 3.5 sont alors
vérifiées par la suite S(w)=(p'1,¢,p'2s - .CN.1LP'N)> d'oll we D5 .

4. -ANALOGUES DES FONCTIONS DE BESSEL.

Définition 4.1. Le g-analogue d'un entier naturel n est le polynéme [n] = 1+q+q2+...+q"! et le
g-analogue de n! le polynéme [n!] = [1].[2]...[n].

. £(qx)-f
Définition 4.2. La g-dérivée D, (f) d'une fonction (x) est définie par D (£(x)) = LX),

gx-Xx
Les formules de g-dérivation suivantes sont immédiates a vérifier:

Dy(x") = [n] x1

Dy(u +v) =Dg(u) + Dy(v)

D(uv)(x) = D(u)(x) v(x) + u(qx) Dy(v)(x)

1 D (u)(x)
Dy )x) =~ u(x) u(gx)

On trouvera dans G.Andrews[2], R.Askey, J.Wilson[3], H.Exton [9] quelques éléments de
g-calcul et des g-analogues des fonctions classiques ainsi que leurs propri€tés.

Définition 4.3. On note G2p(V) la fonction symétrique Gn(V) = ¥ (y )27, ol jy  est le kieme
k=1

zéro positif de la fonction de Bessel J,,.

J J
Les fonctions o7y, sont coefficients des fonctions 2\}“ et ZJV etona ([1], [17], [4]):
\% v+l

J o0 J’ oo
0 Oon(V) x20-1 et S . o Gon(v+1) x20-1
1

PANCY it 21,ax) x5
2
A T'aide de la relation xV J,(x) =2V 9, ( XT ) on en déduit alors:
9o.1(x) =
Jva1(x) = ¥ 220 g, (V) XD,
gv(X) n=1

Le résultat suivant du 2 L.Carlitz [4], montre que G2,(V) est une fraction rationnelle en v.
Proposition 4.4.
QV+1(X) = E

9,(x)  n=1 Bp(V)

n
o A, (V) estunpolynomeen v,dedegré d= Y l%] - n+1
k=2

n
s n
et Bp(v) = [1 (k+Vv) k™ i l'on note lx] la partie entiére de x.
k=1
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Les premiers polyndmes A (V) sont les suivants:
A(V)=1, A,(V)=1, A3(V)=2, Ay(V)=11+5v, As(v)=38+ l4v
Les coefficients des monomes dominants sont les nombres de Catalan 1,2, 5, 14, ... (voir [11]).
L'un des principaux résultats obtenus dans ce papier est une interprétation combinatoire d'un
g-analogue du résultat de Carlitz.
Notation. On pose K, (x,q) = -)%;Iv(x,q) et k,(x,9) = % i,(x,q) .

On obtient aisément les propriétés suivantes a l'aide des formules de g-dérivations.

Proposition 4.5.

Dy(K,x@) = - Kypy(®)

Dyxa) =D 4 ()

Dy (Iys1(x,0) = L(ax,q) = L(x,g+(q-1x Dy(Iy(x,q)) = q* L,(x,q)+(1-9)q L41(x,9)
Dyky(x0) = -kyes(x,Q)

Dq (iv(x,q)) _ [V] iv(x»Q); qv iv+l(xvq)

Dy (y+1x,@) = iy(x,9)
Proposition 4.6. Les fonctions L, (x,q) = x¥®, (x,q) e 1, (x,q) = x¥Q, (x,q) sont solutions
respectives des q-équations différentielles (E,) et (e, ) suivantes:

Dy @y(x,) = %Y + g¥(1-) Ly (x,) + == Ly (x.@) L, (@x.0) (E,)

xv+1

Dy (L(x@) = ¥ + =1, (x,a) , (qx,0) ()
X

Preuve. Elle se déduit des formules de q-dérivation et des relations ci-dessus. En effeton a :
Dy(lys1(,9)  Iy41(a%,9) Dg(Ky(x,9))

D Ly(x,9)) = K,(x,q9) K,x,9 K,@gx,q)
s S Lx,+(1-@L,(x,9)  Ky1(x,9) Lv41(9x,q)
Dy(Ly(x,9)) =q K,(xQ) K (x,9) K,(ax,9)

Le théoréme suivant donne la réponse, dans le cas général, 2 une question posée par
M.P.Delest et J.M.Fédou [7], qui en donnent une solution dans le cas particulier v = 0.
Théoreme 4.7. Les fonctions @,(x,q) et ¢,(x,q) s'écrivent sous la forme

> [Ap(V)] * [ag(V)]
(Dv J - RSP ( | v(X, = ——=xhn
D=2 B ot RIS Tt

n
o [B,(V)] =[b,(W)]= TII[v+k] kl est le g-analogue de B, (V)
k=1

[A,(V)] est un polynéme en q a coefficients positifs et de terme de plus bas degré q™
[a,(V)] est un polynéme en q a coefficients positifs et de terme de plus bas degré q@-D(v+D),
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n
n n
Notation. On notera B, = [ [v+k] ¥ le g-analogue de B,(v). La suite B, satisfait la relation de
k=1

récurrence B, =B,; I [v+k] et les premiéres valeurs de la suite 8, sont:
k divise n

Bo=1, By=[v+1], By=[v+112[v+2], Ba=[v+113[v+2][v+3], Bs=[V+1]14[v+2]2[v+3][v+4],...
Définition 4.8. Pour n et i entiers, 0<i <n, on définit le g-bindémial de forme [ par

n _ Bn
[i]ﬁ B Bi Bn.i

De maniére analogue a [7], on obtient le lemme suivant:
1

[v+n]

Lemme 4.9. Pour n22 et pour 1itel que 1<i<n-1, l'expression [?][3 est un polynéme en q

a coefficients entiers de terme de plus bas degré egal & 1.

©o

Preuve du théoréme 4.7. On pose L,(x,q) = ¥ v, xV*1 . L'équation (E,) s'écrit alors

n=

oo (=] n .
S vl X =@ 4 g 3 (L) Ty + S Ty @) X047
1= 1=

n=1

n .
Dou [v+1]y;=q" et  [v+n+1] Yy =qV(1-Q) ¥, + -217‘ Yo-iv1 Q¥ pour n21.
1=

On adonc [v+1]2[v+2] y,=q?, [V+13[v+2][v+3] v3 = @3V (1 + q**2)
vV (14+gv+h v n-1 .
et Yn+1 = __q_(__ﬂ_) ht —4 Z Yi Yn-i+1 q! HOR n23
[v+1][v+n+1] [v+n+1] i=2
anan

En posant y, = onobtient: oy =1, a,=1, az=1+q"*2 et

n

1+qV+n Bt . n-1 1 n+1 i
M = O+ i o; 041 Q4 pour n23
n+1 [v+1][v+n+1] Bn nTq i§2 [V+n+1] [ 1 ]B i %ni+1 9 p

Le résultat se démontre alors par une récurrence immédiate,  I'aide du lemme précédent.

oo

De maniére analogue, posons 1,(x,q) = ¥ &, xV+. L'équation (e,) s'écrit alors
n=

(e o] (7o) n :
S vl Gy Xl = x4 5 (5 iy g ) e
n= 1= 1=

n .
Dou [v+1]& =1 et [vin+1]& 1= SEE ..;q"H pour n>1.
i=1

q@-D(v+D§ '
ﬁﬁ % onobtient: 3§, =1 et
n

n 1
i=1 [v+n+1]

En posant § =

n+1 .
On41 = [ i ] BSi 8yis1 qi-l  poUrn2l

Le résultat se démontre également par récurrence, 2 I'aide du lemme.

Notation. On pose {_ = e ul =8—". Onnote ¥, (x,q) = ¥ {x" et Y (x,q) = 3 M x™.
n=1 n=1

n n

1+1 V,(q¥*1x,q). On en déduit alors:

On a donc @, (x,q)=¥,,(q"x,q) et @,(x,q)= S
q
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Proposition 4.10. Les suites (C,) et (M) satisfont aux relations de récurrence suivantes:

1 n .
G = o] et [v+n+1] Ly =(1-9) G+ @ ‘21 & G @ pour n21 Ry)
1=
1 n .
= [v+1] et [vin+1] My, = ,Zl'ﬂi Thsig G pour n>1 t,)
1=

5. ENUMERATIONS DES POLYOMINOS PARALLELOGRAMMES A FRANGES.

Notation. On note d,, ;,; le nombre de polyominos parallélogrammes (v,A)-bordés ayant n+v
colonnes, m+A+1 lignes et d'aire k+V(A+1). On pose D, (t.8,q) = Y dnmk tnsmgk,
v n,m,k

La fonction génératrice selon le nombre de colonnes, le nombre de lignes et l'aire de ces
polyominos est alors fy (t,5,q) = Q“®+D t¥ sM1 Dy 3 (t,5,).

Nous avons démontré (proposition 3.4) que la fonction D, 3 énumere également les chemins
de Dyck selon le nombre de pics, le nombre de double-montées et le parametre HP, ;. L'un des
principaux résultats de cette partie est d'établir que Dy », est reliée aux g-analogues des fonctions de

gl+lt
q'(1-9?’
Proposition 5.1. La fonction D, (t,5,q) vérifie I"équation fonctionnelle suivante:
D, (6,5, = @1t + gM1t Dya(t,5,q) +q%s Dy a(qt:s.a) + q¥s Dya(qts,@)Dy a(t:s,0)
Preuve. Soit &' I'ensemble des mots écrits sur {x, X, t, s} obtenu en remplagant dans les mots

Bessel définies précédemment par la relation Dy 5 (t,1,q) = (1-q) @\( q)-

de Dyck non vides chaque facteur xX par le facteur xtX et chaque facteur xx par xsx (on "marque”
chaque pic et chaque double montée). Une grammaire engendrant ce langage est déterminée par

H'= xtX + xtXH'+ xsHX + xsHXD'.
Notons g, », l'application qui & tout mot w de 0" associe gk avec k=HPV,X(w). Utilisant la méthode
des g-analogues de grammaire algébrique décrite par M.P.Delest et J .M.Fédou dans [6] on définit le
g-analogue (£":q) du langage ' en "pondérant” chaque mot w de D' par g, 3 (W).

On note (w:q) = gy \(W) wet (D:q) = X (w:q) la série formelle g-analogue du langage £'. Les
wedd)'

relations suivantes, permettant le calcul récursif de g, 3 se déduisent facilement des regles de la
grammaire engendrant L' et de la définition du parametre HP, 5:

(xtX:q) = gM!xxX

(xtXu:q) = gM! xtX (u:q) pour tout motude &',

(xux:q) = xsq¥ qlult (u:q) X, pour tout mot u de 9/,

(xux v:q) = xsq” q|u|‘(u:q) X (v:q)), pour u et v motsde &'  (voir figure 4)

Figure 4. La relation (xuXv:q) = xsq¥q lufe (u:q) X (v:q)).
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Considérons le morphisme % défini par y(t) =t, x(s) = s et x(x) = x(x) = 1 et I'image

commutative de (0':q) par x. La série formelle obtenue est D, 3 (t,5,9) = ¥ gy a(u) x(u).
uedd'

En appliquant la définition récursive de la fonction g, 5, on a alors:

Dy (t8,0) = @™t + @M1t 3 gy +q's  Tqltltg, ,x@d+ T g, , (M)
uedd' ued' vedd'

d'ou I'équation fonctionnelle cherchée.
Théoreme 5.2. La fonction génératrice des polyominos parallélogrammes (v,A)-bordés selon le
gk+lt

nombre de colonnes et l'aire est F,,(t,q) = Q¥ v (1-q) D, ( 5 »@)-
' q¥(1-q)
Preuve. Posons D, (t,1,9) = ¥ dnt" avec dp= ¥ dnmk q¥ .
n21 m,k

L'équation fonctionnelle de la proposition 5.1 conduit aux relations de récurrence suivantes:

n e
d;= q7~+1 +q"*1d; etpourn>1 dyi1 = qu d+ qv+l dpy, + qV.El dj dn+1-i ¢
l=

n(A+1) .
d'ou, en posant dn _L(I{ZVT on obtient

Gy G2

T v+1] T v+112 [v+2]

n .
Coag = (1=0%) G % @0 oy @7 (1) 2 (i Cnisn @ pour n22
1=

On retrouve les relations de récurrence (R,) vérifiées par les coefficients {, dans la proposition 4.10.
q A+l ¢
qv(1-q)?

De ce dernier résultat on déduit, en prenant v =A, la proposition suivante qui généralise pour v
quelconque les résultats obtenus par M.P.Delest et J.M.Fédou [7] dans le cas particulier v=0:

o A+l ¢ .
On en déduit donc que D, (t,1,9)=(1-q) \P"(L(l-q)z ,q ), d'ou D, (t,1,q)= (1-q) D( .q ).

Proposition 5.3. La fonction génératrice des polyominos parallélogrammes v-bordés selon le

nombre de colonnes et l'aire est  F,(t,q) = Q*O+Dtv (1-q) (Dv((_l_qé)T q )

Remarques.

Nous avons montré ici que la fonction génératrice des polyominos parallélogrammes a
franges selon le nombre de colonnes et 1'aire était liée au quotient de deux g-analogues particuliers de
fonctions de Bessel. Ces fonctions, ainsi que celles provenant du rapport des g-analogues usuels des
fonctions de Bessel ont également d'autres interprétations combinatoires. Généralisant les résultats
obtenus par J.M.Fédou [11] nous obtenons dans [15] une nouvelle interprétation de ces fonctions
dans I'énumération de familles d'arbres valués et également dans 1'énumeration de certaines
multichaines d'un ensemble partiellement ordonné. 11 serait d'autre part intéressant de trouver une
interprétation combinatoire des polynomes ., et 8, intervenant dans les numérateurs des fractions
qnvan " - q(n-l)(w-l)sn .

Bn " Bn

rationnelles Y, =
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