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Resume L'objet de cet article est une generalisation de resultats recents sur I'enumeration des polyominos

parallelogrammes, utilisant les fonctions de Bessel. Pour cela, nous definissons d'abord la notion de polyomino
parallelogramme dfranges. Puts nous montrons que lafonction generatrice de ces objets selon I'aire et Ie nombre de
colonnes s'exprime d I'aide de q-analogues defonctions de Bessel. Nous elablissons d'autre part quelques proprietes de ces
q-analogues lies au q-calcul.

1. INTRODUCTION

Un carre unitaire du plan P=N xIH est une cellule. Ie niveau d'une cellule est 1'ordonnee de
son bord inferieur. Un polyomino est une reunion finie de cellules, constituant une parne connexe
dont 1'interieur est egalement connexe. Un polyomino est defini a une translation pres. Une colonne
(resp. une ligne) est 1'intersection entre Ie polyomino et une bande unitaire infinie verticale (resp.
horizontale). Un polyomino est convexe lorsque ses lignes et ses colonnes 1c sont. L'afre est Ie
nombre de ses cellules et leperimetre d'un polyomino est la longueur de son bord. Les polyominos
sont des objets combinatou-es classiques ([14], [12]), egalement etudies en Physique Statistique,
sous 1c concept d'animal ([19]). Un probleme ouvert est celui. de leur enumeration selon les
parametres aire ou perimetre. Seuls quelques types de polyominos (tas, parallelogrammes, convexes
[8], [16], verticalement convexes [5]) ont ete denombres selon 1'une ou 1'autre de ces distributions.

Un polyomino parallelogramme est un polyomino convexe tel que la suite des niveaux
des cellules inferieures (resp. superieures) des colonnes numerotees de gauche ^ droite est
croissante. Un polyomino parallelogramme P ^ n colonnes est enderement determine par la donnee de
deux suites B(P)=(bi,..., bn) et H(P)=(hi,..., hn), ou bi (resp. hQ est 1'ordonnee du bord inferieur
(resp. superieur) de la iieme colonne. Ces suites (bi,..., bn) et (hi,..., hn) satisfont aux conditions:

(Ci) bi^bi+i pour 1=1,..., n-1

(C2) hi<h;+i pour i=l,..., n-1

(Cs) bi+i < hi pour 1=1,..., n-1

(C4) bi=0
et reciproquement tout couple de suites satisfaisant a (Ci), ( 2), ( 3) et ( 4) determine un polyomino
parallelogramme a n colonnes.
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Figure 1. Un polyomino parallelogramme.

On notera V V I'ensemble des polyominos parallelogrammes et CO (resp. LI, AR, DP) les

fonctions nombre de colonnes (resp. nombre de lignes, aire, demi-perimetre) definies surW.

Le polyomino parallelogramme P represente sur la figure 1 est detemiine par les deux suites
B(P)=(0, 0,0,0,0, 2,2, 3) et H(P)=( 1, 1,2, 2, 3,4,4,4). II satisfait aux relations CO(P)=8, LI(P)=4,

DP(P)=12, AR(P)=14.

Les polyominos parallelogrammes de perimetre 2p+2 sont en bijection avec. les mots de Dyck

de longueur 2p et sont denombres selon ce parametre par Ie nombre de Catalan Cp ([8]).
L'enumerarion de ces objets selon 1'aire etait connue sous forme d'equation fonctionnelle ([13]) ou

de fraction continue ([18], [10]), jusqu'aux recents resultats obtenus par J.M.Fedou et M.P.Delest
([7], [11]) dans lesquels apparaissent des q-analogues des fonctions de Bessel Jo et Jj .

Le but du present article est de prolonger les resultats de ces deux derniers auteurs en

montrant comment 1'introduction d'une nouvelle classe de polyominos, a savoir les polyominos

parallelogrammes dfranges, conduit naturellement a 1'etude de q-analogues de la foncdon de Bessel.

Soient v, X deux entiers naturels, on du-a qu'un polyomino parallelogramme est d franges de

largeurs (v, ^, ) (ou (v, ^)-borde ) s'il est obtenu par "adjonction" a un polyomino parallelogramme

de v cellules a 1'Est de chaque ligne, puis de X cellules au Nord de chaque colonne du polyomino

obtenu. On a.ppeUera. frange 1'ensemble des cellules ajoutees, et base 1'ensemble des autres cellules.

Figure 2. Un polyomino parallelogramme (3,2)-borde.

Exemple. Le polyomino parallelogramme (3,2)-borde de la figure 2 a 11 colonnes, 6 lignes et pour

aire 48. Sa base a 8 colonnes, 4 lignes et pour au-e 14. Sa frange est constituee de 34 cellules.

Ces polyominos sont definis en toute rigueur dans la section 3, ou nous donnons egalement

quelques proprietes de ce nouvel objet combinatoire. Nous montrons en particulier que 1'enumeradon

des polyominos parallelogTammes a franges selon Ie perimetre, 1'aire et Ie nombre de colonnes revient

a 1'enumeration des chemins de Dyck selon la longueur. Ie nombre de pics et un nouveau parametre

lie a la somme des hauteurs des pics.
00 f-Dn xv+n

Pour v entier naturel, on pose <ly(x) = ^ v "/ . Cette fonction ̂  est liee a la fonction
n=o n! (v+n)!

,

x2
de Bessel classique Jy de 1'Analyse par la relation xv Jy(x) = 2V ̂ ( ̂ - ).

Pour k entier naturel, on note [k] = l+q+q2+... +qk-1 et [k!] = [l]. [2]... [k] et on defmit les

foncdons suivantes, ou ly et iy designent des q-analogues de la foncdon ^.
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v+n

^^i^L^r
<I)v(x.q) =

n^b [n!] [(v+n)!]
Iy+l(x'q)

iy(x'q)= £_
(-l)nxv+n

nfo [n!] [(v+n)!]
iv+l(x'q)

(f)v(x'(l)=fi^q)-Iy(x,q) "" '" V

Dans la section 4, nous montrons plusieurs proprietes verifiees par ces foncdons (q-^quation
differentielle, reladons de recurrence des coefficients).

Utilisant la methode des q-analogues de grammaire algebrique decrite dans [6], on montre
dans la section 5 que la fonction generatrice selon Ie nombre de colonnes et 1'aire des polyominos
parallelogrammes a franges s'exprime a 1'aide de Oy. Le resultat principal obtenu etant 1c suivant:
Theoreme. Lafonction generatrice des polyominos parallelogrammes (y ,'k~)-bordes selon Ie

nombre de colonnes et I'aire est F^, ̂ (t, q) = qv(^+D tv (1-q) Oy (
q^+lt

,q).
'qv(l-q)2

Ce resultat et ses consequences generalisent ceux obtenus dans [7], pour Ie cas particulier des
polyominos parallelogrammes (sans franges).

2. POLYOMINOS PARALLELOGRAMMES ET CHEMINS DE DYCK.

Notation. Soit A un alphabet, on note A* Ie monoide libre engendre par A. Si a est une lettre de A
et u un mot de A , on note I u la Ie nombre d'occurrences de a dans u.
Definition 2.1. Un mot de Dyck est un mot we {x, x:)* verifiant les deux conditions:

(i) w Ix = I w I 7
(ii) pour toute factorisation w = uv, alors I utx>t u t-^

Definition 2.2. Un chemin de Dyck est un chemin w = (so, Si,..., S2p) de IN x IN tel que
SQ=(O,O), S2p=(2p, 0) et pour tout i, 0^i^2p-l, 1c pas (s,, s^i) est un pas elementaire Nord-Est
(Si=(x, y), s,+i=(x+l,y+l)) ou Sud-Est (Si=(x, y), Si+i=(x+l,y-l)).

Unpfc (resp. creux) est un point s; tel que Ie pas (s;. i, s, ) est un pas Nord-Est (resp. Sud-
Est) et 1c pas (SpSi+i) un pas Sud-Est (resp. Nord-Est).

Une montee (resp. descente) du chemin est une suite maximale ((SpS,+i),..., (Si+k-i, Si+k)) de
pas Nord-Est (resp. Sud-Est).

La hauteur h(s^) d'un sommet s; est son ordonnee.

On identifiera les chemins de Dyck de longueur 2p avec les mots de Dyck w=xi... \^ de
longueur 2p en associant a tout pas (s,. i, s,) Nord-Est (resp. Sud-Est) la lettre x, = x (resp. x, = x ).
Les pics (resp. creux) d'un chemin de Dyck correspondent alors aux facteurs x ~x. (resp ̂  x) du mot
de Dyck correspondant. Les double montees (resp. double descentes) correspondent aux facteurs xx
(resp. ^ 3(' ).

Notation. On note <© 1'ensemble des chemins (ou mots) de Dyck et J9p 1'ensemble des elements de
<© de longueur 2p. On note DL (resp. DM, DD, NP, HP) les fonctions demi-longueur (resp.
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nombre de double montees, nombre de double descentes, nombre de pics, somme des hauteurs des

pics) definies sur J9.

Exemple. Le chemin de Dyck w de la figure 3 est tel que DL(w)=ll, DM(w)=3, DD(w)=3,
NP(w)=8, HP(w)=14etestcodeparlemot \^\\\y. x\xxx\ x xxx xx x xx x.

Figure 3. La bijecdon 4 entre polyomino parallelogramme et chemin de Dyck.

Nous rappelons la bijection p. entre les polyominos parallelogrammes de perimetre 2p+2 et les

chemins de Dyck de longueur 2p decrite dans [8]. Un polyomino parallelogramme Pan colonnes
peut etre defini a 1'aide de deux suites d'entiers (pi,..., pn) et (Ci,..., Cn. i), ou p; est Ie nombre
de cellules de la iieme colonne et (0^+1) Ie nombre de cellules contigues aux colonnes i et i+1. Le
chemin de Dyck p. (P) est alors Ie chemin de Dyck ayant n pics, dont les hauteurs des pics sont

pl,..., pn et les hauteurs des creux sont Ci,..., Cn. i. D'ou la proposition ([8]):

Proposition 2.3. L'application |l transforme un polyomino parallelogramme de perim^tre 2p+2,

ayant n colonnes, m Z^ne^ et d'aire k en un chemin de Dyck de longueur 2p, ayant n p/ci', m-1

double montees et de somme des hauteurs des pics k.

3. POLYOMINOS PARALLELOGRAMMES A FRANCES.

Definition 3. 1. Un polyomino parallelogramme Py ̂  a N colonnes est (v, ^)-borde si et seulement

si les suites B(P^, ̂ )=(bi,..., bN) et H(Py^)=(hi,..., hN) des ordonnees des bords inferieurs et

superieurs de ses colonnes satisfont aux conditions:

(Ci(v, ?i)) bi^bi+i pour i=l,..., N-l
(C2(v, ^)) hi ̂  hi+i pour 1=1,..., N-1

(C3(v, ?i)) bi+v+i < hi - ?L pour i=l,..., N-v-l

(C4(v, ^)) bi=...=bv+i=0
(C5(V, ?l)) hN-v =... = HN
La base P du polyomino parallelogramme Py^ est alors determinee par les suites

B(P)=(by+i,..., bN) et H(P)=(hi - X,..., hN-v - ^).
Notation. On notera y^v.X 1'ensemble des potyominos parallelogrammes (v, ^)-bordes et y73v

1'ensemble des polyominos parallelogrammes (v, v)-bordes ( on dira  gSi\ementv-bordes). Ainsi

1'ensemble ^PO des polyominos parallelogrammes (0,0)-bordes est 1'ensemble yfP des
polyominos parallelogrammes.
Remarque. On identifiera, dans ce qui suit, un polyomino parallelogramme a franges Py ̂  avec Ie

triplet (v, ^, P) ou v, ^ designent les largeurs de franges et P la base de Py. ^.
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Notation. Soient v, 'k fixes^ on note py ^ (resp. py ) la bijecrion de V V^ ^ (resp. IP V^) dans V V

qui au polyomino parallelogramme a franges Pv, ^=(v, ^,P) associe sa base P. On pose [t^^=[t o ^^
(resp. |iv=p- o Py), ou |i est la bijection entre yV et <Q decrite precedemment dans la secdon 2.
Exemple. Si P3. 2 designs Ie polyomino parallelogramme (3, 2)-borde de base P de la figure 2, il
lui correspond par la bijection (13 2 Ie mot de Dyck w de la figure 3.0n a done:

w = 113.2(P3.2) = !J-(P) =XX"XX'Xx3tXX'XXX;X:?tXX^XX XXX

(l(P3 z) = xxx x'xx'xxx'x)cxx?cxxxxx^xx^xxxxxx xxx x x

Proposition 3.2. Soit P^un element de '^^^^ de base P. On a alors les relations suivantes:

CO(P^)=CO(P)+v
LI(P^=LI(P)+?L
AR(Pv^) = AR(P) + 'k CO(P) + v LI(P) + ?iv

Proposition 3.3. La bijection \^^transforme un polyomino parallelogramme (v, X)-borde P^\

en un chemin de Dyck w tel que:
CO(P^) = NP(w) + v

L1(P^) = DM(w) + 'k+ 1

AR(Py^) = HP(w) + ^ NP(w) + v DM(w) +v(k+l)

Notation. Soit w un chemin de Dyck , on note: HPy ̂ (w) = HP(w)+ ̂  NP(w) + v DM(w)

On deduit alors de ce qui precede 1c resultat suivant:
Proposition 3.4. Le nombre de polyominos parallelogramme (v, ^)-borde Py ̂  de demi-perimetre

p+v+^+1 ayant n+v colonnes, m+?i+l lignes et d'aire k+v(X+l) gjT egal au nombre de chemins de
Dyck w de demi-longueur p, ayant n /?!C^, m double-montees et tels que HPy ̂ (w)=k.

Notation. Soit w un chemin de Dyck ayant N pics, on note p'i+1 (resp. c;) la hauteur du ileme pic

(resp. creux). Le chemin w est entierement determine par la suite S(w)=(p'i, Ci, p'2, ... , CN. I,PN)-

Les suites (p;) et (c;) sadsfont a la propriete: 0<c; < min (p', , p'i+i) pour i=l,..., N-l.

On note <®v ̂ 1'ensemble des mots de Dyck w sadsfaisant aux proprietes suivantes:

(i) NP(w) = N > v

(ii) w= x '" w' ^"' ou w' est un element de

(iii) w' = xh ̂ Jl x 12 ̂ J2 ... x ZN I(JN avecji =...=jv= 1 et {^^ =...= IN = 1
Proposition 3.5. Soit w un chemin de Dyck d N pics tel que S(w) = (p'i, Ci,p'2, ... , CN. I,PN)-

Alors w appartient a .©y ̂ si et seulement si on a les relations suivantes:

(Di(v, ^)) N > v
(D2(v, X)) X^c^ min (p', , p'^i) pour i = 1,.., N-1.

(D3(v, ?i)) c, = p', pour i = l,..., v.

(D4(v, ?i)) c; = p'i+i pour i = N-v,..., N-l.

Proposition 3. 6. La bijection \i. transforme un polyomino parallelogramme (v, X)-borde en

chemin de Dyck w de <®v.̂ . .
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Preuve. Soit Py^ un element de yy^et w=^(pv, ^)- 0" note N=CO(Py^), B(Py^)=(bi,..., bN) et
H(pv. ?i)=(hi'-'hN). La taille de la colonne i est h; - b; et Ie nombre de cellules contigues aux colonnes
i et i+1 est h; - bi+i. Le mot w a N pics (N>v), la hauteur du ileme pic (resp. creux) est p\+l=hi - b;
(resp. c; = h; - bi+i - 1). On a done ?i < c, pour i=l,..., N-l. De plus p'; =c, =hi - 1 pour i=l,...,v
et P'i+l= C; = HN - bi+1 - 1 pour i=N-v,..., N-l. Les conditions de la proposition 3. 5 sont alors
verifiees par la suite S(w)=(p'i, Ci,p'2, ... , CN. I,P'N)' d'ou we <©y^ .

4. q-ANALOGUES DES FONCTIONS DE BESSEL.

Definition 4. 1. Le q-analogue d'un entier naturel n est Ie polynome [n] = l+q+q2+... +qn-1 et Ie

q-analogue de n! Ie polynome [n!] = [l]. [2]... [n].
f(qx)-f(x)

qx-xDefinition 4.2. La q-derivee Dq (f) d'une fonction f(x) est definie par Dq (f(x)) =

Les formules de q-derivation suivantes sont immediates a verifier:

Dq(x") = [n] x"-l
Dq(u+v)=Dq(u)+Dq(v)
Dq(UY)(x) = Dq(u)(x) v(x) + u(qx) Dq(v)(x)
D;(l)(x)=--D^L
^UA^~' u(x) u(qx)

On trouvera dans G.Andrews[2], R. Askey, J.Wilson[3], H.Exton [9] quelques elements de
q-calcul et des q-analogues des foncdons classiques ainsi que leurs proprietes.

00

Definition 4.3. On note 02n(v) la fonction symetrique c?2n(v) = ^ (Jv.K)'2"' ou JV.K 
est le kieme

k=l

zero positif de la foncdon de Bessel Jy.

Les foncrions CT2n sont coefficients des fonctions -^7-et ̂ 7- et on a ([I], [17], [4]):
2J^ "' 2J

Jv+l(x)
2Jv(x) ~ ^

Jy(x) V+l
jv+l

00

= I02n(v) x2"-l et ,TX^=^i- £02n(v+l)x2"-l
)v+\W x nrl

A 1'aide de la relation xv Jy(x) = 2V i)y( ̂ -) on en deduit alors:

^)=^22"^n(v)x".
^v(x) nrl

Le resultat suivant du a L.Carlitz [4], montre que 02n(v) est une fracdon rarionnelle en v.

Proposition 4. 4.

^V+l(x)
= £

An(v)
Slv(x) n^l Bn(v)

n^
ou A^(v) est un polynome en v, dedegre d= ^ I',LJ - n+l

k=2

" IN
et Bn(v) = n (k+v) k si I'on note [xj lapartie entire de x.

k=l
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Les premiers polynomes An(v) sont les suivants:

Ai(v)=l, A2(v)=l, A3(v)=2, A4(v)=ll+5v, A5(v)=38 + 14v
Les coefficients des monomes dominants sont les nombres de Catalan 1, 2, 5, 14,... (voir [11]).

L'un des principaux resultats obtenus dans ce papier est une interpretation combinatoire d'un
q-analogue du resultat de Carlitz.

Notation. On pose K^, (x,q) = - Iy(x, q) et ky (x, q) = - iy(x, q) .

On obtient aisement les proprietes suivantes a I'aide des fomiules de q-derivations.
Proposition 4.5.

Dq(K^(x, q)) = -K^i(x,q)
[v] I^(x,q) - qv Iy+i(x,q)

Dq (Iy(x,q)) = " " ' "\

Dqdv+i(x, q)) = Iy(qx, q) = Iv(x, q)+(q-l)x Dq(I^(x, q)) = qv Iv(x, q)+(l-q)qv Iv+i(x, q)
Dq(ky(x, q)) = -k^i(x, q)

[v] iy(x, q) - qv iy+i(x, q)
Dq (iy(x,q)) = ' - " " x

Dq(4+i(x'q)) = 4(x'q)
Proposition 4.6. Les fonctions L^, (x, q) = xv0^ (x, q) er ly (x, q) = xv(pv (x, q) sont solutions
respectives des q-equations dijferentielles (Ey ) et (ey) suivantes:

Dq (I^, (x,q)) = qvxv + qv(l-q) 1^ (x,q) + ^ Ly (x,q) Ly (qx, q)

Dq (ly(x, q)) = xv+ ̂ - 4 (x, q) 4 (qx, q)

(Ey)

(Cy)

Preuve. Elle se deduit des formules de q-derivadon et des relations ci-dessus. En effet on a:
Dq(I^i(x, q)) Iy+i(qx,q) D, (K^(x, q))

^^^,q^=-^^y- - ^(x, q) K,(qx, q)

D,(L^(x, q)) = qv
Iv(x, q)+(l-q)Iv+i(x, q) ^ K^i(x, q) Iy+i(qx, q)

Ky(x,q) Ky(x, q) Ky(qx, q)

Le theoreme suivant donne la reponse, dans Ie cas general, a une question posee par
M. P.DeIest et J.M. Fedou [7], qui en donnent une solution dans Ie cas particulier v = 0.
Theoreme 4.7. Lesfonctions ^>v(x'(l) er (Pv(x'q) s'ecrivent sous laforme

<E>v(x,q) = £
[An(v)]

"rl [Bn(v)]
<Pv(x,q)= £

[an(v)]
nrl [bn(Y)]

JL- . J^J
OU [Bn(V)] = [bn(v)] = H [v+k] K e^ /e q-analogue de Bj, (v)

k=l

, nv[An(v)] est un polynome en q d coefficients positifs et de terme de plus bas degre qnv

[an(v)] est un polynome en q d coefficients positifs et de terme de plus bos degre q(n-l)( v+l).
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JL- __l!li
Notation. On notera Pn = 0 [v+k] 

- 

k~ Ie q-analogue de Bn(v). La suite pn satisfait la relation de
k=l

recurrence ?" = Pn. ^ n [v+k] et les premieres valeurs de la suite (3n sont:
k divise n

Po=l, Pi=[v+l], (32=[v+l]2[v+2], P3=[v+l]3[v+2][v+3], (34=[v+l]4[v+2]2[v+3][v+4],...
Definition 4. 8. Pour n et i entiers, O^i <n, on definit Ie q-binomial deforme p par

m =-^
LUP PiPn-i
De maniere analogue a [7], on obdent Ie lemme suivant:

Lemme 4.9. Pour n>2 et pour i tel que l<i^n-l, I'expression --| n | est un polynome en q
[v+n] *-l-'p

d confidents entiers de terme de plus bos degre egal d 1.
00

Preuve du theoreme 4.7. On pose Ly(x,q) = S Yn xv+" . L'equadon (Ey) s'ecrit alors
n=l

S [v+n] ̂  xv+"-l = qvxv + qv £_ ( (1-q) ̂  + S y, y^,^ qi) xv+"
n=l i=l " i=l

D'ou [v+1] yi = qv et [v+n+1] y^ = qv(l-q) Yn + S 7; ̂ . ^i qv+i pour n^l.
i=l

On a done [v+l]2 [v+2] 72 = q2v, [v+l]3[v+2][v+3] 73 = q3 v (1 + qv+2)

pour n>3
]v fl+av+nt nv n-_1

ct 7n+l=(a^S]T°+[^)^iyn-q'
1"vl

En posant y^ =^-" on obdent: ai = 1, az = 1, 03 = 1+ qv+2 et
n

«n+l=
Itav+n ^<^^vns_l_pt l']=(v. l][v+n+l]Tun+qv,?2(v^i]L-i-Jpu. a.-i.>q1 Pourn>3

Le resultat se demontre alors par une recurrence immediate, a 1'aide du lemme precedent.
00

De maniere analogue, posons 4(x,q) = £ ̂  xv+". L'equation (e^) s'ecrit alors
n=l

I [v+n] ̂  xv+"-l = xv + I ( £ ^ ̂ n,+i qv+i) xv+"
n=l i=l i=l

D'ou [v+1] ̂ =1 et [v+n+1] ̂  = ^ ̂  ̂ n. i+i qv+i pour n>l.
1=1

q(n-i)(v+i)5^ _ ^
En posant ^ =-1-"-rn on obdent: §1 = 1 et

'n

sn+'=,iiv^i]^IV. S-^-1 pourn>l

Le resultat se demontre egalement par recurrence, a 1'aide du lemme.

Notation. On pose ̂ n = ;cn et r\^ =^. On note Tv(x, q) = S ̂ x" et Vy(x,q) = £ ri^x".
)n Pn n=l n=l

On a done Q^(x,q)=y^(qvx, q) et <Pv(x,q)= -^7 Vv(qv+lx,q). On en deduit alors:
v+1
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Proposition 4. 10. Les suites (Cn) et (Tin) satisfont aux relations de recurrence suivantes:

-1- et [v+n+1] ̂  = (1-q) ̂  + qv .£ ̂  Cn.i+i qi P0ur n>l^1=

Ill =

[V+l] ' ' '"" ~ "" i=l

-^ et [v+n+l]Ti^=£7li^. ^qi-l
[V+l] "- i=l

pour n^l

(Rv)

(Fy)

5. ENUMERATIONS DES POLYOMINOS PARALLELOGRAMMES A FRANCES.

Notation. On note d^. m. k le nombre de polyominos parallelogrammes (v, ^)-bordes ayant n+v
colonnes, m+^+1 lignes et d'aire k+v(?L+l). On pose D^ (t, s,q) = S dn,m,k t"smqk.

n, m,k

La fonction generatrice selon Ie nombre de colonnes, 1c nombre de lignes et 1'au-e de ces
polyominos est alors f^ (t, s,q) = qv<?l+l) tv s^+1 D^^(t, s, q).

Nous avons demontre (proposition 3.4) que la fonction Dy^enumere egalement les chemins
de Dyck selon Ie nombre de pics, Ie nombre de double-montees et 1c parametre HPy ̂ . L'un des
principaux resultats de cette partie est d'etablir que Dy^ est reliee aux q-analogues des fonctions de

q^.+i [
Bessel definies precedemment par la relation Dy^(t, l,q) = (1-q) <I>y( ̂ , ^ ' q ^"

Proposition 5. 1. Lafonction Dy. ^ (t, s,q) verifie I'equation fonctionnelle suivante:
D^^(t, s,q) = q^+lt + q^+lt D^^(t, s,q) + qvs D^^(qt, s,q) + qvs Dy^(qt, s, q)Dv^(t, s,q)

Preuve. Soit <©' 1'ensemble des mots ecrits sur {x, ̂ , t, s} obtenu en rempla?ant dans les mots

de Dyck non vides chaque facteur \\ par 1c facteur xtx et chaque facteur xx par xsx (on "marque"
chaque pic et chaque double montee). Une grammaire engendrant ce langage est determine par

r = xtZ + xtx JS)' + \s£)'~k + xsJS)'^ £)'.

Notons g^ 1'apphcation qui a tout mot w de <©' associe qk avec k=HPy^(w). Utihsant la methode
des q-analogues de grammaire algebrique decrite par M.P.Delest et J.M.Fedou dans [6] on definit Ie
q-analogue (<©':q) du langage <©' en "ponderant" chaque mot w de <©' par gy^ (w).
On note (w:q) = gy. ^(w) w et (<©':q) = S (w:q) la serie fonnelle q-analogue du langage <©'. Les

weJS'

relations suivantes, permettant 1c calcul recursif de gy^ se deduisent facilement des regles de la
grammau-e engendrant <©' et de la definition du parametre HPy^:

(xt3( :q) = q^+l xtx'
(xtx'u:q) = q^+l xtx' (u:q) pour tout mot u de <©',
(xu3c:q) = x sqv ql ull (u:q) 3c, pour tout mot u de <©',

(xux v:q) = x sqv qlull (u:q) x" (v:q)), pour u et v mots de <©' (vou- figure 4)

Figure 4. La reladon (xu^ v:q) = x sqv q Iult (u:q) x" (v:q)).
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Considerons 1c morphisme % defini par /(t) = t, %(s) = s et y(x) = /(x) = 1 et 1'image
commutative de (<©':q) par %. La serie formelle obtenue est Dy^ (t, s,q) = ^ gv. ^.(u) X(u)-

ueJS'

En appliquant la definition recursive de la foncdon gy ̂ , on a alors:

D^(t, s,q) = q^it + q^+lt £ gv,^(u)x(u) + qv$ Sql"!1 gv,^(u)x(u)(l+ £gv. x(v)X(v))
ueJS' ueJQ' veJ9'

d'ou 1'equation fonctionnelle cherchee.

Theoreme 5.2. La fonction generatrice des polyominos parallelogrammes (y, ^)-bordes selon Ie
q?L+lt

nombre de colonnes et I'aire est Fy ̂ (t, q) = qv(;l+1) tv (1-q) Qy (

Preuve. Posons D^(t, l,q)= S dn t" avec dn = I dn,m,k qk .

,q).

nSl m,k

L'equation foncdonnelle de la proposidon 5. 1 conduit aux reladons de recurrence suivantes:

di = q^+l + qv+l d, et pour n ^1 <^^ = qx+l d^+ qv+n+l dn+i + qv £ d; dn+i. i qi
i=l

d'ou, en posant dn- ̂ q^-i onobtient
^1=-

[v+1]

(l-q)2n-:
^2=

1

[V+1]2[V+2]

^n. l 
= d-q2) ^n + qv+n+l ^n+l + qv d-q) .£ ̂  ̂ n-i+i qi Pour n>2

i=l

On retrouve les relations de recurrence (Ry) verifiees par les coefficients ^ (lans la proposition 4. 10.
|X.+1 t n^+1

On en deduit done que D^(t, l,q)=(l-q) ̂ v(^q)i >q ). d'ou D^ (t, l,q)- (1-q) G>v( ̂  t ,q ).
De ce demier resultat on deduit, en prenant v =k, la proposidon suivante qui generalise pour v

quelconque les resultats obtenus par M.P.Delest et J.M.Fedou [7] dans Ie cas pardculier v=0:

Proposition 5. 3. La fonction generatrice des polyominos parallelogrammes v-bordes selon Ie

nombre de colonnes et I'aire est Fy(t,q) = qv(v+l) tv (1-q) 0^( ^t , , q ).

Remarques.

Nous avons montre ici que la fonction generatrice des polyominos parallelogrammes a

franges selon 1c nombre de colonnes et 1'aire etait liee au quotient de deux q-analogues particuliers de
foncrion.s de Bessel. Ces fonctions, ainsi que celles provenant du rapport des q-analogues usuels des
fonctions de Bessel ont egalement d'autres interpretations combinatoires. Generalisant les resultats

obtenus par J. M. Fedou [11] nous obtenons dans [15] une nouvelle interpretation de ces fonctions

dans 1'enumeration de families d'arbres values et egalement dans 1'enumeradon de certaines

multichaines d'un ensemble parriellement ordonne. II serait d'autre part interessant de trouver une
interpretation combinatoire des polynomes 0^, et S^ intervenant dans les numerareurs des fractions

qnvan -. e q(n-l)(v+l)§^
rarionnelles Yn ='1 '"" et ^n=-3----rn .

Pn Pn
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