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Abstract. - We study the sequence of polynomials Cn(x, y) defined through the recurrence
Co(x, y) = 1, Cn(x, y) = x(y + l)Cn-i(x + 2, y + 2) - xyCn--i(x, y'), which turns out to be an
extension of Euler numbers. We give a combinatorial interpretation of these numbers in terms of
down-up permutations with respect to the numbers of even and odd upper records, and a continued
fraction expansion for their ordinary generating function.

1. Introduction

Dans [Du-Ra], DUMONT et RANDRIANARIVONY ont trouve une extension polynomi-
ale des noinbres de Genocchi et de Genocchi medians. Dans cet article, on se propose
d etudier une extension analogue pour les nombres d'Euler.

Soit (Cn{x, y))n>o la suite de polynomes definie par la recurrence suivante :

(1)
C^x, y)=\,

^ Cn{x, y)=x{y + l)Cn^{x +2, y + 2) - xyCn-, (x, y), (n > 1).

Les premieres valeurs de ces polynomes sont :

Ci(x, y) =x,

C^x^y} =x2 +2xy+2x,

^(a-, y) == a;3 + 10x2y + ^xy2 + 10-r2 + 20xy + 16x.

Posons C{x, y;f) = Z/n>o C'n (a", !/)*". La relation de recurrence (1) implique alors
que

(2) (1 + xyt)C{x, y; t)=l+x(y+ l)tC(x + 2, y + 2;<).

D'ou

c^' ̂ () = T^7 + ^±2?c(-c + 2, y + 2; <),
+ xyt ' 1 + xyt

et par iteration on obtient Ie resultat suivant.
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PROPOSITION 1. - On a

I;^. ^-=r^+
r"

x{y+l)t

n>0 +xyt . (1 + .cy<)(l + (a-+ 2)(y + 2)f)

22"(i)n(^)^"

+

^n^o[l+(^+2fc)(y+2fc)<]

ou (a-)o = 1 e< (a-)n = .r(a" + 1) . . . (.r + n - 1) pour n > 1.

L'objet principal de cet article est de demontrer les trois theoremes suivants.

THEOREME 2. - On a la fraction continue formelle :

^ Cn{x^tn = -1^
n>0 1-

Ixt

1-
2(!/+l)t

3(.c+2)<

4(y+3)(
1-

1-

Nous disons qu'une permutation cr de n] := {1, 2,... , n} est alternante^ si

(3) a(l)><7(2), <r(2)<(7(3), a(3) > <7(4), ....

Un element x G [n] est dit record de a si pour un certain i G [n]^ on a

x = a(i) == ma. r{(7(l), <7(2),. .. , cr(i)}.

On note respectivement recp(cr) et reci(cr~) Ie nombre de records pairs et Ie nombre
de records impairs de a. Soit ©" (resp. An) 1'ensemble des permutations (resp.
permutations altemantes) de n . Posons fo(x, y) = 1 et

(4) /n(.T, y)= ^ ., recp(. )yreci(. )^ ^^^
<7£An

THEOREME 3. - On a

(Q ^f, n(x, y)t2n=
n>0 1 -

1-

1-

Ixt2

2{y+l)t2
3(2- + 2)<2

4(y+3)^
1 -
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, 2n+l _ !/<

i>0 1 -
l(x+l)t-

1-
2(y + 2)t2

1 -

1-

3(.r+3)<2

4(y + 4)f2

Le resultat suivant est une consequence immediate des theoremes 2 et 3.

THEOREME 4. - Pour tout n > 1, les polynomes C'n(a-, y) ont I'interpretation
combinatoire suivante :

Cn{x^=f^X, y}= ^ ., recp(. )yreci(. )^
veAfn

yCn-^X + l, y+ 1) = /2n-l(3-, y) = ^ ^ecp(. )^reci(. ) ^
O-GAsn-l

Rappelons que les nombres d'Euler E^ sont classiquement definis par :

xn
/n-7- = see a- + tga;.

n>0

II est bien connu [An, Fo-Sc] que En =- /n(l, 1), on deduit done du theoreme 4 Ie

COROLLAIRE 5. - On a :

E^=Cn(l, l),

-E'2n+l == C'n(2, 2) == -^-C'n-|-l(. r, t/)|.c=y=o.

Pour avoir la derniere egalite, il suffit de deriver par rapport a x les deux membres
de (1) puis on remplace a; et y par 0.

Par consequent, dans la proposition 1, si 1'on remplace t par t2 et x, y par 1 puis
par 2, on trouve successivement les identites :

E^'2n= +
2\t2

+
4!<4

n>0 1+12^2 ' (1+12<2)(1+32^) ' (1+12^)(1+32<2)(1+52<2)
+

E2n+lt 2n+l _ t
+

y. t3
+

5!<5

n>0 l+22t2 ' (1+22<2)(1+42<2) ' (1+2^2)(1+42<2)(1+62<2)

+.

Remarque : Ces deux formules sont difFerentes de celles obtenues par 1'application
directe de la transformation de Laplace a sec a; et tg.r, voir [Zej.

En combinant ces deux identites, nous obtenons Ie developpement en serie de
fractions rationnelles de la serie generatrice ordinaire des nombres d'Euler.
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COROLLAIRE 6. - On a

E^"=E, n\tn

n^O""^ 
- 

^0 HO <.< (I + (" - ^ + 1)2^2)

ou [x\ designe Ie plus grand entier < x.

Le theoreme 3 implique egalement Ie

COROLLAIRE 7. - On a

f2n+l{x, y) =t//2n(a-+l, y+l).

On remarque que lorsque a- = y, ce resultat a ete etabli par CARLITZ et SCOVILLE
[Ca-Sc] par la methode classique. En efFet, ils ont trouve les fonctions generatrices
exponentielles suivantes :

42n

n>0

n>0

^f2 n(x, x)-^^=(sectY,

^2n+l ft

}~(^T^. =XJ, (sf2n+l(x, x) sec u )I+ldu.

Enfln, dans Ie theoreme 3 (i), si 1'on prend x = y on retrouve alors un resultat
classique de STIELTJES [Sti] et FLAJOLET [Fl] 1'a deja demontre combinatoirement en
supposant que x est un entier.

Au paragraphe 2. nous aliens donner deux demonstrations differentes du theoreme
2. La premiere est analogue a celle utilisee dans [Du-Ra], la deuxieme utilise un
resultat de Wall [Wa]. Au paragraphe 3 nous appliquons la theorie combinatoire
des fractions continues de Flajolet [Fl] et la bijection de Fran^on-Viennot [Fr-Vi]
pour demontrer Ie theoreme 3. Nous terminons cet article avec quelques resultats et
remarques supplementaires au paragraphe 4.

2. Deux deinonstrations du theoreme 2

lere preuve : Pour i > 1, soit

i{x + i - 1) si i est impair,
i(y + ? - 1) si i est pair.

Considerons Ie tableau de Stieltjes [St] des 5n^(a;, y) defini par la recurrence
suivante :

so,o(x, y) =1, Sn, jt(.r, y)=0 si k ^ [0, n],

5n, Jfc(.C, y)=5n_i, jt(.T, y) + Cn_(:4-l5n, fc-i(.T, y).

Pour toute fonction /(a-, y), on pose A/(. r, y) = /(a; +2, y+ 2) - f(x, y).
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LEMME 1. - On a I'identite :

(5) A5n^(a-, y) = (n- k+ l)(n - ^ + 2)5n4-i^_i(3:, y).

Demonstration : On precede par recurrence sur la somme n-{-k = m. \\ est clalr que
Ie lemme est vrai pour m = 1. Supposons que (5) est vrai pour m - 1. Par definition,
on a :

A5n, fc(.E, y)

= A5n_i, fc(.c, y) + /\{cn-k+i{x, y)sn^-i(x, y))

= A5n-l, A;(a-, y) + Cn_k+l(. X + 2, y + 2)Asn^-i{x, y) + Sn^-i(x, y)Acn_fc+i(a-, y)
= A^_i, fc(a-, y) +{n-k+ l)((z + 2 +n - k)As^^-i{x, y) + 2s^k-i{x, y)).

ouz = a; ouy suivant que m est pair ou impair. D'autre part, par hypothese de
recurrence,

^Sn-i, k{x, y) = (n-k){n-k+l)sn, k--i(x, y),

A5n, fc_i(a-, y) =(n-^+2)(n-^+3)sn+i, fc_2(a;, y).

En reportant ces expressions dans 1'identite plus haut, on retrouve, apres
simplification, la relation (5) pour n+k = m . []

En appliquant ce lemme, on a :

x(y + l)5^_i^_i(a- + 2, y +2) - a;y5 n_i^_i(. r, y)
= x(y+ l)[5n_i^_i(. c, y)+25n, n_2(a;, y)] -. ry5 n_i, n_i(. r, y)

= .r[5n_i, n_i(a;, y) + 2(y + l)5n, n_2(a-, y)]

= a;5n, n-i(. r, y) = 5n, n(z, y).

Ainsi Sn^(x, y) verifie la recurrence (1). Par consequent 5n, n(a-, y) == Cn(x, y).

Posons }, {x, y;t} = Y^k>os^k, k{x, y)t\ alors , 0(2-, y;<) = En>o ̂ "(.z;'^"-
D'autrepart, on a/o(.c, y;<) = 1 + ci/i(a-, y; <) et

d'ou

fo{x, y;t) =

ft (x, y;t) = f,_i(x, y;t) +c,+i</,+i(a-, y;<),

ft {x, y;t) 1

,
/i(a-, y;<) fz-i(x, y;t) 

^ ,
f,+i(x, y;t)

t7^y^ " ' "' l-c'+lr/, (., ^)/
et par iteration, on obtient Ie theoreme 2.

21 eme 

preuve : Nous avons besoin du lemme suivant du a Wall [Wa] :

101



A. Randrianarivony et J. Zeng

LEMME 2. - On a :

1+t

1-
(91 - 1)<

=1+
9it

(92 - l)9l<

^ _ (93 - 1)92 <

1- (91 - l)fir2<

(ff2 - 1)93^

^ _ {93 - 1)94*
1 -

Posons

(6) C(x, y;t)
1-

xy(gi - 1)*

xy(g2 -l)firi<

xy(gs - l)g^t
1-

Soit g[ = gi(x + 2, t/ + 2). En substituant (6) dans (2) et en remplagant xyt par t,
nous avons :

1+t

1 -
(91 - 1)<

=1+
(1+^)(

{92 - ^9it

(ff3 - l)ff2<

1-

1 -

(i+i)(i+^)(^-i)<
(i+^)(i+i)(ff2-i)^<

^ (1 + ^)(1 + ^)(^ -1)9^

En appliquant Ie lem.nae de Wall, on trouve success! vement :

,, =1^,
-=(l+^l+^=l+i-
^=(1+^)(1+^)^1^=1+^

x" y' gi-\"1 y

et plus generalement, pour n ^ 1, ona

2n - 1 . . 2n
$'2n-l = 1 +---' ff2n = 1+-.

y "~ ~ x

En portant ces valeurs dans (6), nous avons Ie resultat.
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3. Enumerations des nombres de records pairs et impairs
On appelle chemin de n pas une suite 7 = (7(0), 7(1),. .., 7(n)) d'entiers

de {0, 1,..., n} telle que 7(0) = 7(n) = 0 et pour tout k G {!,..., n}, on a
\-f(k) - -y^k - 1)| ̂  1, autrement dit les pas {^(k - 1), 7(A-)) sont, soit des montees de
+1, salt des paJiers, soit des descentes de -1. On appelle ^'(k - 1) Ie niveau et k la
position du pas {-f{k - 1), 7(^)), qui est done Ie kieme pas du chemin 7.

A un palier situe au niveau k on associe la lettre bk, a une descente du niveau k+1
vers Ie niveau k est associee la lettre Ck+i et a une montee du niveau k vers Ie niveau
fc + 1 est associee la lettre ak. La valuation d'un chemin 7, notee ̂ (7), est Ie produit
des lettres commutatives associees a ses pas. On note F(n) 1'ensemble des chemins de
n pas.

PROPOSITION 8 (FLAJOLET [Fl]). - La serie generatrice ordinaire des valuations
des chemins de n pas admet Ie developpement en fraction continue suivant:

^ E I E w^ Itn =
"^1 \7cr(n) 1-bot-

CiQCl ^

1-b^t-
aiC2^

1-bkt- a-kCk+i t'

On appelle chemin marque de n pas tout couple (7, Sis-^ ... Sn), ou 7 est un chemin
de n pas et (s^, s^,. .. , Sn) une suite d'entiers.

THEOREME 9 (FRANCON et VIENNOT [Fr-Vi])
Soit Tin (resp. ![") I'ensemble des chemins marques (7, 5) de n pas tels que

0 ^Sk < -f{k- 1) si Ie k, ieme
pas de 7 est une montee, 0 ^ 5^ < ^[k - 1) (re^j).

0 <5fc <7(^- 1) - 1) si Ie kxeme pas de 7 est une descente etO^Sk ̂  2-f{k - 1) + 1
(resp. 0<Sk< 2^k - 1)) st Ie kteme pas de 7 est un palier.

(?) II existe une bijection y de I'ensemble Tin sur I'ensemble des permutations 6n+i-
(n') II existe une bijection y1 de I'ensemble n^ sur I'ensemble des permuiations

<7 G ©n+i <e^e^ gue o-(n +1) = n+ 1.

On identifie chaque permutation a £ ©" au mot cr(l)cr(2) . . . a(n). Rappelons
qu'une valeur x = o-(?;) est un pic (resp. un creux, une double montee, une double
descente) de (T, si <7(t - 1) < a(i) > a{i + 1) (resp. a(i - 1) > (r(?) < a{i + 1),
o-(! - 1) < a(t) < a(; + 1), a(i - 1) > (7(?) > a^i + 1)), ou o-(O) = (r(n + 1) = 0.

PROPOSITION 10 ([Fr-Vi, Vi2j). - Soil (7, ^52 ... 5^) un chemin marque et
ff G ©n+i .sa permv. tation correspondante par la bijeciion y ou if'. Alors
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(?) les creux [resp. pics, doubles moniees et doubles descentes) de a- correspov. dent
aux montees (resp. descentes, paliers) de (7, 5).

(»') Un entier k G [n] est un record de a ssi Ie kteme 

pas de 7 est une descents ou un

palier et Sk = 0.

Comme une permutation alternante de [2n+l] n'a pas de double montee ni de
double descente, Ie chemin correspondant n'a done pas de palier, i. e, c'est un chemin
de Dyck.

Notons que dans un chemin de Dyck 7 = (7(0), 7(1), ... , 7(n)), Ie niveau -y{k - 1)
et la position k du pas (j(k - 1), 7(fc)) sont toujours de parites opposees. On en deduit
done la

PROPOSITION 11. - Soil (7, 5l52 . . . 52n) un chemin marque et a ^ A^n+i sa
permutation correspondante par la bijection y ou y'. L'entier k   [2n] est un record
pair (resp. impair) de a ssi Ie kteme pas de 7 est une descente de niveau impair {resp.
pair) et sjc = 0.

On est maintenant en mesiire de demontrer Ie theoreme 3. Soit (7, ^152 ... 5^) un
chemin marque, on associe a chaque pas marque ((^(fc - 1), -y(k)), Sk) la valuation 1 si
(7(^-l), 7(^))estunemonteeouunedescenteet5fc > 0;a;(resp. y) si (7(^-1), 7(Jfc))
est une descente de niveau impair (resp. pair) et Sk = 0, et 0 si (^(k - l), 7(fc)) est
un palier. On definif la valuation du chemin marque (7, s-is^ .. . s^) par Ie produit des
valuations de tous ses pas marques ((^{k - l), j(k)), Sk), 1 < k ^n.

On constate que la somme des valuations ci-dessus des chemins marques de Un est
egale a celle des chemins de n pas avec les parametres suivants :

ak-i=k, bk_i=0, C2k-i=x+2k-l et c^k^y+^k, (fc > 1);

et que celle des chemins marques de n'^ est egale a celle des chemins de n pas avec les
parametres :

ak-i=k, bk=0, C2fc-i = 3-+2A - 2 et c^k=y+2k-l, (^c ̂  1).

Par ailleurs, comme 2n + 1 est toujours un record impair de a G Azn+i et que les
permutations o- G ©2n peuvent etre considerees comme des permutations de ©2n+i
avec a(2n +1) = 2n+ 1, compte tenu des propositions 10 et 11, les valuations des
chemins marques de Hz " et H^ correspondent respectivement aux polynomes

E
o-GAan+i

, recp <T,, reci cr-1 et E
0'£A2n

^recp<ryr eci<T
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Par application de la proposition 8, on obtient d apres (4) que

1

Ey-V2 n+l(^, y)<2"=
n>0 1 -

l(a;+l)^

1 -
2(y + 2)<2

1-
3(z + 3)<2

4(y+4)<2
1 -

et

^f2n(^y)t2n=
n>0 1-

\xf1

1 -
2(!/+1)^

1 -
3{x+2)t2

4(</ + 3)<;
1-

Ceci acheve la demonstration du theoreme 3. Q

4. Quelques remarques pour conclure
(I) On se propose d'abord de trouver une formule explicite pour Cn(x, y).

PROPOSITION 12. - On a

-"-_1- . r£±^-i-9^V£Y. r^±i^,

^(-) = E D-o"-t^S¥^(I + 2')n("+ 2k)"'z-^i z-^i'
j=0 fc=0

Demonstration : Pour tout j ^ 0, posons

22n' ^
l+(a-

 

=o[l+(^+20(y+20<] ^

On voit facilement que

o'fc(j) =
[-l)k{^+2k)

k\(j-ky(^+k)^

o'fc(j)
{x + 2k){y + 2k)t

0<k^j.

Or, d'apres la Proposition 1, Ie polynome Cn(x, y) est Ie coefficient de (" dans Ie
developpement de

\"
^3(i}, (3i±l\,i

~2i}\~~^ )]' v^v- ^a)(t). (2d:l).
^  =o[l + (^ + 20(y + 2/)*] f^^^+^+ ̂ (y + 2k)t
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D'ou Ie resultat. []

(II) II est facile de voir que Ie degre de Cn(x, y)est egala n. Soit Mn{x, y) la somme
des monomes de plus haut degre dans Cn(x^y). Rappelons que, si (T   ©n, cr(i) est
un pic de cycle de a- si i < cr(i~) > <7 (i). Notons p(<7) (resp. ?(<7)) Ie nombre de pics de
cycle pairs (resp. impairs) de a et Inv(2n) 1'ensemble des involutions sans -poini fixe
de [2n].

PROPOSITION 13. - On a, pour tout n ^ 1,

M»(z, y) = ^ .rp((T)yl ((T) (a G Inv(2n)).
a

Demonstration : A chaque permutation cr G A^n on associe 1'involution crl de
Inv(2n) definie par

(7'(<T(2i - 1)) = a(2z), <7'(<r(2i)) = <r(2z - 1), (z C [n]).

Si <7 a n records, Ie nombre de ses records pairs (resp. impairs) est egal au nombre de
pics de cycle pairs (resp. impairs) de a'. De plus 1'application a -» a' est une bijection
de 1'ensemble des permutations alternantes de 2n ayant n records sur 1'ensemble
Inv(2n). On en deduit alors Ie resultat. []

Rappelons que Mn(a", y) est la part ie de plus haut degre de Cn(x, y), done

(7) Mn{x, y)=^enCn{^).
Soit /, m deux entiers positifs tels que I +m = n. On remarque d'abord que

£"-1 |(i+2)/(^+2)m-(^)'(^)m1 =2(^-lym +m. z. /r-l)+£Q(^y^)

<2^+^)x'ym (-0'
ou Q(x, y, e) est un polynome en a-, y, e de degre n - 2. Par consequent,

£"-' [c"(f+ 2-f+ 2> - c"<f'f)] - <£ + i;)M"<-. "> <£ -())-
De meme on a

lim2:£"-lC'»_i(^+2^+2)=. rM«_i(. r, t/).

On deduit done de (1) la relation de recurrence pour Mn(.r, y) suivante, due a
DUMONT [Du].
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COROLLAIRE 14. - Les polynomes Mn(a~, y) satisfont la relation de recurrence :

Mi(a-, y)=a-,

M^x^=1xy{^ + ^)M^_i(z, y) + -rM^_i(z, y).
Du theoreme 2 on deduit immediatement d'apres (7) un autre resultat de DUMONT

[Du].
COROLLAIRE 15. - La serie generairice ordinaire des polynomes Mn(a", y) admet Ie

developpement en fraction continue formelle suivant:

Y^Mn{x, y}tn=
x

n>0 1-
Ixt

1-
2yt

1-
3xt

1 -
4yt

(Ill) Les permutations alternantes considerees plus haut sont parfois appelees
permutations "down-up". On peut aussi envisager des extensions analogues pour les
permutations "up-down", i. e., les permutations o-   ©" satisfaisant

<7(l)<a(2), <7(2)><r(3), a(3)<<7(4), ....

Soit Bn 1'ensemble des permutations "up-down" sur [n]. On pose

E^^X}= ^ 2-recff.
O' 52n+l

CARLITZ et SCOVILLE Ca-Sc ont deja montre par la methode classique que

t2n+l
^2n+l(3-)^^^^, = (SCO

n>0

tY I (see u)-
Fo

r-du.
/(2rz+l)!

Par la meme methode et en utilisant une astuce due a STREHL [Str], on obtient

(9) E^.W(l^-E(i^(i-^.
n>l '. -"'. n>l

ou [2n- 1)!! = 1 . 3---(2n- 1).
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D'autre part, si 1'on pose

fF, {x)=l,

\ F^(X)={X + l)2Fn(x + 1) - x2F,{x), n ^ 1,
alors CARLITZ [Ca] a deja demontre que

t2n
7(2n)I

(10)

(11> ^-lrw^ - ^ I:<-»)n(^«</2 - '-/2)2°.
n>l \-'-/- ~ ^>^ \--/-

On deduit done de (9) et (11) que

(12) E2»+i(2-)=22"-l. c2^(. r/2), n ^ 1.

REMARQUE : VIENNOT [Vil] a deja obtenu cette derniere identite d'une faqon
combinatoire en s'appuyant sur un resultat de STREHL [Strj.

Comme Ei{x) = a-, les identites (10) et (12) impliquent que

(13) iEl(x\=I\
E2n+i(x)=x2E^_^x + 2) - x2E2n-^x), (n > 1).

D ou et en appliquant Ie lemme 2 on obtient la proposition suivante.

PROPOSITION 16. - On a

Y^ E'2n+l(x~)t 2n+l _ xt

n>0 1-
2xt2

1-
2(a-+2)^

1-

1-

4(a- + 2)<2
4(a- + 4)<2

(IV) On peut aussi considerer Ie probleme analogue pour toutes les permutations
de [n]. Posons ̂ (.r, y) = E.e6^ a-recp<Tyreci(T.

PROPOSITION 17. - Les polynomes gn(x, y) ont I'expression explicite suivante :

ff2n(.c, !/)=a;(y+l)---(. r+2n-2)(y+2n-l),

92n+i(x, y) ==y(.r+l)... (y+2n-2)(3-+2n-l)(y+2n).

Demonstration : II suffit en efFet de montrer que ^n+i(2-, y) = (y + n)gn(y, x).
Pour ce faire, on va exhiber une bijection entre [n + 1] x ©" et ©n+i. Etant donne
(k, cr)   [n+ 1] x ©", on construit la permutation a' de ©n+i de la fa^on suivante :

(7(t) +1 Si 1 ^!< fc-1,
(T'{l) = < 1 Si ! = fc,

cr(i - 1) + 1 si k+1 <i <n+l.
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II est facile de voir que si k = 1, alors recp(o-') = reci(o-) et reci(a') = recp(<7) + 1 ;
sinon recp(<7') = reci(<7) et reci(<7 ) = recp(cr). Ceci explique la relation de recurrence
9n+i(x, y) = (y + n)gn{y, x). []
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