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Algebraische Komplexitätstheorie I

Eine Einführung

Peter Bürgisser, Universität Zürich

Michael Clausen, Universität Bonn

Im Rahmen des 36. Treffens des Séminaire Lotharingien de Combinatoire vom
19.-22.3.96 auf Schloß Thurnau hatten wir die Gelegenheit, in drei Vorträgen
Entwicklungen der algebraischen Komplexitätstheorie vorzustellen. Die vor-
liegende Arbeit stellt eine Ausarbeitung des ersten Vortrags dar, dessen Ziel
es war, eine sanfte Einführung in die Thematik zu vermitteln. Im zweiten und
dritten Vortrag (siehe die nachfolgenden Ausarbeitungen) wurden dann zwei
wichtige, auch kombinatorisch geprägte Teilgebiete der algebraischen Komple-
xitätstheorie mehr im Detail vorgestellt.

1 Vorbemerkungen

Die algorithmische Lösung von Berechnungsproblemen hat seit jeher zu den
Hauptaufgaben der Mathematik gehört. Lange Zeit basierten derartige Lö-
sungen auf einem intuitiven Berechenbarkeitsbegriff. Erst in der ersten Hälfte
dieses Jahrhunderts hat man, angeregt durch metamatematische Fragestellun-
gen, intensiv nach einer allgemeinen Formalisierung des intuitiven Berechen-
barkeitsbegriffs gesucht.

Verschiedene formale Modelle wurden vorgeschlagen, wie z.B. Turingmaschi-
nen, Registermaschinen, While-Programme, rekursive Funktionen, Markov-
Algorithmen und Thue-Systeme. Diese Konzepte stellten sich aber alle als
äquivalent heraus, was dann zu der Überzeugung führte, damit eine adäquate
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Explikation des intuitiven Berechenbarkeits- und Algorithmenbegriffs gefun-
den zu haben (These von Church). Dies hatte und hat enorme Auswirkungen.
Zunächst einmal war es jetzt möglich, die algorithmische Unlösbarkeit von Pro-
blemen zu beweisen. Berühmte Beispiele sind das Halteproblem, das Postsche
Korrespondenzproblem, das Wortproblem der Gruppentheorie oder Hilberts
10. Problem. Auf der anderen Seite hatten Konzepte wie Turingmaschinen
und While-Programme einen großen Einfluß auf die Entwicklung der ersten
Universalrechner und deren Programmierung.

Im Zeitalter der Digitalrechner trat dann die Frage nach effizienten Algorith-
men immer mehr in den Vordergrund. Manche Probleme lassen sich sehr
effizient lösen, während andere, darunter zahlreiche praxisrelevante, sich al-
len Anstrengungen zur effizienten Lösung widersetzten. Diese Tatsache führte
auf die Frage nach einem tieferen Verständnis der inhärenten Schwierigkei-
ten bei der algorithmischen Lösung von Berechnungsproblemen, woraus die
Komplexitätstheorie entstand. Seither hat sich dieses Gebiet stürmisch ent-
wickelt, und es entstanden eine Fülle von Teildisziplinen. Jede dieser Diszipli-
nen benutzt spezielle Berechnungsmodelle, wie z.B. Turingmaschinen, RAMs
(Random Access Machines), Boolesche Schaltkreise, straight-line Programme,
Berechnungsbäume, oder VLSI-Modelle. Jede Berechnung in einem solchen
Modell verursacht Kosten, wie die Anzahl der Rechenschritte einer Turingma-
schine oder RAM, der benötigte Speicherplatz, die Anzahl der Gatter in einem
Schaltkreis, die Anzahl der Befehle oder die Größe der Chipfläche. Dement-
sprechend finden Untersuchungen in der Komplexitätstheorie immer auf der
Basis eines Berechnungsmodells und eines gewählten Kostenmaßes statt. Un-
ter der Komplexität eines Problems versteht man jeweils die minimalen Kosten,
die zu seiner Lösung im Rahmen des gewählten Berechnungsmodells erforder-
lich sind. Für einen Überblick über viele Gebiete der Komplexitätstheorie
verweisen wir auf [11].

In unseren drei Vorträgen geht es um algebraische Komplexitätstheorie. Dar-
unter versteht man die Untersuchung der Komplexität algebraischer Berech-
nungsprobleme im Rahmen algebraischer Berechnungsmodelle, deren wichtig-
ste die straight-line Programme und Berechnungsbäume sind. Die algebraische
Komplexitätstheorie entstand aus Fragen der numerischen Mathematik und
des symbolischen Rechnens. Das Jahr 1954 wird oft als ihr Geburtsjahr an-
gesehen, als nämlich Alexander Ostrowski [17] die Frage nach der Optimalität
der Hornerschen Regel zur Diskussion stellte. Systematische Forschung wurde
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in der algebraischen Komplexitätstheorie seit Anfang der 70er Jahre betrieben;
einen ziemlich aktuellen Überblick geben die Artikel von Strassen [22] und von
zur Gathen [9]. Bisher gab es nur die Monographie von Borodin und Mun-
ro [5] zu diesem Thema, welche vergriffen und schon lange nicht mehr auf dem
neuesten Stand ist. Demnächst erscheint aber unsere umfassende Darstellung
der algebraischen Komplexitätstheorie in Buchform [7].

2 Straight-Line Programme und Komplexität

In diesem Abschnitt wird das einfachste und zugleich wichtigste Berechnungs-
modell der algebraischen Komplexitätstheorie vorgestellt: nämlich straight-
line Programme. Auf der Basis dieses Modells und einem Kostenmaß können
wir dann die Komplexität vieler (algebraischer) Berechnungsprobleme definie-
ren.

Grob gesprochen ist ein straight-line Programm ein Verfahren, das von be-
stimmten algebraischen Eingaben ausgeht (oft sind das Unbestimmte über ei-
nem Körper k) und schrittweise mittels algebraischer Operationen wie Additi-
on, Subtraktion, Skalarmultiplikation, Multiplikation oder Division Zwischen-
ergebnisse produziert. Einmal produzierte Zwischenergebnisse können später
ohne Kosten wiederverwendet werden. Die Berechnung kann beendet werden,
wenn die zu berechnenden Größen unter den Zwischenergebnissen vorkommen.

Die nachfolgende Definition präzisiert diese Vorstellung.

Definition 1

• Eine Eingabe der Länge n über einem Körper k ist von der Form (A; a)
mit einer k-Algebra A und einem a ∈ An. (Dabei stellt A den Bereich
dar, in dem die Berechnungen stattfinden sollen.)

• (Syntax) Ein straight-line Programm, das Eingaben der Länge n über
k erwartet, ist eine endliche Folge Γ = (Γ1, . . . ,Γr) von Anweisungen
der Form Γi = (ωi;α, β), falls ωi ∈ {+,−, ∗, /} oder Γi = (ωi;α), falls
ωi ∈ k. Dabei ist k ein Körper und −n < α, β < i.



4 P. Bürgisser and M. Clausen

• (Semantik) Ein straight-line Programm Γ = (Γ1, . . . ,Γr) angesetzt auf
die Eingabe (A; a) der Länge n produziert, sofern ausführbar, eine Re-
sultatfolge (A; b)

b = (b−n+1, . . . , b0︸ ︷︷ ︸
:=a

, b1, . . . , br),

die folgendermaßen definiert ist: für alle 1 ≤ i ≤ r gilt

bi =

{
bα ωi bβ falls Γi = (ωi;α, β)
ωi · bα falls Γi = (ωi;α).

(Die Ausführbarkeit bedeutet, daß nur Divisionen durch Einheiten von A
vorkommen.) Man sagt, daß Γ die Elemente bi berechnet.

• (Kosten) Bezüglich einer Kostenfunktion c : {+,−, ∗, /} ∪ k → N defi-
niert man die c-Länge eines straight-line Programms Γ als

∑
i c(ωi).

• (Komplexität) Die Komplexität LcA(F |I) von F ⊆ A modulo der Ein-
gabemenge I ⊆ A bzgl. c ist definiert als die minimale c-Länge eines
straight-line Programms Γ, das aus einer Eingabe der Form (A; a) mit
a ∈ In, n ∈ N, alle Elemente von F berechnet.

Jede in dem gesteckten Rahmen zugelassene Berechnung liefert eine obere
Schranke für die Komplexität des Berechnungsproblems. Insofern gibt es hier
enge Verbindungen zur Computer Algebra, deren vornehmliche Aufgabe der
Entwurf und die Implementation effizienter algebraischer Algorithmen ist. Die
Hauptaufgabe der algebraischen Komplexitätstheorie ist die Herleitung von
nichttrivialen unteren Schranken. Dies ist meistens ziemlich schwierig, da man
ja gegen alle nur denkbaren Algorithmen argumentieren muß, die zugelassen
sind und das Problem lösen. Im günstigsten Fall, wenn obere und untere
Schranke übereinstimmen, hat man einen optimalen Algorithmus gefunden.

Wir illustrieren dies am Beispiel der Polynomauswertung.

Beispiel. Zu berechnen sei das allgemeine Polynom n-ten Grades

p := a0X
n + a1X

n−1 + . . .+ anX
0

aus den Größen a0, . . . , an, X, die wir als Unbestimmte über einem Körper
k auffassen. Gerechnet werden soll im rationalen Funktionenkörper A er-
zeugt durch diese Unbestimmten über k. Ostrowski folgend zählen wir nur



Algebraische Komplexitätstheorie I 5

die Multiplikationen und Divisionen und betrachten die linearen Operationen
als kostenlos. Das heißt, wir verwenden die Kostenfunktion

c(∗) = c(/) = 1, c(+) = c(−) = 0, ∀ω ∈ k : c(ω) = 0,

und schreiben für die resultierende nichtskalare oder Ostrowski-Komplexität
statt LcA einfach L. Diese Zählung mag unrealistisch erscheinen. Bedenken
Sie aber, daß für die Ostrowski-Komplexität erzielte untere Schranken gültig
bleiben, wenn man alle Operationen zählt!

Die Hornersche Regel zur Polynomauswertung basiert auf der “Formel”:

p = (. . . (((a0 ·X + a1) ·X + a2) ·X + a3) . . .) ·X + an.

Tatsächlich handelt es sich hier um ein straight-line Programm: in einem ersten
Schritt berechnen wir b1 := a0 · X; dann wird a1 zu diesem Zwischenresultat
hinzuaddiert, wodurch man das zweite Zwischenresultat erhält: b2 := b1 + a1.
Dieses wird dann mit X multipliziert: b3 := b2 ·X, usw. Indem wir b−n−1 := X
und b−i := ai setzen, können wir die Hornersche Regel wie folgt schreiben:

b2i := b2i−1 + b−i und b2i−1 := b2i−2 · b−n−1,

für alle 1 ≤ i ≤ n. Die Folge der bi ist die Resultatfolge, also die semantische
Seite des zugehörigen straight-line Programms Γ = (Γ1, . . . ,Γ2n),

Γ2i := (+; 2i− 1,−i) und Γ2i−1 := (∗; 2i− 2,−n− 1),

bezüglich der Eingabe (A; (X, an, . . . , a0)). Die Hornersche Regel kommt neben
n (kostenlosen) Additionen mit n Multiplikationen aus. Dies liefert eine obere
Schranke für die Ostrowski-Komplexität der Polynomauswertung:

L(
n∑
i=0

aiX
n−i|X, a0, . . . , an) ≤ n.

Ostrowski [17] hat 1954 vermutet, daß sogar Gleichheit gilt, war aber nur in
der Lage, seine Vermutung für n ≤ 4 zu beweisen. Der Beweis des allgemeinen
Falles gelang erst 12 Jahre später Pan [18] mittels einer Technik, die wir heu-
te Substitutionsmethode nennen. Dabei geht man, grob gesprochen, von einer
hypothetischen optimalen Berechnung aus und trivialisiert das erste Zwischen-
ergebnis, das Kosten verursacht hat, durch eine geeignete lineare Substitution
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der Unbestimmten. Dies führt das Originalproblem in ein einfacheres Problem
über. Nun bleibt zu zeigen, daß eine vollständige Trivialisierung des Problems
eine Mindestanzahl von Substitutionsschritten erfordert. Diese Anzahl, die
typischerweise linear in der Anzahl der Unbestimmten ist, liefert dann eine
untere Schranke.

3 Gradschranke

Wir diskutieren jetzt eine Methode, die es in vielen Fällen erlaubt, nichtlineare
untere Komplexitätsschranken zu beweisen. Wieder beginnen wir mit einem
konkreten Beispiel.

Beispiel. (Mehrfache Polynomauswertung)
In den Anwendungen tritt nicht selten das Problem auf, ein und dasselbe
Polynom an vielen Stellen auszuwerten. Es soll etwa das Polynom p vom Grad
n an n + 1 vorab unbekannten Stellen ausgewertet werden. Das läuft auf die
Berechnung von p(X0), . . . , p(Xn) hinaus, wo X0, . . . , Xn Unbestimmte über
k sind: das heißt, wir haben die Vandermonde-Matrix (Xj

i )0≤i,j≤n mit dem
Vektor (an, . . . , a0)> zu multiplizieren.

Wenden wir n+ 1 mal die Hornersche Regel an, so ergibt sich für die nichtska-
lare Komplexität dieses Problems die obere Schranke n(n + 1). Überraschen-
derweise geht es aber viel schneller! So kommt man z.B. im Fall k = C

mit O(n log n) Multiplikationen und insgesamt mit O(n log2 n) arithmetischen
Operationen aus [8, 15, 20, 4].

Diese verbesserte obere Schranke basiert auf folgenden Fakten:

• Polynommultiplikation sowie Division mit Rest sind in der Ostrowski-
Zählung mit linearem Aufwand möglich.

• Berechnung der elementarsymmetrischen Polynome σ1, . . . , σn in n Un-
bestimmten geht mit nichtskalarem Aufwand n log n.

Wir bemerken, daß bei Zählung aller Operationen höchstens ein Faktor log n
hinzukommt.
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Jetzt erläutern wir die Grundidee der verbesserten oberen Schranke. Sei q
ungefähr n/2. Wir berechnen die Koeffizienten des Produkts

∏q
0(X − Xi)

(elementarsymmetrische Polynome!) und führen dann Division mit Rest durch:

p(X) = g(X)(X −X0) · · · (X −Xq) + h(X).

Das Restpolynom h hat ungefähr Grad n/2 und nimmt an den Stellen Xi,
0 ≤ i ≤ q, dieselben Werte an wie p. Analog berechnen wir bzgl. der anderen
Variablen ein Restpolynom h1 und fahren dann mit h und h1 rekursiv weiter.

Im folgenden bereiten wir die Herleitung einer unteren Schranke der Größen-
ordnung n log n für dieses Problem vor.

Es sei Γ = (Γ1, . . . ,Γr) ein divisionsfreies straight-line Programm, das bei
Eingabe (k[X];X) die Resultatfolge (k[X]; b) produziert; dabei bezeichne X =
(X1, . . . , Xn) eine Folge von n Unbestimmten über k. Für den Grad des i-ten
Zwischenergebnisses bi erhält man durch einfache Rechnung:

deg(bi) ≤ 2µi ,

wo µi := #{j ≤ i|ωj = ∗} die Anzahl der Multiplikationsanweisungen des
Anfangssegments (Γ1, . . . ,Γi) ist. Wenn wir annehmen, daß Γ das Polynom
f = br optimal im Sinne der Ostrowski-Zählung berechnet, so können wir
daraus auf die Gültigkeit der folgenden unteren Schranke schließen:

L(f |X) ≥ log deg(f).

Um dies zu verallgemeinern, werden wir einer endlichen Menge von multivaria-
ten Polynomen einen Grad zuordnen. Dazu benötigen wir einige Grundbegriffe
aus der algebraischen Geometrie, an die wir zuerst erinnern wollen.

Im folgenden bezeichne k einen algebraisch abgeschlossenen Körper. Zu jeder
Menge F von n-variaten Polynomen über k gehört ein Nullstellengebilde

Z(F ) := {ξ ∈ kn | ∀f ∈ F : f(ξ) = 0}.

Z(F ) ⊆ kn ist eine affine Varietät. Andererseits kann man jeder Teilmen-
ge V von kn ein Ideal in k[X] := k[X1, . . . , Xn] zuordnen, ihr sogenanntes
Verschwindungsideal

I(V ) := {f ∈ k[X] | ∀ξ ∈ V : f(ξ) = 0}.
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Eine affine Varietät V , die nicht als echte Vereinigung affiner Varietäten dar-
stellbar ist, heißt irreduzibel. Dies ist genau dann der Fall, wenn I(V ) ein
Primideal, also k[X]/I(V ) ein Integritätsbereich ist. Eine irreduzible affine
Varietät V ⊆ kn besitzt eine Dimension d ≤ n, welche definiert ist als der
Transzendenzgrad des Quotientenkörpers von k[X]/I(V ) über k. Man kann
nun einer irreduziblen Varietät V ⊆ kn der Dimension d einen Grad zuord-
nen, der folgendermaßen charakterisiert ist: Fast jeder affine Teilraum A von
kn von komplementärer Dimension n − d trifft die Varietät V in der gleichen
endlichen Anzahl Punkte. Diese Anzahl nennt man den (geometrischen) Grad
deg V von V .

t t
t

���
���

���
���

���
A

V

V=Z(Y−X3+X)⊂k2, dimV=1, deg V=3

Den Grad einer nicht notwendig irreduziblen affinen Varietät definiert man
in der Komplexitätstheorie etwas anders als es in der algebraischen Geometrie
üblich ist, nämlich als die Summe der Grade der irreduziblen Komponenten von
V . Dies hat den Vorteil, daß die folgende Variante des Bézoutschen Satzes ohne
Einschränkung gültig ist, was von zentraler Bedeutung für alle Anwendungen
ist. (Für einen Beweis siehe z.B. [7].)

Satz 2 (Bézoutsche Ungleichung) Für affine Varietäten V , W in kn gilt

deg V ∩W ≤ deg V · degW.

Nun wollen wir den Zusammenhang zur algebraischen Komplexitätstheorie
herstellen. Eine zu berechnende endliche Folge f1, . . . , fm von n-variaten Po-
lynomen über k definiert eine polynomiale Abbildung kn → km, deren Graph
eine affine Varietät ist, die durch die Gleichungen

Yi − fi(X1, . . . , Xn) = 0 (1 ≤ i ≤ m)
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beschrieben ist. Definiert man den Grad von f1, . . . , fm als den Grad des
zugehörigen Graphen,

deg(f1, . . . , fm) := deg graph(f1, . . . , fm),

so besitzt dieser Grad einige wichtige Eigenschaften.

• deg(f1, . . . , fm) ≤ deg(b1, . . . , br), falls (f1, . . . , fm) eine Teilfolge von
(b1, . . . , br) ist.

• deg(b1, . . . , br, αbi + βbj) = deg(b1, . . . , br), falls i, j ≤ r und α, β ∈ k.

• deg(b1, . . . , br, bi ∗ bj) ≤ 2 deg(b1, . . . , br), falls i, j ≤ r.

Die erste Eigenschaft paßt sehr gut zu unserer Ausgangssituation bei der
Herleitung unterer Komplexitätsschranken: Typischerweise gehen wir von ei-
ner hypothetischen optimalen Berechnung mit Resultatfolge (bi)i≤r aus. Wir
kennen aber nur Bruchstücke dieser Resultatfolge, eben die zu berechnenden
f1, . . . , fm. Die zweite Eigenschaft paßt sehr gut zur Ostrowski-Zählung: li-
neare Operationen erhöhen den Grad nicht! Die letzte Eigenschaft besagt,
daß eine nichtskalare Multiplikation den Grad höchstens um den Faktor zwei
erhöht. Dies ist im wesentlichen eine Folge der Bézoutschen Ungleichung, denn

graph(b1, . . . , br, bi ∗ bj) = (graph(b1, . . . , br)× k) ∩ Z(Yr+1 − YiYj),

und Z(Yr+1 − YiYj) hat den Grad 2. Damit sind wir bei der sogenannten
geometrischen Gradschranke angelangt.

Satz 3 (Strassen [20]) Sind f1, . . . , fm ∈ K := k(X1, . . . , Xn), so ist

L(f1, . . . , fm|X1, . . . , Xn) ≥ log deg(f1, . . . , fm).

Wenn m = n und die f1, . . . , fn algebraisch unabhängig über k sind, so gilt

L(f1, . . . , fn|X1, . . . , Xn) ≥ log[K : k(f1, . . . , fn)].

Für die elementarsymmetrischen Polynomen σ1, . . . , σn in den Unbestimmten
X1, . . . , Xn folgt mittels Galoistheorie: [K : k(σ1, . . . , σn)] = |Sn| = n!. Die
geometrische Gradschranke liefert deshalb

L(σ1, . . . , σn) ≥ log(n!) ≥ n(log n− 2).
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Im Beispiel der mehrfachen Auswertung eines Polyoms erhält man als Grad
der Körpererweiterung nach leichter Rechnung nn+1. Dies liefert die untere
Schranke (n+ 1) log n und zeigt, daß der früher skizzierte Algorithmus bis auf
einen konstanten Faktor optimal ist.

4 Berechnungsbäume und Grad

Bis jetzt betrachteten wir nur Algorithmen, welche arithmetische Operationen
ausführen, aber nicht die Fähigkeit haben, Zwischenresultate zu vergleichen
und demgemäß zu verzweigen. Solche Algorithmen nannten wir straight-line
Programme. Für manche Berechnungsprobleme ist dieses Modell aber zu ein-
geschränkt. Zum Beispiel testet Gaußelimination Zwischenresultate auf Null,
um die Pivotelemente zu finden.

Ein Modell für algebraische Algorithmen, die auch Tests durchführen, wird
durch die algebraischen Berechnungsbäume geliefert. Abb. 1 beschreibt sche-
matisch einen algebraischen Berechnungsbaum für die komplexe Division. Zu
einer Eingabe (a, b, c, d) ∈ R4 mit cd 6= 0 wird ein Paar (x, y) ∈ R2 berechnet
so, daß x+ iy = (a+ ib)/(c+ id), d.h.

x =
ac+ bd

c2 + d2
und y =

bc− ad
c2 + d2

.

Falls c = d = 0 ist, endet die Rechnung mit der Fehlermeldung ↑. Dem-
gemäß ist ein algebraischer Berechnungsbaum ein binärer Baum, der neben
Eingabe- und Ausgabeknoten noch Berechnungs- und Testknoten enthält. Die
Berechnungsknoten haben Ausgrad 1 und enthalten die Instruktionen für die
auszuführenden arithmetischen Operationen; die Testknoten haben Ausgrad
zwei und enthalten die Anweisungen für die Tests auf Gleichheit. Jede Ein-
gabe – in unserem Beispiel jedes 4-Tupel (a, b, c, d) reeller Zahlen – definiert
einen eindeutig bestimmten Pfad von der Wurzel zu einem Blatt in diesem
Baum. Die Ausgabe ist eine Teilmenge der berechneten Zwischenresultate, ge-
gebenenfalls zusammen mit der Information in welchem Blatt des Baums man
gelandet ist. Manchmal erlaubt man auch Tests “bi ≤ bj” auf kleiner-gleich,
was wir aber in diesem Abschnitt nicht betrachten wollen.

An dieser Stelle ist eine grundsätzliche Bemerkung über die Beziehung zwi-
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Output: ↑ b1 := a/c

b2 := b/c

Output:
x = b1
y = b2

b1 := c/d

b2 := c · b1

b3 := b · b1

b4 := b3−a
b2+d

b5 := a · b1

b6 := b5+b
b2+d

Output:
x = b6
y = b4
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Abbildung 1: Ein Berechnungsbaum für die komplexe Division
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schen straight-line Programmen und Berechnungsbäumen am Platz. Für fast
alle Eingaben eines Berechnungsbaumes wird derselbe Pfad im Baum durch-
laufen. Dieser “generische Pfad” ist im wesentlichen dadurch charakterisiert,
daß immer der 6=-Verzweigung gefolgt wird. (In unserem Beispiel ist das der
rechte Pfad.) Die arithmetischen Operationen entlang dieses Pfades definieren
in natürlicher Weise ein straight-line Programm, dessen Kosten offensichtlich
eine untere Schranke für den Aufwand des Berechnungsbaumes darstellen. Ei-
ne untere Schranke für die Komplexität der Menge der rationalen Funktionen{
ac+bd
c2+d2 ,

bc−ad
c2+d2

}
in den Unbestimmten a, b, c, d liefert deshalb auch eine untere

Schranke, um die komplexe Division mittels Berechnungsbäumen zu berech-
nen! Dieser allgemeine Zusammenhang erklärt, warum das eingeschränkte
Modell der straight-line Programme in der algebraischen Komplexitätstheorie
so wichtig ist.

Wir betrachten nun das Problem, die Kettenbruchentwicklung des Quotienten
A1/A2 zweier univariater Polynome über einem Körper k zu berechnen. Diese
Kettenbruchentwicklung ist durch die Folge der Quotienten Q1, . . . , Qt−1 im
Euklidschen Algorithmus

A1 = Q1A2 + A3

A2 = Q2A3 + A4

...

At−2 = Qt−2At−1 + At,

At−1 = Qt−1At,

gegeben, wobei das Polynom At der größte gemeinsame Teiler von A1 und A2

ist. Weil die Anzahl t − 1 der Quotienten Qi sowie deren Grade nicht von
vornherein bekannt sind, kann diese Berechnung nicht von straight-line Pro-
grammen durchgeführt werden. Hingegen kann der Euklidsche Algorithmus
mit algebraischen Berechnungsbäumen beschrieben werden. Wir nennen die
Folge (Q1, . . . , Qt−1, At) die Euklidsche Darstellung von A1 und A2.

Was ist nun der nichtskalare Aufwand des Euklidschen Algorithmus? Sei im
folgenden n = degA1 ≥ degA2. In Abschnitt 3 erwähnten wir, daß Division
mit Rest mit linearem Aufwand möglich ist. Da im schlimmsten Fall n solche
Divisionen ausgeführt werden müssen, hat der Euklidsche Algorithmus einen
quadratischen Aufwand O(n2). Ist dies nun optimal?
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Die Antwort ist nein! Unter Verwendung von Vorarbeiten von Lehmer [12]
entwickelten Knuth [10] und Schönhage [19] Anfang der 70er Jahre ein trick-
reiches Verfahren, um den größten gemeinsamen Teiler zweier ganzer Zahlen
zu berechnen. Deren Algorithmus läßt sich in naheliegender Weise auf Poly-
nome übertragen [16]. Er beruht auf einer rekursiven Prozedur, die jeweils nur
Anfangsstücke Q1, . . . , Qρ der Euklidschen Darstellung berechnet, wobei die
Summe der Grade der Q1, . . . , Qρ etwa der halbe Grad n/2 von A1 ist. Diese
Prozedur liefert jeweils auch das Matrixprodukt(

0 1
1 −Qρ

)
· · ·
(

0 1
1 −Q1

)
.

Darauf basierend kann man einen Algorithmus entwickeln, der die Euklidsche
Darstellung, also insbesondere den größten gemeinsamen Teiler zweier gegebe-
ner Polynome, ungeheuer rasch berechnet, nämlich mit O(n log n) Multiplika-
tionen oder Divisionen. Diese kompliziertere Aufgabe braucht also höchstens
um einen Faktor log n mehr Operationen als die viel einfachere, zwei Polynome
miteinander zu multiplizieren!

Strassen [21] führte eine Feinanalyse des Knuth-Schönhage Algorithmus durch.
Um sein Ergebnis zu erläutern, setzen wir einige Notationen fest. Unter dem
Gradmuster von (Q1, . . . , Qt−1, At) wollen wir die Folge d = (d1, . . . , dt) ver-
stehen, wobei

d1 := degQ1, . . . , dt−1 := degQt−1, dt := degAt.

Offenbar gilt
∑
di = n = degA1. Die Entropie H(d) der Wahrscheinlichkeits-

verteilung 1
n
d ist definiert als

H(d) := −
∑

di>0
di
n

log di
n

.

Strassens Ergebnis lautet nun so:

Satz 4 Der Knuth-Schönhage Algorithmus berechnet die Euklidsche Darstel-
lung zweier gegebener Polynome A1, A2 mit dem nichtskalaren Aufwand

O(n(1 +H(d))),

wobei d das Gradmuster der Euklidschen Darstellung von A1, A2 bezeichnet.
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Es ist einer der Höhepunkte der algebraischen Komplexitätstheorie, daß mittels
der Gradschranke die Optimalität dieses Verfahrens bewiesen werden kann!

Satz 5 (Strassen [21]) Es sei k ein algebraisch abgeschlossener Körper. Je-
der algebraische Berechnungsbaum, der die Euklidsche Darstellung zweier Po-
lynome über k berechnet, benötigt für jedes Gradmuster d wenigstens den nicht-
skalaren Aufwand n(H(d)− 2) für (Zariski) fast alle Polynome, deren Euklid-
sche Darstellung dieses Gradmuster hat.

Man beachte, daß diese Aussage sogar zeigt, daß der Knuth-Schönhage Al-
gorithmus optimal für jedes Gradmuster ist. Auch für nicht algebraisch ab-
geschlossene Körper k sind untere Schranken bekannt, die allerdings etwas
schwächer sind.

Der Beweis von Satz 5 verläuft etwa so: man führt das Problem auf die Unter-
suchung von straight-line Programmen zurück und verwendet dort die Grad-
schranke. Weil sich der Grad des Graphen eines Morphismus beim Übergang
zur Inversen nicht ändert, wird man auf die Aufgabe geführt, den Grad des
Graphen der Abbildung

ψ : (Q1, . . . , Qt−1, At) 7→ (A1, A2)

nach unten abzuschätzen. (Dies ist gerade die Inverse der zu berechnenden
Abbildung, eingeschränkt auf die Menge der Polynompaare (A1, A2), deren
Euklidsche Darstellung das Gradmuster d aufweist.)

Die polynomiale Abbildung ψ enthält als homogenen Bestandteil vom höchsten
Grad t die Polynommultiplikation

ψ0 : (Q1, . . . , Qt−1, At) 7→ Q1 · · ·Qt−1At.

Indem man ψ0 als eine Deformation von ψ interpretiert, kann man beweisen,
daß der Grad des Graphen von ψ nicht kleiner als der Grad des Graphen von
ψ0 ist. Der letztere kann aber leicht durch n(H(d)− 2) abgeschätzt werden.

Man vermutet, daß der Knuth-Schönhage Algorithmus auch optimal für die
Berechnung des größten gemeinsamen Teilers ist. Diese Aussage liegt aber
außerhalb der Reichweite der Gradschranke, welche nur eine lineare untere
Schranke für dieses Problem liefert.
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5 Berechnungsbäume und Betti-Zahlen

Im Unterschied zu vorher untersuchen wir jetzt algebraische Berechnungsbäu-
me über dem Körper der reellen Zahlen R, die auch gemäß kleiner-gleich Tests
verzweigen dürfen.

Beispiel. Beginnen wir mit dem folgenden einfachen Problem: Gegeben seien
n reelle Zahlen, zu entscheiden ist, ob diese paarweise verschieden sind. Ein
Informatiker würde diese Aufgabe wohl mit einem der gängigen Sortieralgo-
rithmen lösen, welche nur Vergleiche xi < xj und keine arithmetischen Opera-
tionen erfordern. Dies ist mit Größenordnung n log n Vergleichen möglich. Ein
anderes Verfahren besteht darin, die Diskriminante

∏
i<j(xi − xj)2 zu berech-

nen, was wieder mit O(n log n) nichtskalaren Operationen möglich ist, und das
Resultat auf Null zu testen. Dies sind zwei sehr unterschiedliche Lösungen des
Problems: bei der einen wird nur verglichen, bei der anderen wird bis auf einen
Test nur gerechnet. Kann man mit weniger als Aufwand n log n auskommen?

Von einem abstrakten Standpunkt aus studieren wir folgende algorithmische
Zugehörigkeitsprobleme. Es sei W eine feste Teilmenge von Rn. Zu einer
Eingabe x ∈ Rn ist zu entscheiden, ob diese in der Menge W liegt. Als Algo-
rithmen seien beliebige algebraische Berechnungsbäume über R zugelassen. Es
ist leicht zu sehen, daß diese Fragestellungen nur sinnvoll für Mengen W ist,
die durch Gleichungen und Ungleichungen reeller Polynome definiert werden
können. Solche Mengen nennt man semialgebraisch.

Die Leitvorstellung ist, daß das Zugehörigkeitsproblem für Mengen mit kom-
plizierter Topologie schwierig sein sollte. Für das einfachste numerische Maß
der topologischen Kompliziertheit, nämlich die Anzahl Zusammenhangskom-
ponenten, wurde dies durch das folgende Resultat von Ben-Or bestätigt.

Satz 6 (Ben-Or [1]) Es sei W eine semialgebraische Teilmenge von Rn mit
b0(W ) Zusammenhangskomponenten. Dann benötigt jeder algebraische Berech-
nungsbaum, der das Zugehörigkeitsproblem für W löst, mindestens

(log 6)−1( log b0(W )− n log 3)

Multiplikationen, Divisionen und Vergleiche.
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In unserem Beispiel hat die Menge W genau n! Zusammenhangskomponenten:
für jede Permutation π beschreibt die Bedingung

xπ(1) < xπ(2) < . . . < xπ(n)

eine solche. Deshalb erhalten wir eine untere Schranke der Größenordnung
n log n. Natürlich liefert Satz 6 nur dann gute Ergebnisse, wenn die Menge W
sehr viele Zusammenhangskomponenten hat.

Man kann das Resultat von Ben-Or als ein reelles Pendant zur Gradschranke
interpretieren. Ähnlich wie die Gradschranke auf der Bézoutschen Unglei-
chung beruht, verwendet der Beweis von Satz 6 ein tieferliegendes Resultat
von Milnor [14] und Thom [23], welches die Summe der Bettizahlen von re-
ellen algebraischen Varietäten durch den Grad und die Anzahl Variablen der
definierenden Polynome abschätzt. Für den Beweis des obigen Satzes genügt
allerdings die Abschätzung der nullten Bettizahl, welche ja gerade die Anzahl
Zusammenhangskomponenten beschreibt.

Die Schranke von Ben-Or findet z.B. Anwendungen in der algorithmischen
Geometrie. In Kombination mit einer Konstruktion von Mayr und Mey-
er [13] kann man damit auch eine exponentielle untere Schranke für das Zu-
gehörigkeitsproblem zu Polynomidealen bekommen [6].

In letzter Zeit gelang Björner, Lovász und Yao in einer Reihe von Arbeiten [3,
24, 2, 25] der Nachweis, daß die oben erwähnte Leitvorstellung allgemeiner
gültig ist, indem sie Satz 6 auf höhere Bettizahlen verallgemeinerten.

Mit diesem neueren Resultat wollen wir unsere Einführung in die algebrai-
sche Komplexitätstheorie abschließen. Wir hoffen, daß wir Ihnen einen klei-
nen Einblick in die Thematik und Methoden unseres Gebietes geben konnten,
sowie Appetit gemacht haben auf mehr! Es werden ja noch zwei Themen
ausführlicher vorgestellt: Schnelle Matrixmultiplikation und Kombinatorik so-
wie Zur Berechnungskomplexität von Permanenten.
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