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1. Introduction.— Nous considérons les arbres binaires d’ordre n. Il
est bien connu que le nombre de ces arbres est égal au nombre de Catalan
cn = 1

n+1

(
2n
n

)
. Pour m = 0, 1 ou 2, on définit m-noeuds comme étant les

noeuds ayant m fils. En particulier, les 0-noeuds ne sont d’autre que les
feuilles.

Dans [M], Mahmoud a trouvé trois formules qui donnent le nombre des
arbres binaires ayant j feuilles, j 1-noeuds et j 2-noeuds respectivement.
D’après ces résultat, Prodinger a trouvé trois formules closes pour ces
mêmes nombres [P], en utilisant le logiciel Ekhad, développé par Zeil-
berger [Z].

Dans cette note, on trouvera une démonstration combinatoire pour ces
formules.

2. Formule de Prodinger.— Dans un arbre binaire, il est facile à
vérifier que le nombre des feuilles est égal au nombre des 2-noeuds plus 1.
Les formules de Prodinger se réduisent donc à une seule formule [P] :

Théoème [Prodinger].—Le nombre des arbres binaires d’ordre n ayant j
feuilles est égal à

Ajn =
2n+1−2j(n− 1)!

j!(j − 1)!(n+ 1− 2 ∗ j)!
.

3. Démonstration Combinatoire.— Considérons les mots finis en-
gendrés par l’alphabet {U,D,R, L} (Up, Down, Right, Left). Un tel mot
w est dit de Grand-Motzkin si |w|D = |w|U . Il est évident que le nombre
des mots de Grand-Motzkin d’ordre n ayant j Down est égal à

Bjn =
(

n

j, j, n− 2 ∗ j

)
2n−2∗j .

Un mot w = x1x2 · · ·xn−1D est dit de Motzkin, si x1x2 · · ·xn−1 est de
Grand-Motzkin et si |x1x2 · · ·xi|D ≤ |x1x2 · · ·xi|U pour tout 1 ≤ i ≤ n−1.
Soit w un mot de Motzkin d’ordre n ayant j Down, il existe j façons de
factoriser ce mot sous la forme w = uDv. C’est clair que la concatenation
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vu est un mot de Grand-Motzkin, et que le nombre des mots de Motzkin
d’ordre n ayant j Down est jBj−1

n−1 = Ajn.

Enfin, la formule de Prodinger est assurée par une simple bijection entre les
arbres binaires et les mots de Motzkin, qui envoie les feuilles en Down, les
2-noeuds en Up, et les 1-noeuds ayant un fils droit en Right, les 1-noeuds
ayant un fils gauche en Left.

Exercice.— Tracer l’arbre binaire correspondant au mot de Motzkin w =
ULDRUULDRDRD.
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