Ubungsbeispiele fiir das Proseminar
Analysis fiir Physik und verwandte Facher I

zusammengestellt von Stefan Haller

AUFGABE 1. Zeige v/3 ¢ Q.

AUFGABE 2. Skizziere die folgenden Teilmengen von R:
a) A:= (—o0, 17|
B :=(—3,00)

AUFGABE 3. Es seien A, B und C' drei Mengen. Verifiziere die folgenden
beiden Distributivgesetze:

a) (AUB)NC =(AnC)u(BNQC)

b) (ANB)UC =(AuC)N(BUC)

AUFGABE 4. Es seien A und B zwei endliche Mengen. Zeige

a) |AU B|+ |AN B| = |A] + |B|, sowie

b) |JAUB|—|ANB|=|A\B|+|B\A4|.

AUFGABE 5. Skizziere die folgenden Teilmengen des R2:

a) {47 576} X {_17 1}

b) R x {1,2,3}

c) [1,2] x (3,4]

2

d) ([3,6]\ [4,5])

e) {(z,y) eR* |z +y <1}

AUFGABE 6. Es seien A, B und C drei Mengen. Zeige

a) (ANB)xC=(AxC)n (B x C), sowie

b) (AUB)xC=(AxC)U(Bx ().

AUFGABE 7. Es seien A und B zwei endliche Mengen. Zeige |Ax B| = |A|-|B].

Fiir diese und weiter Beispiele siehe http://www.mat.univie.ac.at/ stefan/APH.html.
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AUFGABE 8. Zeige, dass die folgenden Funktionen wohldefiniert sind. Welche
sind injektiv, surjektiv, bijektiv. Gib im letzteren Fall die Umkehrabbildung an.

a) f: R\{1} =R\ {1}, f(z) =5

b) g: R = Ry, g(x) := (x —5)?

¢) h: R\{=3} =R, h(z) == =45 — 7

d) ¢: Z —7Z, p(n) :=2n

AUFGABE 9. Es sei f: R — R eine Funktion und
Iy = {(r, f(2) | € R} CR?
ihr Graph. Zeige:

a) f ist injektiv genau dann wenn fiir jedes ¢ € R die Menge (R x {c}) NIy
hochstens ein Element enthalt.

b) f ist surjektiv genau dann wenn fiir jedes ¢ € R die Menge (R x {c}) NIy
mindestens ein Element enthélt.

Interpretiere dies ‘geometrisch.’

AUFGABE 10. Es sei f: R — R eine bijektive Funktion, und es bezeichne
Iy C R? bzw. I';-1 C R? die Graphen, siehe Aufgabe 9, von f und ihrer Umkehr-
abbildung f~!. Weiters betrachte die Abbildung o: R? — R? (z,y) — (y,z).
Zeige I' ;-1 = 0(I'y) und interpretiere dies ‘geometrisch.’

AUFGABE 11. Gib eine Funktion f: N — N an, die surjektiv aber nicht
injektiv ist.

AUFGABE 12.

a) Es sei f: A — B eine Surjektion und g, g.: B — C zwei Abbildungen
fiir die gilt g; o f = go 0 f. Zeige g1 = ¢o.

b) Es seien fi, fo: A — B zwei Abbildungen und g: B — C eine Injektion
fiir die gilt go fi = go fo. Zeige f1 = fo.

AUFGABE 13. Es bezeichne &3 = &({1,2,3}) die Permutationsgruppe der
Menge {1, 2,3}. Wieviele Elemente hat &37 Gibt zwei Permutationen fi, fo € &3

an, fiir die fj o fo # fo 0 fi gilt.

AUFGABE 14. Es seien A und B zwei endliche Mengen mit |A| < |B|. Zeige,
dass es genau % verschiedene injektive Abbildungen A — B gibt. Was

erhalten wir fir A = B?

AUFGABE 15. In einem Verein mit 58 Mitgliedern soll ein vier-kopfiger Vor-
stand bestehend aus einem Présidenten, einem Vizeprésidenten, einem Kassier
und einem Schriftfithrer bestimmt werden. Wieviele Moglichkeiten gibt es aus
den 58 Mitgliedern einen solchen Vorstand zu bilden? Was hat dies mit Aufga-
be 14 zu tun?
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AUFGABE 16. In einem Gremium bestehend aus 58 Personen soll ein vier-
kopfiger Unterausschuss gebildet werden. Wieviel Moglichkeiten gibt es einen
solchen zu beschicken?

AUFGABE 17. Fiir n, k € Ny mit 1 < k < n zeige:
n n n+1
(620) ()= ()
AUFGABE 18. Fiir n € Ny zeige mittels vollstandiger Induktion:

o nn+1)2n+1)
B 6

Y =041 +22 43+ 4n
1=0

AUFGABE 19. Fiir n € Ny zeige mittels vollstandiger Induktion:
n*(n +1)?

D =0 P2+ =

i=0
AUFGABE 20. Seien a,b € R, a < b. Zeige durch Angabe expliziter Bijektion:
a) Die Intervalle [0, 1] und [a, b] sind gleichméchtig.

b) Die Intervalle [0, 00) und [a, 00) sind gleichméchtig.

c¢) Die Intervalle [0, 00) und (—o0, a] sind gleichméchtig.

d) Die Mengen Ngerade und Nypgerade sind gleichméchtig.

AUFGABE 21.

a) Es seien a,b € R mit a < b. Zeige a < 3(a +b) < b.

b) Es sei a € R mit folgender Eigenschaft: Fiir jedes ¢ > 0 gilt 0 < a < e.
Zeige, dass dann a = 0 gelten muss.

AUFGABE 22. Fiir a,b € R zeige:
a) a < |al.

b) | —a| = lal.

c) 4] = {3 falls b # 0.

Q) |Jal — [bl] < |a—b].

e) |la| — [b]| < |a+1].

AUFGABE 23. Betrachte die Funktion d: R x R — Ry, d(a,b) := |b — al.
Erkldre warum d(a, b) der Abstand der beiden Zahlen a,b € R genannt wird, und
zeige fiir a,b,c € R:

a) d(a,b) =0<a=0b.

b) d(a,b) = d(b,a).

c) d(a,c) <d(a,b)+d(b,c).
d) d(a+c¢,b+c) =d(a,b).
e) d(—a,—b) = d(a,b).

AUFGABE 24. Fiir a,b € R zeige
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a) max{a,b} = w

b) min{a,b} = %‘a_b‘

¢) max{a,b} — min{a, b} = |a — b|.

AUFGABE 25. Es seien A, a;,b; € R und k,m,n,m’.n’ € Z mit m < n und
m' < n'. Zeige

) Z?:m()\al) =A Z:L:m Q;.
b) D@ +bi) =3 ai 4 3, bis
R

S

¢ Zsz @; szm+k Qi

d Z’L:m a; = Z]:m CL]

©) Yoi (@i = @ 1) = ay — am 1,
f

Z?:m(ai‘f'l - ai)/: Qp+1 — Q- ) /
g) (0 a) - (0 b)) = S by = S aib.

AUFGABE 26. Zeige - = + —

Dk und damit dann

1
k+1

Zn: L - n €N
—h(k+1)  n+l '

Folgere daraus auch ), _, k% <2

AUFGABE 27. Zeige eine Teilmenge A C R ist genau dann beschrankt wenn
ein r € R mit folgender Eigenschaft existiert: fiir jedes a € A gilt |a| < 7.

AUFGABE 28. Bestimme Maximum, Minimum, Supremum und Infimum (falls
diese existieren) der folgenden Mengen:

a) {1 |neN}.

b) {O}U{n+rl | n € N}

c¢) {n?*|neN}L

d) (2,3)U(3,4].

AUFGABE 29. Es sei A C R eine beschrinkte nichtleere Teilmenge. Zeige
inf A < sup A. Gib ein Beispiel an, fiir das inf A = sup A gilt.

AUFGABE 30. Seien () # A C B C R. Zeige:

a) Ist B nach oben beschriankt, dann ist auch A nach oben beschrinkt und
es gilt sup A < sup B.

b) Ist B nach unten beschriankt, dann ist auch A nach unten beschréinkt und
es gilt inf B < inf A.

AUFGABE 31. Es seien A und B zwei nichtleere Teilmengen von R, sodass gilt
a < b fiir alle a € A und alle b € B. Zeige, dass A nach oben und B nach unten
beschriankt ist, und dariiber hinaus sup A < inf B gilt. Gib ein Beispiel an, fiir
das sup A = inf B gilt. Was kann allgemein iiber inf A und sup B gesagt werden?
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AUFGABE 32. Fiir zwei Teilmengen A, B C R sei
A+B:={a+blac A, be B}.
Zeige nun:

a) Existieren max A und max B, dann existiert auch max(A+ B) und es gilt
max(A + B) = max A + max B.

b) Sind A und B beide nichtleer und nach oben beschriankt, dann ist auch
A+ B nichtleer und nach oben beschrinkt, und es gilt weiters sup(A+B) =
sup A + sup B.

¢) Formuliere und beweise analoge Eigenschaften des Minimums und des
Infimums.

AUFGABE 33. Fiir eine Teilmenge A C R und A € R sei
M ={)a|a€ A}.
Fiir A > 0 zeige nun:

a) Existiert max A, dann existiert auch max(AA) und es gilt max(AA) =
Amax A.

b) Ist A nichtleer und nach oben beschrénkt, dann ist auch AA nichtleer und
nach oben beschriankt, und es gilt sup(AA) = Asup A.

¢) Formuliere und beweise analoge Eigenschaften des Minimums und des
Infimums.

Diskutiere auch den Fall A < 0. Zeige insbesondere sup(—A) = —inf A und
inf(—A) = —sup A, wobei —A:= (—1)A={—a|a€ A}.

AUFGABE 34. Verifiziere die Korperaxiome fiir komplexe Zahlen, d.h. beweise
Satz 1.10.1.

AUFGABE 35. Fiir z; := 3+ 7i und 25 := 5 — 2i bestimme 21 + 29, 21 — 29,
. _ 1 . _

z122, 211, 2_;7 j_ia 21, ‘21’7 A sowlie (ZQ) 1'
AUFGABE 36. Fiir komplexe Zahlen z, z1, 2o € C zeige:
a) 21+ 29 =21+ 29
b) 2129 = Z1%29

c) z=z

d) Rez =1(z+2)

e) Imz=L(z—2)

AUFGABE 37. Fiir komplexe Zahlen z, z1, 2o € C zeige:
a) |z| = |7]

b) |Rez| < |z
¢) | Imz| < |z|
d) 2] =1 falls 2 # 0.
)

= a2l

e) [|21] = |zl] < |21 — 2
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£) [la1] = [z2l] < |21 + 2|
AUFGABE 38. Zeige, dass die beiden Quadratwurzeln einer komplexen Zahl

z € C wie folgt berechnet werden konnen:

17 = iRez—k |z| +1ilm z
2(Rez + |z|)

vz =4+V—zi falls z € (—00,0] C C

Warum ist die Fallunterscheidung notwendig? Verwende dies um die beiden Qua-

dratwurzeln von —3 + 4i, 8 — 61, i, —i und —9 zu bestimmen.

falls z € C\ (—o0, 0]

AUFGABE 39. Bestimme alle Losungen z € C der folgenden Gleichungen:
a) (6+7i)z—3-5i=0

b) 22— (4—1)z+5+i=0

c) 22 +182=0

AUFGABE 40. Bestimme alle sechsten und achten Einheitswurzeln in C, d.h.
gib sie in der Form a + bi an.

AUFGABE 41. Die Fibonacci Folge ist rekursiv durch
ap:=0, ay:=1 und aui9:=a,+ a,i1, n €Ny
definiert. Sei o := (1 + /5). Zeige
a — (1 —a)”
Hinweis: o und 1 — « 16sen beide die Gleichung 22 — x — 1 = 0. SchlieBe daraus:
a2 — "t — gt =, n € Np.
(1—-a)"? - (1—-a)"" —(1-a)" =0, n € Np.

Verwende dies um (1) mittels vollstandiger Induktion nach n zu beweisen.

n e N[). (1)

AUFGABE 42. Es sei (a,) eine Folge und a € R. Zeige, dass die folgenden
Aussagen dquivalent sind:

a) Die Folge (a,) konvergiert gegen a

b) Ve >0 3ng e NVn >ng: |a, —a|] <e

c)Ve>03dng e NVn>ng:la, —al <e

d) Ve >03dng e NVn >ng:|a, —a|l <e

e) Ve>03dny e NVn>mng:|a, —al <e

AUFGABE 43. Es sei (a,) eine Nullfolge und (b,) eine beschrinkte Folge.
Zeige, dass dann auch (a,b,) eine Nullfolge ist.

AUFGABE 44. Es sei (a,) eine konvergente Folge. Zeige, dass dann auch die
Folge (|a,|) konvergiert und es gilt

lim |a,| = | lim a,|.
n—oo n—oo
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AUFGABE 45. Es sei (a,,) eine konvergente Folge und alle a,, > 0. Zeige, dass
dann auch die Folge (w/an) konvergiert und es gilt:

lim /a, = ,/lim a,

n—~oo n—oo

Hinweis: Unterscheide zwei Félle lim,, .., a, = 0 und lim,, ., a,, # 0. Der erste
Fall ist leicht, fiir den zweiten beweise und verwende die Gleichung

B ~Ja—0l
Ve \/E‘_\/a‘l'\/l_?

AUFGABE 46. Bestimme die folgenden Grenzwerte:

fiir alle a,b > 0.

a) lim,, o %
b) limy, e 3 + (—1)" (2E5TmEL)
c) lim, . \/ Van2+7-2
i (1
d) limy, oo | I 3|

AUFGABE 47. Es sei (a,,) eine Folge und a € R. Zeige a ist Hiufungswert der
Folge (a,) genau dann wenn eine Teilfolge (a,, ) mit limy_,« a,, = a existiert.

AUFGABE 48. Bestimme alle Haufungswerte sowie Limes superior und Limes
inferior der Folge:

1—1—% fallsn =0 mod 3
Qy = 3—1—% fallsm =1 mod 3
5—1—% fallsn =2 mod 3

Hierbei bedeuted n = 0 mod 3, dass die Zahl n ohne Rest durch 3 teilbar ist.
Ebenso bedeuted n =1 mod 3, dass n — 1 ohne Rest durch 3 teilbar ist. Allge-
meiner, n = £ mod p bedeuted, dass n — k ohne Rest durch p teilbar ist. Der
erste Fall in der Definition von (a,) ist daher fir n = 3,6,9,12,... zustindig,
der zweite fiir n = 1,4,7,10,... und der dritte fiir n = 2,5,8,11,....

AUFGABE 49. Es seien (a,) und (b,) zwei beschréankte Folgen. Zeige, dass
dann auch die Folge (a,, + b,,) beschriankt ist und es gilt:
limsupa, + b, < limsupa, + limsupb,
Gib zwei beschriankte Folgen (a,) und (b,) an bei denen in obiger Ungleichung
tatséchlich nicht Gleichheit gilt.

AUFGABE 50. Es seien (a,,) und (b,,) zwei Folgen reeller Zahlen. Zeige folgende
Behauptungen aus Proposition 2.4.4:

a) Ist (a,) nach oben beschrankt und b, — —oo, dann auch a,, + b, — —oc.

b) Existiert p > 0 mit a,, < —p fiir fast alle n, b, — oo, dann a,b, — —oc.

¢) Sind fast alle a,, < 0 und a,, — 0, dann auch i — —00.
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AUFGABE 51. Gibt jeweils zwei Folgen reeller Zahlen (a,,) und (b,,) an fiir die
gilt: a,, — 0, b, — 0 und:

a) & — 0.

by
b) = —a,aeR.
c) P — —oo.

n

d) g ist beschrinkt und divergent.
e) ¢ ist unbeschrénkt, divergent, aber divergiert nicht gegen oo oder —oo.

AUFGABE 52. Es seien k € N, ag,aq,...,a;, € R und g > 1. Betrachte
k

p(n) = Z an' = ag + ain + asn® + azn® + - - + qyn”.
=0

Zeige lim, o, ¢~" p(n) = 0. Verwende dies um den Grenzwert lim,, ., 2_”(1”7) zu
bestimmen.

AUFGABE 53. Zeige lim,,_.., ¥/n! = cc.
AUFGABE 54. Bestimme alle Haufungswerte der Folge z, :=i" + 27",

AUFGABE 55. Bestimme die folgenden Grenzwerte, falls diese existieren:

b) Yo ()

c) Zf:2(4f ni)”

d) >0 (%)

&) (340 (-2 + (5 —6) - (£)")

AUFGABE 56. Bestimme die folgenden Grenzwerte:

a) ZZO:O(?) + 4i)_2n
b) oo 3"

AUFGABE 57. Es sei Y | a, cine konvergente Reihe und o: N — N streng
monoton wachsend mit o(1) = 1. Betrachte

o(n+1)—1

bn 1= Z U = Qg(n) + Qo(n)+1 T Ao(m)+2 T+ + Qo(n+1)-1, n €N.
k=o(n)

Zeige, dass auch die ‘geklammerte’ Reihe Y 7 b, konvergiert und es gilt

00 00
E b, = E Q-
n=1 n=1

Gib ein Beispiel, d.h. (a,) und o, an indem zwar ) | by, nicht aber > a,
konvergiert.

AUFGABE 58. Warum konvergieren die folgenden Reihen:
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Y
8) Yol AT

b) S EU fiir fixes r € Q, r > 0.

n=1 nr

AUFGABE 59. Zeige mit Hilfe des Minorantenkriteriums, dass fiir s € Q,
s < 1, die Reihe >7, ki divergiert. Hinweis: Proposition 1.9.23, siche auch
Beispiel 2.8.4 fiir den Fall s = %

AUFGABE 60. Zeige mit Hilfe des Majorantenkriteriums, dass fiir s € Q,
s > 1, die Reihe Y7, & absolut konvergiert. Hinweis:

o0

1—1+1+1+1+1+1+1+1+1+ +1+1+
ks 1s 25 35 45 55 65 75 8 = Os 155 165
k=1 A,—/ - N —~ ,
<255 <dgs <8gs
1

1 \0 1 \1 2 1 \3
= (28—1) * <2s—1> * (28—1> * (23_1) L
AUFGABE 61. Welche der folgenden Reihen konvergieren bzw. divergieren:
oo n2
a) Zn:l on \
] 3n)!
b) Zn:O n!))3
) Yootile %)
d) L35 (2n-1) 5 n

n2
n=1" 24.6-2n

I~

—

/N

AUFGABE 62. Bestimme die Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen:
0o 1 n+1 n
a) Zn:l (+Z

oo n! n
2 n=0 T35 (37D ?
£) S o(3n® — Tn? + 1)z"

AUFGABE 63. Bestimme die Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen:

a) >t 3%2%

b) Yoor, Szt

n=0 2n+1

00 2n)! n
¢) Yol i A

Hinweis: Alle diese Potenzreihen haben die Eigenschaft, dass unendlich viele
a, = 0 sind, Proposition 2.9.5 ist also nicht direkt anwendbar. Schreiben wir je-
doch 3~ a0, 2™ =3 07 as, §" mit £ = 22, dann lisst sich der Konvergenzradius
von ZZOZO a9n2*" durch den Konvergenzradius von Z;’;O a9,&"™ bestimmen. Ahn-
lich ldsst sich der Konvergenzradius von Y o ag,112" " = 2377 agn1(2%)"
durch den Konvergenzradius von ) a2,11£™ bestimmen. Alternativ kann man
auch das Quotienten- bzw. Wurzelkriterium direkt anzuwenden und so die Kon-
vergenzradien bestimmen.
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AUFGABE 64. Berechne die Eulersche Zahl e = 2 % bis auf die dritte
Dezimalstelle ohne Taschenrechner. Sei dazu

Etabliere die Fehlerabschiatzung 0 < R,, < nil) :‘Lﬁ Hinweis:

1 1 1
Z k:' n+1 '(1+n+2+(n+2)(n+3)+(n+2)(n+3)(n+4)+"'>

k=n-+1
“(n+1 'Z<n+2)

k=0

Wéhle nun n so, dass >, _, % und e bis auf die dritte Dezimalstelle {ibereinst.

AUFGABE 65. Fiir z,w € C zeige die folgenden Identitéten:

sin(0) = 0, cos(0) = 1
cos2z = C082 2 — sin? 2z, sin 2z = 2 sin z cos z

a)

b)

c) cosz — cosw = —2sin Z+w
d) z+w

2

sin z — sinw = 2 coS =
Hinweis zu (c): Wende das Additionstheorem des Cosinus auf 3(z+w) + 3(z —w)

sowie auf (2 + w) + 1(w — z) an.

AUFGABE 66. Beweise Proposition 2.10.6. Zeige also, dass fiir z,w € C und
x € R gilt:

a) sinh(z) = —isin(iz), cosh(z) = cos(iz)

b) e* = cosh(z) + sinh(z)

¢) sinh(z 4+ w) = sinh(z) cosh(w) + cosh(z) sinh(w) (Additionstheorem)
d) cosh(z + w) = cosh(z) cosh(w) + sinh(z) sinh(w) (Additionstheorem)
e) sinh(—z) = —sinh(z), cosh(—z) = cosh(z)

f; cosh?(z) — sinh?(z) = 1
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AUFGABE 67. Wo und warum sind die folgenden Funktionen stetig?

20 +1 fallsz >0
' R R = -
h o hi(@) {2:6 falls z < 0
r+1 fallsx>1
' R R = -
f2 o f() {3 —z fallsx <1
1
f3: RﬁR? f3(l’> = 1+ 22
1—x2
falls © # 1
:R—R =< 1z
Ja % fa@) {2 falls z =1
L2 falls o #1
: R—R = =
fs o f(@) {3 falls z = 1
1 falls z > 0
sign: R — R, sign(z) :==<90 fallsz =0
—1 fallsz <0

AUFGABE 68. Wir wissen aus der Vorlesung, dass die Funktion f: R — R,
f(x) := 23, stetig ist. Gib nun zu 2o € R und € > 0 ein § > 0 an, sodass fiir
alle x € R mit |z — xo| < § auch |f(z) — f(xo)| < e gilt. Hinweis: 23 — 3 =
(2 — o) (2? + z20 + 23).

AUFGABE 69. Es sei D C R eine nichtleere Teilmenge und f: D — R eine
Funktion, sodass L > 0 mit folgender Eigenschaft existiert:

[f(z) = fy)l < Lz —y|  fir alle 2,y € D. (2)

Zeige, dass f stetig ist.! Zeige weiters, dass fiir k,d € R die lineare (oder besser
affine) Funktion
f: R—-R, flz) =ka+d

Lipschitz-stetig ist.

AUFGABE 70. Es sei D C R eine nichtleere Teilmenge und f,g: D — R zwei
Funktionen. Betrachte die Funktionen

max{f,g}: D — R, max{f, g}(z) := max{f(z), g(x)}

min{f,g}: D — R, min{f, g}(z) := min{f(z), g(z)}
ft: D —R, fT(z) .= max{f(x),0}
f~: D—R, [~ () := min{ f(z),0}

'Funktionen f fiir die L > 0 existiert, sodass (2) gilt heiBen Lipschitz-stetig, und L wird eine
Lipschitz Konstante von f genannt. Die Aufgabe zeigt also, dass Lipschitz-stetige Funktionen
stetig sind.
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Zeige, vgl. Ubungsaufgabe 24,

max{f, g} = f+g+2’f_g|, min{f, g} = f+g—2|f—g|‘

Seien nun f und g stetig. Zeige, dass dann auch max{f, g}, min{f, g}, f* sowie
f~ stetig sind.

AUFGABE 71. Bestimme die folgenden Grenzwerte:

: ./ =3n+1 . —n® 42
JLI&GXP<SIH(n3+2n—5>) nh—{gocos(‘ nd 49 _1>

AUFGABE 72. Es seien f = > ° f, und g = > 7 g, zwel gleichméBig
konvergente Reihen von Funktionen f,,¢,: D — R, und sei A € R. Zeige, dass
dann auch die Funktionenreihen > 7 (f,+g¢,) und >~ A f,, gleichméfig gegen
f + g bzw. \f konvergieren.

AUFGABE 73. Es seien >~ f, und > 7, g, zwei normal konvergente Rei-
hen von Funktionen f,,g,: D — R, und sei A € R. Zeige, dass dann auch die
Funktionenreihen Y > | (f,, + ¢») sowie Y °  Af, normal konvergieren.

AUFGABE 74. Betrachte die Folge von Funktionen
fo: R—=R, folz) = <1+£>n.
n

Weiters sei r > 0. Zeige, dass f,, auf dem Intervall (—r,r) gleichméfig gegen die
Exponentialfunktion konvergiert. Hinweis: Verwende die Abschitzung (67) aus
Proposition 2.10.7 und die Tatsache, dass die Funktionenfolge der Partialsum-
men S,(x) = Y ,_, %’T auf (—r,r) gleichmiBig gegen die Exponentialfunktion

konvergiert.

AUFGABE 75. Es seien a,b € R und f: [a,b] — R eine stetige Funktion mit
f(z) > 0 fur alle x € [a,b]. Zeige, es existiert € > 0, sodass fiir alle x € [a, 0] gilt
f(z) > . Gib ein Beispiel einer stetigen Funktion g: (a,b) — R an, sodass fiir
alle z € (a,b) zwar g(x) > 0 gilt, fiir die aber kein € > 0 existiert, sodass g(z) > ¢
fiir alle z € (a,b).

AUFGABE 76. Beweise Proposition 3.6.8, d.h. zeige, dass Tangens und Co-

tanges die folgenden Eigenschaften haben:

a) cot(z) = —tan(z + 7/2), z € C\ 7Z.

b) tan(z + 7) = tan(z), z € C\ (3 + 7Z).
c) cot(z + ) = cot(z), z € C\ 7Z.
d) tan(—z) = —tan(z), z € C\ (3 + 7Z).
e)
f)

Q

cot(—z) = —cot(z), z € C\ 7Z.
Es gilt das Additionstheorem

tan(z) + tan(w)
1 — tan(z) tan(w)

tan(z +w) =
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wann immer beide Seiten definiert sind, z,w € C.
g) Es gilt das Additionstheorem
cot(z) cot(w) — 1

cot(z +w) = cot(z) + cot(w)

wann immer beide Seiten definiert sind, z,w € C.
h) Fiir die Nullstellenmenge des Tangens gilt

{z € C\ (5 +7Z) | tan(z) =0} = {kr | k € Z} = 7Z.
i) Fiir die Nullstellenmenge des Cotangens gilt
{z € C\7Z | cot(z) =0} = {5 + kr | k € Z} = § + 7.

AUFGABE 77. Bestimme alle Maximal- und Minimalstellen der Funktionen:
a) cos: R—R,sin: R—R

)
) arcsin: [—1,1] — [—-7/2,7/2], arccos: [—1,1] — [0, 7]
) arctan: R — (—m/2,7/2), arccot: R — (0, )

) sinh: R — R, cosh: R — R

) tanh: R — R, coth: R\ {0} = R

) arsinh: R — R, arcosh: [1,00) — [0, 00)

h) artanh: (—1,1) — R, arcoth: R\ [-1,1] = R

AUFGABE T78. Zeige:
a) arccos(x) = /2 — arcsin(z), x € [—1,1].

(
b) arccot(z) = /2 — arctan(z), x € R.
¢) arcsin(—z) = — arcsin(z), z € [—1,1]
d) arccos(—z) = m — arccos(z), x € [—-1,1].
e) arctan(—z) = — arctan(z), z € R.
f) arccot(—x) = m — arccot(z), z € R.
g)

arctan(1/x) = w/2 — arctan(z), = > 0.
(1/x) = —7m/2 — arctan(z), x < 0.

AUFGABE T79. Es sei (z,y) € R% Zeige, dass 7 € [0,00) und ¢ € R existiert,

sodass gilt.

(z,y) = (rcos(p), rsin(y)) (3)

Diskutiere die Eindeutig dieser sogenannten Polarkoordinatendarstellung, d.h. be-
stimme alle 7 € [0,00) und alle ¢ € R fir die (3) gilt. Hinweis: r = /22 + 32,
¢ = arctan £ falls x # 0, und ¢ = arccot % falls y # 0.

AUFGABE 80. Zeige

2 + 2cos(z)

cos(z/2) = 5

lz] <7
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und verwende dies um folgende speziellen Werte des Cosinus zu verifizieren:

2 2 2
cos(m/8) = 2+\/§ cos(m/16) = h 5 +v2
2+4/2+V2+V2
cos(m/32) = \/ 5 cos(m/12) = 2 ;_ V3
92 2 3 2+1/2+V2+V3
cos(m/24) = hl 5 +v3 cos(m/48) = \/ 5

AUFGABE 81. Verifiziere die folgenden Formeln:

sin(2z) = 2sin(x) cos(x)

sin(3 (z) — 4sin®(z)
sin(4x) = 8sin(x) cos®(x) — 4sin(x) cos(x)
sin(5x) = 5sin(x) — 20sin®(z) + 16 sin°(z)

x) = 3sin(x

Verwende letztere um zu zeigen:

sin(27r/5):52;\/§\/5 und cos(27r/5):32;\/§\/5

AUFGABE 82. Zeige:

a) arsinh(x) = ln(:v + \/:1:27) eR
b) arcosh(z) =In(z 4+ Va2 — 1), 2 > 1
¢) artanh(z) = 3 In £, @ € (-1, 1).
)arcoth()zllnerl reR\[-1,1].

AUFGABE 83. Es sei D C R, f,g: D — R zwei Funktionen und z; ein

Héufungspunkt von D, sodass lim, ., f(z) und lim, ., g(z) beide existieren.
Weiters sei f < g, d.h. f(z) < g(x) fir alle z € D. Zeige, dass dann

lim f(x) < lim g(x).

T—X0

AUFGABE 84. Bestimme die folgenden Grenzwerte, falls sie existieren:

v By | v By ey | v By |
lim ,  lim , lim
z—1 z+1 z—1 rz—1 z—1 2 —1

AUFGABE 85. Bestimme den Grenzwert
" — xy

lim .
Tz—x0 T — X

Hinweis: Polynomdivision
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AUFGABE 86. Bestimme die folgenden Grenzwerte, sofern sie existieren:

.1 . .
lim —, lim —, lim —.
POl e e o]

Diskutiere auch die einseitigen Grenzwerte lim, o4+ dieser Funktionen.

AUFGABE 87. Bestimme die folgenden Grenzwerte, sofern sie existieren:

1—vV1—a2
11111—21‘ lim VT + _\/E,

x—0 €T T—00
lim /2 + vz — V7, lim V922 + 2x — 1 — 3z
: fae - _ _a=b
Hinweis: \/a — Vb = W
AUFGABE 88. Bestimme die folgenden Grenzwerte, falls sie existieren:
- ; . sin(z) - : .ot at—1
lim sin(x lim lim 2 sin (% lim ——— arctan(z
r——00 ( )’ T—00 €x ’ r—0 (x)’ T—00 2.1'3 +x — 9 ( )

AUFGABE 89. Skizziere den Graphen der sogenannte Gausklammer-Funktion
R — R, i |z] =max{k € Z |k <z} (4)
und bestimme fiir g € R die beiden einseitigen Grenzwerte

lim |z] und lim |z|
T—To— r—xo+

sowie lim, ., |z], sofern diese existieren. Wo ist die Funktion (4) stetig?

AUFGABE 90. Zeige, dass jedes reelle Polynom ungeraden Grades mindestens
eine Nullstelle in R besitzt. Genauer sei n € N ungerade und

p(r) = ap + a1z + agx® + - + a,_ 12" + a, 2" a; € R, a, #0

ein reelles Polynom. Zeige es existiert £ € R mit p(§) = 0. Hinweis: O.B.d.A. a,, =
1, bestimme lim, ., p(x) sowie lim,_. ., p(x) und wende den Zwischenwertsatz
an.

AUFGABE 91. Bestimme die Grenzwerte

r—1 —1
lim ¢ und lim M.
z—0 €T z—0 €T

Hinweis: Beispiel 3.8.19.

AUFGABE 92. Beweise den sogenannten verallgemeinerten Mittelwertsatz,
vgl. Satz 4.2.6. Sind f,g: [a,b] — R zwei stetige Funktionen die beide auf (a, b)
differenzierbar sind, dann existiert £ € (a,b) mit

(f(0) = f(a))g'(&) = (9(b) — g(a)) '(E).
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Gilt ¢'(x) # 0 fur alle x € (a,b), dann ist g(a) # g(b) und daher
fb) = fa) _ f'(§)

g(b) —gla)  g'(§)

Hinweis: betrachte die Funktion
h:la,0] =R, h(z) = (f(0) = f(a)g(x) = (9(b) — g(a)) f ().

AUFGABE 93. Es sei I C R ein offenes Intervall, f: I — R differenzierbar,
K € R und |f'(z)] < K fiir alle « € I. Zeige, dass f Lipschitz-stetig ist, d.h.
zeige es existiert L > 0, sodass

|f(@) = fW)| < Llv—y|  firallez,y el

AUFGABE 94. Es sei U C R offen, f: U — R eine Funktion und zy € U.
Zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

[@)=f(o)

a) f ist bei zo differenzierbar, d.h. es existiert f'(zo) = lim, ., ==

b) Es existiert der Grenzwert limy, g w

c) Es existiert eine lineare Abbildung? ¢: R — R mit
| f(xo £+ h) — flwo) — ¢(h)]

P ]

=0.

In diesem Fall gilt f'(zg) = limy,_q LE=IG0) — 7).

AUFGABE 95. Bestimme die Ableitungen der folgenden Funktionen:
a) fulw) = B o £ 41

b) fo(z) == 2", x > 0.

c) fa(z) := cos(z)¥@) |z| < 7/2.

d) fa(x) :=1/1+ 1+ Vx, > 0.
e) fs(x) := e*” cos(In(z)), z > 0.

AUFGABE 96. Fiir a,b € R betrachte die Funktion
f: (0,00) = R, f(z) == x%b®

a) Bestimme lim, .o, f(x) sowie lim, ., f(z), falls diese vorhanden sind.

b) Bestimme alle lokalen Maxima und Minima von f.

¢) Bestimme das globale Maximum und Minimum falls diese angenommen
werden, andernfalls bestimme Supremum und Infimum.

d) Wo ist die Funktion monoton wachsend und wo monoton fallend?

e) Skizziere den Graphen von f.

Hinweis: Fiihre eine entsprechende Fallunterscheidung fiir die Werte von a und b

durch.

2Eine lineare Abbildung ¢: R — R ist eine Abbildung mit der Eigenschaft p(Az) = Ap(z),
A,z € R, d.h. eine Funktion von der Gestalt p(z) = kz, k € R.
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AUFGABE 97. Lose folgende Extremwertaufgaben:

a) Unter allen Rechtecken mit fixem Umfang U > 0 ist jenes mit grofitem
Flacheninhalt zu bestimmen.

b) Unter allen Zylindern mit kreisférmiger Basis und fixem Volumen V' > 0
ist jener mit kleinster Oberfdche zu bestimmen.

AUFGABE 98. Betrachte die Funktionenfolge

fo: R— R, fal@) == /a2 + L.

a) Zeige, dass (f,) gleichméBig gegen eine Funktion f: R — R konvergiert,
und bestimme diese Funktion f.

b) Zeige, dass jede der Funktionen f,, differenzierbar ist und bestimme f.

c) Zeige, dass die Folge der Ableitungen ( f!) punktweise gegen eine Funktion
g konvergiert, und bestimme diese Funktion g.

d) Zeige, dass g nicht differenzierbar ist.

e) Warum widerspricht dies nicht Satz 4.3.1 aus der Vorlesung?

AUFGABE 99. Bestimme die Ableitungen der Funktionen:
arsinh, arcosh, artanh und arcoth.

AUFGABE 100. Zeige

0 2kt
artanh(z Z fir alle z € (—1,1).
sowie
00 )l a2k
arsin(z) = 3 _(~1 4%%! % 1 1

k=0

L1 3 5 (2k—1)
_Z 6---(2k) 2k +1

2k+1

fir alle z € (—1,1).

Hinweis: Differenmere die zur Diskussion stehenden Gleichungen, sieche auch Bei-
spiel 4.3.13 und Beispiel 4.3.15 aus der Vorlesung.

AUFGABE 101. Es sei U C R offen. Eine Funktion f : U — R heifit n-mal
stetig differenzierbar, oder C™, falls sie n-mal differenzierbar ist und die n-te
Ableitung f™ : U — R stetig ist, n € N. Unter einer C°-Funktion versteht man
einfach eine stetige Funktion. Zeige:

a) Ist f: U — R eine (n + 1)-mal differenzierbare Funktion, dann ist f C™.

b) Sind f,g: U — R beide C" und A € R, dann sind auch f+ g, Af, fg und

g alle C™, wobei im letzten Fall g(x) # 0 fiir alle z € U vorausgesetzt sei.
¢)Sind f:V — Rund g : U — R beide C" mit g(U) C V, dann ist auch
fog:U — R wieder C"™.
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Hinweis: Induktion nach n.
AUFGABE 102. Zeige, dass die Funktion
f R R, f(x) = z?sin(1/z) fallsz #0
0 falls x =0

differenzierbar, aber nicht C* ist.

AUFGABE 103. Es sei [ ein offenes Intervall, f : I — R eine (n+ 1)-mal stetig
differenzierbare Funktion, g € I, und es bezeichne

"L Bz .
1) =3 T 0 )

k!
das n-te Taylorpolynom von f um x,. Zeige, dass es eine stetige Funktion r,,; :
I — R gibt, sodass
f(x) =Tu(2) + (x — zo)"Mrppa(z)  fiir alle z € 1.

f(”+1)(a:0)
(n+1)!

Zeige auch r,41(xg) = . Hinweis: Taylorsche Satz.

AUFGABE 104. Es sei [ ein offenes Intervall, f : I — R eine (n+ 1)-mal stetig
differenzierbare Funktion, zq € I und

f(xo) = f"(wo) = -+ = f(n)(l"o) =0 sowie f(n+1)($o) # 0.
Zeige:
a) f hat bei xq ist lokales Extremum genau dann, wenn n ungerade ist.
b) Ist n ungerade und f™*+(zy) > 0, dann hat f bei 24 ein lokales Minimum.
c) Ist n ungerade und £ (x4) < 0, dann hat f bei z ein lokales Maximum.

Hinweis: Aufgabe 103
AUFGABE 105. Es sei a > 0 fix. Diskutiere die Funktion

(x —a)e™™* fallsx >0
10 R =
Fil0o0)—R @ {0 e = 0

Zeige f ist (insbesondere bei = 0) stetig. Bestimme lim, ., f(x). Bestimme alle
lokalen Minima und Maxima. Falls vorhanden, bestimme das globale Maximum
und das globale Minimum und bestimme auch wo diese angenommen werden. Wo
wiichst und wo fillt f (streng) monoton. Wo ist f (strikt) konvex bzw. konkav.

Bestimme alle Wendepunkte von f.
AUFGABE 106. Zeige, dass die Funktion
e~ V/7* falls x £ 0

R—R =

f:R=R ) {0 falls z = 0

beliebig oft differenzierbar ist, und bestimme alle Ableitungen bei o = 0. Be-
stimme die Taylorreihe von f um xq = 0. Welchen Konvergenzradius hat diese,
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welche Fuktion stellt sie dar, und wo stimmt diese mit f iiberein? Bestimme
lim, .+, f(x). Bestimme alle lokalen Minima und Maxima. Falls vorhanden, be-
stimme das globale Maximum und Minimum, und alle Stellen wo diese angenom-
men werden. Wo ist f (streng) monoton wachsend bzw. fallend? Wo ist f (strikt)
konvex bzw. konkav? Bestimme alle Wendepunkte.

AUFGABE 107. Bestimme die folgenden Grenzwerte:

a)lhnwﬁogﬂﬁﬂ
er—1

b) limg tan(z)
¢) lim, oo zln(l + 1/x)
d) lim, %
e) lim, 1_In(z) - In(1 — x)
Hinweis: Regel von de I’'Hospital. (a) und (c) kénnen ohne Probleme auch ohne
der Regel von de I’'Hospital bestimmt werden. Wie?

AUFGABE 108. Bestimme fiir jede der folgenden Funktionen deren Taylor-
entwicklung um zy und kldre wo und gegen welche Funktion die Taylorreihe
konvergiert.

a) f(x) =12 um xo = 1. Hinweis: geometrische Reihe.

b) f(z) = =5 +27 um o = 0. Hinweis: geometrische Reihe.
) p(x) =x* — 523 + 222 — T + 1 um x5 = 2.
d) f(z) = cosh(x) um beliebiges xy € R.

Hinweis: cosh(z) = cosh(xg) cosh(x — x¢) + sinh(zo) sinh(x — x).

AUFGABE 109. Es sei f : [a,b] — R Riemann-integrierbar, f > 0, x¢ € [a, b],
f bei xy stetig und f(zg) > 0. Zeige f:f(a:)da: > 0.

AUFGABE 110. Zeige, dass jede monotone Funktion f : [a,b] — R Riemann-
integrierbar ist. Hinweis: O.B.d.A. (Warum?) sei f monoton wachsend. Fiirn € N
betrachte die Zerlegungen Z™ = {z{,z},...,a'} von [a,b] mit 2} = a + (b;—a)i,
¢t = 0,1,...,n. In dieser Situation ldsst sich O zn — U z» durch eine einfache
Formel ausdriicken, aus der dann die Riemannintegrierbarkeit von f folgt.

AUFGABE 111. Es sei f : [a,b] — R Riemann-integrierbar. Weiters sei m :=
inf f([a,b]) und M := sup f([a,b]). Zeige es existiert p € [m, M| mit f; f(z)dx =
(b — a). Diskutiere den Zusammenhang mit dem Mittelwertsatz der Integral-
rechnung. Hinweis: Verwende m < f < M und Proposition 5.2.5.

AUFGABE 112. Es seien p > 1 und f,g : [a,b] — R zwei Riemann-integrier-
bare Funktionen. Beweise die Minkowsi Ungleichung
1f+gllp < [1f1lp + llglly

Hinweis: Verwende die Holdersche Ungleichung aus Proposition 5.3.15 und gehe
wie im Beweis von Proposition 4.5.24 vor.
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AUFGABE 113. Fiir das Gauflsche Wahrscheinlichkeitsintegral zeige
o0 (_1)k x2k+1

— i —t2/2 34 _
Wiz): /06 dat ;2%!(%“)’

und bestimme damit W (1) bis auf die vierte Nachkommastelle. Hinweis: Ver-
wende die Potenzreihendarstellung der Exponentialfunktion, Korollar 5.3.11 und

etabliere eine geeignete Abschitzung fiir den Fehler }W( — Y ho3F ,g, (21,;;1)
AUFGABE 114. Zeige mittels partieller Integration
k-1
kE—1
/sink(a:)da: = _cos(@) S/ln (@) +— /sink2(a:)da:, k#0,

und Verwende dies um f sink (x)dx fir £ = 0,1,2,3,4 zu bestimmen. Weiters
berechne fo sin®(x)dz fiir alle k& € N.

AUFGABE 115. Zeige mittels partieller Integration

/xk sin(z)dr = —2* cos(z) + k/$k_1 cos(x)dx
und
/xk cos(z)dr = x¥ sin(x) — k‘/a:k_l sin(x)dx

Verwende dies um [ 2" sin(z)dz und [ 2* cos(z)dx fiir k = 0,1, 2, 3 zu bestimmen.
Fiir die bestimmten Integrale, k € N,

/2 w/2
Sk 1= / g¥sin(r)dr  und ¢ = / o cos(z)dx.
0 0

leite die folgenden Rekursionsformeln her, k£ € N:

50 =1 co=1
Sk = kcp_q e = (1/2)% = ksp_
sp=k(m/2)F 1 — k(k —1)s_s cr = (m/2)" — k(k — 1)cp_s

Berechne damit fo 28 cos(z)dz.

AUFGABE 116. Zeige mittels partieller Integration

/ln(m)kdx = zln(x)" — /{:/ln(x)k_ldx
und verwende dies um [ In(x Yedz fiir k = 0,1,2,3,4 zu bestimmen. Fiir die
bestimmten Integrale [}, := fl ln z)*dz leite die Rekursionsformel
lk =€ — klk,1

her, und verwende dies um [ In(z)%dz zu berechnen.
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AUFGABE 117. Bestimme die folgenden Integrale:

V2x + 3dx, d—x, sin?(3x + 4)dx, 2T g
or + 6
V5z

Hinweis: Substitution

AUFGABE 118. Bestimme
/ sin(x)'cgs(x) i - / 1%e® + 2xe” + 26 .
1 + sin®(z) r?e” + e2* 4+ 7
Hinweis: Beispiel 5.7.12

AUFGABE 119. Verifiziere die Folgenden Integrale die beim Integrieren mittels
Partialbruchzerlegung aufgetreten sind, e, f € R, €2 —4f <0, k € N:

/ dz B 2 2rx +e
e tert [ \Jif —é VAf ¢
/ xdx C In(e®+ex+f) e / dr

2 4er+ f 2 2) 22qer+f

arctan

/ dﬂ? o 2$+€
(22 +ex+ f)F (k—1)(4f — e2)(2® + ex + f)*1

2(2k — 3) dx
i (k—1)(4f — €?) / (22 + ex + f)F-1

rdx B 1
/ (22 4ex+ f)F  2(k—1)(22+ex + f)F!

e dx
2/(x2+ex+f)k k22

AUFGABE 120. Mit Hilfe der Formeln in Aufgabe 119 bestimme

/ xdx
(22 + 2+ 1)2

und verifiziere das Ergebnis durch Differenzieren.

AUFGABE 121. Bestimme
/ 93 — 28 _ 9
dx
(er = D)(e* + 1)

und verifiziere das Ergebnis durch Differenzieren. Hinweis: Beispiel 5.8.2

AUFGABE 122. Bestimme:
/ T =z +2
T+vT+2

und verifiziere das Ergebnis durch Differenzieren. Hinweis: Beispiel 5.8.4

dx
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AUFGABE 123. Bestimme das folgende uneigentliche Integral

/°° dx
0o 1+ a3

AUFGABE 124. Zeige, dass das uneigentliche Integral [~ e~**/2dz konver-
giert, und folgende Indentitéat gilt:

1 0 9 1 o 5
— = -z /2 = — -z /2
F(2> \/5/0 e~ 2dy \/5/_006 dx (5)

Hinweis: Die Konvergenz des Integrals ldsst sich mit Hilfe einer konvergenten
Majorante beweisen. Fiir (5) verwende eine Substitution.

AUFGABE 125. Bestimme alle maximalen Losungen der Differentialgleichung?

Y =(y—1)y—2).

Fertige eine Skizze der Losungskurven an. Bestimme auch jene maximale Losung
y die der Anfangsbedingung y(5) = 7 geniigt.

AUFGABE 126. Bestimme alle maximalen Losungen der Differentialgleichung®

, 423

ey

Y

Fertige eine Skizze der Losungeskurven an. Bestimme auch jene maximale Losung
die der Anfangsbedingung y(0) = e geniigt.

AUFGABE 127. Bestimme alle maximalen Losungen der Differentialgleichung®

y = zy + 5w
AUFGABE 128. Bestimme alle maximalen Losungen der Differentialgleichung®
2
y’z—y+x2(:os(:c), x>0
x

AUFGABE 129. Bestimme ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung”
y/// _ 5y// + 11y/ _ 15y — O

3Es gibt zwei konstante Losungen 3 : R — R, y(z) =1, und y : R — R, y(x) = 2. Dariiber

hinaus existieren drei Familien maximaler Losungen: y : (C,00) — R, y(z) = ?:2%, C eR;
y:(—00,0) = R, y(z) = f;ﬁ%, CeRundy:R—R, y(z) = ﬁgjﬁi, CeR.

Fir C e R, C > 0,ist y : R — R, y(z) = In(z* + O) eine maximale Losung. Fiir
CeR,C <0, sindy: (vV-—C,00) — R, y(x) = In(z* +C) und y : (—o00,—v—-C) — R,
y(z) = In(z* + C) eine maximale Losung.

5Jede maximale Losung ist von der Form y : R — R, y(z) = —5 + C’e””Q/Q, C eR.

6Jede maximale Losung ist von der Form y : (0,00) — R, y(z) = 2 sin(z) + Cz?, C € R.

"Losung: e” sin(2z), e* cos(2z), e3*
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AUFGABE 130. Bestimme ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung®
y® — 2y 4 2y =
AUFGABE 131. Bestimme alle maximalen Losungen der Differentialgleichung®
y" +y = cos(x)

Zeige lim, . |y(z)| = oo fur jede Losung y (Resonanzkatastrophe!)

AUFGABE 132. Bestimme alle maximalen Lésungen der Differentialgleichung!®
y" + 2y + 2y = cos(z)

Was kann iiber das Langzeitverhalten (z — oo) der Losungen gesagt werden?

8Losung: 1, x, 22, *sin(z), e* cos(z)

9Jede Losung lisst sich eindeutig in der Form y : R — R, y(z) = A;sin(z) + Ag cos(z) +
g sin(z), A1, A2 € R, schreiben.

10jede Losung lisst sich eindeutig in der Form y : R — R, y(z) = Ae *sin(z) +
Aoe~ 7 cos(x) + % cos(z + ), mit ¢ = arcsin(—2/v/5), und i, Ao € R, schreiben. Fiir grofe =
sind die exponentiell abklingenden Terme sehr klein, und die Losung nahe bei der periodischen
Losung x — % cos(z + ¢).



