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1. Vorbemerkungen

Einige der unzéhligen Lehrbiicher fiir Analysis sind [J1, M1, [H1l, K1]. Die
jeweiligen zweiten Bénde [J2, M2, [H2|, [K2] decken in etwa den Stoff der Vorle-
sung “Analysis fiir Physik und verwandte Fécher 2”ab. [J1l, [M1] sind fiir Physik-
studentInnen bzw. angehende Igenieure geschrieben, [H1), 1] richten sich eher

an MathematikstudentInnen. Grundlegendes zur Mengenlehre findet sich etwa in
[H1], [M1], siehe aber auch [C].

1.1. Mengen.

1.1.1. DEFINITION (Cantof]). Unter einer Menge verstehen wir jede Zusam-
menfassung von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung
oder unseres Denkens zu einem Ganzen ]

Die “wohlunterschiedenen Objekte unserer Anschauung oder unseres Denken”
einer Menge werden ihre Elemente genannt. Ist A eine Menge und z ein Element
von A dann schreiben wir x € A. Ist x kein Element von A, so wird dies durch
x ¢ A notiert. Zwei Mengen sind gleich wenn sie dieselben Elemente haben.
Mengen die nur endlich viele Elemente besitzen werden endliche Mengen genannt.
Ist A eine endliche Menge so bezeichnet |A| die Anzahl ihrer Elemente [

Mengen koénnen durch explizite Auflistung ihrer Elemente angegeben wer-
den, hierfiir verwenden wir die geschungenen sogenannten Mengenklammern. Es
kommt dabei nicht auf die Reihenfolge oder etwaige Wiederholungen an, etwa|]

A:=1{1,2,31={1,1,2,3} = {3,2,1} oder B:={2,3,4,...,42}.

In diesem Fall gilt 1 € A, 1 ¢ B, |A| =3 und |B| = 41.
Die folgenden Mengen werden uns oft begegnen, sie haben standardisierte
Bezeichnungen:

0={} die leere Menge (keine Elemente)
N=1{1,2,3,4,...} Menge der natiirlichen Zahlen
No={0,1,2,3,4,...} Menge der natiirlichen Zahlen plus Null
Z={..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} Menge der ganzen Zahlen

Q= {§ | p,q € Z,q # 0} Menge der rationalen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen

Sind A und B zwei Mengen, und ist jedes Element von A auch Element von
B dann nennen wir A eine Teilmenge von B und schreiben A C B oder B D A.

!Georg Cantor, 1845-1918.

Dies wird als naiver Mengenbegriff bezeichnet, im Gegensatz zu axiomatischen Zugingen
wie etwa der Zermelo—Fraenkel Mengenlehre.

3Fiir die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge A wird manchmal auch $A4 geschrieben.

“Das Zeichen “:=" in der Schreibweise X := Y bedeuted Gleichheit nach Definition, X
wird durch Y definiert.
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Ist A keine Teilmenge von B so schreiben wir A ¢ B oder A 2 B E| Offensichtlich
gilt A = B genau dann wenn sowohl A C B als auch B C A. Ist A C B und
A # B dann wird A eine echte Teilmenge von B genannt und dies durch A C B
oder A ;Ct B notiertﬁ Beispielsweise gilt

PCNCNyCZCQCR. (1)

Die Menge der reellen Zahlen R kénnen wir mit der Menge der Punkte der
Zahlengerade identifizieren. Dabei entspricht einer reellen Zahl a € R jener Punkt
auf der Zahlengerade mit z-Koordinate a. Wegen kénnen wir also auch die
Mengen N, Z, Q, usw. als Teilmengen der Zahlengerade interpretieren. Malen wir
mit Kreide oder Tinte einen Strich, gewinnen wir ein Bild der reellen Zahlen und
ihrer Teilmengen. Der (gewaltige) Unterschied zwischen Q und R ist in diesem
Bild allerdings nicht zu sehen.

Folgende Teilmengen von R werden als allgemeine Intervalle bezeichnetﬂ

[a,b] :={z eR|a<x<b} kompaktes Intervall, a < b
(a,b) :={z €R|a<xz<b} offenes Intervall, a < b
(a,b) :={zeR|a<x<b} halboffenes Intervall, a < b
[a,b) ={z €R|a<z<b} halboffenes Intervall, a < b
[a,00) :={z €R|a<x} abgeschlossener Halbstrahl
(—00,b] :={z eR |z < b} abgeschlossener Halbstrahl
(a,00) :=={z €R|a <z} offener Halbstrahl
(—o0,b):={zeR |z <b} offener Halbstrahl
(—o00,00) ;=R Menge der reellen Zahlen

Auch die folgenden Schreibweisen werden oft verwendet:

R* := (0, 0) Qt:={zeQ]x>0}
Ry :=[0,00) Qf ={rxeQl|z>0}
R™ :=(—00,0) Q ={zeQ|z<0}
Ry := (—00,0] Q) ={reQ|x <0}
R*:={x e R |z #0} Q:={zxeQ]|z#0}

1.1.2. SaTz. v2 ¢ Q.

SBeachte, dass aus A ¢ B nicht B C A folgt.

SManche Autoren verwenden A C B synonym mit A C B. Die Schreibweise A ; B macht
jedenfalls unmissversténdlich klar, dass eine echte Teilmenge gemeint ist.

"Manche Autoren verwenden die Bezeichnungen ]a, b[, ]a,b], [a, b], [a, 0], | — 00, b], ]a, co],
] = 00,b[ und | — o0, o0 fiir (a,b), (a,b], [a,b), [a,c0), (—o0,b], (a,00), (—o0,b) und (—o0, c0).
Die runden Klammern werden also durch umgekehrte eckige ersetzt.
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BEWEIS. Der Beweis geht auf die griechische Antike zuriick. Er bildet ein
klassisches Beispiel eines indirekten Beweises und geht wie folgt. Zwei Fille sind
maoglich, entweder v/2 € Q oder v/2 ¢ Q. Angenommen der erste Fall tritt ein,
also v2 € Q. Wir werden unten durch logisches Schlussfolgern daraus einen
Widerspruch herleiten. Der erste Fall kann daher nicht eintreten. Bleibt nur der
zweite, und daher muss v/2 ¢ Q gelten.

Nun aber zum Herzstiick des Beweises. Indirekt angenommen v/2 € Q. Dann
gibt es natiirliche Zahlen p, ¢ € N, sodass

_P
\/i_q. (2)

Durch Kiirzen des Bruchs kénnen wir auch erreichen:
p und ¢ sind teilerfremd, d.h. haben grofiten gemeinsamen Teiler 1. (3)

Durch Quadrieren von (2]) erhalten wir 2¢? = p?, also ist p? gerade. Daher muss
auch p gerade sein, also existiert eine Zahl » € N mit p = 2r. Durch Quadrieren
folgt p?* = 4r? und wegen 2¢> = p? daher 2¢> = 4r2. Division durch 2 gibt
q*> = 2r%, also ist ¢ gerade. Daher ist auch ¢ gerade. Da p und ¢ beide gerade
sind, sind sie nicht teilerfremd, ein Widerspruch zu .

Die Annahme /2 € Q fiihrt uns also auf einen Widerspruch. Wir schliefen
daraus v/2 ¢ Q. O

1.1.3. BEMERKUNG. Die Methode die wir im Beweis von Satz[I.1.2] kennen ge-
lernt haben, kann allgemeiner wie folgt beschrieben werden. Es sei P eine Aussage
von der wir zeigen mochten, dass sie wahr ist.ﬁ Indirekt angenommen das Gegen-
teil =P, d.h. die Verneinung von P, wire Wahr.ﬂ Gelingt es aus dieser indirekten
Annahme einen Widerspruch herzuleiten [ dann miissen wir diese Annahme ver-
werfen, =P kann nicht wahr sein. Wir schlieflen daraus, dass P wahr ist.E| Diese
Beweismethode wird als indirekter Beweis bezeichnet, wir werden sie noch oft
antreffen.

1.2. Einfache Konstruktionen mit Mengen. Fiir zwei Mengen A und B
sind Durchschnitt, Vereinigung und Mengendiﬁerenziﬂ wie folgt definiert:

ANB:={z |z € Aund z € B}
AUB :={z |z € Aoder x € B}
A\B:={z |z € Aund z ¢ B}

Zwei Mengen werden disjunkt genannt wenn sie leeren Durchschnitt haben.

8Tm obigen Fall ist dies die Aussage: v2 ¢ Q.

9m obigen Fall ist dies die Aussage: v/2 € Q.

ODjes bildet den Hauptteil des Beweises.

H'\Weil einer von zwei Fillen eintreten muss: entweder ist P wahr oder es ist =P wahr.
2Fiir A\ B wird manchmal auch A — B geschrieben.
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Fiir Mengen Ay, ..., A, sind auch die folgenden Schreibweisen gebrauchlich:

=1

UAZ-::AluAQUWUAn
=1

Beachte (L, A; = [j_, 4; sowie U, Ai = U;_, 4;.
1.2.1. BEISPIEL. Bezeichne mit
Ngerade := {z € N | x gerade} = {2,4,6,...}
die Menge der geraden natiirlichen Zahlen, und mit
Nungerade := {# € N'| z ungerade} = {1,3,5,...}
die Menge der ungeraden natiirlichen Zahlen. Dann gilt offensichtlich
Ngerade N Nungerade = Ngerade U Nungerade = N
N\ Ngerade = Nungerade N\ Nungerade = Ngerade
Insbesondere sind die beiden Mengen Ngerage Und Nypgerade disjunkt.
Sind A, B und C' drei Mengen, dann gelten die beiden Distributivgesetze:
(AUB)NC=(AnC)u(BNQC)
(ANB)UC =(AUC)N(BUCQC)
Sind A und B zwei endliche Mengen dann gilt:
|AUB|+|ANB|=|A| +|B|
|JAUB|—|ANB|=|A\ B|+|B\ A|

Fiir zwei Mengen A und B ist ihr kartesisches Produkt als die Menge der
geordneten Paare

AxB:={(a,b)|a€ Aund b€ B}

deﬁniertﬁ Beachte, dass es bei den Paaren (a,b) sehr wohl auf die Reihenfolge
ankommt, denn es gilt (ai,b;) = (a9, by) genau dann wenn a; = ag und by = bs.
Analog ist fiir Mengen Ay, As, ..., A, ihr kartesisches Produkt als die Menge der
geordeten n-Tupel definiert:

HAz I:A1 XAQX "'XAn = {(al,ag,...,an) ‘ aieAi}
=0

Beachte, dass wieder [[, A; = [[j_, A;. Auch die Notation
A= Ax Ax---x A= {(a1,a2,...,a,) | a; € A}

n mal

13Hier ist mit (a,b) ein Zahlenpaar und nicht ein offenes Intervall gemeint!
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wird oft verwendet.

1.2.2. BEISPIEL. Nach Descarted™] kénnen wir die Menge R? = R x R mit
der Menge der Punkte der Ebene identifizieren. Dabei entspricht einem Element
(a,b) € R? der Punkt der Ebene mit z-Koordinate a und y-Koordinate b. Analog
entsprechen die Elemente von R? den Punkten im 3-dimensionalen Raum.

1.2.3. BEISPIEL. Die Teilmenge [0,1]> = [0,1] x [0, 1] von R? entspricht dem
Einheitsquadrat in der Ebene, inklusive Randpunkte.

1.2.4. BEISPIEL. Die Teilmenge {0,1}2 = {0,1} x {0,1} x {0,1} von R3 =
R x R x R entspricht den Ecken des Einheitswiirfels im 3-dimensionalen Raum.
Fiir drei Mengen A, B und C' gilt:
(ANB)xC=(AxC)N(BxC(C)
(AUB)xC=(AxC)U (B xC(C)
Sind A und B zwei endliche Mengen, dann ist
|A x B| = |A]-|B].
1.3. Abbildungen.

1.3.1. DEFINITION. Seien A und B zwei Mengen. Unter einer Funktion oder
einer Abbildung von A nach B verstehen wir eine Vorschrift die jedem Element
von A ein eindeutiges Element in B zuordnet[7]

Ist f eine Abbildung von A nach B dann notieren wir dies durch
f: A— B.

Dabei wird A der Definitionsbereich und B der Wertebereich der Abbildung ge-
nannt. Ist z € A dann wird das durch die Abbildung f zugeordnete Element in
B durch f(z) bezeichnet und der Funktionswert der Funktion f bei x oder das
Bild von x unter f genannt. Im Ausdruck f(z) wird z auch als das Argument der
Funktion bezeichnet. Zwei Abbildungen f: A — B und ¢g: C' — D sind gleich,
genau dann wenn A = C, B = D und f(z) = g(z) fiir alle x € A.

1.3.2. BEISPIEL. Einfache Beispiele von Funktionen sind:
fi:r R=R, fi(r):=17 (konstante Funktion)
for Z—1Z, fy(n) :=3n+4
f3: R—= RS, fi(z) = 2?

1
f4: R\{_272}_)Ra f4(l’) =3
x?—4
14René Descartes, 1596-1650, auch unter dem Namen Renatus Cartesius bekannt, daher
der Name kartesisches Produkt.
5Wir verwenden hier die Begriffe Funktion und Abbildung synonym. Es ist jedoch iiblich
nur reell- oder komplexwertige Abbildungen als Funktionen zu bezeichnen.
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1.3.3. BEISPIEL. Beachte, dass der Ausdruck
n
g: LT g(n) = (@)

keine Funktion definiert, da § i.A. keine ganze Zahl ist, also nicht im angegebenen

Wertebereich Z liegt["| Ebenso definiert der Ausdruck
1
h: R—R, h(x):= o (5)

keine Funktion, da nicht klar ist welchen Wert diese bei x = 0 annehmen SOHH

Man sagt: “die ‘Funktionen’ und sind nicht wohldefiniert.”

1.3.4. BEISPIEL. Fiir die Angabe einer Funktion sind unzéhlige Notationen
gebréduchlich. Um nur einige an einem konkreten Beispiel zu nennen:

FR\{O} - RY, fa)i=
f: R\{0} — R, Wy:ﬁ

f: R\ {0} - R, mr—>i2

x
1

R\ {0} - R", 2+

f(x):—%, reRx#0
f(x):z%, x#0

1
yZ:—2, .I'7£0
X

Beachte, dass in den letzten drei Beispielen der Wertebereich der Funktion nicht
angegeben wird. Bei diesen Notationen ist daher unklar ob eine Funktion f: R\
{0} — R" oder z.B. eine Funktion f: R\ {0} — R gemeint ist. In den letzten
beiden Beispiel wird sogar der Definitionsbereich nur mehr angedeutet. Wenn aus
dem Zusammenhang hervor geht welche Funktion damit wirklich gemeint ist, oder
wenn Definitions- bzw. Wertebereich fiir die Problemstellung irrelevant sind, dann

6Djes lisst sich leicht beheben, denn g: Z — R, g(n) = % stellt eine Funktion dar.

Genauso gut konnten wir diesen Makel aber z.B. auch so los werden g: Ngerade — Z, g(n) := 3.

Streng genommen sind dies zwei verschiedene Funktionen, da ja Definitions- und Wertebereich

nicht {ibereinstimmen. Welche dieser Funktionen am geeignetsten ist, hangt vom Kontext.
17Auch dies liisst sich beheben, denn h: R\ {0} — R, h(z) := 1 stellt eine Funktion dar.

Wir koénnten aber z.B. auch so eine wohldefierte Funktion erhalten:

L fallsz #0

h: R—=R, h(z):=
(@) {7 falls x=0

Die Definition h(0) := 7 wirkt willkiirlich, ob sie geignet ist héingt vom Zusammenhang ab.
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haben die sparsamen Notationen sicherlich ihrer Vorteile. Um unmissverstdnd-
lich klar zu machen von welcher Funktion die Rede ist, sollten Definitions- und
Wertebereich angegeben werden, siehe die Diskussion in [J1l Seite 7ff].

Sind f: A— Bund g: B — C zwei Abbildungen dann ist ihre Komposition
auch Verknipfung oder Hintereinanderschaltung durch

gof: A—=C, (gof)(z):=g(f(x))

definiert, und wird als “g ring f” oder “g nach f” gelesen@ Fiir drei Funktionen
f: A= B,g: B— Cund h: C — D gilt stets

ho(gof)=(hog)of. (6)

Wir bezeichnen mit id4: A — A, die identische Abbildung, id4(x) := z. Fiir jede
Funktion f: A — B gilt

foidy=f und idgof =Ff. (7)

1.3.5. BEISPIEL. Betrachte die Funktionen f: R — R, f(z) := 2 + 1, und

g: R—=R, g(z) =23 Dannist go f: R — R durch (go f)(z) = (z+1)3 = 2 +

322 +3x+1 gegeben. Beachte, dass go f nicht mit fog: R — R, (fog)(z) = 23+1

uberein stimmt.

Ist f: A — B eine Abbildung und S C A eine Teilmenge, dann verstehen wir
unter der Finschrinkung von f auf S die Abbildung

fls: S—= B, (fls)(z) == f(z). (8)
Ist f: A — B eine Abbildung und S C A eine Teilmenge, dann heifit
f(S) =A{f(z) |z €S} (9)

das Bild der Teilmenge S unter f. Beachte, dass fiir x € A gilt f({z}) = {f(x)}.
Ist f: A — B eine Abbildung und 7" C B eine Teilmenge, dann heifit

JTUT) ={z € Al f(x) €T} (10)
das Urbild der Teilmenge T unter f.

1.3.6. PROPOSITION. Fs sei f: A — B eine Abbildung. Weiters seien Sy, So
zwei Teilmengen von A, und 11, Ty zwei Teilmengen von B. Dann gilt:

a) fﬁ (IiNTy) = fﬁl(Tl)mffl(TQ)
WTUTy) =f1! (Tl)Uf7(2)
CTh= f1(T)Cf (T
S1NSy) C f(S 1)ﬂf(52)
S1USs) = f(S1) U f(S2).
1 € Sy = f(S1) C f(52).

BDabei ist es wesentlich, dass der Wertebereich von f mit dem Definitionsbereich von g
iibereinstimmt, da ja sonst der Ausdruck g(f(z)) keinen Sinn macht.
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BEWEIS. Ad (d): Fiir z € A gilt:
x e fﬁl(Tl N TQ) =% f(l') S T1 N T2
& f(r) €Ty und  f(x) €Ty
srecfN(T) und ze f(Ty)
s e (NN ()
Es folgt f~H(TiNTy) = f~H(Ty)Nf~1(T3). Genauso lisst sich (b)) zeigen. Ad (d): Es
sei Ty C Ty Ist z € f~4(T}), dann f(x) € Ty und wegen Ty C T daher f(z) € Ty,
also ¥ € f~1(Ty). Wir schlieBen f~1(T1) € f~H(T3). Ad (d): Ist y € £(S1 N Sy),
dann existiert © € S} NSy mit f(x) = y. Wegen = € S; folgt f(x) € f(51), und

aus ¢ € Sy folgt f(z) € f(53). Daher gilt y = f(x) € f(S1) N f(S2). Damit ist
f(S1NSy) C f(S1) N f(S2) gezeigt. Ad @: Fiir y € B gilt:

y € f(S1US;) & es existiert x € S; U Sy mit f(x) =y
< entweder existiert x; € S} mit f(z1) =y
oder es existiert x5 € Sy mit f(xe) =y
< entweder y € f(51) oder y € f(Ss)
&y € f(S) U f(S)

Daher folgt f(S1U Ss) = f(S1) U f(S2). Ad (f): Sei Si C Ss. Ist y € f(S1), dann
existiert z € S mit f(x) = y. Wegen S; C S5 gilt auch x € Sy, und wir erhalten
y = f(x) € f(S2). Damit ist f(S1) C f(S2) gezeigt. O

1.3.7. BEISPIEL. Betrachte die Funktion f: R — R, f(z) := z*. Dann gilt
JRYNAR ) =f0)=0 und fRY)NfF(R)=R"NR" =R".
Wir sehen daher, dass in Proposition [L.3.€](d) i.A. keine Gleichheit gilt.

1.3.8. BEMERKUNG. Ist f: R — R eine Funktion, dann kénnen wir ihren
Graphen
Iy:={(z, f(z)) |z € R} CR?

betrachten. Identifizieren wir R? mit der Ebene erhalten wir die vertrauten Bilder
(der Graphen) von Funktionen.

1.4. Injektivitiat und Surjektivitit.

1.4.1. DEFINITION. Eine Abbildung f: A — B heifit surjektiv oder eine Sur-
jektion falls gilt: Fiir jedes b € B existiert ein x € A mit f(x) = bm In Zeichen:

Voe Badre A: f(x)=b

9Hierbei wird nicht ausgeschlossen, dass méglicherweise viele weitere Element y € A,
y # x, mit f(y) = b existieren.
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Die Abbildung f: A — B ist surjektiv, genau dann wenn fiir jedes fixe b € B
die Gleichung f(z) = b zumindest eine Losung x € A besitzt. Mit Hilfe von (9]
konnen wir dies auch so formulieren: Eine Abbildung f: A — B ist surjektiv
genau dann wenn f(A) = B.

1.4.2. BEISPIEL. Die Funktion

f:{1,2,3,4} = {7,8,9}, f(1):=9, f(2):=7, f(3):=9, f(4):=38

ist surjektiv. Die Funktion

g: {1,2,3,4} —{7,8,9}, g¢(1):=7, g(2):=9, 9(3):=7, g(4):=9

ist nicht surjektiv, da 8 nicht als Funktionswert von g auftritt.

1.4.3. BEISPIEL. Die Funktion f: Q — Q, f(x) := 2z, ist surjektiv, denn ist
b € Q dann gilt f(z) = b fiir x = 2. Beachte jedoch, dass ihre Einschréinkung
flo+: Q" — Q, z — 2z, nicht surjektiv ist, da sie ja nur positive Werte annimmt.

1.4.4. BEISPIEL. Die Funktion f: R — R, f(z) := 22, ist nicht surjektiv,
da sie nur positive Werte annimmt. Beachte aber, dass die Funktion ¢g: R —
Ry, g(z) := 2%, sehr wohl surjektiv ist, da jede nicht negative reelle Zahl eine
Quadratwurzel besitzt.

1.4.5. BEISPIEL. Die Funktion f: Q — Qg, f(z) := 2?, ist nicht surjektiv,
denn z.B. 2 € QF ist nicht das Quadrat einer rationalen Zahl, siche Satz

Ob eine Abbildung surjektiv ist oder nicht hangt stark von ihrem Definitions-
und Wertebereich ab, nicht blof§ von ihrem “Bildungsgesetz.” Ist f: A — B eine
beliebige Abbildung, dann ist f: A — f(A), f(z) := f(z), stets surjektiv. Jede
Abbildung kann also durch geeignete Verkleinerung ihres Wertebereichs “surjek-
tiv gemacht werden.”

1.4.6. PROPOSITION. Sind f: A — B und g: B — C zwei surjektive Abbil-
dungen, dann ist auch ihre Komposition go f: A — C surjektiv.

BEWEIS. Sei ¢ € C beliebig. Da g surjektiv ist, existiert b € B mit g(b) = c.
Da f surjektiv ist, existiert a € A mit f(a) = b. Wir erhalten dann (g o f)(a
g(f(a)) = g(b) = c. Damit ist gezeigt, dass g o f surjektiv ist.

o e

1.4.7. PROPOSITION. Es seien f: A — B und g: B — C' zwei Abbildungen
sodass go f: A — C surjektiv ist. Dann ist auch g surjektiv.

BEWEIS. Sei ¢ € C. Da g o f surjektiv ist, existiert a € A mit (go f)(a) = c.
Setzen wir b := f(a) so folgt g(b) = g(f(a)) = c. Also ist g surjektiv.

1.4.8. BEISPIEL. Betrachte die Funktionen f: Rj — R, f(z) := z, und
g: R — R{, g(z) := 2% Dann ist g o f surjektiv, aber f ist nicht surjektiv.
Aus der Surjektivitdt von g o f kann also i.A. nicht auf die Surjektivitdt von f
geschlossen werden, vgl. Proposition [1.4.7]
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1.4.9. PROPOSITION. Ist f: A — B eine surjektive Abbildung zwischen end-
lichen Mengen dann gilt |A| > |B].

BEWEIS. Sei n := |B| und B = {by,by,...,b,}. Da f surjektiv ist, existieren
ap,as, ... a, € A mit f(a;) = by, f(az) = ba,..., f(a,) = b,. Die Elemente
ai,as,...,a, € A missen alle verschieden sein, denn ihre Funktionswerte unter
f sind alle verschieden. Es folgt |A| > n = |B|. O

1.4.10. DEFINITION. Eine Abbildung f: A — B heifit injektiv oder eine In-
jektion falls gilt: Fiir jedes x € A und jedes y € A mit f(x) = f(y) gilt z = y. In
Zeichen:

Vee AVye A: f(z)=fly) =xz=y

Etwas anders formuliert: Die Abbildung f: A — B ist injektiv genau dann
wenn gilt: Fiir jedes € A und jedes y € B mit x # y gilt f(z) # f(y). In
Zeichen

Vec AVyecAix#y= f(x)# f(y)

In anderen Worten, eine Abbildung f: A — B ist injektiv genau dann wenn
verschiedene Argumente auch verschiedene Bilder unter f haben. Eine Abbildung
f: A — B ist injektiv, genau dann wenn fiir jedes fixe b € B die Gleichung
f(x) = b hochstens emelﬂ Losung = € A besitzt. Noch etwas anders ausgedriickt,
siehe , eine Abbildung f: A — B ist injektiv genau dann wenn fiir jedes
b € B die Teilmenge f~'({b}) von A aus héchstens einem Element besteht ]

1.4.11. BEISPIEL. Die Funktion
f1{1,2,3} = {6,7,8,9}, f(1):=9, f(2):=8, f(3):=6

ist injektiv. Die Funktion

ist nicht injektiv, denn 1 und 3 werden unter g beide auf 6 abgebildet.

1.4.12. BEISPIEL. Die Funktion f: Z — Z, f(n) := 3n, ist injektiv, denn aus
3n = 3m folgt n = m.

1.4.13. BEISPIEL. Die Funktion f: R — R, f(x) := 22, ist nicht injektiv,
da stets f(z) = f(—=x) gilt. Beachte jedoch, dass f|g+: RT — R, x — 2%, sehr
wohl injektiv ist, denn eine relle Zahl hat hochstens eine positive Quadratwur-
zel. Ob eine Funktion injektiv ist oder nicht hingt daher nicht nur von ihrem
“Bildungsgesetz,” sondern auch von ihrem Definitionsbereich ab.

1.4.14. PROPOSITION. Sind f: A — B und g: B — C zwei injektive Abbil-
dungen, dann ist auch ihre Komposition go f: A — C injektiv.

20mpglicherweise gar keine

214 h. ein oder kein Element besitzt.
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BEWEIS. Seien z,y € A mit (go f)(z) = (g0 f)(y). Aus der Definitions der
Komposition erhalten wir g(f(x)) = g(f(y)). Da g injektiv ist, folgt f(z) = f(y),
und wegen der Injektivitat von f gilt daher x = y. Also ist g o f injektiv. 0J

1.4.15. PROPOSITION. Es sein f: A — B und g: B — C zwei Abbildungen
sodass go f: A — C injektiv ist. Dann ist auch f injektiv.

BEWEIS. Seien z,y € A und f(z) = f(y). Dann folgt (g o f)(x) = g(f(z)) =
9(f(y)) = (go f)(y). Da g o f injektiv ist, erhalten wir x = y. Daher ist f
injektiv. 0

1.4.16. BEISPIEL. Betrachte die Funktionen f: N — Z, f(n) := n, und
g: Z — Z, g(n) := n? Dann ist g o f injektiv, aber g ist nicht injektiv. Aus
der Injektivitdt von g o f kann daher i.A. nicht auf die Injektivitdt von g ge-
schlossen werden, vgl. Proposition [1.4.15]

1.4.17. PROPOSITION. Ist f: A — B eine injektive Abbildung zwischen end-
lichen Mengen, dann gilt |A| < |B|.

BEWEIS. Sei n = |A| und A = {ay,a9,...,a,}. Da f injektiv ist sind die
Elemente f(ay), f(az),..., f(a,) € B alle verschieden. Es folgt |B| > n = |A|. O

1.4.18. BEMERKUNG. Die Begriffe “injektiv” und “surjektiv” sind unabhéngig
von einander: Es gibt Funktionen die injektiv aber nicht surjektiv sind, es gibt
Funktionen die surjektiv aber nicht injektiv sind, es gibt Funktionen die sowohl
injektiv als auch surjektiv sind, und es gibt Funktionen die weder injektiv noch
surjektiv sind.

1.5. Bijektivitdt und Umkehrabbildung.

1.5.1. DEFINITION. Eine Abbildung heifit bijektiv oder eine Bijektion falls sie
injektiv und surjektiv ist.

Die Abbildung f: A — B ist also bijektiv genau dann wenn zu jedem b € B
genau ein] Element z € A existiert, fiir das gilt f(x) = b. D.h. fiir jedes fixe
b € B hat die Gleichung f(z) = b eine eindeutige Losung = € A.

Es sei f: A — B eine Abbildung. Eine Abbildung g: B — A heifit eine
Umkehrabbildung von f falls gilt

gof=idy und fog=idp.

1.5.2. PROPOSITION. FEine Abbildung ist bijektiv genau dann wenn sie eine
Umkehrabbildung besitzt. In diesem Fall ist die Umkehrabbildung eindeutig be-
stimmit 2

224.h. ein und nur ein
2D.h.sind g1: B— Aund go: B — A zwei Umkehrabbildungen von f, dann gilt g; = go.
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BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass jede Bijektion f: A — B eine Umkehr-
abbildung besitzt: Wir erinnern uns, dass auf Grund der Bijektivitdt von f, fiir
jedes b € B ein eindeutiges * € A mit f(z) = b existiert. Dies definiert eine
Funktion g: B — A wobei b € B eben jenes € A mit f(z) = b zugeordnet
wird. Offensichtlich gilt dann f(g(b)) = b fiir jedes b € B, sowie g(f(z)) = x fiir
jedes x € A. Also ist g eine Umkehrabbildung zu f.

Als néchstes zeigen wir, dass wenn f eine Umkehrabbildung zulésst, f auch
bijektiv sein muss: Sei dazu g: B — A eine Umkehrabbildung von f. Da go f =
id4 und weil id4 injektiv ist, folgt aus Proposition [1.4.15], dass f injektiv ist. Da
fog =1idp und weil idg surjektiv ist, folgt aus Proposition [1.4.7, dass auch f
surjektiv ist. Also ist f bijektiv.

Verbleibt noch die Eindeutigkeit der Umkehrabbildung nachzuweisen: Seien
dazu g;: B — A und g5: B — A zwei Umkehrabbildungen von f. Insbesondere
gilt fogy =idg und gy o f = id4. Zusammen mit (6) und (7)) erhalten wir

g1 =1idaog1 = (geo f)ogi =gao(fog) = gaoidp = go.
Damit ist g; = ¢o, und der Beweis ist vollstandig. O

Wegen der Eindeutigkeitsaussage in Proposition [1.5.2| sprechen wir im Fol-
genden von der Umkehrabbildung einer Bijektion f: A — B und bezeichnen sie
mit f~!: B — A. Klarerweise gilt

flof=idy und fof'=idg. (11)
Beachte, dass f~1({b}) = {f~1(b)} fiir jede Bijektion f: A — B und b € B.
1.5.3. BEISPIEL. Betrachte die Funktion

fRA(2) - RV}, f() = —.

Die Umkehrabbildung von f kann wie folgt berechnet Werden Wir schreiben
Yy = , 16sen diese Gleichung nach x, und erhalten z = = + 2. Wir vermuten

daher dass die Umkehrabbildung durch f~': R\ {0} — R \ {24, Y y)=1+2
gegeben ist. Durch eine einfache Rechnung lésst sich dies sofort bestétigen

1.5.4. PROPOSITION.
a) Die identische Abbildung ida: A — A ist eine Bijektion, und es gilt
(idA)f id 4.
b) Ist f: A — B eine Bijektion, dann ist auch f~': B — A eine Bijektion,
und es gilt (f~1)~t = f.

24Bej etwas komplizierteren Funktionen ist es oft vollig unklar ob sie bijektiv sind (eine
Umkehrabbildung besitzen) oder nicht. Selbst wenn schon bekannt ist, dass eine Umkehrfunk-
tion existiert, kann es sehr schwierig (oft unméglich) sein diese explizit zu berechnen, d.h. durch
uns vertraute Funktionen auszudriicken. Die Analysis stellt Methoden zur Verfiigung mit denen
diese Fragen behandelt werden kénnen.
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c) Sind f: A — B und g: B — C zwei Bijektionen, dann ist auch ihre

Komposition gof: A — C eine Bijektion, und es gilt (gof)™' = f~log™L.

BEWEIS. Ad (a)): Dies ist offensichtlich. Ad (b]): Sei also f eine Bijektion und
f~! ihre Umkehrabbildung. Dann gilt f~' o f = id4 und f o f~! = idg. Diese
Gleichungen besagen aber auch, dass f eine Umkehrabbildung zu f~! ist. Daher
ist f~! bijektiv, sieche Proposition und (f~1)~' = f. Ad (d): Seien also
f: A— Bund g: B — C zwei Bijektionen mit Umkehrabbildungen f~! und
¢~ !. Dann gilt

(ftogolgof)=fto(g og)of=f"oidpof =f""of=ids
und

(gof)o(flog)=go(fof ) og'=goidgog ' =gog ' =idc.

Diese beiden Gleichungen besagen, dass f~! o ¢! eine Umkehrabbildung von

g o f ist. Daher ist g o f bijektiv, siche Proposition [1.5.2) und es gilt (go f)~! =
flog™h U

1.5.5. PROPOSITION. Ist f: A — B eine Bijektion zwischen zwei endlichen
Mengen, dann gilt |A| = |B.

BEWwEISs. Nach Proposition gilt |[A| > | B|. Aus Proposition |1.4.17|erhal-
ten wir |A| < |B|. Es muss daher |A| = |B| gelten. O

1.5.6. PROPOSITION. Es sei A eine endliche Menge und f: A — A eine
Abbildung. Dann sind dquivalent:

a) f ist injektiv.

b) f ist surjektiv.

c) f ist bijektiv.

BEWEIS. Sei n :=|A| und A = {ay,as,...,a,}. Dann gilt

f(A) ={f(a), flaz), ..., flan)} C A.

Ad (a)=-(b): Sei also f injektiv. Dann sind f(a1), f(az),..., f(a,) € A alle ver-
schieden. Also hat die Teilmenge f(A) genau n Elemente. Da A ebenso aus n
Elementen besteht, muss f(A) = A gelten. Also ist f surjektiv. Ad (b)=(a): Sei
also f surjektiv. Indirekt angenommen f wire nicht injektiv. Dann stimmen min-
destens zwei der Elemente f(a), f(az),..., f(a,) € A {iberein. Also besteht die
Menge f(A) aus hochstens n — 1 Elementen. Da A aus n Elemente besteht, folgt
f(A) # A. Daher ist f nicht surjektiv, ein Widerspruch. Also muss f injektiv
sein, siche Bemerkung . Ad @:>: Sei also f surjektiv. Wir haben bereits
gezeigt, dass dann f auch injektiv ist. Also ist f bijektiv. Ad i@: Dies ist
trivial. 0J

1.5.7. BEMERKUNG. Die Aussage von Proposition bleibt fiir Mengen

mit unendlich vielen Elementen nicht richtig. Etwa ist N — N, n — n + 1, eine
injektive, aber nicht surjektive Abbildung.
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1.5.8. BEMERKUNG. Unter einer Permutation einer Menge A verstehen wir
eine Bijektion von A nach A. Die Menge aller Permutationen einer Menge A
wird die Permutationsgruppe von A genannt und mit S(A) bezeichnet. Sind
f1, f2 € 6(A), so ist auch fi o f € &(A), sieche Proposition . Wir konnen
die Komposition von Permutationen daher als Abbildung

G(A) x 6(A) = 6(4), (fi,f2) = fiofe

auffassen. Weiters ist ids € S(A), und fiir f € &(A) auch f~! € G(A), siehe
Proposition [L.5.4] Fiir f, f1, f2, f3 € 6(A) gilt, siehe (@), (7) und (11)):

a) fio(fzofs)=(fiofe)ofs

b) foidy = f=idsof

c) flof=ids=fof

Diese Relationen werden Gruppenaxiome genannt.

1.5.9. BEMERKUNG. Unter einer Gruppe verstehen wir ein Paar (G, ®) wobei
G eine Menge und ®: G x G — G eine Abbildung ist, die die unten aufgelisteten
Bedingungen (die Gruppenaxiome) erfiillt. Es ist {iblich ¢; ® g5 statt ®(g1, g2) zu
schreiben, g1, g2 € G.

a) Fir g1, 992,93 € G gilt 91 ® (92 ® g3) = (1 ® g2) ® g3. (Assoziativitit)

b) Es existiert e € GG, sodass fiir alle g € G gilt g® e = g = e® g. (neutrales
ElementE[)

c¢) Fiir jedes g € G existiert h € G, sodass gilt g @ h = e = h ® g. (Inverses
von

Gilt dariiber hinaus ¢; ® g2 = g2 ® ¢ fiir alle g1,90 € G so wird (G, ®) eine
Abelschem oder kommutative Gruppe genannt. Mehr Details finden sich z.B. in
[J1 Kapitel 18.1].

1.5.10. BEISPIEL. Es sei A eine Menge. Nach Bemerkung ist (6(A),o0)
eine Gruppe. Dabei ist id4 das neutrale Element. Das Inverse ist durch die Um-
kehrabbildung gegeben. Die Gruppe &(A) ist fiir |A| > 2 nicht kommutative, d.h.

es gilt i.A. fio fo £ fyo f1.

1.5.11. BEISPIEL. Die nicht verschwindenden rationalen Zahlen zusammen
mit der iiblichen Multiplikation (Q*,-) bilden eine kommutative Gruppe. Dabei
ist 1 € Q* das neutrale Element. Das Inverse zu a € Q* ist durch % e Q~
gegeben. Auch die positiven rationalen Zahlen zusammen mit der Multiplikation
(Q*, ) bilden eine kommutative Gruppe.

25Es kann nur ein neutrales Element geben, denn sind e,e’ € G zwei neutrale Elemente
dann folgt e =e®¢e’ =¢'.

26Es kann nur ein solches h geben, denn sind A und b’ zwei Inverse von g € G, dann gilt
h=e@h=(N®@g)@h=hn®(g®h)=h®e=H, vgl. den Beweis von Proposition [L.5.2]
Wir sprechen daher von dem Inversen von g und bezeichnen es mit g~*.

27Njels Henrik Abel, 1802 1829.
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1.5.12. BEISPIEL. Die nicht verschwindenden reellen Zahlen zusammen mit
der iiblichen Multiplikation (R*,-) bilden eine kommutative Gruppe. Dabei ist
1 € R* das neutrale Element, und das Inverse zu a € R* ist durch é e R~
gegeben. Auch die positiven reellen Zahlen zusammen mit der Multiplikation
(R, ) bilden eine kommutative Gruppe.

1.5.13. BEISPIEL. Die ganzen Zahlen zusammen mit der iiblichen Addition
(Z,+) bilden eine kommutative Gruppe. Dabei ist 0 € Z das neutrale Element.
Das Inverse zu a € Z ist durch —a gegeben. Auch die rationalen Zahlen zusammen
mit der {iblichen Addition (Q, +) bilden eine kommutative Gruppe. Ebenso bilden
die reellen Zahlen zusammen mit der {iblichen Addition (R, +) eine kommutative
Gruppe.

1.5.14. BEISPIEL. Die invertierbaren reellen (n x n)-Matrizen zusammen mit
der iiblichen Matrizenmultiplikation bilden eine i.A. nicht kommutative Gruppe,
siehe die Lineare Algebra Vorlesung.

1.6. Einfache kombinatorische Tatsachen. Sind A und B zwei Mengen,
dann bezeichnet B4 die Menge aller Funktionen von A nach B.

1.6.1. PROPOSITION. Fiir zwei endliche Mengen A und B gilt |B4| = | B|I4.

BEWEIS. Sein := |A| und A = {ay,as,as, ..., a,}. Weiters sei m := |B|. Eine
Funktion f: A — B ist durch ihre Funktionswerte f(aq), f(az),..., f(a,) € B
eindeutig bestimmt. Da B aus m Elementen besteht, gibt es genau m Moglich-
keiten den Funktionswert f(a;) € B festzulegen. Unabhéngig davon gibt es m
Méoglichkeiten fiir f(as) € B. Ganz allgemein, haben wir fiir den Funktionswert
f(a;) genau m Moglichkeiten, unabhéngig von den bereits gewihlten Funktions-
werten f(ay1), f(az),..., f(a;—1). Insgesamt erhalten wir also

Vv

n mal
Moglichkeiten eine Funktion von A nach B festzulegen. U
1.6.2. BEISPIEL. Es sei A :={1,2,3,4,5,6} und B := {5,6,7,8}. Dann gibt

es genau | B[4l = 4% = 4096 verschiedene Funktionen von A nach B, und genau
|A|lBl = 6* = 1296 verschiedene Funktionen von B nach A.

1.6.3. BEISPIEL. Im Toto wird auf den Ausgang von zwolf ausgewéhlten Fuf3-
ballspielen gewettet. Bei jedem dieser Spiele ist anzukreuzen ob Team 1 gewinnt,
Team 2 gewinnt oder Unentschieden gespielt wird. Bezeichne

A:={1,2,3,...,12} und B:={1,2,X}.

Bei der Abgabe eines Tipps im Toto muss also eine Funktion f: A — B festgelegt
werden. Nach Proposition hat man sich also fiir eine von |B|4l = 312 =
531441 verschiedenen Moglichkeiten zu entscheiden.
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Ist A eine Menge, dann wird die Menge aller Teilmengen von A die Potenz-
menge von A genannt und mit P(A) bezeichnet.

1.6.4. PROPOSITION. Fiir eine endliche Menge A gilt |P(A)| = 24!,

BEWEIS. Es sei n:= |A] und A = {ay, as,as, ..., a,}. Eine Teilmenge von A
ist dadurch eindeutig bestimmt, dass wir zu jedem Element a; € A angeben ob es
Element dieser Teilmenge ist oder nicht. Dies sind zwei Mo6glichkeiten fiir jedes
a;. Insgesamt erhalten wir also

2.9.9...9 —9n — 9l4]
1
n ma.

Moéglichkeiten eine Telmenge von A festzulegen. U

1.6.5. BEMERKUNG. Beachte, dass die Formel in Proposition der in
Proposition[L.6.1]sehr dhnlich sieht (|B| = 2.) Dies ist kein Zufall, ein alternativer
Beweis von Proposition kann auch durch Riickfithrung auf Proposition [1.6.1
wie folgt gefithrt werden. Betrachte die Abbildung

¢: {0,134 — P(4), fe{zeAlf(z)=1}. (12)
Es ist leicht einzusehen, dass eine Bijektion ist. Nach Proposition
gilt daher |P(A)| = |[{0,1}*]. Wegen Proposition wissen wir [{0,1}4] =
1{0,1}|14 = 241, Daher folgt |P(A)| = 2141,

Wir erinnern uns an die Definition der Fakultéten,
0l:=1 und n!l=1-2-3---(n—1)-n firneN
Die Definition 0! := 1 erscheint geeignet, denn
(n+1)!=nl(n+1) fir alle n € Ny. (13)
1.6.6. PROPOSITION. Fiir eine endliche Menge A gilt |S(A)| = |A]!.

BEWEIS. Wir gehen dhnlich wie im Beweis von Proposition [1.6.1| vor. Da die
Menge der Permutationen von A mit der Menge der injektiven Abbildungen A —
A iiberein stimmt, siehe Proposition [1.5.6] geniigt es die Anzahl der injektiven
Abbildungen A — A zu bestimmen. Sei n := |A] und A = {a1,az,as3,...,a,}.
Eine Funktion f: A — A ist durch ihre Funktionswerte f(a1), f(a2),..., f(a,) €
A eindeutig bestimmt. Wir haben n Moglichkeiten f(a;) € A festzulegen. Da die
Funktion injektiv werden soll, verbleiben fiir den Funktionswert f(ay) € A nur
n — 1 Moglichkeiten, es muss ja f(az) # f(a1) gelten. Aus dem selben Grund
haben wir blof§ n — 2 Moglichkeiten f(a3) € A vorzuschreiben, denn es muss
flas) # f(ay) und f(as) # f(az) gelten. Ganz allgemein verbleiben uns n — k
Méoglichkeiten f(ay) festzulegen, 1 < k < n. Insgesamt erhalten wir

n-n—1)-(n-2)---3-2-1=nl

Méoglichkeiten eine injektive Fuktion A — A festzulegen. Daher gilt |S(A)| =
n! = Al O
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1.6.7. BEISPIEL. Die Permutationsgruppe der Menge {1,2,3,...,n} wird mit
G, :=6({1,2,3,...,n})

bezeichnet. Nach Proposition gilt |&,| = nl. Z.B. gibt es genau 7! = 5040
Permutationen der Menge {1,2,3,4,5,6,7}.

1.6.8. BEISPIEL. Adele plant eine Osterreichrundreise. Sie startet in Miinchen
und will jede der neun Landeshauptstddte genau einmal besuchen, ist sich aber

iiber die Reihenfolge noch unklar. Nach Proposition kann sie aus 9! = 362880
moglichen Rundreisen wihlen.

Fiir die Formulierung des néchsten Resultats, siche Proposition [1.6.12| unten,
erinnern wir uns an die Definition der Binomialkoeffizienten. Fiir k € Ny und
n € Ny mit 0 < k£ < n sind sie durch

(Z) - m(nLiw (14)

definiert, und werden als “n iiber k” gelesen. Auch folgende rekursive Beziehung
werden wir verwenden.

1.6.9. LEMMA. Firn,k € Ng mit 1 <k <n gilt

(kﬁl> ' (Z) - (nzl)

BEWEIS. Ubungsaufgabe. O

1.6.10. BEMERKUNG. Wegen Lemma lassen sich die Binomialkoeffzien-
ten rekursiv berechnen (Pascal’sches Dreieck.) Auch sehen wir aus dieser Formel,
dass die Binomialkoeffizienten ganzzahlig sind.

1.6.11. BEMERKUNG. Im Beweis von Proposition [1.6.12] unten werden wir
eine neue Beweismethode verwenden, den Beweis durch vollstindige Induktion.
Angenommen Fy, Py, P», P3, ... sind Aussagen von denen wir zeigen wollen, dass
sie alle wahr sind. Im Induktionsbeweis sind zwei Dinge zu verifizieren:

a) Induktionsbeginn: Py wahr ist.ﬁ

b) Induktionsschritt: Ist n € Ng und sind Py, P, ..., P, alle wahr, dann muss

auch P, wahr sein.@

Gelingt dies, dann miissen offensichtlich alle Aussagen Py, P;, P, ... wahr sein.

1.6.12. PROPOSITION. Fs sei A eine endliche Menge mit n Elementen und

k € Ny, 0 <k <n. Dann gibt es genau (Z) verschiedene k-elementige Teilmengen
von A.

28Djes ist meist sehr leicht.
29D.h. Py, Pi,. .., P, werden als bewiesen angenommen (dies wird als Induktionsvorausset-
zung bezeichnet) und es ist daraus P, abzuleiten.
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BeEwEels. Wir fithren den Beweis durch vollstdndige Induktion nach n, siehe
Bemerkung [I.6.11] Fiir n € Ny betrachte die Aussage:

PB,: Ist A eine endliche Menge mit n Elementen und k£ € Ny, 0 < k < n, dann
gibt es genau (Z) verschiedene k-elementige Teilmengen von A.

Die Aussage P, ist offensichtlich wahr, denn es existiert nur eine Menge A
mit 0 Elementen, ndmlich die leere Menge A = (). Diese hat nur eine Teilmenge,
die leere Menge. Wegen 0 < k£ < n = 0 ist nur £ = 0 zu berachten, und es
gilt tatséchlich (8) = 1, siehe . Damit ist die Aussage Py bewiesen und der
Induktionsbeginn erledigt.

Nun zum Induktionsschritt von n auf n + 1. Nach Induktionsvoraussetzung
diirfen wir P, als wahr annehmen und miissen zeigen, dass dann auch P, gilt.
Sei also A eine Menge mit n + 1 Elementen,

A=A{ay,a9,...,0n, 0,41} = ial,ag, . ,an}ju{anﬂ}
TV

A/

O.B.d. A sei k # 0P Jede k-elementigen Teilmengen von A ist entweder von
der Form S; wobei S; eine k-elementige Teilmenge von A’ ist, oder sie ist von der
Form Sy U {a,41} wobei Sy eine (k — 1)-elementige Teilmenge von A’ ist. Nach
Induktionsvoraussetzung gibt es genau (Z) verschiedene k-elementigen Teilmen-
gen von A’, und genau (1:1) verschiedene (k — 1)-elementige Teilmengen von
A’. Daraus folgt, dass genau (Z) + (kfl) verschiedene k-elementige Teilmengen

n+1
k

von A existieren. Nach Lemma [1.6.9| sind dies genau ( ) viele. Damit ist der
Induktionsschritt gezeigt.
Wir schlieflen, siche Bemerkung [1.6.11], dass die Aussage P, fiir jedes n € Nj

wahr ist. Damit ist die Proposition bewiesen. O

1.6.13. BEISPIEL. Beim 0sterreichischen Lotto wird auf den Ausgang einer
Ziehung von 6 aus 45 Zahlen gewettet. Beim Ausfiillen des Lottoscheins sind 6 von
45 Zahlen anzukreuzen, d.h. es ist eine 6-elementige Teilmenge von {1,2,...,45}
festzulegen. Nach Proposition [1.6.12| muss man sich daher fiir eine von

= 8145060

45\ 45! 40-41-42-43-44-45
6/) 639 1-2:3-4-5-6

Moglichkeiten entscheiden.

30d.h. ohne Beschriinkung der Allgemeinheit

31Damit ist gemeint, dass im Fall k = 0 die Behauptung offensichtlich richtig ist, und wir
im Folgenden daher nur den Fall k # 0 betrachten miissen. (Im Fall k¥ = 0 ist die Anzahl der
0-elementigen Teilmengen von A zu bestimmen, davon gibt es aber blof§ eine, die leere Menge.

Wegen ("31) =1 ist die Behauptung fiir £ = 0 daher richtig.)
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Wir wollen hier noch eine typische Anwendung der vollstédndigen Induktion
besprechen. Fiir Zahlen a; schreiben wir

Zai =ay+a2+az+ -+ an,.
i=1

Beachte, >0 1 a; =", a;.

j=1
1.6.14. PROPOSITION. Fiirn € Ny gilt
& 1
Zi:0+1+2+3—|—---+n:@.

=0

BEwEIS. Wir fithren den Beweis durch vollstidndige Induktion. Fiir n = 0
ist die Formel trivialerweise giiltig. Damit ist der Induktionsbeginn erledigt.
Nun zum Induktionsschritt von n auf n + 1: Nach Induktionsvoraussetzung gilt

Yorgi= @ Wir erhalten daraus

nZi: (f}) ="t gy pHDBED)

’ , 2 2
=0 =0

Damit ist der Induktionsschritt gezeigt, und die Proposition bewiesen. U

1.7. Méichtigkeit von Mengen. Zwei Mengen A und B werden als gleich-
mdachtig bezeichnet, falls eine Bijektion f: A — B existiert. Sind A und B endli-
che Mengen so ist dies genau dann der Fall, wenn A und B gleich viele Elemente
besitzen. Der Begriff der Gleichméchtigkeit verallgemeinert daher den Begriff
“gleich viele Elemente” auf beliebige Mengen. Ist eine Menge gleichméchtig zu
N, dann wird sie abzihlbar genannt. Eine Menge A ist also abzahlbar falls

A ={ay,a9,a3,a4,...}
wobei a; € A und a; # a; falls @ # j.
1.7.1. BEISPIEL. Die Menge der ganzen Zahlen Z ist abzéhlbar, denn
Z=40,1,-1,2,-2,3,-3,4,—4,5,... }.
1.7.2. BEISPIEL. Die Menge N? = N x N ist abziihlbar, denn

N = {(1,1),(1,2), (2,1), (1,3), 2,2), (3,1), (1,4),(2,3),(3,2), (4,1), .. .

Vv Vv vV
Summe 3 Summe 4 Summe 5

Eine etwas verfeinerte Version dieses Arguments zeigt, dass auch die Menge der
rationalen Zahlen Q abzéahlbar ist.

1.7.3. SATz (Cantor). Die Menge der reellen Zahlen R ist nicht abzihlbar.
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BEWEIS. Der Beweis geht auf Georg Cantor zuriick und ist unter dem Na-
men Cantorsches Diagonalverfahren bekannt. Er stellt ein weiters Beispiel eines
indirekten Beises dar, siche Bemerkung

Indirekt angenommen R ist abzéhlbar. Dann gilt

R = {ay,a9,a3,a4,...} (15)

fiir gewisse reelle Zahlen a; € R. Bezeichne mit

ay = by.cldcdct- -

ag = by.cyc3cacy - - -

123 4 ,
a; = b.cicicict - - 1 €N

die Dezimalentwicklung der a;. Hier bildet b; € Z die Vorkommestellen von a;
und ¢ € {0,1,2,...,9} ist die j-te Nachkommastelle von a;. Fiir jedes i € N
wihle d; € {0,1,2,...,8}, sodass ¢! # d;. Betrachte nun die reelle Zahl:

xTr = 0.d1d2d3d4 tee

Die erste Nachkommastelle von a; ist cf, die erste Nachkommastelle von z ist
d;. Nach Konstruktion ist ¢} # dy, also haben a; und x verschiedene erste Nach-
kommastellen, und es gilt daher x # a;. Ebenso unterscheiden sich ay und x in
der zweiten Nachkommastelle, und daher x # as. Ganz allgemein, unterscheiden
sich a; und z in der i-ten Nachkommastelle. Wir schlielen, dass keine der Zahlen

ai, as, as, ... mit z tibereinstimmt. Es gilt also x ¢ {ay, as, as, a4, . .. }. Dies liefert
nun einen Widerspruch zu (15)), denn z € R. O

1.7.4. BEMERKUNG. Die folgende Aussage wird als Kontinuumshypothese be-
zeichnet: Ist S C R eine Teilmenge, dann tritt einer der folgenden drei Fille
ein: S ist endlich, oder S ist abzéhlbar, oder S ist gleichméchtig zu R. Géde]E]
hat gezeigt, dass die Kontinuumshypothese aus den géngigen Axiomensystem der
Mengenlehre nicht widerlegt werden kann. Cohenﬁ hat gezeigt, dass sie aus ihnen
auch nicht hergeleitet werden kann. Sie ist daher unabhéngig von den géngigen
Axiomensystemen der Mengenlehre, vgl. etwa die Rolle des Parallelenaxioms in
der Euklidischen Geometrie.

1.8. Die reellen Zahlen. Wir wollen uns hier auf einen axiomatischen
Standpunkt stellen und eine Reihe von fundamentalen Eigenschaften (Axiome)
der reellen Zahlen auflisten, die wir als gegeben hinnehmen. Alle uns vetrauten
Rechenregeln der reellen Zahlen lassen sich aus ihnen herleiten, wir werden dies
hier aber nicht in aller Ausfiihrlichkeit tun. Es lésst sich zeigen, dass dieses Axio-
mensytem die reellen Zahlen eindeutig festlegt. Auch ist es moglich (mit etwas

32Kurt Godel, 1906-1978.
33paul Joseph Cohen, 1934
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Miihe) die reellen Zahlen aus den natiirlichen zu konstruieren, darauf kénnen wir
hier aber auch nicht eingehen.

Die Axiome der reellen Zahlen konnen in drei Gruppen eingeteilt werden: die
Korperaxiome, die Ordnungsaxiome und das Vollstandigkeitsaxiom. Die rationa-
len Zahlen erfiillen ebenfalls die Korperaxiome sowie die Ordnungsaxiome, nicht
aber das Vollstindigkeitsaxiom, siehe Abschnitt [T.9

Fiir a, b, c € R gelten die folgenden sogenannten Kdrperaziome:

a+(b+c)=(a+b)+c  Assoziativitdt der Addition (16)
a+b=b+a Kommutativitiat der Addition (17)
O+a=a neutrales Element der Addition (18)

a+(—a)=0 Inverses bzgl. der Addition (19)
a-(b-c)=(a-b)-c Assotiativitéit der Multiplikation (20)
a-b=b-a Kommutativitat der Multiplikation (21)
l-a=a neutrales Element der Multiplikation (22)
140 (23)

a- % =1 Inverses bzgl. der Multiplikation (a # 0)  (24)
a-(b+c¢)=a-b+a-c Distributivgesetz (25)

1.8.1. BEMERKUNG. Die ersten vier Axiome besagen, dass die reellen Zah-
len zusammen mit der Addition (R, +) eine kommutative Gruppe bilden, siche
Bemerkung [1.5.9] Die nédchsten fiinf Axiome besagen, dass die nicht verschwin-
denden reellen Zahlen R* = R\ {0} zusammen mit der Multiplikation (R*,-)
eine kommutative Gruppe bildenﬂ Addition und Multiplikation sind im Sinne
des Distributivgesetzes vertréglich.

1.8.2. BEMERKUNG. Unter einem Korper verstehen wir ein Trippel (K, ®, ®)
wo K eine Menge und &: K x K — K sowie ®: K x K — K zwei Abbildung
sind, die die unten aufgelisteten Korperaxiome erfiillt. Wir schreiben a & b :=
®(a,b) und a ® b := ®(a,b).

a) (K,®) ist eine kommutative Gruppe. Das neutrale Element wird mit 0

bezeichnet, sieche Bemerkung |[1.5.9

b) (K'\{0},®) ist eine kommutative Gruppe. Das neutrale Element wird mit

1 bezeichnet, siehe Bemerkung [I.5.9]
c) k1 ® (ko @ k3) = (k1 ® ko) @ (k1 ® k3) (Distributivgesetz, ki, ko, ks € K.)
Beispiele sind: der Korper der reellen Zahlen (R, +, -); der Kérper der rationalen
Zahlen (Q, +, -); der Korper der komplexen Zahlen (C, +, -), siche Abschnitt .

Auch (Q[v/2], +,-) ist ein Kérper, wobei Q[v2] := {z + v2y | 2,4 € Q}. Der

34Beachte, dass 0 kein Inverses bzgl. der Muliplikation hat, d.h. es existiert kein a € R mit
a -0 = 1. Daher ist (R, -) keine Gruppe.
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kleinste Korper hat {ibrigens nur zwei Elemente, 0 und 1, und wird iiblichweise mit
Zy bezeichnet. In ihm gilt 0+0 =14+1=0,0+1=1+0=1,0.0=0-1=1-0=0
und 1 -1 = 1. Mehr iiber Kérper findet sich z.B. in [J1l, Kapitel 18.2] oder [H1,
Kapitel 1.3].

1.8.3. BEMERKUNG. Alle uns vertrauten Rechengesetze der reellen Zahlen
lassen sich aus den Koérperaxiomen herleiten. Etwa folgt aus 040 =0,
wegen daher a-0=a-(04+0) =a-0+4a-0 und durch Addition von —(a-0)
erhalten wir

a-0=0, a e R
Unter Verwendung von und folgt daraus 0 = a-0=a- (b+ (=b)) =
a-b+a-(—b) woraus wir durch Addition von —(a - b)
—(a-b) =a- (=), a,b eR,
erhalten. Mehr Details finden sich in [H1l Kapitel 1.4] oder [J1l, Kapitel 18.2].

Die ganzahligen Potenzen reeller Zahlen sind wie folgt definiert.

a“:=a-a-a---q ac€R, neN
1
1 1
ali=—=—-—7-— a#0,neN.
a” a-a-a---a
a’ =1 a € R (also auch 0° = 1)
Fiir a # 0 sind daher alle ganzzahligen Potenzen a™ erkliart, n € Z, und es gilt:
a"tm=a"-a™, (a")™=a", (ab)"=a"-b", a,b#0,n,meZ (26)
Fiir a = 0 ist @” nur fiir n € Ny definiert, und es gilt:
a"tm=a"-a™, (™)™ =a", (ab)"=a"-b", a,be R, n,meN, (27)

1.8.4. PROPOSITION (Geometrische Summenformel). Fir a € R, a # 1, und
n € Ny gilt:

n . 1— an+1
Zazzl+a+a2+a3+~-—|—a”:—
— l—a
BeEwEIS. Fiir jedes a € R gilt
n n n n n+1
(1 —a)Zai = Zai —aZai = Zai —Zai =a’ —a"t=1-a"".
i=0 =0 =0 i=0 i=1
Division durch 1 — a liefert nun die gewiinschte Formel. 0

1.8.5. PROPOSITION (Binomischer Lehrsatz). Seien a,b € R und n € Ny.

Dann gilt:
(CL + b)n _ Z <Z) an—kbk

k=0
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BEwEIS. Multiplizieren wir
(a+b)"=(a+b)-(a+0b)-(a+Db)---(a+0b)

NS v
vV
n mal
aus, so erhalten wir Terme der Form
a®, a"th, a2, avRE AR e b,

Der Term a" *b* tritt auf, wenn wir aus & der n Faktoren b wihlen und in den
restlichen a. Nach Proposition [1.6.12| gibt es genau (Z) Moglichkeiten aus den

n Faktoren k auszuwihlen. Daher tritt der Term a" *b* beim Ausmultiplizieren

genau (Z) mal auf. Damit ist die Proposition bewiesen. U

1.8.6. KOROLLAR. Es gilt[]

i (Z) = 2”, n e NO.

k=0
Z(—nk(”) =0, neN
k
k=0
BEwEIS. Wenden wir Proposition [1.8.5| mit ¢« = b = 1 an so erhalten wir
die erste Formel. Die zweite Formel folgt mit @ = 1 und b = —1 ebenfalls aus
Proposition [1.8.5] U

Sind a,b € R und ist a strikf’ kleiner als b so schreiben wir a < b und b > a.
Fiir a,b,c € R gelten die sogenannten Ordnungsaxiome:

a<b b<c=a<c (Transitivitat) (28)
a<b=a+c<b+c (Translationsinvarianz) (29)
a<b, ¢>0=ac<bec (Streckungsinvarianz) (30)

Dariiber hinaus tritt fiir a,b € R einer und nur einer der folgenden drei Félle ein:
a<b, b<a oder a=b. (31)

Wir schreiben a < b und sagen “a ist kleiner oder gleich b” falls gilt: a < b
oder a = b. Analog schreiben wir a > b und sagen “a ist grofler oder gleich b”
falls gilt: @ > b oder a = b.

1.8.7. BEMERKUNG. Alle vertrauten Rechenregeln fiir Ungleichungen reeller
Zahlen folgen aus den Ordnungsaxiomen und den Kérperaxiomen. Ist etwa a < b

35Die erste Gleichung kann auch wie folgt interpretiert werden. Sei A := {1,2,...,n}. Nach
Proposition|1.6.12[gibt es genau () k-elementige Teilmengen von A. Also stimmt }~;'_, (7) mit
der Anzahl der Teilmengen von A iiberein. Nach Proposition hat A genau 2" Teilmengen,
also X7, (7) = 2"

364.h. insbesondere a # b
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und ¢ < d dann folgt aus a+c < b+ csowie c+ b < d+ b, mit Hilfe von
und erhalten wir also

a<b c<d=a+c<b+d, a,b,c,d € R.
Ganz dhnlich lasst sich zeigen
0<a<b O0<c<d=0<ac<bd.

Daraus folgt nun
O<a<b=0<d" <b, kel (32)

Auch lésst sich leicht zeigen, dass
a<b, ¢c<0=ac>bc
sowie
0<a<b=0<j<1i. (33)

Weiters gilt ab > 0 genau dann wenn entweder beide Faktoren positive oder
beide Faktoren negativ sind. Mittels folgt daraus a® > 0 fiir alle a # 0, also
auch a? > 0 fiir alle a € R. Mehr Details kénnen in [H1, Kapitel 1.5] oder [K1
Kapitel 2.2] gefunden werden.

1.8.8. PROPOSITION (Bernoulli Ungleichung). Fira € R, a > —1 undn € Ny
gilf"

(1+a)">1+na.

BEwEIs. Wir fithren den Beweis durch vollstédndige Induktion nach n, siehe
Bemerkung [1.6.11] Fiir n = 0 ist die Aussage trivial. Damit ist der Induktions-
beginn gezeigt. Nun zum Induktionsschritt von n auf n + 1: Nach Induktionsvor-
aussetzung gilt (1 4+ a)™ > 1 + na. Wir erhalten

(1+a)"™ =(1+a)"(1+a)>(1+na)(l+a)
=1+ (n+Da+na®>1+n+1a.

In der ersten Ungleichung haben wir die Induktionsvoraussetzung und 1 +a > 0
verwendet, in der zweiten na? > 0. Damit ist der Induktionsschritt gezeigt. [

Der Absolutbetrag einer reellen Zahl a € R wird wie folgt definiert:

la = a falls a > 0
") —a fallsa <0

1.8.9. PROPOSITION. Fliir a,b € R gilt:

a) |a| >0, und |a| =0 < a = 0. (Definitheit)
b) |ab| = |a| - |b|. (Multiplikativitdt)

¢) la+b| <|a|+ |b|. (Dreiecksungleichung)

37Jakob Bernoulli, 1655-1705.
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BEWEIS. @ ist offensichtlich, denn fir ¢ < 0 ist —a > 0. Ad (]E[): Wir
unterscheiden vier Félle: Ist a > 0 und b > 0 dann ist auch ab > 0, daher

lab] = ab, |a| = a, |b|] = b, also |ab] = |a| - |b|. Ist @ < 0 und b < 0 dann
ab > 0, daher |ab| = ab, |a] = —a, |b| = —b, also wieder |ab| = |a| - |b]. Ist
a > 0und b < 0 dann ab < 0, daher |ab| = —ab, |a| = a, |b] = —b, also

lab] = |al - |b|. Genauso l&sst sich der letzte Fall a < 0 und b > 0 behandeln. Ad
(d): Beachte, dass stets a < |a| und | — a| = a gilt. Daher a + b < |a| + |b| sowie
—(a+b) = (—a) + (=b) < | —a| +|— b = |a| + |b]. In jedem FalPerhalten wir
daher |a + b| < |a| + |b]. O

Aus der Dreiecksungleichung folgt sofort
||a\ — |bH < l|a+b| sowie “a| — ]b|| < |a —b. (34)
Aus Proposition [L.8.9([b) erhalten wir auch
id
- == falls b # 0.
‘ b’ o llst#
Mittels Induktion folgt aus der Dreiecksungleichung auch

‘iai gim a; € R. (35)
=1 =1

1.9. Die Vollstandigkeit der reellen Zahlen.

1.9.1. DEFINITION. Es sei A C R eine Teilmenge. Eine Zahl m € A heift
Mazimum von A falls gilt a < m fiir alle a € A. Besitzt A ein Maximum, dann
ist dieses eindeutig bestimmt, wir sprechen daher von dem Maximum von A und
bezeichnen es mit max A. Eine Zahl m € A heiit Minimum von A falls gilt m < a
fiir alle a € A. Besitzt A ein Minimum, dann ist dieses eindeutig bestimmt, wir
sprechen von dem Minimum von A und bezeichnen es mit min A.

1.9.2. BEISPIEL. Fiir a € R gilt max((—oo, a]) = a. Beachte jedoch, dass das
Intervall (—o0, a) kein Maximum besitzt. Denn wire m € (—oo, a) das Maximum
dann gilt m < a. Fiir z := £(m + a) ist dann m < = < a, also x € (—o0, a), aber
auch m < z, ein Widerspruch zur Maximalitdt von m. Offensichtlich besitzen
auch die Intervalle [a, 00) und (a, 00) kein Maximum.

1.9.3. BEISPIEL. Fiir a,b € R mit a < b gilt
max ((—o0, b]) = max([a, b]) = max((a, b))

min ([a, 00)) = min([a, b]) = min([a, b))

)

Beachte jedoch, dass weder max((a, b)), max ([a,
max ((—o0,a)), min((a,00)), min((—oco,a)), min((—
max ((a, 00)) existieren.

( ), mm( a, b]),

max( ) noch

o)

38a+b200dera—|—b<0
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1.9.4. BEISPIEL. Jede nichtleere endliche Teilmenge A C R besitzt sowohl
Minimum als auch Maximum. Die leere Menge hat weder Minimum noch Maxi-
mum. Die Teilmenge N C R hat ein Minimum, ndmlich 1, aber sicherlich kein
Maximum.

1.9.5. BEMERKUNG. Es gilt das sogenannte Wohlordnungsprinzip der natiir-
lichen Zahlen: Jede nichtleere Teilmenge von N besitzt ein Minimum. Dies kann
mittels vollstdndiger Induktion bewiesen werden, siche [H1l Kapitel 1.6]. Ebenso
besitzt jede nichtleere Teilmenge von Ny ein Minimum.

1.9.6. DEFINITION. Es sei A C R eine Teilmenge. Eine reelle Zahl s € R heifit
eine obere Schranke von A falls fiir jedes a € A gilt a < s. Die Teilmenge A C R
heifit nach oben beschrdnkt, falls sie eine obere Schranke besitzt. Analog heifit
s € R eine untere Schranke von A falls fiir jedes a € A gilt s < a. Die Teilmenge
A C R heifit nach unten beschrinkt, falls sie eine untere Schranke besitzt. Eine
Teilmenge A C R heif3t beschrinkt falls sie sowohl nach oben als auch nach unten
beschrankt ist.

1.9.7. BEISPIEL. Seien a,b € R und a < b. Jedes der Intervalle [a,b], [a,b),
(a,b), (a,b] ist nach oben beschrinkt, eine obere Schranke ist durch b gegeben["]
Alle diese Intervalle sind auch nach unten beschridnkt, etwa ist a eine untere
Schranke[™

1.9.8. BEISPIEL. Sei a € R. Die Intervalle (—o0,a) und (—oo,a] sind beide
nach oben beschrénkt, jede Zahl s > a ist obere Schranke. Diese beiden Intervalle
sind nicht nach unten beschrénkt. Analog sind die beiden Intervalle (a,o0) und
[a, 00) beide nach unten aber nicht nach oben beschriankt. Die Menge R selbst ist
weder nach oben noch nach unten beschrankt.

1.9.9. BEMERKUNG. Die Teilmenge N C R ist nach unten beschréankt, etwa
ist 1 eine untere Schranke. Es scheint naheliegend, dass die Menge N nicht nach
oben beschrankt ist, dies ldsst sich aber aus den Korper- und Ordnungsaxiomen
alleine nicht herleiten!

1.9.10. BEMERKUNG. Besitzt eine Teilmenge A C R ein Maximum, dann
muss A nichtleer und nach oben beschrinkt sein, denn dass Maximum ist eine
obere Schranke und ein Element von A. Beachte jedoch, dass es nichtleere nach
oben beschrinkte Mengen gibt die kein Maximum besitzten, etwa das Intervall
3,4), siehe Beispiel [1.9.3] Analog kann A C R nur dann ein Minimum besitzten
wenn es nichtleer und nach unten beschrénkt ist. Wieder ist dies fiir die Existenz
des Minimums nicht hinreichend, wie das Beispiel A = (3, 4] zeigt.

1.9.11. DEFINITION. Es sei A C R eine Teilmenge. Besitzt die Menge
{3 eR | s ist obere Schranke von A}

39Jede Zahl s > b ist obere Schranke.
40Jede zahl s < @ ist untere Schranke.
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der oberen Schranken von A ein Minimum, dann wird dieses das Supremum von
A genannt und mit sup A bezeichnet. D.h. s € R ist das Supremum von A genau
dann wenn s die kleinste obere Schranke von A ist, d.h. s ist obere Schranke
und fiir jede weitere oberer Schranke s’ von A gilt s < s’. Besitzt die Menge der
unteren Schranken von A ein Maximum, dann wird dieses das Infimum von A
genannt und mit inf A bezeichnet. D.h. s € R ist das Infimum von A genau dann
wenn s die gréofite untere Schranke von A ist, d.h. s ist untere Schranke von A
und fiir jede weitere untere Schranke s’ von A gilt s’ < s.

1.9.12. BEMERKUNG. Besitzt eine Teilmenge A C R ein Supremum, dann
muss sie offensichtlich nichtleer und nach oben beschrankt sein. Ebenso kann A
nur dann ein Infimum besitzen wenn es nichtleer und nach unten beschrankt ist.

1.9.13. BEMERKUNG. Besitzt eine Teilmenge A C R ein Maximum, dann
existiert auch ihr Supremum und es gilt sup A = max A. Analog gilt inf A =
min A falls A ein Minimum besitzt.

1.9.14. BEISPIEL. Fiir a € R gilt sup((—o0,a]) = max((—oc0,a]) = a, siehe
Beispiel und Bemerkung (1.9.13

1.9.15. BEISPIEL. Fiir a € R gilt

sup((—o0,a)) = a.

Offensichtlich ist a eine obere Schranke des Intervalls (—oo,a). Es ist zu zeigen,
dass a die kleinste obere Schranke ist. Indirekt angenommen s ist eine weitere
obere Schranke von (—00,a) mit s’ < a. Fiir 2 := (s’ + a) gilt dann &' < z < a.
Wegen x < a ist © € (—o0,a), und aus s’ < x folgt, dass s’ keine obere Schranke
von (—o00,a) sein kann, ein Widerspruch. Wir schlieflen, sieche Bemerkung [1.1.3]
dass a tatsdchlich die kleinste obere Schranke von (—o0, a) ist. Beachte, dass das
Intervall (—oo, a) ein Supremum aber kein Maximum besitzt.

1.9.16. BEISPIEL. Es seien a,b € R und a < b. Dann gilt:
sup([a, b]) = sup((a, b)) = sup((a, b]) = sup([a,d))
inf ([a,b]) = inf((a,b)) = inf((a,b]) = inf([a, b))
Sup((—oo,a]) = sup( ))
inf ([a, 0)) = mf((a, oo)) =a

Alle nach oben beschriankten Intervalle besitzen daher ein Supremum, alle nach
unten beschrankten Intervalle ein Infimum, vgl. Beispiel [1.9.3]

1.9.17. DEFINITION (Dedekindsche Schitte). Ein Dedekindscheﬁ Schnitt ist
ein Paar (A, B) von Teilmengen A, B C R mit folgenden Eigenschaften:

a) A#0, B#0.

b) AUB=R.

41 Julius Wilhelm Richard Dedekind, 1831-1916.
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c)acA beB=a<hb.
Eine Zahl ¢ € R heifit Trennungszahl des Schnittes (A, B) falls gilt

a<t<b fiir alle a € A und alle b € B.

Existiert so eine Trennungszahl, dann ist sie eindeutig bestimmtﬂ

1.9.18. PROPOSITION. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

a) Jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge von R hat ein Supremum.
b) Jede nichtleere nach unten beschrinkte Teilmenge von R hat ein Infimum.
c¢) Jeder Dedekindsche Schnitt besitzt eine Trennungszahl.

BEWEIS. Ad @:@ Sei also A C R nichtleer und nach unten beschrankt.
Dann ist die Menge B := {—a | a € A} nichtleer und nach oben beschrankt.
Nach @ existiert daher das Supremum sup B von B. Es lasst sich dann leicht
zeigen, dass — sup B das Infimum von A ist.

Ad ()= (c)): Sei also (A4, B) ein Dedekindscher Schnitt. Dann ist B nichtleer
und nach unten beschréankt, siehe Definition @ und . Nach Vorausset-
zung exsitiert daher das Infimum von B, ¢ := inf B. Wir zeigen nun, dass t eine
Trennungszahl des Schnittes (A, B) ist. Ist b € B, dann gilt klarerweise ¢ < b,
denn t ist eine untere Schranke von B. Ist a € A, dann gilt ¢ < ¢, denn nach
Definition ist a eine untere Schranke von B und t ist die grofite untere
Schranke von B. Daher ist ¢ tatséchlich eine Trennungszahl des Schnittes (A, B).

Ad :>@: Sei also A C R nichtleer und nach oben beschriankt. Betrachte
die Menge der oberen Schranken von A,

S = {s ceR ’ s ist obere Schranke von A}.

Dann ist (R\ S, 5) ein Dedekindscher Schnitt. Nach Voraussetzung existiert eine
Trennungszahl ¢ dieses Schnittes. Wir zeigen nun, dass ¢t das Supremum von A
ist. Zunéchst ist ¢t eine obere Schranke von A, denn existierte a € A mit t < a,
dann gilt t < x < a mit z := %(t +a), und wir erhielten einen Widerspruch, denn
einderseits folgt daraus x € S, aber andereseits auch: x ist keine obere Schranke
von A. Wegen t < s fiir alle s € S, ist t tatséchlich die kleinste obere Schranke
von A. Insgesamt sehen wir, dass t die kleinste obere Schranke von A ist, also
existiert sup A = t. O

Eine fundamentale Annahme iiber die reellen Zahlen ist die Giiltigkeit des so-
genannten Vollstindigkeitsaxioms: Jede nichtleere nach oben beschrinkte Menge
reeller Zahlen besitzt ein Supremum. Nach Proposition besitzt dann auch
jede nichtleere nach unten beschrankte Menge reeller Zahlen ein Infimum; und
jeder Dedekindsche Schnitt besitzt eine Trennungszahl. Als erste Konsequenz des
Vollstédndigkeitsaxioms zeigen wir

“Indirek angenommen ¢ < t' sind zwei Trennungszahlen des Schnittes (A,B). Mit x :=
$(t+t') gilt dann t < z < ¢'. Aus (d) folgt daher z ¢ A und = ¢ B, ein Widerspruch zu .
Also kann es nur eine Trennungszahl geben.
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1.9.19. PROPOSITION.

a) Die Menge N C R ist nicht nach oben beschrinkt.
) Fiir jedes a € R ezistiert ein n € N mit n > a.lﬂ
¢) Fiir jedes € > 0 ezistiert n € N mat + < e.
d) Die Menge Z C R ist weder nach oben noch nach unten beschrdnkt.
) Jede nichtleere nach unten beschrinkte Teilmenge von Z hat ein Mini-
mum.
f) Jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge von Z hat ein Mazimum.
g) Sind a < b € R, dann existiert eine rationale Zahlr € Q mita < r < bﬁ

BEWwEISs. Ad @: Indirekt angenommen N ist nach oben beschrénkt. Nach
dem Vollstéandigkeitsaxiom existiert s := sup N. Da s die kleinste obere Schranke
von N ist, kann s—1 keine obere Schranke von N sein. Es existiert daher n € N mit
s—1 < n.Esfolgt s <n+1. Dan+1 € N sehen wir, dass s keine obere Schranke
von N sein kann, ein Widerspruch. Wir schlieBen, siche Bemerkung [I.1.3] dass
N nicht nach oben beschréinkt ist. (b ist eine Umformulierung von (). Ad (d)):
Sei also ¢ > 0. Nach @ existiert n € N mit n > % Daher gilt auch % < €.
Ad @: Zunichst kann Z nicht nach oben beschrinkt sein, denn nach @ ist
nicht einmal N nach oben beschrinkt. Weiters kann Z auch nicht nach unten
beschrénkt sein, denn wire s € R eine untere Schranke von Z, dann wére —s eine
obere Schranke von Z. Ad @: Sel also A C Z C R eine nichtleere nach unten
beschrinkte Menge. Sei s € R eine untere Schranke von A. Nach @ existiert
n€Zmitn <s. Danngilt n <afirallea € A, also B:={a—n|ac A} CNy.
Nach Bemerkung[1.9.5exsitiert m := min B. Es ist dann m+n das Minimum von
A. Ad @: Sei also A C Z C R eine nichtleere nach oben beschriankte Teilmenge.
Dann ist B := {—a | a € A} eine nichtleere nach unten beschriankte Teilmenge
von Z. Nach @ existiert daher m := min B. Es ist dann —m das Maximum
von A. Ad @D Nach existiert ¢ € N mit % < b — a. Nach (]EI) ist die Menge
S :={n € Z | ga < n} nicht leer. Auch ist S nach unten beschrénkt, denn qa
ist eine untere Schranke. Nach (@ existiert p := minS. Da p € S gilt qa < p.
Wegen p— 1 ¢ S gilt p— 1 < ga und daher p < ga + 1 < ¢b. Insgesamt erhalten
wir ga < p < gb. Division durch q liefert a < § < b, also ist r := § die gesuchte
rationale Zahl. 0

1.9.20. BEMERKUNG. Die Korper- und Vollstéandigkeitsaxiome voraussetzend,
sind alle Aussagen in Proposition dquivalent. Sie sind jedoch schwiicher als
das Vollstéandigkeitsaxiom, d.h. aus den Kérper- und Ordnungsaxiomen plus der
Aussage von Proposition kann das Vollstindigkeitsaxiom nicht abgeleitet
werden. Proposition besagt bloB, dass es keine “unendlich grofien bzw.
unendlich kleinen reellen Zahlen gibt.” Dies ist z.B. auch in Q der Fall, aber Q
erfiillt nicht das Vollstéandigkeitsaxiom.

43Djes wird als Archimedisches Prinzip bezeichnet. Archimedes von Syrakus, 287-212 v.u.Z.
“Dje rationalen Zahlen liegen dicht in den reellen Zahlen.
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1.9.21. SATZ (Existenz der Wurzeln). Es seien k € N und a € RS. Dann hat
die Gleichung x* = a eine eindeutige Lésung v € Ry . Diese wird mit /a oder
a'’* bezeichnet, und heifit die k-te Wurzel von a.

BEWEIS. Die Eindeutigkeit der Lésung ist klar, denn wiren x,y € RS zwei
verschiedene Losungen < y, dann auch z* < y*, was aber 2% = a = y* wider-
sprache. Nun aber zur Existenz der Losung. Betrachte die Menge

A={yeR{ |y <a}.
Es ist A # (), denn 0 € A. Fiir jedes y € A gilt nach Proposition m
azykz (1+(y—1))k21+k( 1)

und daher auch y < % 4 1. Damit ist %2 4 1 eine obere Schranke, A also nach
oben beschrinkt. Nach dem Vollstandlgkeltsaxwm existiert daher x := sup A.
Wir werden nun zeigen, dass dieses x die gesuchte Losung ist, d.h. ¥ = a gilt.

Wir zeigen zunéchst 2% > a: Indirekt angenommen F < a Fir0<e<1
gilt nach dem binomischen Lehrsatz, sieche Proposition [1.8.5

($+6)k=g(i) ah it = o +52() hi il
< gF +52(> i—z* fea (36)

wobei a == ¢, (Mah=t > (§)a® = 1. Sei nun ¢ = min{a_a“ ,1}. Dann gilt
0 < e <1 und wegen daher

a—xk

(x+e)f <2 +ea<a®+ o= a.

Also z + ¢ € A, ein Widerspruch zu z = sup A. Wir schliefien 2% > a.
Als nichstes zeigen wir 2% < a: Indirekt angenommen es gilt 2% > a. Insbe-
sondere ist x > 0. Fiir jedes ¢ < x gilt nach Proposition [1.8.8

(x—e)f =a"(1-2)" > a2k (1 - k), (37)

Sei € ;= min{z, (1 — %)} > 0. Wegen ¢ < #(1 — %) gilt dann 2*(1 — %) > a.
Aus erhalten wir daher

(z—eg)f >a*(1- %) >a (38)

Da z = sup A, kann x — ¢ keine obere Schranke von A sein, also existiert y € A
mit z —e < y. Es folgt (z —&)" < y* < a, ein Widerspruch zu (38). Wir schliefen,
dass zF < a.

Aus 2 > a und 2* < a folgt nun 2¥ = a. Damit ist die Existenz der gesuchten
Losung bewiesen. 0

k
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1.9.22. BEMERKUNG. Satz besagt, dass die Funktion
Rf — Ry, x> 2"
bijektiv ist. Thre Umkehrfunktion ist durch
Ry - Ry, z0 x

gegeben. Wir werden spater mit Hilfe des Zwischenwertsatzes einen wesentlich
iibersichtlicheren Beweis fiir die Existenz der Wurzeln erhalten.

Ist a >0 und r = g € Q dann sind die rationalen Potenzen von a durch

a’ = Vab.

definiert. Dies ist wohldefiniert, denn ist § =a= Z—: dann auch a?P = Va¥ . Bs
gelten die vertrauten Rechenregeln:

at=da’, (a")=d"° (ab)" =d'b, a,b>0,rsecQqQ, (39)

und Variationen davon
,

a "t =—, (%)T:Z_“ a,b>0, r,s €Q.

1.9.23. PROPOSITION. Es seien a,b > 0 und r,s € Q.

a) Istr >0 dann gilt a < b<a” <V
b) Ist r < 0 dann gilt a < b<a" > b".
c) Ista>1 dann gilt r < s & a" < a®.
d) Ista <1 dann gilt r < s < a" > a®.

BEWEIS. Ist r = § mit p, ¢ € N, dann gilt wegen und
a<bsa’ < < (aP/) < (W) < aPl1 < b/,

Dies zeigt bereits @ @ folgt dann mittels . Daad" <a* & 1=1""<a*"
erhalten wir aus @ und @ @ folgt dann wieder mittels . 0

1.10. Die komplexen Zahlen. Mehr zu den komplexen Zahlen findet sich
in [K1, Kapitel 3], [J1, Kapitel 18.3] oder [M1l, Kapitel 1§8]. Wir werden zuerst
die komplexen Zahlen aus den reellen Zahlen konstruieren. Wir definieren eine
Addition und eine Multiplikation auf R? wie folgt. Sind (a1, b;) € R? und (aq, by) €
R? dann ist ihre Summe komponentenweisﬂ definiert,

(a1,b1) + (ag,by) == (a1 + ag, by + by), (40)
und ihr Produkt ist
(ay,b1) - (ag, bg) := (ayas — byby, a1by + byas). (41)
1.10.1. SATZ. Fiir (a,b), (a1, by), (a2, b2), (as, bs) € R? gilt:
a) (a1,b1) + ((ag, by) + (as, bg)) = ((al, by) + (as, bg)) + (asz, bs).

45Vektoraddition
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1,01) + (ag,by) = (ag,b2) + (ay,by).

+ (a,b) = (a,b).

+ (—a, —b) = (0,0).

alabl) : ( a2,bz 03753 )
1,01) - (

- ( a17b1 a2;b2)) : (ag,bg).
- (az, ba) = (az, ba) - (ax,

by).

)

) .

) (% ) = (1,0), falls (a,) # (0,0).

) - ((alabl) (CLQ,bQ)) = (a,b) - (a1,b1) + (a,b) - (az,bs).

BEWwWEIS. Alles aufler vielleicht @, und (ED ist offensichtlich. Diese drei

Aussagen konnen durch eine einfache direkte Rechnung verifiziert werden. U

Wir sehen daher, das und auf R? eine Addition und eine Multipli-
kation definieren, die auch den Koérperaxiomen — geniigen. R? zusammen
mit dieser Addition und Multiplikation wird der Kérper der komplexen Zahlen
genannt und mit C bezeichnet. Da alle Rechenregeln fiir reelle Zahlen aus den
Koérperaxiomen f folgen, gelten dieselben Rechenregeln auch fiir komple-
xe Zahlen.

Die Abbildung

t: R—=C, (a):=(a,0)

ist injektiv und sowohl mit der Addition als auch mit der Multiplikation ver-
tréaglich:

tla+0b)=(a)+ c(b), t(a-b) =(a) - (D).
Daher kénnen wir R als Teilmenge von C auffassen. Wenn wir in Zukunft eine
relle Zahl a € R als komplexe Zahl ¢(a) = (a,0) € C betrachten werden wir ¢

weglassen und blofl a € C schreiben.
Drei komplexe Zahlen bekommen eigene Zeichen:

0:=(0,0) = «(0), 1:=(1,0) = «(1), i:=(0,1).

0 € C ist das neutrale Element der Addition, 1 € C ist das neutrale Element der
Multiplikation, und es giltﬁ

i?=i-i=—1. (42)

Wie auch beim Rechnen in R, lassen wir den Multiplikationspunkt bei der
Notation oft weg, und schreiben einfach zyzy = zl 29 fur das Produkt zweier
komplexer Zahlen z;, z, € C. Auch schreiben wir z~! oder 1 fiir das multiplikative
Inverse von 0 # z € C, siehe Satz m. Ebenso definieren wir die ganzzahligen

46 Auf Grund der Relation ist es nicht moglich auf C eine “kleiner Relation z; < z3” zu
definieren, die den vier Ordnungsaxiomen 7 geniigt, denn aus diesen Axiomen wiirde
ja 2% > 0 fiir alle komplexen z folgen, insbesondere i? > 0, was aber widerspricht.
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Potenzen z"™ durch

M=z z z€C, neN,
n mal
=1 z € C,
o 1 0 C N
= #2e€C, neN
Es gilt dann wie auch in R, siehe ([26)),
2 =2 (M) =" ()t =272y, 0# 2,21, €C, nym € Z,
als auch, vgl. (27))
2 =2 (M) =" ()t = 272y, 221,20 € C, mym € N,

Die geometrische Summenformel, siehe Proposition und der binomische
Lehrsatz, sieche Proposition[1.8.5] gelten ebenso fiir komplexe Zahlen. Die Beweise
sind ident, es wurden ja nur die Korperaxiome verwendet, und diese gelten auch

in C, siehe Satz[1.10.1}]
Jede komplexe Zahl z = (a, b) ldsst sich eindeutig als

z = a—+ib, a,b e R,

schreiben. Dabei heifit a der Realteil von z und wird mit Re z € R bezeichnet; b
heilt der Imagindrteil von z und wird mit Im z € R bezeichnet. Es ist also stets

z=Rez+ilmz, Reze R, ImzeR.

Esgilt R={2€C|Imz=0}. Eswird[:={2€ C|Rez=0}={ia|a € R}
die Menge der rein imagindren Zahlen genannt. In dieser Schreibweise sehen
Addition und Multiplikation wie folgt aus:

(a1 + lb1) + (CLQ + lbg) = (CLl + ag) + l(bl + bg),
((ll + lbl) . (CLQ + lbg) = (CL16L2 — blbg) + i(a1b2 + blag).

Beim Rechnen mit komplexen Zahlen behandeln wird daher i als “formale Varia-
ble” und beachten dann noch die Relation (42).

1.10.2. BEISPIEL. Fiir 2y = 3 +4i und 2z, = 5 + 61 ist
2129 = (34+4i)- (b+61) =3-5+3-6i+4i-5+4i-6i
=3-5—-4-64+(3-6+4-5)i=-9+38i

und
214+ 20=(3+4i)+ (5+6i) =3+5+ (4+6)i =8+ 10i.

Unter der komplexen Konjugation verstehen wir die Abbildung
C—-C, z—zZ:=Rez—ilmz.
Sie ist sowohl mit der Addition als auch mit der Multiplikation vertraglich:

21 + 9 — 21 + 22, 2129 — 2122.
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Es gilt

zZ4+Z z—Z

Imz — 4
2 M=o (43)

Daher ist R = {z € C| Z =2} und I = {# € C | 2 = —z}. Die komplexe
Konjugation entspricht einer Spiegelung an der reellen Achse.
Beachte, dass z - Z stets reell und positiv ist,
z-zZ=(Rez)®+ (Imz2)*> > 0.
Unter dem Absolutbetrag verstehen wir die folgende Abbildung
C — RS, 2 |z] = vV2Z = \/(Re2)? + (Im 2)2.

Beachte, dass fiir reelle z € R C C dieser Absolutbetrag mit dem der reellen
Zahlen iiberein stimmt. Nach dem Satz von Pythagoraﬂ enspricht der Abso-
lutbetrag |z| gerade dem Euklidischen Abstand der komplexen Zahl z von 0 in
C = R2. Es gilt

1 _
1zl = |z|, |2?=22=(Rez)’+ (Im2)*> und 2 '=-= ’% falls z # 0.
z |z
Beachte auch
|Rez| < |z| und [Imz| <|z]. (44)

1.10.3. BEISPIEL. Diese Formeln helfen auch bei der Berechnung des Inversen.

s . coo—1 _ Z _ 3-4i _ 3-4i _ 3 4.
Fiir z = 3 4 4i erhalten wir z7 = LT R T a5 — o5 ok

Analog zu Proposition haben wir

1.10.4. PROPOSITION. Fliir z, 2,29 € C gilt:

a) |z| >0 und |z| =0< 2 =0.

b) |z122] = [21]] 22|.

¢) |21+ 22| < |a1] + |22

BEWEIS. ist offensichtlich, denn aus 0 = [z|> = (Rez)? + (Im 2)? folgt
Rez=0und Imz =0, also z = 0. (]ED folgt aus:

__ _ _ _ 2
‘2122’2 = nnnzn = nnihkh = (2121) - (nZ) = ‘21‘2 : ’»732|2 = (|21HZ2D
Ad (d): Wegen gilt
|21 + 2’2|2 = (21 + 2’2) - 21 + V)
= Zlil + 2252 + 2122 + 2221 = |21’2 + ‘22’2 + 2R€‘(2152). (45)
Wegen und gilt | Re z129| < |z120] = |21]]22]. Mit folgt
2
21+ 2of* < |21 * + |20 + 221 |22] = (J21] + |22])
und damit ist bewiesen. O

47
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Aus Proposition 1.10.4@ erhalten wir

’ﬂ Bl s s, 20 (46)
Z9 |22|

Wie auch im reellen, folgt aus Proposition [1.10.4(d)
’|21| — |ZQ|| < |21 + 22| sowie “zl| — \ng < |z1 — 2. (47)

1.10.5. BEMERKUNG. Die Menge der komplexen Zahlen mit Absolutbetrag 1
wird als der Einheitskreis bezeichnet,

Sti={zeC|z|=1}.

Beachte, dass mit z, 21,20 € S! auch 2129 € S' und 27! € S!, siehe Propositi-
on 1.10.4@ und ([46). Zusammen mit der komplexen Multiplikation bildet (S*,-)
eine kommutative Gruppe, siche Bemerkung [1.5.9]

Die komplexe Multiplikation kann geometrisch wie folgt verstanden werden.
Jede komplexe Zahl z lasst sich in der Form

z =r(cosf +isinb), 6 el0,2m), reR],

schreiben. Dabei ist » = |z| > 0 der Abstand von z zu 0, und 6 der Winkel
zwischen z und 1. Fiir z # 0 ist diese Darstellung auch eindeutigﬁ Fir z =0
ist 7 = |z| = 0 und 0 € [0, 27) beliebig, die Darstellung also nicht eindeutig. Aus
den Additionstheoremen fiir Sinus und Cosinus folgt:

(7‘1 (cos 6y + isin 01)) . (TQ(COS 0y + isin 02)) =17y (005(91 + 0) +isin(0; + 02))

D.h. die Absolutbetrige multiplizieren sich, die Winkel addieren sich. Daraus
kénnen nun auch alle Wurzelnﬁ einer komplexen Zahl z = r(cosf + isin#) be-
stimmt werden, diese sind

& = /r(cos(8/n + 2rk/n) + isin(d/n + 27k /n)), k=0,1,2,...,n—1.

Ist z # 0 dann sind alle diese Wurzeln verschieden, eine nicht verschwindende
komplexe Zahl hat daher genau n verschiedene n-te Wurzeln. Der Fall z = 0
spielt eine Sonderrolle, denn 0 besitzt nur eine einzige n-te Wurzel, namlich 0.

1.10.6. BEISPIEL. Unter einer n-ten Einheitswurzeln verstehen wir eine kom-
plexe Zahl ¢ € C fiir die (" = 1 gilt, d.h. eine Wurzeln von 1. Beachte, dass jede
n-te Einheitswurzel || = 1 erfiillt. Es gibt genau n n-ten Einheitswurzeln:

(k. = cos(2mk/n) + isin(27k/n), k=0,1,2,...,n— 1.

4BWegen der Periodizitiit von Sinus und Cosinus gilt r(cos(§+2m)+isin(6+27)) = r(cos O+
isind). Die Wahl 6 € [0,27) ist daher eine kiinstliche, ebenso hitten wir etwa 6 € (—m, 7]
verlangen konnen.

494 1. alle Zahlen € € C fiir die £" = z gilt.
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Die zweiten Einheitswurzeln sind 1 und —1, die dritten Einheitswurzeln sind:
G=1
(o = cos(2m/3) +isin(2m/3) = —5 + i
(3 = cos(4m/3) + isin(47/3) = —%

— V33
Die vierten Einheitswurzeln sind 1, i, —1 und —i.

2

1.10.7. BEISPIEL. Fiir p, g € C sind die Losungen der quadratischen Gleichung

0= 22+ pz + q durch
_ —pEVPP—4g
2

gegeben. Dabei bezeichnet 4/p? — 4¢ die beiden Quadratwurzeln von p? — 4¢q,
die sich ja nur um ein Vorzeichen unterscheiden. Z.B. sind die Losungen von
2?4+ (3 —2i)z — 6i

3420\ /(-3+20)2+4-61  —3+2i++/5+12i

s

=T 2 - 2
Wegen ++/5 + 12i = (3 + 2i) erhalten wir die beiden Lisungen
—34+21+ 3+ 2i —3421—3—2i
Zp = + l; A 21 und z_ = + 12 P —3.

Unter einem komplexen Polynom verstehen wir eine Funktion der Form
n
p: C—=C, p(z)= Zaizi =ay+amz+ a2 +as+ - +a,2",
=0
wobei ag, ay, as, ... fixe komplexe Zahlen sind. Ist a,, # 0 dann heif3t p ein Poly-
nom n-ten Grades. Unter einem konstanten Polynom verstehen wir ein Polynom
der Form p(z) = ag. Die auBerordentliche Rolle der komplexen Zahlen spiegelt
sich in folgendem Resultat wider. Einen Beweis kénnen wir hier nicht geben.

1.10.8. SATZ (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht konstante komplexe
Polynom besitzt eine Nullstelle in C.

Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt dann mittels Polynomdivision,

dass sich jedes komplexe Polynom p(z) = > 7" a;z" mit a,, # 0 in der Form
p(z) = an [J(z = M) = an(z = A1) - (2 = Aa) -+ (2 = M)
i=1

schreiben lésst, wobei A, Ag, ... gerade die Nullstellen von p(z) sind, d.h. p(\;) =
0. Diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolgem der Nullstellen eindeutig. Dabei
miissen die Aq, Ag,... nicht unbedingt verschieden sein. Tritt eine Nullstelle A
von p, k mal auf dann sprechen wir von einer k-fachen Nullstelle und sagen “\

50permutationen!
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hat Vielfachheit k£.” Wir sehen daher, dass ein Polynom n-ten Grades genau n
Nullstellen in C hat, wobei diese Nullstellen aber ihrere Vielfachheit entsprechend
oft gezahlt werden miissen.

1.10.9. BEIspPIEL. Das Polynom
p(z) = 22(z = 1)*(z —1)° (2 + 31) = 2" + -
hat drei Nullstellen, 0, 1, i und —3i. Dabei hat 0 die Vielfachheit 3, die Nullstelle
1 hat Vielfachheit 2, die Nullstelle i hat Vielfachheit 5, und —3i ist eine einfache

Nullstelle. Zahlen wir alle diese Vielfachheiten zusammen erhalten wir 3+2+5 -+
1 =11, den Grad des Polynoms.

1.10.10. BEMERKUNG. Fiir n > 2 ist es nicht moglich auf R" eine mit der
Struktur der rellen Zahlen vertrigliche Kérperstruktur zu definieren. Dies ist nur
fiir R und R? mdoglich! Auf R* kann immerhin noch eine Multiplikation definiert
werden, die, zusammen mit der iiblich Vektoraddition, alle Koérperaxiome bis auf
erfiillt. Dieser sogenannt Schiefkorper der Hamiltonscheﬂ Quaternionen
wird {iblicherweise mit H bezeichnet. In H gibt es drei verschiedene Elemente
i, j, k die folgenden Relationen geniigen:

2=i2=k2=-1, ij=—ji=k, jk=-kj=1i, ki=—ik=j.

51Sir William Rowan Hamilton, 1805-1865.
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2. Folgen und Reihen

Folgen und Reihen werden in jedem Analysislehrbuch besprochen, siehe etwa
[H1l, Kapitel 111}, [K1l, Kapitel 5], [J2 Kapitel 23] oder [M1l, Kapitel 2§4].

2.1. Folgen reeller Zahlen.

2.1.1. DEFINITION. Unter einer Folge reeller Zahlen verstehen wir eine Ab-
bildung N — R. Sind a,, € R dann bezeichnen wir die dadurch bestimmte Folge
mit aq,as, as, ..., oder (a,),eny oder (a,) oder durch a,, n € N. Die einzelnen
Zahlen a,, € R heiflen die Folgenglieder der Folge (a,), und n heifit der Indez des
Folgenglieds ay,.

Wir werden im Folgenden nicht darauf bestehen, dass die Nummerierung der
Folgenglieder mit 1 beginnt, und auch ay, agi1, agt2,... oder (a,),>r oder a,,
n > k, als Folge bezeichnen. Dabei lassen wir beliebiges k € Z zu, d.h. auch
a_1,ag,a1,as, ... ist eine Folge. Da wir uns meistens nur fiir das Verhalten fiir
grofle n interessieren, sind die ersten Folgenglieder ohnehin unwesentlich. Durch
Ubergang von (n)n>k 21 by = apyg—1, n € N, erhalten wir eine Folge (by,)nen im
strengen Sinn der Definition [2.1.1}

2.1.2. BEISPIEL. Einige Beispiele von Folgen:

a, = ¢ (konstante Folge, ¢ € R)
—1)

ap 1= (=) (alternierendes Vorzeichen)
n+1

a, :=3n*>—Tn+38

1
n = ) Z 3
¢ n(n—1)(n —2) "

2.1.3. BEISPIEL. Die Fibonacciﬂ Folge wird rekursiv definiert:
ap:=0, ay:=1, a,:=a,-1+a,_o firn>2.
Die ersten Folgenglieder lauten daher: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,... Sie lassen sich
auch in geschlossener Form angeben
o= (1—a)

aTL_ )
V5

wobei a = (1 + v/5) den sogenannten goldenen Schnitt bezeichnet.

n € Ny,

2.1.4. DEFINITION. Es sei (a,) eine Folge reeller Zahlen und a € R. Wir sagen
die Folge (a,) konvergiert gegen a falls gilt: Fiir jedes £ > 0 existiert ein Index
no € N, sodass fir alle n > ng gilt: |a, — a| < €. In Zeichen:

Ve>03dno e NVn >ng:|a, —a| <e.

521 eonardo da Pisa, auch Fibonacci genannt, ca. 1170-1250.
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In diesem Fall heiit a Grenzwert oder Limes der Folge (a,) und wir schreiben

a = lim a, oder a, — a.
n—oo

Eine Folge heifit konvergent falls sie einen Grenzwert besitzt, andernfalls heif}t
sie divergent. Konvergiert eine Folge gegen 0 so wird sie Nullfolge genannt.

2.1.5. BEMERKUNG. Die folgenden Aussagen iiber eine Folge (a,) sind dqui-
valent. Jede einzelne besagt, dass die Folge (a,) gegen a konvergiert.

a) Ve >03dng e NVn >ng:|a, —a| <e.

b) Ve >0 3ng € NVn > ng : |a, —al < e.

¢) Ve >03nyg e NVn >ng:|a, —al <e.

d) Ve >03ny € NVn >ng: |a, —al <e.

2.1.6. BEMERKUNG. Fiir ¢ > 0 und ¢ € R heifit das Intervall
Ua):=(a—e,at+e)={reR|a—c<z<a+e}

die e-Umgebung von a. Wir fithren noch folgende Sprechweise ein: Wir sagen
“eine Eigenschaft gilt fiir fast alle Glieder einer Folge a,,” wenn es einen Index
ng gibt, sodass diese Eigenschaft fiir alle a,, mit n > ng gilt. Damit kénnen wir
nun die Konvergenzbedingung wie folgt formulieren. Eine Folge (a,) konvergiert
gegen a, genau dann wenn in jeder e-Umgebung von a fast alle Folgenglieder zu
liegen kommen.

2.1.7. LEMMA. Sind a # a' € R, dann existiert € > 0 mit U.(a) NU.(a") = 0.

BEWEIS. Sei ¢ := 3|a’ — a|. Wire z € U.(a) N U:(d') dann folgt aus der
Dreiecksungleichung, siehe Porposition ,
ld' —al=ld —z+x—a|<|d —z|+|r—a|<e+e=2=|d —d,
ein Widerspruch. Daher muss U.(a) N U.(a’) leer sein. O
2.1.8. PROPOSITION. Eine Folge hat hichstens einen Grenzwert[]

BEWEIS. Indirekt angenommen a # o’ sind beides Limiten der Folge (a,).
Nach Lemma [2.1.7finden wir ¢ > 0 mit U.(a)NU.(a’) = 0. Da a,, — a, liegen fast
alle Folgenglieder in U.(a), und da a,, — o', liegen fast alle Folgenglieder in U.(a’).
Damit miissen fast alle Folgenglieder in U.(a) N U.(a’) liegen, ein Widerspruch
da dieser Durchschnitt ja leer ist. Daher kann die Folge (a,) hochstens einen
Grenzwert haben. d

2.1.9. BEISPIEL. Die konstante Folge a,, := ¢ konvergiert gegen c.

2.1.10. BEIspIEL. Die Folge a,, := % ist eine Nullfolge, d.h.
1

lim — =0.
n—oo M,

53Wir sprechen daher von dem Grenzwert einer Folge, falls dieser existiert.
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Denn ist € > 0, dann existiert nach Proposition 1.9.19 ein ny € N mit n—lo <e.
Fiir n > ng gilt dann 0 < £ < nio < ¢, und daher |a, — 0| = |1| = 1 < &. Daher
ist 0 der Grenzwert der Folge (a,).

2.1.11. BEMERKUNG. Es sei (a,) eine Folge und a € R. Dann konvergiert
(an) gegen a genau dann wenn die Folge (|a, —a|) gegen 0 konvergiert. Dies folgt
sofort aus ||a, — a| — 0| = |a, — a|. Insbesondere ist (a,) eine Nullfolge genau
dann wenn (|a,|) eine Nullfolge ist.

2.1.12. DEFINITION. Eine Folge (a,)nen heifit nach oben beschrankt falls die
Menge {a,, | n € N} nach oben beschrénkt ist. Sie heiBt nach unten beschrinkt
falls die Menge {a, | n € N} nach unten beschrénkt ist. Sie heiit beschrdnkt falls
die Menge {a, | n € N} beschréinkt ist, siche Definition [1.9.6] Sie heifit nach
oben unbeschrdnkt falls sie nicht nach oben beschrankt ist. Sie heifit nach unten
unbeschrdnkt falls sie nicht nach unten beschréankt ist. Sie heifit unbeschrdnkt falls
sie nicht beschrankt ist.

2.1.13. PROPOSITION. Jede konvergente Folge ist beschrdnkt.

BEWEIS. Es sei (a,) eine konvergente Folge mit Grenzwert a = lim,,_ ;.
Da a, — a, existiert ein Index ng, sodass fiir alle n > ng gilt |a, —a| < 1. Mit
Hilfe der Dreiecksungleichung, sieche Proposition [1.8.9|(d), folgt

lan| = lan —a+a| < |a, —al +|a] <1+ |al, fiir alle n > ny.
Es sei r := max{|ai|, |as], ..., |an,—1|, 1 + |a|}. Dann gilt |a,| < r, fiir alle n € N.
Also ist die Folge (a,) beschrinkt. O

2.1.14. BEispiEL. Die Folge a, := n, n € N, ist divergent, denn nach Propo-
sition |1.9.19((b|) ist sie unbeschréankt, also kann sie auch nicht konvergieren, siehe
Proposition [2.1.13] Ebenso divergiert die Folge b, := —n? + 1, n € N, denn auch
sie ist unbeschrankt.

2.1.15. DEFINITION. Unter einer Teilfolge einer Folge (a,,) verstehen wir jede
Folge der Form ay,, an,, ang, Gpny, ... wobei ng € Nund ny <ng <ng <---.

2.1.16. PROPOSITION. Ist a,, — a eine konvergente Folge, und (a,, )ren €ine
Teilfolge, dann gilt auch limy_,o @y, = a.

BeEwEIs. Da a,, — a, existiert ng € N, sodass fiir alle n > ng gilt |a, —a| < e.

Da ny < ny < n3 < ---, existiert ky € N, sodass fiir alle & > ky gilt ny > ny.
Wir erhalten |a,, —a| < ¢ fur alle £ > kq. Also konvergiert die Teilfolge (a,, )ren
gegen a. 0

2.1.17. BEISPIEL. Betrachte die Folge a, := (—1)", n € N. Die Teilfolge
ai,as, as, ar, ... ist konstant —1, also konvergiert sie gegen —1. Die Teilfolge
a9, a4, ag, g, . . . ist konstant 1, also konvergiert sie gegen 1. Da die Grenzwerte

dieser beiden Teilfolgen nicht iiberein stimmen, kann die urspriingliche Folge (a,,)
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nicht konvergieren, siche Proposition [2.1.16] Wir sehen also, dass a,, = (—1)" eine
beschréankte aber nicht konvergente Folge ist.

2.1.18. BEISPIEL. Sei p € N. Die Folge a,, := nip, n € N, ist eine Teilfolge der

Folge b,, := %, n € N. Nach Proposition [2.1.16{und Beispiel [2.1.10| gilt daher auch

1
lim — =0, peN.

n—oo NP

2.1.19. PROPOSITION. Es seien a, — a und b, — b zwei konvergente Folgen
und A € R. Dann gilt:

a) a, +b, — a+b.

b) Aa, — Aa.

¢) apb, — ab.

d) Ist a # 0, dann sind fast alle a,, # 0 und i — L

e) Ist b # 0, dann sind fast alle b, # 0 und I

fg

BEwEIs. Ad @: Sei € > 0. Da a,, — a, existiert ng € N mit
la, —al < %’ fiir alle n > ny. (48)
Da b,, — b, existiert ny € N mit
|b, — b] < g, fiir alle n > ny,. (49)

Sei m := max{ng,ny}. Aus der Dreiecksungleichung, sieche Proposition [1.8.9(d),
sowie und erhalten wir fiir n > m

e €

[(an + b,) = (a+b)| = |(an — a) + (b — b)| < |an —al + |b, — b < 5+3

Daher konvergiert die Folge (a,, +b,) gegen a+b. Ad : Sei € > 0. Da die Folge

a, konvergiert ist sie auch beschrinkt, sieche Proposition [2.1.13] es existiert daher

r > 0 mit

=¢.

la,| <, fiir alle n € N. (50)
Da a,, — a, existiert ng € N mit
€ ..
la, —al < SCEE fiir alle n > ny. (51)
Da b, — b, existiert n € N mit
b, — b] < 2%, fiir alle n > ny,. (52)

Sei m := max{ng, n,}. Mit Hilfe von Proposition sowie ([50)), und

erhalten wir fiir n > m
|anb, — abl = |a,b, — axb+ a,b — ab| < |ayb, — ayb| + |a,b — ab

19 19
= |an|]bn — b‘ + ‘CLn —CLHb| < r2_7“ + W

|m§§+§:a
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Also konvergiert die Folge (a,,b,) gegen ab. (b)) folgt aus (d) indem wir fiir (b, )nen
die konstante Folge A wihlen. Ad (d): Da 0 # a, existiert ng € N mit

jan —a] < 2

|2’, fir alle n > ng.

Mittels erhalten wir
o o | _lal "
la,| = |la+ a, —a| > |a| — |a, — a|] > || 5 =5 0, fir alle n > ny.
Insbesondere ist a,, # 0 falls n > nyg, also sind fast alle a,, # 0. Auch erhalten wir
1 2
— < —, fiir alle n > ny. (53)
|an| ~ |a
Sei nun € > 0. Da a,, — a, existiert n; € N, sodass
Ial2 ) ;
la, —al < — 5 fiir alle n > ny,. (54)

Sei m := max{ng,ny}. Mit Hilfe von Proposition [L.8.9([b) sowie und

erhalten wir fiir n > m

1 1 2'(1‘28
___:an—a:|an—a|<2|an—a|< S

a, a ana lay|lal = |al? la|?
Also konvergiert die Folge (i) gegen % (@ folgt aus und @ indem wir
a—: =a, - % schreiben. O

2.1.20. BeispiEL. Wir wollen mit Hilfe von Proposition [2.1.19|den Grenzwert
(falls dieser existiert) der Folge

3 5
an.:—2—|———7 n €N,
n
bestimmen. Nach Beispiel [2.1.18|ist =5 eine Nullfolge, nach Proposition M@)
gilt daher auch lim,, . r2 = 0. Ebenso erhalten wir hmn_,oo; = 0. Mittels
Proposition M@) folgt daher
lim 3—|—§—7— lim i—i— lim 5 lim 7=04+0—-7=—T.
n—oo n n—oo M, n—oo M, n—oo

2.1.21. BeispIEL. Wir wollen den Grenzwert (falls dieser existiert) der Folge

5n® —Tn? — 1 N
ay, 1= ., n ,
3n3+4n2+2n+1

bestimmen. Wir erweitern diesen Bruch mit 5 L und erhalten die Darstellung

r_ 1
_ n n3
- 4 2 1 -
3+n+n2+n3
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Wie in Beispiel [2.1.20] folgt

7 1 4 2 1
imb—-—-———=5 und lm3+-—-—4+ —+—=3.
n—0o n n3 n—00 n  n2 n3
Aus Proposition 2.1.19@ erhalten wir daher

5n3 —Tn? —1 _ 5-1

_ 1
im = lim n’ )
n—oo3nd+4n?4+2n+1 n-o3+24 24+ L 3

2.1.22. PROPOSITION. Ist (a,) eine Nullfolge und (by,) eine beschrdnkte Folge,
dann ist auch (a,b,) eine Nullfolge.

BewEis. Ubungsaufgabe. 0
2.1.23. PROPOSITION. Ist a,, — a eine konvergente Folge, dann |a,| — |a].
BewErs. Ubungsaufgabe. 0

2.1.24. PROPOSITION. Sind a, — a und b, — b zwei konvergente Folgen,
sodass a, < b, fir fast alle n € N, dann gilt auch a < b.

BEWEIS. Indirekt angenommen es gilt @ > b. Nach Lemma existiert
e > 0 mit U.(a) NU(b) = 0. Da a, — a liegen fast alle Folgenglieder von (ay,)
in U.(a). Wegen a,, < b, liegen daher fast alle Folgenglieder von (b,,) im Intervall
(@ —e,00). Wegen a > b ist U.(b) N (a — &,00) = (. Daher konnen nur endlich
viele Folgenglieder von (b,,) in U.(b) liegen. Aber dies widerspicht b, — b. Wir
schliefen daher, dass a < b gelten muss. 0

2.1.25. BEMERKUNG. Betrachte die Folgen a, := 0 und b, := % Dann gilt
a, < by, aber lim, ., a, = 0 = lim,, ., b,. D.h. selbst wenn a,, < b, fiir (fast)
alle n € N gilt, folgt fiir die Limiten i.A. nur lim,, . a, < lim,_ b,.

2.1.26. PROPOSITION. FEs seien (a,), (b,) und (c,) drei Folgen sodass a, <
b, < ¢, fir fast allen € N. Gilt a,, — x und ¢, — x, dann auch b, — x.

BEWEIS. Sei ¢ > 0. Da a,, — z, liegen fast alle Folgenglieder von (a,) in
U.(x). Da ¢, — x liegen auch fast alle Folgenglieder von (c¢,) in U.(z). Wegen
a, < b, < ¢, liegen daher auch fast alle Folgenglieder von (b,) in U.(z). Also
konvergiert (b,) gegen x. O

2.2. Konvergenzkriterien fiir Folgen.

2.2.1. DEFINITION. Eine Folge reellen Zahlen (a,,) heifit monoton wachsend,
falls fiir alle n € N gilt a,, < a,41. Sie heilt streng monoton wachsend, falls fiir
alle n € N gilt a, < a,.1. Sie heifit monoton fallend, falls fir alle n € N gilt
ap > Apyq. Sie heilit streng monoton fallend, falls fiir alle n € N gilt a,, > a,41.
Sie heifit monoton, falls sie monoton wachsend oder monoton fallend ist. Sie heifit
streng monoton, falls sie streng monoton wachsend oder streng monoton fallend
ist.
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2.2.2. PROPOSITION. Jede nach oben beschrinkte monoton wachsende Folge
(ay) konvergiert und es ist

lim a, = sup{a, | n € N}.

Ebenso gilt: Jede nach unten beschrdankte monoton fallende Folge (b,) konvergiert
und es ist
lim b, = inf{b, | n € N}.

BEWEIs. Wir zeigen zunéchst die Aussage iiber eine nach oben beschrinkte
monoton wachsende Folge (a,). Sei a := sup{a, | n € N}. Beachte, dass dieses
Supremum existiert, da die Folge (a,) nach oben beschrénkt ist. Sei € > 0. Nach
Definition des Supremums, ist @ — ¢ keine obere Schranke von {a, | n € N}.
Also liegt mindestens ein Folgenglied im Intervall (a — €,00). Da die Folge a,
monoton wachsend ist, liegen dann fast alle Folgenglieder im Intervall (a — ¢, 00).
Da a ober Schranke von {a, | n € N} ist, miissen daher fast alle Folgenglieder
in (a —¢,a] € U.(a) zu liegen kommen. Also konvergiert die Folge (a,) gegen
a. Die zweite Aussage folgt nun leicht aus der ersten, indem wir die Folge (—b,)
betrachten. O

2.2.3. BEISPIEL. Interessant an Proposition ist, dass wir die Konvergenz
einer Folge zeigen konnen ohne den Grenzwert zu kennen. Dies soll an folgendem
Beispiel verdeutlicht werden. Es sei a > 0 und xy > 0 beliebig. Betrachte die
rekursiv definierte Folge

1
Tyl i= 5(3:” + i), n € Np. (55)

Fiir n € Ny folgt aus :

9 1 a \2 1/, a’
$n+1—azz<$n+x—n> —GIZ($n+2CL—|—x—2)—CL
1/, a? 1 a2

Damit ist x, > +/a fiir alle n € N, also ist die Folge x,, nach unten beschrinkt.
Aus und erhalten wir, fiir n € N, auch

1 < Lo > 1 < a > 2 —a -0
Ty —Tpa1 =Ty — =g+ — ) ==(2,— — ) = > 0.
1 2 L) 2 N 20
Damit ist x,, > @, fiir alle n > 1, also ist die Folge (x,),>1 monoton fallend.
Nach Proposition existiert daher x := lim,,_,, z,. Aus folgt

1
T=3 (x + ﬁ) und daher auch =z = +/a.
T

Wir sehen also, dass die Folge z,, gegen /a konvergiert, und zwar fiir beliebigen
Startwert zp > 0. Mehr iiber diese Folge findet sich etwa in [K1l, Kapitel 5.4].
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2.2.4. DEFINITION. Unter einer Intervallschachtelung verstehen wir eine Folge
kompakter Intervalle

I = [a1,b1], Iy = [as,bs], I3 = [ag,bs], ... (an < by)
mit folgenden beiden Eigenschaften:
a) [ 2L, 2132142
b) lim,, .. b, — a, = 0.
Wir sagen eine reelle Zahl z € R wird von der Intervallschachtelung erfasst, falls

x in jedem Intervall liegt, d.h. x € I, fiir alle n € N. Die Zahl x wird also genau
dann von der Intervallschachtelung erfasst, wenn gilt

x € ﬂ[n:{yER‘yelnﬁiralleneN}

n=1

2.2.5. SATZ (Intervallschachtelungsprinzip). Jede Intervallschachtelung erfa-
sst genau eine reelle Zahl.

BEWEIS. Es sei I, = [a,, b,] eine Intervallschachtelung. Die Folge a,, ist mo-
noton wachsend und nach oben beschréinkt, etwa ist b; eine obere Schranke, siehe
Definition . Ebenso ist die Folge b, monoton fallend und nach unten be-
schrinkt. Nach Proposition existieren daher die Limiten a = lim,,_ a,
und b := lim,, .. b,, und es gilt

a, <a sowie b<b,, fiir alle n € N.

Wegen Definition [2.2.4|(b) gilt auch

b—a= lim b, — lim a, = lim b, —a, =0, also a=0.

n—oo n—oo n—oo

Sei nun z := a = b. Dann gilt a, < x < b, und daher = € I, = [a,,b,] fir
alle n € N. Die Zahl = wird daher von der Intervallschachtelung erfasst. Aus
Proposition [2.1.26| folgt sofort, dass x die einzige Zahl mit dieser Eigenschaft
ist. U

2.2.6. BEMERKUNG. Aus der Aussage von Satz und dem Archimedi-
schen Prinzip, siehe Proposition 1.9.19@, lasst sich das Vollstandigkeitsaxiom
herleiten, siche [K1l Kapitel 5.6].

2.2.7. LEMMA. Jede Folge besitzt eine monotone Teilfolge.

BEWEIS. Es sei (a,) eine Folge. Betrachte die Menge
S::{TLEN}fﬁrallek‘mitngk‘gﬂtangak}

Besteht S aus unendlich vielen Elementen ny < ng < ng < ---, dann ist (a, )ken
offensichtlich eine monoton wachsende Teilfolge von (a,). Es bleibt daher nur der
Fall endlichen S zu behandeln. Wihle n; € N grofler als jedes Element in S.
Dann ist ny ¢ S, also existiert ny mit n; < ng und a,, > a,,. Auch ny ¢ S, also
existiert ng mit ny < ng und a,, > a,,. Induktiv fortfahrend erhalten wir eine
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monoton fallende Teilfolge a,,, an,, Gns, ... von (a,). In jedem Fall, S unendlich
oder nicht, haben wir eine monotone Teilfolge gefunden. O

2.2.8. SATZ (Bolzano—Weierstral). Jede beschrinkte Folge besitzt eine kon-
vergente Teilfolge.

BEWEIS. Nach Lemma besitzt jede Folge eine monotone Teilfolge. Ist
die urspriingliche Folge beschréankt, dann ist diese Teilfolge sicherlich auch be-
schrankt. Nach Proposition muss sie daher konvergieren. O

2.2.9. DEFINITION. Unter einer Cauchyfolge verstehen wir jede Folge (a,,) mit
der folgen Eigenschaft: Fiir jedes ¢ > 0 existiert ein Index ng € N, sodass fiir alle
n > no und m > ng gilt |a, — a,,| < . In Zeichen:

Ve >03dng e NVn >ng Vm > ng : |a, — an| <€

2.2.10. SAaTz (Cauchy’sches Konvergenzkriterium). Fine Folge reeller Zahlen
konvergiert genau dann wenn sie ein Cauchyfolge ist.

BEwEIS. Wir zeigen zunéchst, dass jede konvergente Folge auch eine Cauchy-
folge ist. Sei also a,, — a eine konvergente Folge. Sei € > 0. Da a,, — a existiert
ein Index ng mit |a, — a| < €/2 fiir alle n > ny. Fir n,m > ny gilt dann

£ €
]an—am]:\an—a+a—am]g\an—al+|a—aml<§+§:5.

Also ist (a,) tatsichlich eine Cauchyfolge. Es bleibt zu zeigen, dass jede Cauchy-
folge konvergiert. Wir zeigen zuerst, dass eine Cauchyfolge beschrinkt sein muss.
Ist (a,) eine Cauchyfolge, dann existiert ein Index ng sodass fiir alle n > ng gilt
|a, — an,| < 1. Daher auch

lan| = |an — ny + ang| < |y — G| + |ang| < 1+ |an,|, fiir alle n > ny.

Mit r := max{|ai|, |as], ..., |@ne-1|,1 + |an,|} folgt dann |a,| < r fir alle n €
N. Also ist die Folge (a,) beschrinkt. Nach Satz besitzt (a,) daher eine
konvergente Teilfolge (an, ). Sei a := limg_, ap, . Wir werden nun zeigen, dass
dann auch (a,) gegen a konvergiert. Sei dazu € > 0. Da (a,) eine Cauchyfolge
ist, existiert ng mit

€ ..
la, — am| < 3 fiir alle n, m > ny.
Da a,, — a, existiert ein Index ng > ng mit |a — ay | < 5. Fiir n > ng gilt dann

£ €
|an—a|:|an—an6—|—an6—a|§|an—an6|+|an6—a|<§+§:6.

Daher konvergiert (a,) gegen a, und der Beweis ist vollstandig. U

2.2.11. BEMERKUNG. Aus Satz[2.2.10|und dem Archimedischen Prinzip, siehe
Proposition 1.9.19@, kann das Vollstédndigkeitsaxiom hergeleitet werden, siche
K1l Kapitel 5.6].
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2.2.12. BEMERKUNG. Satz liefert uns ein weiteres Kriterium fiir die
Konvergenz einer Folge, fiir dessen Anwendbarkeit wir den Grenzwert noch nicht

kennen miissen, vgl. Proposition und Beispiel 2.2.3]

2.3. Hiufungswerte von Folgen.

2.3.1. DEFINITION. Unter einem Hdufungswert einer reellen Folge verstehen
wir jede Zahl x € R mit folgender Eigenschaft: Fiir jedes € > 0 liegen unendlich
viele Folgenglieder in der e-Umgebung U.(x) = (x — &, + ¢) von x.

2.3.2. BEISPIEL. Die Folge (—1)" hat zwei Haufungswerte, 1 und —1.

2.3.3. PROPOSITION. FEs sei (a,) eine Folge und a € R. Dann ist a Hdaufungs-
wert von (a,) genau dann wenn eine Teilfolge (an, ) mit limy_ a,, = a existiert.

BewEis. Ubungsaufgabe. O

2.3.4. BEISPIEL. Die Folge a, := (—1)" + % hat zwei Haufungswerte, 1 und
—1: 1 ist Haufungswert, da die Teilfolge as, = 1 + % gegen 1 konvergiert, siehe
Proposition Ebenso sehen wir, dass —1 Haufungswert ist, da die Teilfolge
Gont1 = —1 + Tlﬂ gegen —1 konvergiert. Angenommen, es wire a # +1 ein
weiterer Haufungswert von (a,). Wihle ¢ > 0, sodass U.(a) N U.(1) = 0 =
U.(a) NU-(—1). Fiir gerades n > 1 ist dann a,, € U.(1), und fiir ungerades n > 1
gilt a, € U.(—1). Fiir alle n > 1 gilt jedenfalls a,, ¢ U.(a), ein Widerspruch zur
Annhame a wire Haufungswert von (a,). Also besitzt diese Folge tatsdchlich nur
die beiden Haufugswerte 1 und —1.

2.3.5. BEISPIEL. Betrachte die Folge (a,) die wie folgt gegeben ist:

1 1111111111111 1111111]1

1°1°2°122°3717234°172'3°4°57172:3 425767 17"
Mit Hilfe geeigneter Teilfolgen lédsst sich leicht zeigen, dass jedes Element der
Menge H = {+ | n € N} U {0} ein Hiufungswert von (a,) ist, wir haben
also unendlich viele Haufungswerte vor uns. Andererseits sind dies bereits alle
Héufungswerte von (a,), denn ist a € R, a ¢ H, dann finden wir ¢ > 0, sodass
U.(a) N H = ), und es liegt dann kein einziges der Folgenglieder in U.(a), da ja
alle a,, € H.

2.3.6. LEMMA. Ist a € R, ¢ > 0 und b € U.(a) dann ezistiert & > 0 mit
Uel(b) g U5<a>.

BEWEIS. Sei ¢ := ¢ — |a —b|. Da b € U.(a) gilt & > 0. Ist nun = € U.(b)
dann gilt wegen der Dreiecksungleichung, siehe Proposition [L.8.9](d),

|z —a|l=|r—b+b—a|<|z—b+|b—a] <&+ |b—a|] =c¢,

also © € U.(a). Damit liegt jedes Element von U (b) auch in U.(a), also haben
wir gezeigt U.(b) C U.(a). O
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2.3.7. PROPOSITION. Die Menge der Hiufungswerte einer beschrinkten Folge
reeller Zahlen besitzt sowohl Mazimum als auch Minimum [P

BEWEIS. Es bezeichne H die Menge der Haufungswerte einer beschrankten
Folge (a,). Nach Satz ist H # (). Da die Folge (a,) beschrinkt ist, ist auch
die Menge H beschrankt. Damit existiert « := sup H. Es geniigt zu zeigen, dass x
ein Haufungswert von (a,,) ist, denn dann muss = das Maximum von H. Indirekt
angenommen x ware kein Haufungswert. Dann existiert € > 0, sodass nur endlich
viele Folgenglieder von (a,) in U.(z) zu liegen kommen. Es folgt H N U.(z) = 0,
denn ist y € U.(x) dann kann y kein Héufungswert von (a,) sein, da ja nach
Lemma e’ > 0 mit Us(y) C U(x) existiert und daher auch U.(y) nur
endlich viele Folgenglieder enthélt. Aus H N U.(x) = ) folgt nun, dass 2 — ¢ eine
obere Schranke von H ist, ein Widerspruch zu x = sup H. Wir schlielen, dass x
tatsdchlich ein Haufungswert ist, also besitzt H ein Maximum. Durch Ubergang
zur Folge (—a,,) ldsst sich die Aussage tiber das Minimum von H leicht auf die
schon bewiesene Aussage iiber das Maximum zuriick fithren. 0

2.3.8. DEFINITION. Der grofite bzw. kleinste Haufungswert einer beschrankten
Folge (a,) wird ihr Limes superior bzw. Limes inferior genannt und mit

lim sup a,, bzw. lim inf a,,

n—oo n—0oo

bezeichnet.

2.3.9. BEMERKUNG. Offensichtlich gilt fiir jede beschrénkte Folge (a,) stets

liminf a,, < limsup a,,.

n—00 n—o0

Auch liegen alle Haufungswerte zwischen liminf,, ., a, und limsup,, .. ap.

2.3.10. BEisPIEL. Fir die Folge (a,) aus Beispiel gilt

liminfa, =0 und limsup =1.

2.3.11. PROPOSITION. Es sei (ay,,) eine beschrinkte Folge reeller Zahlen. Dann
st x = limsup,,_, ., a, die einzige Zahl mit folgender Eigenschaft: Fiir jedes c > 0
liegen hiochstens endlich wviele Folgenglieder in (x + ,00) aber unendlich viele
Folgenglieder kommen in (x — e,00) zu liegen.

Analog ist y := liminf,,_ . a, die einzige Zahl mit der Eigenschaft: Fir jedes
e > 0 liegen héchstens endlich viele Folgenglieder in (—oo,y — €), aber unendlich
viele kommen in (—oo,y + €) zu liegen.

BEWEIS. Wir zeigen nur die Aussage iiber z, die iiber y kann durch Ubergang
zu (—ay,) leicht darauf zuriick gefithrt werden. Sei € > 0. Da « ein Haufungswert
von (a,) ist liegen unendlich viele Folgenglieder in U.(x) C (x — €,00). Auch
kann es hochstens endlich viele Folgenglieder in (z + ¢, 00) geben, denn anderfalls

54D h. beschrinkte Folgen besitzen stets einen grofiten und einen kleinsten Haufungswert.
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konnten wir eine Teilfolge (a,,) wihlen die zur Génze in (z + ¢, 00) liegt, diese
miisste aber nach Satz und Proposition einen Haufungswert in [z +
g,00) haben, dieser wire dann auch ein Haufungswert von (a,), was aber x =
lim sup,, ., a, widerspricht. Es bleibt noch zu zeigen, dass = die einzige Zahl mit

dieser Eigenschaft ist. Ist z > z, dann ist ¢’ := 3(z — 2) > 0 und daher liegen
hochstens endlich viele Folgenglieder in (z +¢’,00) = (2 — &', 00); also hat z nicht
die gewiinschte Eigenschaft. Ist z < z, dann ist &’ := %(x — z) > 0 und daher

liegen unendlich viele Folgenglieder in (z —&”,00) = (2 +¢”, 00); also hat z nicht
die gewiinschte Eigenschaft. Wir sehen daher, dass es nur eine einzige Zahl mit
dieser Eigenschaft geben kann, nédmlich z = limsup,,_, . a,. O
2.3.12. PROPOSITION. Fiir eine beschrinkte Folge (ay,) gilt:
limsupa, = lim sup{ax | n < k}.
liminf a, = lim inf{ay | n < k}.

BeEweis. Es sei x, := sup{ax | & > n}. Beachte, dass diese Suprema exi-
stieren, da die Folge (a,) nach oben beschrinkt ist. Offensichtlich ist die Folge
(x,) monoton fallend. Da die Folge (a,) nach unten beschrénkt ist, gilt dies
auch fiir (z,). Daher existiert z := lim,_ .. ,, siehe Proposition 2.2.2l Um
x = limsup,,_,, a, zu zeigen werden wir die Beschreibung des Limes superiors in
Proposition verwenden. Sei dazu ¢ > 0. Légen unendlich viele Folgenglie-
der a, in (x + &,00), dann wiren alle z,, > = + ¢ was aber x,, — x widerspriche;
also konnen hochstens endlich viele der a,, in (x + ¢, 00) liegen. Wiirden nur end-
lich viele der a,, in (x — &, 00) zu liegen kommen, dann wéren fast alle a,, <z —¢
und damit auch fast alle x,, < x — ¢, was aber x,, — = widerspricht; also miissen
unendlich viele der a,, in (x — €, 00) enthalten sein. Damit erfiillt die Zahl x also
das Kriterium in Proposition und muss daher mit limsup,,_, . a, iiberein
stimmen. Durch Ubergang zu (—a,) folgt die zweite zu beweisende Gleichung
leicht aus der ersten. O]

2.3.13. PROPOSITION. Fiir eine beschrinkte Folge (a,) sind dquivalent:
a) Die Folge (a,) konvergiert.

b) Es gilt liminf, . a, = limsup,,_, . a,.

c¢) Die Folge hat genau einen Hdiufungswert a.

In diesem Fall gilt

limsupa, = liminfa, = lim a, = a.

BEWEIS. Die Aquivalenz @@ ist offensichtlich, siehe Bemerkung m
Ad (a)=(d): Indirekt angenommen (a,,) hétte zwei verschiedene Hiufungspunkte.
Nach Proposition m gibt es dann zwei konvergente Teilfolgen von (a,) mit
unterschiedlichen Grenzwerten. Dies widerspricht aber Proposition [2.1.16] Also

kann eine konvergente Folge nur einen Haufungswert haben, und dieser muss
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mit dem Grenzwert iiberein stimmen. Ad (b)=-(a): Sei x = limsup,, ., a, =
lim inf,,_,o a, und € > 0. Nach Proposition liegen nur endlich viele der a,,
n (z +¢,00), aber auch nur endlich viele der (a,,) in (—oo, x — ). Daher gilt fiir
fast alle Folgenglieder |a,, — x| < e. Also konvergiert (a,,) gegen z. |

2.4. Uneigentliche Grenzwert.

2.4.1. DEFINITION. Wir sagen eine Folge (a,)nen divergiert gegen oo falls zu
jedem K > 0 ein n € N existiert, sodass fiir alle n > ny gilt a,, > K. In diesem
Fall schreiben wir

lim a,, = o0 oder a, — 00.

Wir sagen die Folge (a,,)nen divergiert gegen —oo falls zu jedem K > 0 einn € N
existiert, sodass fiir alle n > ng gilt a,, < —K. In diesem Fall schreiben wir

lim a, = —o©0 oder a, — —o0.

n—oo
In beiden Fallen wird die Folge bestimmt divergent oder uneigentlich konvergent
genannt.

Eine Folge divergiert also gegen oo genau dann wenn fiir jedes K > 0 fast alle
Folgenglieder im Intervall (K, 0o) liegen. Sie diviergiert gegen —oo genau dann
wenn fiir jedes K > 0 fast alle Folgenglieder in (—oo, —K) liegen.

2.4.2. BEMERKUNG. Gilt a, — oo, dann ist die Folge (a,) nach unten be-
schrankt und nach oben unbeschrankt. Ist dariiber hinaus a, < b,, fiir fast alle
n, so gilt auch b, — oo. Gilt a,, — —o0, dann ist die Folge (a,) nach oben be-
schrankt und nach unten unbeschrankt. Ist weiters b,, < a,, fiir fast alle n, dann
auch b,, — —oo.

2.4.3. BEISPIEL. Fiir a,b € R gilt

00 falls b > 0
lima+nb=1<a falls b=0
—oo fallsb < 0.

Der Fall b = 0 ist trivial, die anderen beiden folgen leicht aus dem Archimedischen

Prinzip, siehe Proposition 1.9.19.

2.4.4. PROPOSITION. Es seien (a,)nen und (by)nen zwei Folgen. Dann gilt:

a) Ist a, nach unten beschrinkt und b, — oo, dann auch a, + b, — 0o.

b) Ist a, nach oben beschrinkt und b, — —oo, dann auch a, + b, — —o0.
c¢) Euxistiert p > 0 mit a,, > p fir fast alle n, b, — oo, dann a,b, — cc.
d) Ezistiert p > 0 mit a,, > p fir fast alle n, b, — —oo, dann a,b, — —oo.
e) Ezistiert p > 0 mit a, < —p fir fast alle n, b, — oo, dann a,b, — —oc.
f) Existiert p > 0 mit a,, < p fiir fast alle n, b, — —o0, dann a,b, — .
g) Gilt |a,| — oo, dann auch = — 0.
h)

Sind fast alle a,, # 0 und = —n — 0, dann auch |a,| — oo.
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i) Sind fast alle a,, > 0 und a,, — 0, dann auch i — 0.
j) Sind fast alle a, < 0 und a, — 0, dann auch ai — —00.

n

BEWEIS. Ad (f)): Sei also K > 0. Da (a,) nach unten beschrénkt ist, existiert
r € Rmit r < a, fir alle n. Da b, — oo gilt fiir fast alle Folgenglieder b, > K —r.
Es folgt a, + b, > r + (K —r) = K fiir fast alle n. Daher a, + b, — oo. Die
restlichen Aussagen lassen sich dhnlich einfach beweisen. 0

Da sowohl konvergente Folgen als auch gegen oo divergente Folgen nach unten
beschrankt sind, erhalten wir aus Proposition @ auch die beiden Aussagen:
a) Gilt a,, — @ und b,, — oo, dann auch a,, + b, — occ.
b) Gilt a,, — oo und b, — oo, dann auch a, + b, — 0.
Analoge Eigenschaften folgen aus Proposition (]E[) Ebenso erhalten wir aus
Proposition die Aussagen:
a) Gilt a,, — a, a > 0 und b, — oo, dann auch a,b, — 0.
b) Gilt a,, — oo und b, — oo, dann auch a,b, — oc.
Analoges folgt aus Proposition @f@ Merkregeln dazu sehen wie folgt aus:

o0 + 00 = 0 —00 — 00 = —0Q
@+ 00 = 00 a—00=—00
o0 - 00 = 00 —00 - —00 = 00
a-c0o=00 (a>0) a-(—o0)=—-00 (a>0)
a-00=—-00 (a<0) a-(—o0) =00 (a<0)
i:() L:0
00 —00
1 1
= o=

Die Ausdriicke oo — oo, oo - 0, %, %, ¢ etc. werden als unbestimmte Formen

bezeichnet, fiir sie ist keine allgemeine Aussage moglich. Gilt etwa a,, — oo und
b, — oo, dann kann iiber das Konvergenzverhalten der Folge a, — b, i.A. keine
Aussage getroffen werden. Wie die folgenden Beispiele zeigen ist alles moglich:

lim 2n = oo lim n = oo lim 2n —n = oo
n—oo n—oo n—oo
lim n+a =00 lim n = o0 Ilmn+a—mn=a
n—oo n—oo n—oo
Iim n =00 lim 2n = ¢ im n —2n = —o0
n—oo n—oo n—oo
lim n+ (-1)" =00 lim n=o0 n+ (—=1)" —n diverg., beschr.
n—oo n—oo

lim 2n+ (—1)"n =00 lim 2n =00 2n+ (—1)"n —2n diverg., unbeschr.

n—oo n—oo

Analog kann im Fall a,, — oo und b, — 0 i.A. keine Aussage iiber das Kon-
vergenzverhalten von a,b, getroffen werden. Wieder ist alles moglich wie an den
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folgenen Beispielen beobachtet werden kann:

2

lim n* = oo lim n™' =0 lim n?

1

‘nS T =00

n—oo n—oo n—oo

lim n = o0 lim an™' =0 lim n-an"' =a

n—oo n—oo n—oo

- : -1 _ 2 —1y _

lim n* = oo lim —n" =0 limn°-(—n"") = —0o0
n—oo n—oo n—oo

limn=o00 lim(—1)"n"'=0 n-(=1)"n"" diverg., beschr.
n—oo n—oo

lim n* =00 lim (=1)"n"' =0 n?-(=1)"n~! diverg., unbeschr.
n—oo n—oo

Auch kann aus a, — 0 nicht auf das Konvergenzverhalten von ai geschlossen

n

werden, denn lim,_..(—1)"n"! = 0 aber (71)# ist divergent. Aus diesen Bei-

spielen lassen sich auch leicht Beispiele zu den unbestimmten Formen 8, >, ete.

angeben, aus denen dann ersichtlich ist, dass in diesen Féllen i.A. nichts {iber das
Konvergenzverhalten ausgesagt werden kann, siehe Ubungsaufgaben.

2.4.5. PROPOSITION. Fiira € R gilt:

nh_)ngo a" =0 falls |a] < 1. (57)

nan;o a" =1 falls a = 1. (58)

nll_{rolo a" = oo falls a > 1. (59)

a" ist beschrinkt und divergent falls a = —1. (60)
a” ist unbeschrinkt und divergent falls a < —1. (61)

BEWEIS. Aus der Bernoulli Ungleichung, sieche Proposition(1.8.8] erhalten wir

lal" = (1 + la| = 1)" = 1+ n(la] - 1). (62)

|a"| =
Wir behandeln zunéchst den Fall |a| > 1. Dann ist |a| — 1 > 0, also divergiert
die Rechte Seite von gegen 0o, siehe Beispiel . Nach Bemerkung m
gilt daher auch lim,,_, |a"| = co. Wir schlieBen, dass die Folge a” unbeschrénkt,
also divergent ist. Im Fall a > 1 folgt wegen |a"| = a" sofort lim,, ., a” = co. Im
Fall a < —1 hat die Folge a,, alternierendes Vorzeichen, also kann sie weder gegen
oo noch gegen —oo divergieren. Damit sind und gezeigt. Die Félle (H8))
und sind trivial. Es bleibt zu zeigen. Sei nun also |a| < 1. O.B.d.A. sei
a # 0. Wenden wir die Abschétzung auf % an erhalten wir

L= = 1+n(2] - ). (63)

am™

Da ‘é‘ — 1 > 0 divergiert die rechte Seite von (63) gegen oo, und daher folgt
lim,, o0 | 2| = 00. Nach Proposition ist daher (a") eine Nullfolge. Damit
ist auch (57)) gezeigt. O
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2.4.6. PROPOSITION. Es seir € Q. Dann gilt
0 fallsr <0
limn" =41  fallsr=0
oo fallsr >0
BeEwEIS. Wir betrachten zuerst den Fall » > 0. Sei K > 0. Nach Proposi-

tion 1.9.19@) existiert ng € N mit ng > K+. Fiir n > ng gilt dann ebenfalls
n > Kr. Mittels und Proposition 1.9.23@) erhalten wir n” > K fiir alle

n > ng. Also gilt lim, ..o n" = oo. Der Fall » = 0 ist trivial. Nun zum Fall
r < 0. Nach Obigem gilt lim,, .., n~" = co. Aus Proposition folgt daher
lim,,_,oon" = 0. [

2.4.7. PROPOSITION. FEs gilt

lim /n =1.

n—oo

BEWEIS. Beachte, dass stets {/n —1 > 0, n € N. Aus dem binomischen
Lehrsatz, siehe Proposition [1.8.5, erhalten wir daher

n

n= (= (4 - 0) = Y () -1y

k=0
> 1+ <Z>(%—1)2:1+L
Daraus folgt ({/n —1)? < 2 also auch
0< /n—1<v2nY? neN.

Nach Proposition m gilt lim, o V20~ %2 = 0. Aus Proposition [2.1.26| folgt
daher lim,, .., /n — 1 = 0 und damit auch lim,, ., /n = 1. O

Fir p € Nund a > 1 gilt lim,,_,,, n” = oo und lim,, ., a” = oo, siche Propo-
sition [2.4.5| und Proposition [2.4.6, Die Grenzwertaussagen von Proposition [2.4.4
reichen daher nicht aus den Grenzwert (falls dieser existiert) lim,, .. Z—Z zu be-
stimmen, wir haben eine unbestimmte Form 2 vor uns. Es gilt jedoch

2.4.8. PROPOSITION. Es seia € R und p € N. Dann gilt:

n P
lim || =00 wnd lim — =0 falls |a] > 1
n—oo| NP n—oo Q"
lim — = o0 fallsa > 1
n—oo T
lim nfa™ = falls |a|] < 1

n—oo
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BEWEIS. Wir zeigen zunéichst lim, ...|%| = oo, falls [a| > 1. Fiir n > 2p
gilt auch n —p > 5 und wir erhalten wir aus dem binomischen Lehrsatz, siche
Proposition [1.8.5]

= (=1 = () el =0 = () ol = 1

k=0
1
_ TL(TL - 1)(” - 2) e (TL _p) (|CL‘ _ 1)p+1 > (n _p)p+1 (|CL| B 1)p+
(p+1)! (p+1)!
- (Q)p“(!a\ VAN Te R (U] b Vil
—\2 (p+1)! 2rtl(p 4+ 1)!
Daher gilt
a" (|la| = 1)+ N
E_n.m fiir |a| > 1 und alle n > 2p.

Da die rechte Seite fiir n — oo gegen oo divergiert, gilt dies auch fiir die linke
Seite. Damit ist limnaoo}% = oo gezeigt, |a] > 1. Die Aussage lim,, ., Z—: =0
folgt nun aus Proposition 2.4.4@. Auch folgt lim,, Z—Z = oo falls @ > 1, denn
in diesem Fall gilt |4 | = <7. Ist schlieflich |a| < 1, dann gilt [£| > 1 und daher

a
nbP

lim,, ‘ %| = oo woraus nun mittels Proposition 2.4.4 auch lim,,_,, nPa"™ =

Ist A C R eine nicht leere nach oben unbeschrinkte Menge dann schreiben
wir sup A = oo, da ja gewissermaflen oo die kleinste obere Schranke von A ist.
Ganz analog, ist A eine nicht leere nach unten unbeschrinkte Menge, so schreiben
wir inf A = —o0. Diese Schreibweisen sind sehr niitzlich, denn es gilt dann z.B.

sup(A+ B) =sup A+sup B
inf(A+ B) =inf A +inf B

fiir beliebige nichtleere Teilmengen A, B C R, wo A+ B = {a+b|a € A, b € B},
und bei der Interpretation der rechten Seiten die Konventionen oo + oo = o0,
a+ 00 =00, —00 + (—00) = —00 sowie a + (—o0) = —oo Anwendung finden.
Ist eine Folge (a,) nach oben unbeschriankt so schreiben wir limsup,, . a, =
oo. Dies ist genau dann der Fall wenn eine Teilfolge (a,,, ) mit lim, . a,, = 0o
existiert, vgl. Proposition gewissermaflen ist oo der grofite Haufungswert
der Folge (a,). Anders formuliert, es gilt lim sup,,_, . a, = 0o genau dann, wenn
fiir jedes K > 0 unendlich viele Folgenglieder im Intervall (K, 00) zu liegen kom-
men. Liegen fiir jedes K > 0 fast alle Folgenglieder in (—oo, —K) so schreiben wir
lim sup,,_,., a, = —o00. In diesem Fall konvergiert jede Teilfolge (ay,, ) gegen —oo,
d.h. —o0 ist gewissermaflen —oo der einzige (und damit grofite) Haufungswert von
(ay,). Analog schreiben wir liminf, . a, = —ooc falls die Folge (a,) nicht nach
unten beschrénkt ist. Dies ist genau dann der Fall wenn eine Teilfolge (a,,, ) mit
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lim,,_. a,, = —o0 existiert, d.h. —oo ist gewissermafien der kleinste Haufungs-
wert. Es gilt liminf,, . a, = —oo genau dann wenn fiir jedes K > 0 unendlich
viele Folgenglieder im Intervall (—oo, —K) zu liegen kommen. Liegen fiir jedes
K > 0 fast alle Folgenglieder in (K, 00) so schreiben wir liminf, .. a, = oo.
In diesem Fall konvergiert jede Teilfolge (a,,) gegen oo, d.h. oo ist der einzige
(und damit kleinste) Haufugswert von (a,). Auch diese Schreibweisen sind sehr
niitzlich, denn es gilt nun fiir beliebige (d.h. nicht notwendig beschrinkte) Folgen

liminf a,, < limsupa,

n—0oo n—o0

limsupa, = lim sup{ay | n > k}

n—oo

liminf a, = lim inf{ay | n > k}

n—oo

limsupa, + b, < limsupa, + limsupb,

n—oo n—oo n—oo

liminf a,, + b,, > lim inf a,, + lim inf b,

n—oo n—oo n—oo

Alle Haufungswerte von (a,) liegen zwischen liminf, .. a, und limsup,,_, . a,,
vgl. Bemerkung [2.3.9/ und Proposition [2.3.11]

2.5. Folgen komplexer Zahlen. Unter einer Folge komplexer Zahlen ver-
stehen wir eine Abbildung N — C. Analog zu Definition heifit eine Folge
komplexer Zahlen (z,) gegen z € C konvergent, falls gilt:

Ve>03ng e NVn>mng: |z, — 2| <e.

Wir ersetzen dabei blo§ den Absolutbetrag reeller Zahlen durch den Absolut-
betrag komplexer Zahlen. In diesem Fall heifit z der Grenzwert oder Limes der
Folge (z,), und schreiben wir lim,, ., 2, = z oder einfach nur z, — z. Fir z € C
und € > 0 heifit
B.(z) := {wE(C ‘ |z — wl <6}

der e-Ball oder die e-Scheibe mit Zentrum z. Eine Folge komplexer Zahlen (z,)
konvergiert genau dann gegen z, wenn in jedem e-Ball um z fast alle Folgenglieder
zu liegen kommen. Genau wie fiir reelle Folgen zeigt man, dass auch eine Folge
komplexer Zahlen hochstens einen Grenzwert hat, vgl. Proposition [2.1.8] anstatt
Proposition [1.8.9] verwenden wir nun Proposition [1.10.4

Eine Folge komplexer Zahlen (a,) heifit bechrénkt falls eine reelle Zahl r > 0
existiert, sodass |a,| < r fiir alle n € N. Analog zu Proposition zeigt man
leicht

2.5.1. PROPOSITION. Jede konvergente Folge komplexer Zahlen ist beschrdnkt.

Analog zu Definition [2.1.15] definiert man Teilfolgen von Folgen komplexer
Zahlen. Proposition [2.1.16| bleibt dann auch fiir Folgen komplexer Zahlen richtig.

2.5.2. PROPOSITION. FEs seien z, — z und w, — w zwei konvergente Folgen
komplexer. Dann gilt:
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) Zn +w, — z+w
)z wn—>zw

) Zn

) |Zn|—>\z|

e) Gilt w+# 0, dann sind fast alle w, # 0 und Zn =

a
b
c
d

Dies ldsst sich genauso wie Proposition beweisen, wieder verwenden wir
Proposition anstatt Proposition [1.8.9] Auch bleiben Proposition[2.1.22]und
Proposition fiir Folgen komplexer Zahlen richtig. Beachte, dass fiir Folgen
komplexer Zahlen kein Analogon zu Proposition und Proposition [2.1.26
existiert, da ja in C keine kleiner Relation definiert ist.

Ist (z,) eine Folge komplexer Zahlen, dann sind (Rez,) und (Imz,) zwei
Folgen reeller Zahlen. Die Konvergenz komplexer Folgen kann auf die Konvergenz
reeller Folgen zuriickgefithrt werden, denn es gilt

2.5.3. LEMMA. Eine Folge komplexer Zahlen (z,) konvergiert dann und nur
dann wenn die Folgen (Re z,,) und (Im z,,) beide konvergieren. In diesem Fall gilt

lim 2, = lim Rez, +1 lim Im z,.

BEWEIS. Wegen | Re z, —Re z| = |Re(z, —2)| < |z, — 2| und | Im z,, —Im z| <
|z, — z|, siehe , folgt aus z, — z sofort Rez, — Rez und Imz, — Imz.
Umgekehrt folgt aus Re z,, — Re z und Im z, — Im z mittels

|20 — 2|* = (Re(2, — 2))* + (Im(2, — 2))* = | Re 2, — Re z|* + | Im z,, — Im 2|
sofort |z, — z|* — 0, also |z, — 2| — 0 und damit z, — 2. O

2.5.4. SATZ (Bolzano-Weierstrafl). Jede beschrinkte Folge komplezer Zahlen
besitzt eine konvergente Teilfolge.

BEWEISs. Dies ldsst sich leicht auf Satz zuriickfiithren. Ist ndmlich (z,)
eine beschrankte Folge komplexer Zahlen, dann sind (Rez,) und (Imz,) zwei
beschrénkte reelle Folgen, siehe . Nach Satz existiert daher eine Teilfolge
(2n,) sodass (Rez,, )ren konvergiert. Die Folge (Im z,, )ren ist dann ebenfalls
beschriankt, nach Satz existiert eine Teilfolge (an )ien sodass (Im Zny, )ieN
konvergiert. Dann konverglert auch die Folge (Re Zny,, )ZeN Aus Lemma- folgt
dass die komplexe Folge (anl)zEN konvergiert.

Analog zu Definiton heiBt eine Folge komplexer Zahlen (z,) eine Cauchy-
folge, falls gilt:
Ve>03ng e NVn >ngVm > ng: |z, — 2| <€
Wieder haben wir bloff den Absolutbetrag reeller Zahlen durch den Absolutbetrag
komplexer Zahlen ersetzt.

2.5.5. LEMMA. Eine Folge komplexer Zahlen (z,) ist eine Cauchyfolge genau
dann wenn (Re z,) und (Im z,,) beides Cauchyfolgen sind.
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BEWEIS. Ahnlich wie im Beweis von Lemma folgt dies ohne Probleme
aus |Rez| < |z|, |[Imz| < |z| und |2]*> = |Re z|> + | Im 2|?. O

2.5.6. SATZ (Cauchy’sches Konvergenzkriterium). Eine Folge komplexer Zah-
len konvergiert genau dann wenn sie eine Cauchyfolge ist.

BEWEIS. Der Beweis kann genau wie der von Satz [2.2.10] gefithrt werden,
anstatt Satz verwendet man Satz[2.5.4. Einfacher gehts aber so: Nach Lem-
ma m ist eine Folge komplexer Zahlen (z,) genau dann konvergent wenn die
beiden reellen Folgen (Re z,) und (Im z,) beide konvergieren. Nach Satz ist
dies genau dann der Fall wenn (Re z,,) und (Im z,,) beides Cauchyfolgen sind. Nach
Lemma ist dies genau dann der Fall wenn (z,,) eine Cauchyfolge ist. U

2.5.7. BEMERKUNG. Die Tatsache, dass jede Cauchyfolge komplexer Zahlen
konvergiert, siehe Satz [2.5.6, wird als Vollstandigkeit der komplexen Zahlen be-
zeichnet, vgl. Bemerkung [2.2.11

Analog zu Definition heifit z € C ein Haufungswert der Folge (z,) falls
in jedem e-Ball um z unendlich viele Folgenglieder zu liegen kommen. Dies ist
genau dann der Fall, wenn eine Teilfolge (z,,) mit limy_ 2,, = z existiert. Da
in C keine kleiner Relation definiert ist, konnen wir auch nicht vom gréfiten oder
kleinsten Haufungswert einer Folge sprechen, d.h. fiir Folgen komplexer Zahlen
machen die Begriffe Limes superior und Limes inferior keinen Sinn. Beachte je-
doch, dass nach Satz jede beschrinkte Folge komplexer Zahlen mindestens
einen Haufungswert besitzt.

Wir sagen eine Folge komplexer Zahlen (z,) divergiert gegen oo falls gilt: Fiir
jedes K > 0 liegen fast alle Folgenglieder z, in der Menge {z € C | |z| > K},
d.h. es existiert ny € N, sodass fiir alle n > ng gilt |2,|] > K. In diesem Fall
schreiben wir lim,, ., 2, = oo oder z, — oco. Beachte, dass 2z, — oo genau dann
wenn lim,, ., |2, = 00.

2.5.8. BEMERKUNG. Es sei (a,) eine Folge reeller Zahlen und z, := t(ay)
dieselbe Folge aufgefasst als Folge komplexer Zahlen. Gilt a,, — co dann natiirlich
auch z, — oco. Aber auch a,, — —oo impliziert z, — oco. Wir ké’)nnenlﬂ fiir Folgen
komplexer Zahlen nicht zwischen Konvergenz gegen co und —oo unterscheiden.
Beachte auch, dass aus z, — oo nicht unbedingt a,, — oo oder a,, — —oo folgt,
wie etwa am Beispiel a,, := (—1)"n beobachtet werden kann.

2.5.9. BEISPIEL. Es seien a,b € C. Dann gilt

b {oo falls b £ 0

n—oo

a fallsb=0
Der Fall b = 0 ist trivial, da die Folge dann konstant ist. Ist b # 0, dann gilt

la+nb| > |nb|—|a| = n|b|—|al, siche (7). Da n|b| —|a| — oo, siche Beispiel [2.4.3)
3

folgt |a + nb| — oo, also auch a + nb — oo. Vergleiche dies mit Beispiel [2.4.3]

55oder besser, wollen hier nicht
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Es gelten die folgenden Rechenregeln, vgl. Proposition [2.4.4]

2.5.10. PROPOSITION. Es seien (z,) und (wy,) zwei Folgen komplexer Zahlen.
Dann gilt:

a) Ist z, beschrankt und w, — oo, dann auch z, + w, — 0.

b) Ezistiert p > 0 mit |z,| > p fir fast alle n, w, — oo, dann z,w, — oo.

¢) Gilt z, — oo, dann sind fast alle z, # 0 und i — 0.

d) Sind fast alle z, # 0 und i — 0, dann auch z, — 0.

e) Sind fast alle |wy,| > |z,| und z, — oo dann auch w, — .

BEWEIS. Dies kann analog zu Proposition bewiesen werden. [l

2.5.11. BEMERKUNG. Es seien (z,) und (w,) zwei Folgen komplexer Zahlen.
Gilt z, — oo und w,, — oo dann auch z,w, — oo, siche Proposition (]E[)
Beachte jedoch, dass aus z, — oo und w,, — oo nichts iiber das Konvergenzver-
halten von z, + w, folgt. Ebenso sind 0 - oo, 8, 22 unbestimmte Formen, iiber

deren Konvergenzverhalten i.A. nichts ausgesagt werden kann.
2.5.12. BEISPIEL. Es sei z € C. Dann gilt

. {o falls |2| < 1

lim 2
oo falls |z| > 1.

Wegen |2"| = |z|" folgt dies aus Proposition [2.4.5

2.6. Reihen. Der Begriff der Konvergenz von (unendlichen) Reihen wird auf
den Begriff der Konvergenz von Folgen zuriickgefiihrt.

2.6.1. DEFINITION. Ist (a,)nen eine Folge komplexer Zahlen, dann wird der
Ausdruck
ay+ae+az+aqg+---
eine Reihe komplexer Zahlen genannt. Wir schreiben dafiir auch Y | a,. Unter
der n-te Partialsumme einer Reihe verstehen wir die Zahl

Sn ::Zak =a; +as+asg+ -+ ay,.
k=1
Die Reihe > 7 a, heifit konvergent falls die Folge ihrer Partialsummen (s,,)
konvergiert. In diesem Fall wird s := lim,, ., s, der Grenzwert oder die Summe
der Reihe ) ° | a,, genannt, und wir schreiben

oo
E anp = S.
n=1

Ist die Folge der Partialsummen divergent, dann nennen wir die Reihe divergent.
In anderen Worten, eine Reihe konvergiert genau dann wenn die Folge ihrer Par-
tialsummen konvergiert, und in diesem Fall ist die Summe der Reihe durch den
Grenzwert der Folge der Partialsummen definiert.



64 STEFAN HALLER

2.6.2. BEMERKUNG. Beachte, dass das Symbol > | a, zwei Bedeutungen
hat. Einerseits bezeichnet es eine Reihe, andererseits aber auch ihren Grenzwert,
falls dieser existiert.

2.6.3. BEMERKUNG. Wie auch fiir Folgen wollen wir nicht darauf bestehen,
dass die Nummerierung der Summanden einer Reihe mit 1 beginnt. Wir wer-
den auch ay + a1 + as + az + - - -, oder Zzozk a, als Reihe bezeichnen. Es sollte
offensichtlich sein wie die Definition der Partialsummen angepasst werden muss.

2.6.4. BEMERKUNG. Ist (a,) eine Folge reeller Zahlen, dann kénnen wir die
Reihe reeller Zahlen > 7 a, auch als Reihe komplexer Zahlen auffassen. Ist sie
konvergent, dann ist ihre Summe wieder eine reelle Zahl. Wenn wir von Reihen
komplexer Zahlen sprechen schlieBen wir Reihen reeller Zahlen nicht aus. Allge-
mein gilt, sieche Lemma eine Reihe komplexer Zahlen )~ | a, konvergiert
genau dann wenn die Reihen reeller Zahlen )" Rea, und ) 7 Ima, beide
konvergieren. In diesem Fall gilt

[o¢] (o @] o0
E a, = E Rea, +1 E Ima,,.
n=1 n=1 n=1

2.6.5. PROPOSITION. Ist "  a, eine konvergente Reihe, dann ist (a,) eine
Nullfolge und auch limy_.oc Y ., a, = 0.

BEWEIS. Es bezeichne s, := Y, a; die Folge der Partialsummen und s :=

My, oo S = D oy Gpe AUS Apy1 = Spg1 — Sy, folgt dann

lim a,y; = lim 5,11 — lim 5, = s —s =0,
n—oo n—oo n—oo

also ist (a,) eine Nullfolge. Aus > 7, a, = s — s5_1 folgt auch sofort
lim an:s—klimsk_lzs—SZO. O

k—o0
n=k

2.6.6. BEISPIEL. Die Reihe

D (1) =1—-1+1-1+1-1%-
n=0

divergiert, da ihre Summanden keine Nullfolge bilden, siche Proposition [2.6.5

2.6.7. BEISPIEL. Betrachte die sogenannte harmonische Reihe

i1—1+1+1+1+1+1+1+1+1+ PRI
n 1 2,3 4 5 6 7 8 9 16, 17
n=1 —~ = = ~— 2N -_—
>b 2b omdeb 2l 8=
Offensichtlich gilt dann fiir die Partialsummen syn = i;% > ”T“ Also di-

vergiert die Teilfolge (s9n) gegen +o00. Da die Folge (s,) monoton wachsend ist

schliefen wir daraus auch s, — 400, also 22021% = +o00. Beachte, dass die
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Summanden der harmonischen Reihe eine Nullfolge bilden, die Reihe aber nicht
konvergiert, vgl. Proposition [2.6.5 Blof3 weil die Summanden einer Reihe eine
Nullfolge bilden, muss diese noch lange nicht konvergieren.

2.6.8. PROPOSITION (Geometrische Reihe). Fiir z € C mit |z| < 1 konvergiert
die sogenannte geometrische Reihe

o0 1
Yo 1.
M= 2| <

n=0

Fir |z| > 1 divergiert die Reihe ) ", 2".

BEWEIS. Sei zunéichst |z| < 1. Nach Proposition und Proposition
gilt fiir die Partialsummen der geometrischen Reihe

n

3 1— znt! 1
STL g z g —_

k=0

1—2z 1—2z

Ist |z| > 1, dann bilden die Summanden z" keine Nullfolge, siehe Propositi-
on m also divergiert die Reihe Y >° | 2™, siehe Proposition m 0

2.6.9. PROPOSITION. Es seieny > a, und Y~ b, zwei konvergente Reihen
und X € C. Dann konvergieren auch die Reihen > " (an + by), > oo Aay, und
S G, und es gilt

n=1

o (o] oo o.) 0. 0] oo oo
Zan+bn22an+2bn, Zx\an:/\z% sowie Z&n:Zan.
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

BEWEIs. Dies folgt sofort durch Anwendung von Proposition [2.5.2] auf die
Folge der Partialsummen. U

2.6.10. PROPOSITION (Cauchy’sches Konvergenzkriterium). FEine Reihe kom-
plezer Zahlen > 7 | a, konvergiert genau dann wenn das folgende sogenannte
Cauchykriterium erfillt ist: Fir jedes ¢ > 0 existiert ng € N, sodass fiir alle
n>m > ng gilt

| + Q1 + mgr + -+ an| <e.

BEWEIS. Die Bedingung an die Reihe bedeutet gerade, dass die Folge der
Partialsummen s, = >, _; a;, eine Cauchyfolge bildet. Daher folgt die Proposition
aus Satz [2.5.6 O

Unter einer alternierenden Reihe verstehen wir eine Reihe reeller Zahlen
> > | an, sodass die Summanden abwechselndes Vorzeichen haben, dh. a,,-a,4+1 <

0 fiir alle n € N.

2.6.11. SATZ (Leibniz’sches Konvergenzkriterium). Es sei (an)nen €ine mo-
noton fallende Nullfolge reeller Zahlen. Dann konvergiert die alternierende Rethe

Ziozl(—l)"an-



66 STEFAN HALLER
BEWEIs. Es sei n > m. Da (a,) monoton fallend ist gilt

am — am+1j+\am+2 - am—&-?)"' et (_1)n_man > 0.

>0 >0

Ahnlich erhalten wir

Am — (am+1 - am+2) - (am+3 - am+42_ R (_1) An S Ay -

-

g g

>0 >0

Wir erhalten daraus

[(=1)™am + (=1)" M amir + (=1)"Pamss + -+ (—1)"ay|
= |am — Qi1+ G2 — Qa3 +.--+ (—1)"7man} < ap,.
Da (a,) eine Nullfolge ist, sehen wir, dass Y >~ (—1)"a, das Cauchykriterium
erfullt. Nach Proposition [2.6.10] konvergiert daher die Reihe > 7 (—1)"a,. O
2.6.12. BEISPIEL. Die sogenannte alternierende harmonische Reihe
i(—nnﬂ_l 1+1 1+1 L,
n 2 3 45 6

n=1

: : . . . o (_1)n+1 -
konvergiert, siche Satz [2.6.11] Es lasst sich zeigen, dass ) > | —— = In2.

2.7. Absolut konvergente Reihen. Ist (a,) eine Folge nicht negativer re-
eller Zahlen, a,, > 0, dann ist die Folge der Partialsummen s, := >_7_, a) eine
monoton wachsende Folge reeller Zahlen. Ist die Folge der Partialsummen (s,,)
nach oben beschrénkt, dann konvergiert die Reihe Y > | a,, ist (s,) nicht nach
oben bechrénkt, dann divergiert die Reihe, Y | a, = +00. Diese Behautungen
folgen sofort aus Proposition und Proposition 2.1.13] Sind alle a,, > 0 und
die Reihe Y 7 | a, konvergent, dann schreiben wir Y >° | a, < oc.

2.7.1. DEFINITION. Eine Reihe > 7  a, heifit absolut konvergent wenn die
Reihe > | |a,| konvergiert, d.h. Y~ |a,| < co.

2.7.2. PROPOSITION. Jede absolut konvergente Reihe ) | a, konvergiert,
und es gilt

Y] <X lanl. (64)
n=1 n=1

BEWEIS. Nach Proposition [2.6.10 erfiillt die Reihe )" 7 | |a,| das Cauchykri-
terium. Wegen der Dreiecksungleichung

|G + At + g + -+ | < am| + |@mst| + |amaa| + -+ |an]



ANALYSIS FUR PHYSIK UND VERWANDTE FACHER I 67

erfilllt auch die Reihe )7, a, das Cauchykriterium. Nach Proposition [2.6.10
konvergiert daher die Reihe )" | a,,. Aus

n n
DI ES
k=1 k=1

folgt fiir n — oo dann (64), siehe Proposition [2.1.24 und Proposition[2.5.2(d). O

2.7.3. BEMERKUNG. Eine konvergente Reihe muss nicht notwendigerweise ab-
solut konvergieren, siehe Beispiel und Beispiel [2.6.12]

2.7.4. BEISPIEL. Fiir z € C mit |z| < 1 konvergiert die geometrische Reihe
absolut, denn, siehe Proposition [2.6.8|,

- n - n __ 1

2.7.5. SATZ. Es sei ) . - a, eine absolut konvergente Reihe und o: N — N

eine Bijektion. Dann konvergiert auch die umgeordnete Reihe Y~ | Gy(n) absolut

und es gilt
Z ap = Z ao(n).
n=1 n=1

BEWEIS. Nach Proposition konvergiert die Reihe s := 3"  a,, und es
gilt lim,, .o Y p,, |ax] = 0. Sei nun € > 0. Dann existiert ny € N mit

00 c ng c
Z ]ak|<§ und ‘Zak—s‘ <3
k=no+1 k=1

Da o: N — N surjektiv ist, existiert n; € N, sodass
o({1,2,3,...,n1}) 2{1,2,3,...,no}.

Fiir n > ny gilt dann

n no
D topy = ar+ > ar, Ayi=0({1,2,3,...,n}) \ {1,2,3,... ,no}.
k=1 k=1

keAn

Beachte, dass wir hier auch die Injektivitdt von o verwendet haben. Es folgt nun

n no
‘Zaa(k) —s‘ = ‘Zak — S+ Z ak‘
k=1 k=1

keA,
no
< ‘ g ap — S
k=1

no
+ Z lag| < ‘Zak—s
keAn k=1

fiir alle n > ny. Also konvergiert auch die Reihe >~ | ap(n) gegen s = > | an.

Wenden wir das schon Bewiesene auf die Reihe )" 7 |a,| an so sehen wir, dass

= £ €
+ Z |ak|<§+§:€
k=ngp+1
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auch > | |as (| konvergiert, also ist mit >, a,, auch Y >° | a,(,) absolut kon-
vergent. 0]

2.7.6. BEMERKUNG. Ist > a, eine konvergente aber nicht absolut konver-
gente Reihe und ¢ : N — N eine Bijektion, dann wird i.A. die umgeordnete Reihe
Y o1 Go(n) nicht konvergieren, und selbst wenn sie konvergiert i.A. einen anderen
Grenzwert als >~ | a, haben. Eine Reihe "7 | a,, heiit unbedingt konvergent,
falls jede Umordnung >, a,(,) wieder konvergiert und denselben Grenzwert
hat. Es lédsst sich zeigen, dass eine Reihe unbedingt konvergent ist genau dann

wenn sie absolut konvergent ist, siehe etwa [H1l, Kapitel 32].

2.7.7. SATZ. Es seieny - a, und Y - b, zwei absolut konvergente Reihen.
Weiters sei Ng — Nog x Ny, n+— (01(n), 02(n)), eine Bijektion. Dann ist auch die
Reithe Z;O:O Ugy(n)boy(n) absolut konvergent und es gilt

(Sa) - (0) = tnobonr
n=0 n=0 n=0

BEWEIS. Ein Beweis findet sich in jedem Analysislehrbuch, siehe etwa [H1),
Kapitel 32], [K1l Kapitel 6.3] oder [J2|, Seite 349ff]. O

2.7.8. KOROLLAR (Cauchyprodukt). Es seien Y~ a, undy - b, zwei ab-
solut konvergente Reihen. Dann konvergiert auch die Rethe

Z Z akbn_k = Clgbo + ((Zobl + albo) + (a0b2 + (Ilb1 + azbo)

n=0 k=0
+ (apbs + a1bs + asby + agby) + - - -

absolut und es gilt

2.7.9. BEISPIEL. Sei z € C mit |z| < 1. Dann konvergiert die geometrische

Reihe ) | 2" = ;L absolut, siehe Beispiel [2.7.4] Nach Korollar konvergiert
daher auch die Reihe Y7 S0 2%2""* absolut und es gilt

§;Zkzn_k: (Zzn> . (Zoz"> - 112 . 112 - (1—12)2'

n=0 n=

Durch Umschreiben der linken Seite erhalten wir also

>+ 1) = _1Z)2 2] < 1.

n=0

Fiir z = % ergibt dies

6
S S I S T I

“n+l1 1 2 3 4 5
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2.8. Konvergenzkriterien fiir Reihen.

2.8.1. PROPOSITION (Majorantenkriterium). Es sei . - a, eine Reihe kom-
plezer Zahlen und b, € R, sodass |a,| < b, fir fast alle n, und > " b, < .
Dann konvergiert Y >, ay, absolut.ﬁ

BeEwEIs. O.B.d.A. gelte |a,| < b, fir alle n € N. Fiir jedes n € N gilt dann
laa] + [az| + [as| + - + Jan] <D b < by
k=1 k=1

Die Folge der Patialsummen der Reihe )" |a,| ist daher nach oben durch
> pey be beschriankt. Also konvergiert die Reihe Y 7 | |a,|. Damit ist > 7 a,
absolut konvergent. 0

2.8.2. BEispiEL. Wir wollen das Majorantenkriterium verwenden um zu zei-
gen, dass die Reihe )2, # konvergiert. Es geniigt natiirlich die Konvergenz der

Reihe Y77, 1%2 zu zeigen. Beachte, dass

1 1 1

—|==<— fiir alle k£ > 2.
Rl S k-1 0TS

Weiters gilt, vgl. Ubungsaufgabe 26,

u 1 u 1 1 1 1 n-1
;m:;<m‘z>:rﬁ: .

also
> 1 n—1
S — = 1.
2 k(k—1) noe n
k=2

Die Reihe Y .7, k(,{% ist also eine konvergente Majorante der Reihe Y07, 5.

Nach Proposition konvergiert daher Y 77 7. Es ldsst sich zeigen, dass
132 = ~ Fiir s € ,s > 2, gilt & < 2 alsoist Y20, & eine konver-
et B s gLt % 2 k=1 %

gente Majorante der Reihe Y -, %, daher konvergiert auch die Reihe )7, ki

absolut, fiir jedes s € Q, s > 2E|

2.8.3. PROPOSITION (Minorantenkriterium). Es sei -, a, eine Reihe reel-
ler Zahlen und b, € R, sodass 0 < b, < a,, fir fast allen € N, und >~ b, = co.
Dann divergiert die Reihe Y >° anﬁ

n=1

BEWEIS. Indirekt angenommen » > a, konvergiert, dann wire dies eine
konvergente Majorante von » >~ | b, also miisste nach Proposition die Reihe
> | by, konvergieren, ein Widerspruch. O

56Jede solche Reihe Zzo:l b,, wird eine konvergente Majorante von 2211 an genannt.
5TEs ist nicht schwer zu zeigen, dass Y oreq 1% fiir jedes s > 1 absolut konvergiert.
8Jede solche Reihe >0 1 by, wird eine divergente Minorante von Y | a,, genannt.
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2.8.4. BEISPIEL. Wir Wollen das Minorantenkriterium verwenden um zu zei-

gen, dass die Reihe )", f divergiert. Beachte, dass \/—ﬁ > 1 fiir alle n € N.

Die Reihe Y 07 % divergiert, siehe Beispiel |2.6. L 7l Also ist anl - eine divergente
Minorante der Reihe >~ | \/Lﬁ Nach Proposition [2.8.3| divergiert daher auch die

Reihe > >°

nl\f

2.8.5. PROPOSITION (Wurzelkriterium). Es sei )~ a, eine Reihe komplezer
Zahlen. Ist limsup,, . ¥/|an| < 1, dann konvergiert die Reihe Y " | a, absolut.
Ist limsup,, . {/|an| > 1, dann divergiert die Reihe Y | ay.

BEWEIS. Sei zunéchst limsup,,_, . {/|a,| < 1. Wihle p mit

limsup {/|a,| < p < 1.

n—oo

Nach Proposition [2.3.11] gilt dann {/|a,| < p, also |a,| < p", fir fast alle
n € N. Da p < 1, konvergiert die geometrische Reihe Y 7 p", siche Proposi-

tion [2.6.8f Damit ist > >° | p" eine konvergente Majorante der Reihe Y o7 .
Nach Proposition konvergiert daher > 7  a, absolut. Damit ist der er-
ste Teil der Proposition bewiesen. Sei nun limsup,,_,., /|a,| > 1. Wéhle p mit
1 < p < limsup,,_, ., {/|a,|- Dann gilt p < {/|a,|, also 1 < p™ < |a,|, fiir unend-
lich viele n € N, siehe Proposition [2.3.11} Daher bilden die Summanden a,, keine
Nullfolge, also divergiert die Reihe > °° | a,, sieche Proposition O

n=1

2.8.6. BEMERKUNG. Es sei >~ @, eine Reihe komplexer Zahlen, und es
existiere der Limes a = lim,, .o, {/|a,|. Gilt @ < 1, dann konvergiert die Reihe
>, an absolut. Gilt a > 1, dann divergiert die Relhe Yo | an. Dies folgt sofort
aus Proposition [2.8.5( und Proposmon 2.3.13] Im Fall & = 1 kann i.A. nichts
iiber das Konvergenzverhalten von »_°  a, ausgesagt werden. Etwa gilt, siche

Proposition [2.4.7]

) . 1 1
lim ¢ ‘l‘ = lim - =1
n—o0o n n—oo /N hmn_m {L/ﬁ

und die Reihe >~ + L divergiert, siche Beispiel - Ebenso gilt

lim /| E2| = tim {/]2] =1

aber die Reihe ), # konvergiert, siehe Beispiel 2.6.12]

2.8.7. BEISPIEL. Nach dem Wurzelkriterium, siehe Bemerkung [2.8.6 konver-
giert die Reihe > °>° denn Es gilt

n= 1nn’

lim {/|-%| = lim L =0<1.

n—oo n—oo N
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2.8.8. PROPOSITION (Quotientenkriterium). Es sei Y | a, eine Reihe kom-
plexer Zahlen und fast alle a,, # 0. Gilt lim supn_)oo|a"“| < 1, dann dann kon-

Qn

vergiert y | a, absolut. Gilt lim infnﬁoo}az—*ﬂ > 1, dann divergiert die Reihe
D net On-

BEWEIS. O.B.d.A. seien alle a, # 0. Sei zunichst limsupn_)oo‘az—:l‘ < 1L
Wiéhle p € R mit lim supnﬂoo’%’ < p < 1. Dann gilt |%| < p fiir fast alle
n € N, siehe Proposition . O.B.d.A. gelte |%| < p, also |an11| < plag|, fiir
alle n € N. Mittels Induktion folgt dann |a,| < p"~*!|a;| fiir alle n € N. Daher ist
>0 L p" | aq| eine konvergente Majorante von Y >~ | a,, also konvergiert > 7 | ay,
absolut, siche Proposition [2.8.1] Damit ist der erste Teil der Proposition gezeigt.
Sei nun lim infnaoo‘a’;—:l‘ > 1. Wahle p € R mit 1 < p < lim infnﬂoovz—f‘. Dann

gilt 1 < p < |%’ fiir fast alle n € N, siehe Proposition [2.3.11} O.B.d.A. gelte

1l<p< ‘az—:l‘, also |a,| < |an41], fiir alle n € N. Dann bilden die Summanden a,,
keine Nullfolge, also divergiert die Reihe Y ° | a,, siche Proposition W U

2.8.9. BEMERKUNG. Es sei Y 7 @, eine Reihe komplexer Zahlen und fast
alle a,, # 0. Weiters existiere der Limes « := lim,,_, |aZ—:1{ Ist @ < 1 dann
konvergiert Y >° | a,, absolut, ist @ > 1 dann divergiert Y _>° | a,,. Dies folgt sofort
aus Proposition [2.8.8) und Proposition [2.3.13] Im Fall @« = 1 kann i.A. keine
Aussage iiber das Konvergenzverhalten von _° @, gemacht werden. Etwa gilt

lim M — lim —— =
n—00 1 / n n—oo 1 + 1

und die Reihe >°°° L divergiert, siche Beispiel . Ebenso ist

g [/ D) 0
n—o00 (—1)”+1/n n—00 1/7L

=

aber die Reihe ), (_17);“ konvergiert, siche Beispiel 2.6.12]

2.8.10. BEeIspIEL. Nach dem Quotientenkriterium, sieche Bemerkung [2.8.9]
konvergiert die Reihe )~ %7: fiir jedes z € C absolut, denn

n+1 1]
Y DY

2" /n! n—oo n +

An+1

lim

n—oo

=0<1

= lim

n—o0

Qn

2.8.11. BEISPIEL. Es seien d,, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, n € N. Dann kon-
vergiert die Reihe

a=> d,107", (65)
n=1

denn d,107" < 9-107" fiir alle n € N, also ist Y~ 9- 107" = 1 eine konver-
gente Majorante, siche Proposition [2.6.8 und Proposition Die durch die
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konvergente Reihe dargestellte Zahl « € [0, 1] wird wie folgt notiert:
o = 0.d1d2d3d4d5 Ce

Dies ist also die vertraute Dezimalbruchdarstellung von «. Jede Zahl o € (0, 1]

ldsst sich in der Form schreiben, fiir gewisse d,, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Die Ziffern d,, findet man wie folgt. Wir teilen das Intervall (0,10] in zehn Teile
Bah Godl Goilors (ol

Dann liegt « in genau einem dieser zehn Intervalle, also existiert genau eine Ziffer

dy € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} mit

d_1 di+1
10 <o S 10

Das Intervall (%, 4] ynterteilen wir wieder in zehn Intervalle:

10° 10
di | 0 di, 1 di | 1 di | 2 d |, 2 di, 3 di | 9 di, 10
(%t o Tm0) (9710 07100 (67100 61000 -» (5577000 00

Daher existiert genau eine Ziffer dy € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, sodass
dy ds di  dy+1
— — < < —
10100 ~“ 107" 100
Induktiv fortfahrend erhalten wir dj, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} mit:
di  dy d3 dy, di  dy ds dp—y  dp+1
— — — e — < < — —= — oo
TR T A TR i [ A T R T AR T T B TV

Es folgt |>p_; del07F — a| < 107 also a = Y77, d;107. Daher lésst sich
tatséchlich jedes av € (0, 1] in der Form schreiben. Beachte, dass diese Kon-
struktion einen unendlichen, d.h. nicht abbrechenden, Dezimalbruch liefert, denn
es gilt stets ‘f—(l) + 1% + 1% + -+ 1do—"n < a. Etwa ist % = 0.4999999... Es lasst
sich leicht zeigen, dass diese Darstellung eindeutig ist, d.h. jede Zahl o € (0, 1]
ldsst sich durch genau einen unendlichen, d.h. nicht abbrechenden, Dezimalbruch

darstellen. Es folgt nun sofort, dass sich jede Zahl @ > 0 in eindeutiger Wei-

se durch einen unendlichen Dezimalbruch o = dy.didadsdy ... mit dy € Ny und
d, €40,1,2,3,4,5,6,7,8,9} darstellen ldsst. Also lasst sich auch jede Zahl a < 0
in eindeutiger Weise durch einen unendlichen Dezimalbruch o = —dg.d dadsdy . . .

mit dy € Ny und d,, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} darstellen.
2.9. Potenzreihen.

2.9.1. DEFINITION. Unter einer Potenzreihe verstehen wir einen Ausdruck der
Form

o0
n __ 2 3
apZ = Qg+ Q12 + agz” + azz” + - - -

n=0
wobei a,, € C. Der Konvergenzradius einer Potenzreihe

1
,o

 limsup,, ., /]an]

anz" wird durch
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definiert. Da 0 < limsup,,_,., ¥/|a,| < oo, gilt fiir den Konvergenzradius 0 < r <

0o. Hier finden die Konventionen % = oo und é = 0 Anwendung.

Der Name “Konvergenzradius” ist durch folgenden Satz gerechtfertigt.

2.9.2. SATz (Cauchy-Hadamard). Sei Y a,z" eine Potenzreihe mit Kon-

vergenzradius . Ist z € C, |z| < r, dann konvergiert die Reihe Y - a,z" absolut.

Fir z € C mit |z| > r divergiert die Reihe Y~ a,2".

BEWEIS. Sei zunichst z € C und |z| < r. Die absolute Konvergenz der Reihe
Yoo o 2" folgt dann aus dem Wurzelkriterium, siehe Proposition [2.8.5 denn

i sup /a2 = imsup /a2l = <l msup §/Jan] = 2 <1
n—0oo n—oo n—oo r
Ist andererseits |z| > r, dann zeigt diese Rechnung

limsup v/|a,2"| = % > 1,

n—oo

also divergiert die Reihe ) , a,,2", siche Proposition m 0

2.9.3. BEMERKUNG. Ist > > ja,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
r > 0, dann definiert diese eine Funktion

f: B.(0)=C, f(z):= Zanz”.

Hier bezeichnet B, (0) = {z € C| |2] < r} die Scheibe mit Radius r und Mittel-
punkt 0 € C.

2.9.4. BEISPIEL. Die geometrische Reihe )" ° 2" ist eine Potenzreihe mit
a, = 1. Daher ist ihr Konvergenzradius

1 1 1
=-=1

 limsup, . /|a,] limsup, . V1 1

Nach Satz konvergiert » >, z" daher fiir |z| < 1 absolut, und die Reihe
divergiert fiir |z| > 1. Dies haben wir bereits in Beispiel bemerkt. Die durch
Yoo o 2" auf By(0) definierte Funktion ist, sieche Proposition [2.6.8|

1
1—z

r

f: B1(0) = C, f(z):= Zz” -

Zur Bestimmung des Konvergenzradius ist folgendes Resultat oft hilfreich.

2.9.5. PROPOSITION (Euler). Es sei - a,z" eine Potenzreihe mit Konver-
genzradius r, und fast alle a,, # 0. Dann gilt

.. a
lim inf| —

n—oo

<r < limsup (66)

n—oo

Ap+1 Ap+1
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Sind fast alle a,, # 0, und existiert der (mdéglicherweise uneigentliche) Grenzwert
limn_,oo‘aaﬁ , dann gilt sogar

. ap
r = lim

n—oo

an—i—l

Hier sind wieder die Konventionen % =00 und é = 0 anzuwenden.

BEWEIS. Wir werden dies mit Hilfe des Quotientenkriteriums beweisen, siche
Proposition [2.8.8, Beachte, dass

.. .. 1
lim inf = liminf — a1
n
. .. “
Ist jetzt |z| < lim mf"ﬂ’o‘ﬁ :
412" 2]
_hmsup—||— . — <1
n—00 Ap 2" 00 liminf,,_, o | P |
n

also konvergiert die Reihe )"~  a,2" absolut, sieche Proposition Ist |z] >

an—l—lZnJrl |Z|

= lim 1nf > 1

n—oo

lim inf

n—o0

=T |zl =

n lim sup,, _, ‘

el

also divergiert die Reihe Y °  a,2", siche Proposition . 8l Der Konvergenzra-
dius muss daher im Bereich liegen, siehe Satz[2.9.2 Die zweite Aussage folgt

nun sofort aus Proposition [2.3.13] U

2.9.6. BEISPIEL. Nach Proposition |2.9.5|ist der Konvergenzradius der Potenz-
reihe > (n+1)z"
n+1l
= lim
[ n—oo 1, 4 2

Nach Beispiel ist die dadurch definierte Funktion

r = lim

n—oo

o0

f Bi0) =€, J(z)i= 3 _(nt 12" = (5 —1z>

2.9.7. BEMERKUNG. Ist > a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
r, und z € C mit |z| = r, dann kann iiber das Konvergenzverhalten der Reihe
Yo ganz™ 1A, keine Aussage getroffen werden. Mittels Proposition zeigt
man leicht, dass jede der folgenden Potenzreihen Konvergenzradius 1 hat:
o o n o n
z z
2" — —.
PRELTD Dhes 7
n=1 n=1 n=1
Die erste Potenzreihe divergiert fiir jedes z € C mit |z| = 1, die Summanden bil-
den ja keine Nullfolge. Die zweite Potenzreihe konvergiert zwar fiir 2 = —1, siehe
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Beispiel 2.6.12} aber fiir kein anderes z mit |z| = 1. Die letzte Potenzreihe schlief3-
lich konvergiert fiir alle z € C mit |z| = 1, sogar absolut, siche Beispiel [2.8.2]

2.10. Einige transzendente Funktionen. Nach Proposition|[2.9.5und weil

1/n!
lim L: limn+1=o00
n—oo 1/(n+ 1)! n—o0

hat die sogenannte Ezponentialreihe y - 2 Konvergenzradius oo, konvergiert

daher fiir alle z € C absolut, siche Satz [2.9.2] Die dadurch bestimmte Funktion

[e 9]

exp: C—C, exp(z):= Z

n=0

Zn

n!

wird die (komplexe) Ezponentialfunktion genannt. Die Einschrankung der Expo-
nentialfunktion auf R C C wird als (reelle) Expontentialfunktion bezeichnet,

o0 n

exp: R—R, exp(x)= E $—|
n!
n=0

2.10.1. PROPOSITION. Fiir z,w € C gilt:

a) exp(z +w) = exp(z) - exp(w)

b) exp(0) = 1.

c) exp(z) # 0 und exp(z) ™! = exp(—2)

d) exp(z) = exp(2)

BEWEIS. Nach dem binomischen Lehrsatz, sieche Proposition [1.8.5] und Ko-

rollar gilt:

exp(z 4+ w) = i @J;L—'wyl - i % Z (Z) kg b

n=0 n=0 " k=0
o n Zn—k wk; 00 o o wn
= ;; (n — k’)'ﬂ - (nZ:D ﬁ) . <nZ:O F) = exp(2) - exp(w).

Damit ist der erste Teil der Proposition gezeigt. Die Aussage exp(0) = 1 ist trivial.
Aus 1 = exp(0) = exp(z — z) = exp(z) - exp(—2) folgt nun auch exp(z) # 0 und

exp(z) ! = exp(—=2). Auch (d) ist offensichtlich, sieche Proposition [2.6.9] O
Die Zahl
— 1
e=exp(l) =) — = 2,718281828459 ...
n=0

wird Eulersche Zahl genannt. Aus Proposition [2.10.1] folgt leicht
e" = exp(r) fiir alle r € Q.

Daher schreiben wir fiir die Exponentialfunktion auch e* = exp(z).
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2.10.2. PROPOSITION. Fir x,y € R mit x < y gilt e > 0 und e* < €Y.
Weiters ist |e*| = e®°* fiir alle z € C.

BEWEIS. Ist x € R, x > 0, dann gilt offensichtlich e* > 1. Aus 1 = e*e™*
erhalten wir daraus auch e™ > 0, also gilt e* > 0 fiir alle z € R. Ist x < v,
dann y —x > 0, also e¥/e™® = e¥~* > 1 und daher e¥ > e*. Sei nun z € C. Aus
Proposition [2.10.1] folgt

|ez|2 — ? ? — eF . ef = 6z+2 — €2Rez — (6Rez)2’

und da e®°# > 0 erhalten wir |e*| = eR¢=. O

2.10.3. DEFINITION. Es sei D € R und f: D — R eine Funktion. Gilt fiir
alle z,y € D mit x < y auch f(z) < f(y), so heifit f streng monoton wachsend.
Gilt fiir alle z,y € D mit x < y auch f(x) < f(y), so heiit f monoton wachsend.
Analog heifit f streng monoton fallend falls f(x) > f(y) fiir alle x,y € D mit
x < y. [ heift monoton fallend falls f(x) > f(y) fir alle z,y € D mit =z <
y. Die Funktion f heifit (streng) monoton falls sie (streng) monoton wachsend
oder (streng) monoton fallend ist. Beachte, dass eine streng monotone Funktion
f: D — R stets injektiv ist.

2.10.4. BEisPIEL. Nach Proposition [2.10.2 ist die reelle Exponentialfunktion
exp: R — R* streng monoton wachsend, insbesondere injektiv.

Sinus- und Cosinusfunktion werden wie folgt definiert:

ge 52041 J. -

sin: C — C, sin(z):: —Z 2n+1 = _§+5l$ ..
iz —iz o0 n 2n 2 4

os: C—C, cos(z);:€ —I—e _Z — _;+Z|¢...

Die Konvergenzradien dieser beiden Potenzrelhen sind beide oo, also konvergie-
ren diese Potenzreihen fiir jedes z € C absolut. Durch Einschrinkung auf reelle
Argumente erhalten wir die (reellen) Winkelfunktionen:

iz r2ntl 3 0

sin: R — R, sin(x):: —Z 2n—i— :x—§+a¢...
iz —iz 0 n2n 2 4

cos: R — R, cos(x)::e +€ _Z —%-1-%;...

2.10.5. PROPOSITION. Fir z,w € C und x € R gilt:

a) e¥ = cos(z) +isin(z) (Eulersche Formel)

) sin(z + w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w) (Additionstheorem)
¢) cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w) (Additionstheorem)
) sin(—z) = —sin(z), cos(—z) = cos(z)

) sin?

e) sin*(z) + cos?(z) = 1
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f) cos(z) = Ree'®, sin(x) = Im e'®
g) |cos(x)| <1, |sin(z)| < 1.

BEWEIS. @ folgt sofort aus der Definition der Winkelfunktionen. (]ED folgt
aus Proposition 2.10.1@ und (]ED mittels folgender einfachen Rechnung;:
eiz _ e—iz eiw + e—iw eiz + e—iz eiw _ e—iw
2% 2 2 2
6izeiw + 6izefiw - efizeiw o efizefiw
4i
eizeiw o 6ize—iw + e—izeiw o e—ize—iw
4i

sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w) =

_|_

el,Zel’lL) _ e—lze—l'u)

B 2i
6i(erw) _ efi(erw) ‘ ( N )
= =sin(z + w
2i
Analog lédsst sich verifizieren. @ ist offensichtlich. Aus @ und erhalten

wir nun @,

cos?(z) +sin?(z) = cos(z) cos(z) + sin(z) sin(2)

= cos(z) cos(—z) — sin(z) sin(—z) = cos(z + (—z)) = cos(0) = 1.
Fiir x € R folgt aus Proposition 2.10.1@ sofort

611‘ + eix el:IJ + e—la‘: elw + e—l:’C
= = = cos(x).

R ix:
e 2 2 2

Ebenso zeigt man den zweiten Teil von (f). Aus (d) erhalten wir |sin(z)|?
sin?(z) = 1 — cos?(z) < 1, also |sin(z)| < 1. Ebenso zeigt man |cos(x)| <
womit auch gezeigt wire.

O] =l

Sinus Hyperbolicus und Cosinus Hyperbolicus werden wie folgt definiert:

) ) % — e~ o0 22n+1 ZS 25

sinh: C — C, 81nh(z)::T:;m:Z+§+a+...
e+ e 0 2271 22 2'4

cosh: C — C, cosh(z).:T:;(zn)!:1+§+Z+...

Die Konvergenzradien dieser beiden Potenzreihen sind beide oo, also konvergie-
ren diese Potenzreihen fiir jedes z € C absolut. Durch Einschrénkung auf reelle
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Argumente erhalten wir die (reellen) Hyperbelfunktionen'

P2l I

sinh: R — R, sinh(x):: _Z @n 1 1) _x+§_|_§+
r? ot

cosh: R— R, cosh(z) = —— )] —1+_+I+

2.10.6. PROPOSITION. Fiir z,w € C und x € R gilt:

a) sinh(z) = —isin(iz), cosh(z) = cos(iz)

b) e* = cosh(z) + sinh(z)

¢) sinh(z + w) = sinh(z) cosh(w) + osh( ) sinh(w) (Additionstheorem)
d) cosh(z + w) = cosh(z) cosh(w) + sin (z) sinh(w) (Additionstheorem)
e) 2
f)

.
=
E

sinh(—z) = —sinh(z), cosh(—z) = cosh(z)
cosh?(z) — sinh?(2) = 1
g) cosh(z) > 1

BEWEIS. @ ist offensichtlich, der Rest folgt nun leicht aus Proposition|2.10.5|
siehe Ubungsaufgaben.

OJ
Zum Schluss noch eine weitere Darstellung der Exponentialfunktion:
2.10.7. PROPOSITION. Fliir z € C undn € N gilt
% 2\ |z[%el
= (1 —> < . 67
‘; ao () =5 (67)

Insbesondere auch

lim(l—i—i)n:ez zeC
n

n—oo

und fiir z =1 erhalten wir

]_ n
lim<1+—> = e.

n—oo n

BEWEIS. Aus dem binomischen Lehrsatz erhalten wir

(=S () S

und mit Hilfe der Dreiecksungleichung folgt:

- Zk Z\" - n' Zk
‘,;E_(HE) ‘Skz:;(l_(n—/'f)mk)‘ |

S (1- (- (- )(1-2) - (- )
(-0

=0

\E

3
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Fir 0 < k£ < n gilt —% > —1 und wegen der Bernoulli Ungleichung, siehe
Proposition [1.8.8, daher (1 — %)k >1-— k% Damit gilt auch

1—(1—15_1)]*631—@—1{;%)_M 0<k<n.

n n
Zusammen mit der vorhergehenden Abschétzung erhalten wir

SN Z\" kk=1)2F 1 |2|*
S () s S M = L ke 0y
:ﬁi |Z|k ’ |Z|QZ|Z|’“ |Z|2i|z|k

nom k-

Damit ist gezeigt. Da die rechte Selte von gegen 0 konvergiert, folgen
die verbleibenden Behauptungen der Proposition sofort. 0]

|Z|26|Z







ANALYSIS FUR PHYSIK UND VERWANDTE FACHER I 81

3. Stetigkeit

3.1. Stetigkeit. Im Folgenden sei D C R eine beliebige nichtleere Teilmen-
ge. Typischerweise wird D ein allgemeines Intervall sein, siche Abschnitt [I.1]

3.1.1. DEFINITION. Sei D C R eine nichtleere Teilmenge, f: D — R eine
Funktion und zy € D. Die Funktion f heiit im Punkt xq stetig falls gilt: Fiir
jedes € > 0 existiert ein 6 > 0, sodass fiir alle x € D mit |z — x¢| < § auch
|f(z) — f(xo)] < € gilt. In Zeichen:

Ve>030>0Ve e D:|x—xo| <0=|f(x)— f(xg)] <€
Die Funktion f heifit stetig, falls sie in jedem Punkt zy € D stetig ist.

3.1.2. BEISPIEL. Sei A € R. Dann ist die konstante Funktion R — R, x — A,
stetig. Auch die identische Funktion idg: R — R, z — =z, ist stetig. Im ersten
Fall kann man ¢ beliebig wihlen, im zweiten reicht § = €.

3.1.3. BEISPIEL. Die Funktion
f: R—->R, f(z) = 2?

ist stetig. Um dies zu zeigen, sei also g € R und € > 0. Setze ¢ := min{1
Fir x € R mit |z — 2| < ¢ gilt dann

€
, 2\x0\+1}'

(@) = f(wo)] = [a* — 2| = (2 — 20) (220 + 2 — w0)| =[x — o - [220 + (2 — 20)|
< |& — x| (2|wo| + |2 — wo|) < 8(2|wo| +8) < 6(2|wo| + 1) <.
Also ist f im Punkt z( stetig. Da z( beliebig war, ist also f stetig.
3.1.4. BEISPIEL. Der Absolutbetrag
R—-R, z~ |z,

ist stetig, denn es gilt ||z] — |zo|| < |2 — @ol, siehe (34)), womit sich sofort die
Bedingung in Definition verifizieren lédsst, es geniigt 0 = € zu wihlen.

3.1.5. BEISPIEL. Betrachte die Vorzeichen- oder Signum-Funktion:

1 fallsz >0
sign: R — R, sign(z) :=< 0  fallsx =0
—1 fallsz <0

Diese ist im Punkt xy = 0 nicht stetig, denn etwa zu ¢ = % finden wir kein § > 0
mit der gewiinschten Eigenschaft, da ja fiir jedes x # 0 gilt | f(z) — f(x0)| =1 > €.
In allen anderen Punkten xy # 0 ist f stetig, sieche Ubungsaufgaben.

Unter einer Folge in D, verstehen wir einfach eine Folge (a,), sodass a,, € D
fiir alle n € N. Die Stetigkeit einer Funktionen kann durch Folgen charakterisiert
werden:
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3.1.6. PROPOSITION. FEs sei D C R eine nichtleere Teilmenge, f: D — R
eine Funktion und xq € D. Dann ist f im Punkt xy stetig genau dann wenn gilt:
Fiir jede Folge (a,) in D mit a, — xo gilt auch f(a,) — f(xo).

BEWEIS. Sei also f im Punkt zq € D stetig und (a,) eine Folge in D mit
a, — xo. Es ist zu zeigen, dass f(a,) — f(xy). Sei dazu € > 0. Nach Definition
der Stetigkeit existiert 6 > 0, sodass

|f(z) = f(zo)] <€ fir alle z € D mit |z — zo| < 6.
Da a,, — x¢, existiert ng € N mit
la, — zo] < O fiir alle n > ny.

Wir erhalten
|f(an) — f(zo)| < e fiir alle n > ny,

also f(a,) — f(zo). Damit ist die eine Aussage der Proposition bewiesen. Um die
andere Aussage zu zeigen, sei nun f: D — R so, dass fiir jede Folge (a,) in D,
mit a, — xo auch f(a,) — f(xg) gilt. Es ist zu zeigen, dass f dann im Punkt z,
stetig ist. Indirekt angenommen f wire im Punkt zy nicht stetig. Dann existiert
€ > 0 mit folgender Eigenschaft:

Vo>03z e D:|z—x| <dund |f(x) — f(zo)| > €

Daher finden wir zu jedem n € N ein a,, € D, sodass
1
la, — zo| < - und  |f(a,) — f(xo)] > €.

Offensichtlich ist (a,) eine Folge in D die gegen xy konvergiert. Nach Vorausset-
zung gilt daher auch f(a,) — f(zo). Dies widerspricht aber |f(a,) — f(z0)| > €.
Also muss f im Punkt z( stetig sein. OJ

3.1.7. BEISPIEL. Die Funktion

0 fallsz <0

h: R — R, h(z) ::{
1 fallsz >0
ist im Punkt zy = 0 nicht stetig, denn, a,, := —% ist eine Folge mit a,, — 0, aber
h(a,) = 0 konvergiert nicht gegen h(0) = 1, siche Proposition . Beachte,
dass fiir manche Folgen™| (b,) mit b, — 0 schon f(b,) — f(1) gilt, aber eben
nicht fiir alle solche Folgen. Die Funktion h ist {ibrigens in jedem Punkt zy # 0
stetig, denn ist etwa xy > 0 und (c,) eine Folge die gegen xo konvergiert, dann
gilt fiir hinreichend grofie n auch ¢, > 0, also f(c,) = 1, und damit gilt f(c,) —
1 = f(xo), sieche Proposition [3.1.6] Der Fall z, < 0 lisst sich genauso behandeln.

etwa by, := %
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Sind f,g: D — R zwei Funktionen und A € R, dann werden die Summen-
funktion f+ g, die Produktfunktion f-g und das skalare Vielfache \f punktweise
definiert:

f+g9: D—R, (f +9)(x) = f(x) + g(z)
fg: D —R, (f9)(x) = flx)g(x)
A D—R, Af)(x) := Af(x)
Ist g(z) # 0 fiir alle € D, dann heifit
Fopn L f@
g PR W=

die Quotientenfunktion.

3.1.8. PROPOSITION. FEs sei D C R eine nichtleere Teilmenge, xo € D,
fig: D — R zwei Funktionen die in xq stetig sind und A € R. Dann sind auch
die Funktionen f+ g, fg und \f in xq stetig. Gilt g(x) # 0 fir alle x € D, dann
st auch § in xy stetig.

BEWEIS. Mittels Proposition folgt dies sofort aus Proposition [2.1.19]
Etwa zeigt man die Stetigkeit von f + ¢ in ¢ so. Ist (a,) eine Folge in D mit
a, — xg, dann gilt auch f(a,) — f(xo) sowie g(a,) — g(xo), da ja f und g in
stetig sind, siehe Proposition [3.1.6] Nach Proposition [2.1.19(a]) folgt (f+¢)(a,) =
flan) + g(a,) — f(xo) + g(xo) = (f + g)(x0). Nach Proposition ist die
Funktion f + g daher in z( stetig. Die anderen Behauptungen lassen sich vollig
analog beweisen. 0

Aus Proposition [3.1.§ erhalten wir sofort

3.1.9. PROPOSITION. FEs set D C R eine nichtleere Teilmenge, f,g: D — R
zwer stetige Funtionen und A € R. Dann sind auch die Funktionen f+g, fg und
Af stetig. Gilt g(x) # 0 fir alle x € D, dann ist auch § stetig.

3.1.10. BeispiEL. Da die identische Funktion R — R, x +— x, stetig ist, folgt
aus Proposition , dass auch R — R, z — 22, stetig ist. Mittels Induktion
sieht man sofort, dass fiir jedes n € N, die Funktion R — R, x +— 2", stetig ist.
Mittels Proposition erhalten wir auch, dass jedes reelle Polynom

p: R — R, p(x):Zakxk:a0+a1x+a2x2—|—---+anx” ai € R,
k=0

stetig ist. Ist g(z) == >, bpr® = by + bix + bex® + -+ + b, ™ ein weiteres
Polynom, b € R, dann ist auch die rationale Funktion

_ap+ @+ axx® + - apa”

b by A bya? A - by

§: {z €R|q(z) #0} - R, §<x>
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stetig. Damit kennen wir schon eine relativ grofie Klasse von stetigen Funktionen.
Wir werden im néchsten Abschnitt noch wesentlich mehr stetige Funktionen
kennen lernen, siehe Satz [3.2.21]

3.1.11. PROPOSITION. Es seien g: Di — R und f: Dy — R zwei Funktionen,
sodass g(D1) C Dy. Ist g bei xg € Dy stetig und ist f in g(xg) € Do stetig, dann
ist auch fog: D — R in xq stetig. Sind f und g stetig, dann ist auch f o g
stetig.

BeEwEls. Wir verwenden wieder die Charakterisierung der Stetigkeit mittels
Folgen, siehe Proposition . Sei also (a,) eine Folge in D; mit a, — xo. Da
g in xg stetig ist, gilt dann auch g(a,) — g(x¢). Beachte, dass (g(a,)) eine Folge
in Dy ist. Da f in g(x) stetig ist, erhalten wir also (f o g)(a,) = f(g(a,)) —
f(g(zo)) = (f o g)(xo). Also ist auch die Komposition f o g in zq stetig. O

3.1.12. BEISPIEL. Ist f: D — R stetig, dann ist auch
[fl: D—=R,  |f[(z):=|f(2)]

stetig. Dies folgt aus Proposition [3.1.11| und Beispiel 3.1.4] denn |f|: D — R ist
die Komposition der beiden stetigen Funktionen f: D — Rund |- |: R — R,

siehe Beispiel 3.1.4]

3.1.13. BEMERKUNG. Einschrankungen stetiger Funktionen sind stetig. Ge-
nauer, ist D C R eine nichtleere Teilmenge, f: D — R stetig und 0 # D’ C D,
dann ist auch f|p: D" — R stetig.

3.1.14. BEISPIEL. Zum Schluss noch ein wilderes Beispiel. Die Funktion

0 fallsze@Q
1 fallsx ¢ Q

ist in keinem einzigen Punkt xy € R stetig. Dies folgt aus der Tatsache, dass in
jedem Intervall sowohl rationale als auch irrationale Zahlen liegen.

f: R—>R, f(ac):{

3.2. Gleichmiflige Konvergenz.

3.2.1. DEFINITION. Eine Folge (f,,) von Funktionen f,,: D — R heifit punkt-
weise konvergent, falls fiir jedes x € D der Grenzwert lim,, ., f,(z) existiert. In
diesem Fall heif3t

f: D=R, f(z) = lim f,(z)

die Grenzfunktion der Funktionenfolge (f,), wir sagen die Funktionenfolge (f,,)
konvergiert punktweise gegen f und schreiben lim,, .., f, = f.

Eine Reihe ) ;- | g, von Funktionen g;: D — R heifit punktweise konvergent
falls die Funktionenfolge der Partialsummen s, := >} ; g¢: D — R punktweise
konvergiert. Ist s = lim,, . s, die Grenzfunktion der Partialsummen, dann sagen
wir die Funktionenreihe Y .2 | g konvergiert punktweise gegen s und schreiben

ZZO:l Ik = S-
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3.2.2. BEISPIEL. Betrachte die Funktionenfolge f,: [0,1] — R, f.(z) := z™.
Nach Proposition konvergiert diese punktweise gegen die Grenzfunktion

0 fallsz € ]0,1)

£ 0.1~ R, ﬂ@f{lmmle

Wir sehen also, dass die Grenzfunktion einer punktweise konvergenten Folge ste-
tiger Funktionen nicht stetig sein muss. Etwa gilt fiir die Folge a, := 1 — % zwar
ar — 1, aber f(ay) = 0 konvergiert nicht gegen f(0) = 1. Daher ist

1= lim klim fnlar) # klim lim f,(ax) =0,
Limiten diirfen daher i.A. nicht vertauscht werden! Ebenso ist die Grenzfunktion
einer punktweise konvergenten Reihe stetiger Funktionen i.A. nicht stetig.

3.2.3. DEFINITION. Wir sagen eine Folge (f,) von Funktionen f,: D — R

konvergiert gleichmdfsig gegen f: D — R, falls gilt: Fiir jedes ¢ > 0 existiert
no € N, sodass fiir alle n > ng und alle x € D gilt |f,,(z) — f(z)| < e. In Zeichen

Ve>03dno e NVn>ng Ve € D: |fu(z) — f(z)] <e.

Die Funktionenfolge (f,,) heifit gleichmé&Big konvergent falls f: D — R existiert,
sodass (f,,) gleichméBig gegen f konvergiert. Eine Reihe )"~ ; gx von Funktionen
gr: D — R heiit gleichmdfig konvergent falls die Funktionenfolge der Partial-
summen s, = y ,_, gx: D — R gleichméBig konvergiert.

3.2.4. BEMERKUNG. Offensichtlich sind gleichméfig konvergente Funktionen-
folgen und -reihen auch punktweise konvergent. Die Umkehrung stimmt nicht,

eine punktweise konvergente Folge von Funktionen wird i.A. nicht gleichméafig
konvergieren, siehe Beispiel unten.

3.2.5. PROPOSITION. Die Grenzfunktion einer gleichmdfiig konvergenten Fol-
ge stetiger Funktionen ist stetig. Fbenso ist die Grenzfunktion einer gleichmdif$ig
konvergenten Reihe stetiger Funktionen stetig.

BEWEIS. Sei also f,: D — R eine Folge stetiger Funktionen die gleichméafig
gegen f: D — R konvergiert. Weiters sei o € D und £ > 0. Da (f,,) gleichméBig
gegen f konvergiert, existiert ng € N, sodass

| fos (2) — f(2)] < g fiir alle 2 € D.
Da f,, in x stetig ist, existiert 6 > 0, sodass
|fn0($) - fno(iﬂo)’ < % fiir alle x € D mit |z — x| < 0.

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung erhalten wir nun
(@) = J(@0)| = | £(®) = Faa(®) + fa(@) = fuo(0) + Faa(wo) = (o)

< |F(@) = Fao @)] + | o (@) = Fro @0)] + | fun (20) = Fw0)| < S+ 2+ =¢
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fir alle x € D mit |x — xo| < 0. Daher ist f im Punkt zq stetig. Da xy beliebig
war, ist also f stetig. Die Behauptung iiber die Grenzfunktion einer gleichméfig
konvergenten Reihe stetiger Funktionen folgt nun indem wir das eben bewiesene
Resultat auf die gleichméflig konvergente Folge der Partialsummen anwenden. [

3.2.6. BEISPIEL. Die Funktionenfolge aus Beispiel kann nicht gleich-
méafig konvergieren, da die Grenzfunktion nicht stetig ist.

3.2.7. DEFINITION. Eine Funktion f: D — R hei3t nach oben beschrdnkt,
falls die Menge f(D) = {f(x) | * € D} nach oben beschrénkt ist, sieche Defi-
nition Sie heit nach unten beschrdnkt falls die Menge f(D) nach unten
beschrinkt ist. Die Funktion f: D — R heifit beschrdinkt falls sie sowohl nach
oben, als auch nach unten beschrinkt ist. Eine Funktion f: D — R ist also be-
schrinkt genau dann wenn K > 0 existiert, sodass | f(z)| < K fiir alle z € D. Ist
die Funktion f nicht beschrankt, so wird sie unbeschrdinkt genannt.

3.2.8. DEFINITION. Die Supremumsnorm einer Funktion f: D — R ist wie
folgt definiert:

Ifllp == sup{|f(z)| | x € D}

Beachte, dass 0 < || f||p < oo. Es gilt || f||p < oo genau dann wenn f beschriankt
ist, und || f||p = oo genau dann wenn f unbeschrinkt ist.

3.2.9. PROPOSITION. Es seien f,g: D — R zwei Funktionen und A € R.
Dann gilt:

a) ||fllp =0 genau dann wenn f =0, d.h. f(x) =0 fir alle x € D.

b) [[Afllp = [Al- I fllp

) [ fgllo < fllp-llgllp | |

) If+9glp <|fllp+lgllp (Dreiecksungleichung)

Diese Aussagen gelten auch wenn || f||p = oo oder ||g||p = oo ist, wobei die
Konventionen co - 00 = 00, a-00 =00 fiira>0,0-00 =0, co+ 0o =00 und
a4 oo = oo fir a > 0, anzuwenden sind.

BEWEIS. Ad (a)): Ist f(z) = 0 fiir alle x € D, dann gilt offensichtlich auch
Ifllp = 0. Ist umgekehrt 0 = || f[|p = sup{|f(z)| | z € D}, dann folgt | f(z)| <0,
also f(x) =0 fiir alle x € D. Nun zu (b): Fiir jedes z € D gilt

(AN @) = Af@)] = AL f@)] < Mo
und damit [Af|lp < A« [|fllp- Ad (d): Fiir jedes z € D gilt
((f9)(@)| = |f(z)g(z)] = [f(@)] - lg(x)| < I f]lp - llgllp
und damit auch || fgllp < ||f|lp - lgllp- Ad (d): Fiir jedes = € D gilt

[(f +9)(@)| = [f(z) + g(@)] < |f(x)]+ [g(@)] < I fllp+ llgllp
und damit auch ||f + g|lp < ||fllp + |lgllp- O
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3.2.10. BEISPIEL. Sei n € N, und betrachte die Funktione f: [0,1] — R,
f(x) = 2™ Dann ist || f|[o1; = 1. Auch fiir g: [0,1) — R, g(z) := 2", gilt
lglljo,1) = 1. Fiir h: RT — R, h(z) := %, haben wir ||A[/g+ = oo.

3.2.11. BEMERKUNG. Die Supremumsnorm ist sehr gut geeignet gleichméflige
Konvergenz zu beschreiben. Eine Folge von Funktionen f,,: D — R konvergiert
gleichméBig gegen f: D — R genau dann wenn gilt:

Ve>03dng e NVn>ng:||fn— fllp <e.

Dies ist Definition [2.1.4] sehr &hnlich, wir haben blo3 den Absolutbetrag reeller
Zahlen durch die Supremumsnorm von Funktionen ersetzt. Auch konvergiert f,
gleichméfig gegen f genau dann wenn

T [[f — fllp =0.

Vergleiche dies mit Bemerkung[2.1.11] wieder ersetzen wir nur den Absolutbetrag
reeller Zahlen durch die Supremumsnorm von Funktionen.

3.2.12. PROPOSITION. FEs seien f,: D — R und g,: D — R zwei Folgen von
Funktionen die gleichmdflig gegen f bzw. g konvergieren, und sei A € R. Dann
qilt:

) (fn + gn) konvergiert gleichmdfig gegen f + g.

) (Afn) konvergiert gleichmdf$ig gegen \f.

) Sind f und g beschrinkt, dann konvergiert (f,gn) gleichmdfig gegen fg.

) Existiert p > 0 mit |g(x)| > p fir alle x € D, dann gilt fir fast allen € N
und alle x € D, g,(z) # 0, und (gin) konvergiert gleichmdf$ig gegen %.

e) Ist f beschrinkt und existiert p > 0 mit |g(x)| > p fir alle x € D, dann

konvergiert (g—) gleichmdflig gegen g.

n
n

a
b
c
d

BeEWEIs. Da (f,) und (g,) gleichméfig gegen f bzw. g konvergieren gilt
Bim £~ flo=0 und lim g, — gllo = 0. (68)

siche Bemerkung [3.2.11] Aus Proposition [3.2.9|(d)) folgt
[(fr =+ gn) = (F + 9o = [I(fo = 1) + (g0 = 9o < [ = fllp + [lgn = 9ll-

Zusammen mit erhalten wir lim,, . ||(fn +9n) — (f +9)|lp = 0, also konver-
giert (fn + gn) gleichméBig gegen f + g, siche Bemerkung [3.2.11] Damit ist (&)

gezeigt. Nun zu (b)): Nach Proposition [3.2.9|(b) gilt:
Ao = Afllp = Ao = Hllp = 1Al 1fa = fllp
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Zusammen mit erhalten wir lim,, . |[Af, —Af]|p = 0, also konvergiert (Af,)
gleichméaBig gegen Af. Ad : Aus Proposition und @ folgt:
1fngn = f9llp = 1(fa = f)gn + f(gn — 9)lID
< |lfa = flip - lgnllo + 11f 15 - lgn — 9llp
= fo = flp - llgn =9+ gllp + Ifllp - 192 — 9llp
< fa=fllo - (lga = gllo + lgllp) + 1fllp - llga = gllp

Da f und g beschriankt sind, gilt ||f||p < oo und ||g||p < oco. Zusammen mit
erhalten wir lim,, .. || fngn — f9llp = 0, also konvergiert (f,g,) gleichméBig
gegen fg. Ad (d): Sei also |g(z)| > p fiir alle z € D. Wegen der gleichméBigen
Konvergenz existiert ng € N, sodass |g,(x) — g(x)| < £ fiir alle n > ng und alle
x € D. Also gilt auch
pP_P
l9n(2)| = lg(x) = (9(2) = ga(2))] 2 |9(2)] = |9(z) = gu(@)| 2 p =5 =5 >0

und damit g, (x) # 0 fiir alle n > ng und alle z € D. Die Funktlonen —~: D—R
sind daher fiir alle n > ng definiert, und es gilt

1 1 . 1 2 ..
—H < - sowie ‘ —|| < — fir alle n > ny.
gip p Gn'D P
Mit Hilfe von Proposition [3.2.9| erhalten wir
9= 9n 1 1
|-+, - —H N, o =gl < g = sl
99n D g D 1 gn

Aus 68)) folgt nun hmn_mH L 1=, also konverglert = glelchmaﬁlg gegen
Behauptung @ folgt nun aus (/) und @ (|

3.2.13. PROPOSITION. Es seien f = foound g =307 g, zwei gleich-
mafig konvergente Reithen wvon Funktionen f,,g,: D — R, und es set A €
R. Dann konvergieren auch die Funktionenreihen Y " (fn 4 gn) und > o0 | A
gleichmdfig gegen f + g bzw. \f.

_ BEWEIS. Wende Proposition [3.2.12]auf die Folge der Partialsummen an, siehe
Ubungsaufgaben. d

3.2.14. DEFINITION. Eine Folge von Funktionen f,,: D — R heifit eine gleich-
mdafige Cauchyfolge talls gilt:

Ve>03ng e NVn,m >ng: ||fu— fullp <€
Dies ist Definition [2.2.9) sehr dhnlich, wir haben blof den Absolutbetrag reeller

Zahlen durch die Supremumsnorm von Funktionen ersetzt.

Analog zu Satz [2.2.10] gilt

3.2.15. SATZ. Eine Funktionenfolge konvergiert gleichmdf$ig genau dann wenn
sie eine gleichmafige Cauchyfolge ist.
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BEWwWEIS. Es konvergiere die Folge von Funktionen f,: D — R gleichméfig
gegen f: D — R. Es ist zu zeigen, dass (f,,) eine gleichméfiige Cauchyfolge ist.
Sei dazu € > 0. Da (f,,) gleichmé&fBig gegen f konvergiert, existiert no € N mit

| fn— fllp <e/2 fiir alle n > ny.
Mit Hilfe der Dreiecksungleichung, siehe Proposition [3.2.9|(d)), folgt

Vo= Fullp = 1o =+ F = fullo < Ifa = fllo + 1f = fullp < 5 +5 =

fiir alle n,m > ng. Also ist (f,,) tatsichlich eine gleichméfige Cauchyfolge.

Sei nun umgekehrt f,: D — R einen gleichméfige Cauchyfolge. Es ist zu
zeigen, dass (f,) gleichméBig gegen eine Funktion f: D — R konvergiert. Da
(fn) eine gleichméBige Cauchyfolge ist, ist fiir jedes = € D die Folge reeller Zahlen
(fa(z)) eine Cauchyfolge, also konvergent, sieche Satz [2.2.10f Wir erhalten eine
Funktion

f: D—R, f(z) := lim f,(x).
Da (f,) eine gleichméfiige Cauchyfolge bildet, existiert ng € N, sodass

| fr — fllp < g fiir alle n,m > ng.

Fiir jedes v € D gilt daher |f,(z) — fn(z)| < § fiir alle n,m > ng. Mit m — oo
folgt
|[fu(z) = f(z)] <

Dies gilt fiir alle z € D, also auch

% fir alle n > ny.

I fo— fllp < g <e fiir alle n > ny.

Daher konvergiert (f,,) gleichméBig gegen f, siche Bemerkung [3.2.11} U

3.2.16. KOROLLAR. Eine Reihe Y~ f, von Funktionen f,: D — R konver-
giert genau dann gleichmdf$ig wenn folgende Cauchybedingung erfillt ist:

Ve>03ng e NVn>m>ng: |[foo+ frner + -+ fullp <€
BeEwEIS. Wende Satz |3.2.15 auf die Folge der Partialsummen an. 0

3.2.17. DEFINITION. Eine Reihe )7, f, von Funktionen f,: D — R heifit
normal konvergent falls > > || fullp < oo.

3.2.18. PROPOSITION. Jede normal konvergente Reihe von Funktionen kon-
vergiert gleichmdapig.

BEWEIS. Sei also Y, f, eine Reihe von Funktionen f,: D — R, und
Yoo N fnllp < co. Dann erfiillt die Reihe reller Zahlen Y~ | || f.||p das Cauchy-
kriterium, siehe Proposition [2.6.10], d.h.

Ve >03ng € NVn>m > no:||fulp + | fmiillp + - + I fullp <e.
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Nach Proposition [3.2.9|(d) gilt
[fm + fmsr -+ fullo < W fmllp + [ fmsallp + - + [/l

also erfiillt die Funktionenreihe " | f,, das Cauchykriterium aus Korollar|3.2.16]
und konvergiert daher gleichméfig. U

3.2.19. BEMERKUNG. Eine normal konvergente Reihe Y >° | f, von Funktio-

nen f,: D — R konvergiert punktweise absolut, d.h. fiir jedes x € D konvergiert
die Reihe reeller Zahlen Y, f,(z) absolut. Dies folgt aus | f,,(z)] < || fullp-

3.2.20. PROPOSITION. Sind > > | f, und Y ", g, zwei normal konvergente
Reihen von Funktionen f,,g,: D — R, und ist A € R, dann konvergieren auch

die Reihen > " (fo + gn) sowie Y > Af, normal.
BEWEIS. Siehe Ubungsaufgaben. O

Wir wollen die Ergebnisse dieses Abschnitts nun auf Potenzreihen anwenden.
Beachte, dass wir eine reelle Potenzreihe ) - apx”, a;, € R, als Funktionenreihe
auffassen konnen, denn fiir jedes n ist f,: R — R, f,(x) := a,z" eine Funktion,
némlich ein Polynom, genauer, ein Monom.

3.2.21. SATZ. Es seiy - a,x™ eine reelle Potenzreihe mit Konvergenzradius
r > 0. Weiters sei 0 < p < r. Dann konvergiert die Funktionenreihe .~ a,z"
auf dem Intervall [—p, p| normal. Insbesondere ist die durch die Potenzreihe de-
finierte Funktion f: (—r,r) = R, f(x) =Y " a,x", stetig.

BEWEISs. Betrachte die Funktionen f,: R — R, f,(z) := a,2". Fir z €
[=p,p] gilt dann |f(z)] = [anz"| = lan||z|" < [anlp” = |anp"| und daher
| fulli=p) < |anp™|. Nach Satz konvergiert die Reihe )" a,p" absolut,

also gilt
Z ||an[—p,p] < Z |anp”| < 0.
n=0 n=0

Damit konvergiert die Potenzreihe ) ; a,a™ auf [—p, p] normal. Nach Propositi-

on [3.2.18 konvergiert sie daher auf [—p, p| auch gleichméfig. Jede der Funktionen
x +— a,x" ist stetig, also ist nach Proposition [3.2.5| auch ihre Grenzfunktion f
auf [—p, p| stetig. Da dies fiir alle 0 < p < r gilt, ist f auf ganz (—r,r) stetig. O

3.2.22. BEIsPIEL. Nach Satz [3.2.21]ist die reelle Exponentialfunktion
exp: R — R,

sieche Abschnitt [2.10] stetig. Fiir jede konvergente Folge (a,) in R gilt nach Pro-
position daher

lim exp(a,) = exp( lim an>.

n—oo n—oo
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Etwa ist
’ (n3—4n2+7n+9> (1, n3—4n2+7n+9)
im ex = ex im
oo P\ o Tz 1 11 Pl o3 Fan2 1 11
1
e exp<§> e e% — \/E

3.2.23. BEISPIEL. Da die Winkelfunktionen
sin: R—R und cos: R—R
wie auch die Hyperbelfunktionen
sinh: R—R und cosh: R — R

durch auf ganz R konvergente Potenzreihen gegeben sind, sind sie alle stetig,

sieche Satz [3.2.27]

3.3. Der Zwischenwertsatz. Wir erinnern uns an die allgemeinen Inter-
valle aus Abschnitt [I.1] Insbesondere, erinnern wir uns, dass jede Menge der
Form

[a,b] ={r eR|a<z<b}

ein kompaktes Intervall genannt wird, a,b € R, a < b.

3.3.1. SATZ (Zwischenwertsatz). Es seien a,b € R, a < b und f: [a,b] — R
eine stetige Funktion. Dann nimmt f jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an.

BeweEs. O.B.d.A. sei f(a) < f(b), andernfalls betrachte —f. Weiters sei

y € R mit f(a) <y < f(b). Wir miissen = € [a,b] finden, sodass f(x) = y

gilt. Dazu konstruieren wir eine Intervallschachtelung. Sei & := %(a + b) der

Mittelpunkt des Intervalls Iy := [a,b]. Ist y < f(£) dann definiere I := [a, &),
anderenfalls I; := [£, b]. Bezeichne I} =: [aq, by]. Dann gilt jedenfalls
I Cla,b], fla) <y<f(by) und by —a; = %(b— a).

Sei & = %(al + by) der Mittelpunkt des Intervalls I} = [ay,b1]. Gilt y < f(&)
dann definiere I := [a, & ], andernfalls sei I := [&;, by]. Bezeichne Iy =: [ag, by).
Es gilt dann

1
LCh, flay) <y<f(by) und by —ay= A_L(b_ a).
Induktiv fortfahrend erhalten wir eine Folge von kompakten Intervallen I, =
(@, b,], sodass
In g ]n—la f(an) S Yy S f(bn) und bn — Qp S 2_n<b - CL).

Die Intervalle I,, bildet daher eine Intervallschachtelung. Nach Satz existiert
z € (), I, insbesondere x € Iy = [a, b]. Weiters gilt

lim a, = x = lim b,.

n—oo n—oo
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Aus der Stetigkeit von f folgt daher, siche Proposition [3.1.6

lim f(a,) = f(z) = lim f(b,).
Da f(a,) <y < f(b,) fur alle n € N, muss schlieBlich y = f(x) gelten, siche
Proposition [2.1.26] O

3.3.2. KOROLLAR. FEs sei I ein kompaktes Intervall und f: I — I stetig. Dann
existiert mindestens ein Fizpunkt von f, d.h. es existiert £ € I mit f(§) = €.

BEWEIS. Es seien a,b € R mit @ < b und I = [a,b]. Betrachte die stetige
Funktion
g: la, bl = R, g(z) = f(z) — .
Es gilt dann g(a) = f(a) —a > a —a = 0 sowie g(b) = f(b) —b < b—b = 0.
Nach Satz existiert daher £ € [a,b] mit g(§) = 0. Fiir dieses ¢ gilt dann
offensichtlich f(¢) = ¢&. O

3.3.3. KOROLLAR. FEs sei I ein allgemeines Intervall, und es sei f: I — R
stetig und nicht konstant.m Dann ist auch f(I) C R ein allgemeines Intervall.

BEWEIS. Es sei ¢ := inf f(I) und d := sup f(I). Da f nicht konstant ist,
gilt sicherlich —oco < ¢ < d < oco. Wir zeigen zunéchst (¢,d) C f(I). Sei dazu
¢ < y < d. Nach Definition von ¢ existiert a € I mit f(a) < y. Ebenso existiert
b € I mit y < f(b). Nach Satz existiert daher & zwischen a und b mit
f(&) = y. Da & insbesondere in [ liegt, sehen wir, dass y € f(I). Damit ist
(¢,d) C f(I) gezeigt. Da ¢ < f(z) < d fir alle x € I, erhalten wir f(I) indem
wir zu (¢, d) keinen, einen oder beide der Randpunkte ¢, d hinzufiigen. Jedenfalls
ist f(/) wieder ein allgemeines Intervall. O

3.3.4. SATZ. Es sei I C R ein allgemeines Intervall, und es sei f: I — R
streng monoton und stetig. Dann ist f(I) C R ein allgemeines Intervall, die
Funktion f: I — f(I) ist bijektiv und ihre Umkehrabbildung f~': f(I) — I ist
streng monoton und stetig

BEWEIS. O.B.d.A. sei f streng monoton wachsend, fiir streng monoton fallen-
des f betrachte —f. Da f streng monoton wachsend ist, ist f injektiv und nicht
konstant. Nach Korollar ist daher f(I) ein allgemeines Intervall. Weiters
ist f: I — f(I) bijektiv, denn f ist injektiv und surjektiv. Damit existiert de
Umkehrabbildung f~': f(I) — I. Da f streng monoton wachsend ist, muss auch
f~! streng monoton wachsend sein, denn andernfalls finden wir y;,yo € f(I) mit
y1 < yo und f~(y1) > f1(ys), was durch Anwendung von f den Widerspruch
v = f(f7 ) > f(f 1 (y2)) = y2 liefern wiirde. Es bleibt nur noch die Ste-
tigkeit von f~1: f(I) — I zu zeigen. Sei dazu yo € f(I) und (a,) eine Folge in

600 ffensichtlich miissen wir hier f nicht konstant fordern, denn sonst besteht ja f (I) nur
aus einem Punkt und wére daher kein allgemeines Intervall.

611st f streng monoton wachsend, dann ist auch f~! streng monoton wachsend. Fiir streng
monoton fallendes f ist f~! streng monoton fallend.
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f(I) mit a, — yo. Nach Proposition m geniigt es zu zeigen, dass die Folge
by := fHa,) gegen x¢ := f~(yo) € I konvergiert. Indirekt angenommen (b,,)
konvergiert nicht gegen xy. Dann existiert € > 0, sodass unendliche viele b,, nicht
in (3:0 —&,x0 + 5) liegen. O.B.d.A. gelte b, > xq + ¢ fiir unendlich viel n € N.
Insbesondere ist xg + € € I. Da f streng monoton wachsend ist, erhalten wir
an = f(bn) > f(zo+e) > f(xg) = yo fiir unendlich viele n € N. Dies widerspricht

aber a, — yo. Also muss f~1: f(I) — I stetig sein. O
3.3.5. BEISPIEL. Es sei & € N. Dann ist die Funktion

f:[0,00) = [0, 00), f(x) = 2", (69)

streng monoton wachsend und stetig. Wegen lim,, .o, f(n) = lim, .o n* = oo,

siehe Proposition [2.4.6} ist f([0,00)) nach oben unbeschrénkt. Weiters ist f(0) =
0 und f(z) > 0 fiir alle = € [0, 00). Nach Satz [3.3.4] gilt daher f([0,00)) = [0, 00)
und ist bijektiv. Also besitzt jede Zahl y > 0 eine eindeutige nicht negative k-
te Wurzel, vgl. Satz[1.9.21] Aus Satz[3.3.4]folgt aber auch, dass die Wurzelfunktion

0,00) = [0,00), @z,  keN,
streng monoton wachsend und stetig ist.

3.3.6. BEISPIEL. Es sei k& € N ungerade. Die Funktion

f: R—R, f(z) =k, (70)
ist streng monoton wachsend und stetig. Wegen lim,, .., f(n) = oo und weil
lim, o f(—n) = —oo0, ist f(R) sowohl nach oben als auch nach unten unbe-

schrénkt. Das einzige nach oben und unten unbeschrénkte Intervall ist R selbst.
Nach Satz ist daher f(R) = R, ist bijektiv, und die Umkehrabbildung
liefert eine auf ganz R definierte k-te Wurzelfunktion,

R — R, T — fiir £ € N ungerade,
die streng monoton wachsend und stetig ist.

3.4. Stetige Bilder kompakter Intervalle. Essei D CRund f: D — R
eine Funktion. Wir sagen die Funktion besitzt ein Maximum oder nimmt ihr
Mazimum an, falls y € D existiert, sodass f(z) < f(y) fiir alle x € D gilt. Jedes
solche y wird eine Mazimalstelle von f genannt. Analog sagen wir f besitzt ein
Minimum oder nimmt thr Minimum an falls y € D existiert, sodass f(z) > f(y)
fiir alle x € D. Jedes solche y wird eine Minimalstelle von f genannt. Beachte,
dass f: D — R ihr Maximum annimmt genau dann wenn die Menge f(D) ein
Maximum besitzt. Ebenso nimmt f ihr Minimum an genau dann wenn die Menge
f(D) ein Minimum besitzt.

3.4.1. BEISPIEL. Nicht jede Funktion besitzt ein Maximum. Etwa nimmt die
Funktion

f:10,1) = R, flz) =14z
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ihr Maximum nicht an, denn egal welches x € [0, 1) wir betrachten, die Funktion
wird im Punkt 2’ := 1(z 4+ 1) einen gréBeren Wert annehmen, f(z') > f(x).
Beachte jedoch, dass diese Funktion f sehr wohl ein Minimum, ndmlich bei z = 0,
besitzt.

3.4.2. BEISPIEL. Die Funktion
1
f: (anO)HR7 f(x)z;
besitzt weder Minimum noch Maximum.

3.4.3. BEISPIEL. Die Funktion
f:10,1] = R, f(z) = xQ(a: — 1)2

nimmt ihr Minimum bei £ = 0 und bel £ = 1 an. Minimum und Maximum sind
also i.A. nicht eindeutig bestimmt — es kann mehrere Stellen geben an denen
eine Funktion ihr Minimum oder Maximum annimmt.

3.4.4. BEISPIEL. Ein extremes Beispiel liefert die konstante Funktion
f: R—R, f(z) =17,

sie nimmt ihr Minimum und zugleich auch ihr Maximum in jedem Punkt z € R
an.

3.4.5. LEMMA. FEs sei D CR, f: D — R eine Funktion und
s:=sup f(D) =sup{f(z) | x € D}.

Dann existiert eine Folge () in D mit lim,, . f(x,) = s. Ebenso existiert eine
Folge (y,,) in D mit lim,,_.« f(y,) = inf f(D).

BEWEIS. Wir unterscheiden zwei Fille, s < oo und s = 0o0. Zei zunéchst
s < 00, d.h. f ist nach oben beschrinkt. Fiir n € N ist dann s — % keine obere
Schranke von f(D), d.h. es existiert ,, € D mit s > f(z,) > s — +. Mit n — oo
erhalten wir lim,, ., f(z,) = s, siehe Proposition . Sei nun s = oo, d.h.
f ist nach oben unbeschréinkt. Dann ist kein n € N obere Schranke von f(D),
also existiert z,, € D mit f(z,) > n. Fir n — oo folgt dann lim,, ., f(z,) =
oo = s, siche Bemerkung [2.4.2| Die Aussage iiber das Infimum von f(D) kann

analog gezeigt werden, oder man wendet das schon Bewiesene auf die Funktion
—f an. U

3.4.6. SATZ. Ist I C R ein kompaktes Intervall und f: I — R stetig, dann ist
f beschrdinkt und nimmt sowohl ihr Maximum als auch thr Minimum an.

BEwWEIS. Wir zeigen zunichst, dass f ihr Maximum annimmt. Nach Lem-
ma existiert eine Folge (z,,) in D mit lim, ., f(z,) = sup f(I). Es seien
a,b € R, a < b, sodass I = [a,b]. Dann gilt a < x,, < b, also ist die Folge (x,,) be-
schrankt. Nach Satz existiert daher eine konvergente Teilfolge (x,, ). Es sei
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y = limy_o zp, . Wegen a < z,, < b folgt aus Proposition auch a <y < b,
d.h. y € I. Aus der Stetigkeit von f folgt nun, sieche Proposition [3.1.6

sup f(I) = lim f(z,) = lim f(w,) = f(lim 2,,) = f(y)-

Also nimmt f ihr Maximum bei y an. Insbesondere ist f nach oben beschrankt.
Analog zeigt man, dass f sein Minimum annehmen muss und daher nach unten
beschrinkt ist. Alternativ kann man auch die schon bewiesene Aussage iiber das
Maximum auf die Funktion —f anwenden um die entsprechende Aussage iiber
das Minimum zu erhalten. 0

3.4.7. BEMERKUNG. Beachte, dass die Aussage von Satz fiir nicht kom-
pakte Intervalle i.A. falsch ist, siehe etwa Beispiel oder Beispiel [3.4.2]

3.4.8. KOROLLAR. Es sei I C R ein kompaktes Intervall und f: I — R stetig.
Dann ist f(I) wieder ein kompaktes Intervall oder empunktig.lﬂ

BEweErs. O.B.d.A. sei f nicht konstant, andernfalls ist offensichtlich f(7)
einpunktig. Nach Satz [3 ist dann f(7) ein allgemeines Intervall, dass nach
Satz [3.4.0] beschrinkt sein muss und sowohl Minimum als auch Maximum besit-
zen muss. Die einzigen allgemeinen Intervalle mit all diesen Eigenschaften sind
die kompakten. 0

3.5. Der Logarithmus. Wir erinnern uns, dass die reelle Exponentialfunk-
tion streng monoton wachsend ist und nur positive Werte annimmt, siche Pro-
position . Nach Beispiel ist sie auch stetig. Wegen lim,, ., exp(n) =
lim,, o, €" = 00, siehe Proposition 2.4.5 ist exp(R) nach oben unbeschrankt.
Weiters gilt lim,,_.., exp(—n) = limnﬂoo(%)n = 0, siehe Proposition m Nach
Satz gilt daher exp(R) = R*, und

exp: R — RT, x +— exp(z) = €° (71)
ist bijektiv.
3.5.1. DEFINITION. Die Umkehrabbildung der Exponentialfunktion exp: R —
R* wird der natiirliche Logarithmus genannt und mit
In: R - R, x +— In(x)
bezeichnet.
3.5.2. PROPOSITION. Der LogarithmusIn: RT — R ist streng monoton wach-

send, bijektiv und stetig. Weiters gilt:

)FurxGRundyER+ ist e =y << x=Iny.
b) ln(xy) In(z) 4+ In(y) fir alle x,y € R*.
&) In(1) =0, In(e) = 1
d) In(x™1) = —In(x) fiir alle z € RT.

62Es ist f (I) einpunktig, d.h. besteht nur aus einem Punkt, genau dann wenn f konstant
ist.
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BEWEIS. Die erste Aussage folgt aus Satz[3.3.4] Auch (a)) folgt sofort aus der
Tatsache, dass der Logarithmus die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion ist.

Nach Proposition @ gilt
exp(In(z) +1In(y)) = exp(In(z)) - exp(In(y)) = vy = exp(ln(zy)).

Da die Exponentialfunktion injektiv ist folgt (b]). Aus exp(0) = 1 und exp(1) =
siehe Proposition [2.10.1j(b), erhalten wir (d). Wegen 0 = In(1) = In(zz™')
In(z) + In(2~1) folgt nun auch (d)

o e

Mit Hilfe des Logarithmus definieren wir nun
a® = ema fir e > 0 und z € R. (72)

Beachte, dass dies wegen Proposition im Fall @ = e mit der schon ein-
gefithrten Notation e® {ibereinstimmt, siche Abschnitt [2.10]

3.5.3. PROPOSITION. Fiir z,y € R und a,b > 0 gilt:

a) a® >0, In(a*) =zlna, 1*=1,a’ =1, a'! = a.

) a®V =a%a¥, a7 = L, (a®)¥ = a®, (ab)” = a®b", (1)" = L.

¢) Die Funktion R — RT, x — a®, ist stetig.

d) Fira > 1 ist die Funktwn R — RT, x +— a*, streng monoton wachsend

und bijektiv.

e) Fira <1 ist die Funktion R — R™, x +— a®, streng monoton fallend und
bijektiv.

f) Die Funktion Rt — R, a +— a® stetig.

g) Fiir x > 0 ist die Funktion Rt — R", a — a*, streng monoton wachsend
und bijektiv.

h) Fiir x < 0 ist die Funktion Rt — RT, a — a®, streng monoton fallend
und bijektiv.

b

BEWEIS. Da die reelle Exponentialfunktion nur positive Werte annimmt, sie-
he Proposition [2.10.2] gilt a® > 0. Weiters ist In(a”) = In(e*™%) = zIna. Aus
In(1) = 0 und ¢ = 1 folgt sofort 1% = 1 und @ = 1. Da auch a! = e!'"® = q,
ist damit @ gezeigt. Aus Proposition m@) erhalten wir a**¥ = e(“y) na —

ernagylna — g7qy  Daraus folgt 1 = a® = a** = a®a™7, also a™® =
In(a®) = wlna, folgt (a®)? = ™) = evrlna — g2y Aus Proposition [3.5.2 t@
erhalten wir (ab)® = e = ¢7 s(na+ing) _ erlnagrinb — qepr SchlieBlich ist

1 =1% = (a%)x = a”"(%)aC und damit (L—ll)x = a%, womit (]EI) gezeigt wire. Ad
(c): Die Funktion R — RT, 2 +— a® = e®!"? ist stetig, denn sie ist Kompo-
sition der stetigen Exponentialfunktion, siehe Beispiel [3.2.22] und der stetigen
linearen Funktion R — R, x +— xlna, vgl. Proposition [3.1.11] Ist a > 1, dann
gilt Ina > In1 = 0, denn der Logarithmus ist streng monoton wachsend, siehe
Proposition [3.5.2] Also ist die Funktion R — R, z — zlIna, streng monoton

wachsend und bijektiv. Auch die Exponentialfunktion exp: R — R™ ist streng
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monoton wachsend und bijektiv. Als Komposition zweier streng monoton wach-
sender bijektiver Abbildungen ist daher auch R — R*, s a® = €% streng
monoton wachsend und bijektiv. Damit ist @ bewiesen. Analog zeigt man (@,
nun ist Ina < In1 = 0 und daher x — zIna streng monoton fallend und bijek-
tiv. Da der Logarithmus In: R™ — R stetig ist, sieche Proposition [3.5.2} ist auch
die Funktion R* — R*, a — a® = e*!%, als Komposition stetiger Abbildungen
wieder stetig. Damit ist @) gezeigt. Ist x > 0, dann ist die Funktion Rt — R,
a — xlna streng monoton wachsend und bijektiv, siehe Proposition [3.5.2] Da
die Exponentialfunktion exp: R — R* streng monoton wachsend und bijektiv
ist, ist daher auch die Komposition RT — R*, 2 — a® = ¢*'™% streng monoton
wachsend und bijektiv. Analog lasst sich beweisen. O

3.5.4. BEMERKUNG. Ist n € Nund a > 0, dann ist nach Proposition [3.5.3] “@
a" =o'ttt = qg.a---q, und a7 = ain = ——. Daher stimmt die Defini-
tion (| . ) fiir ganzzahlige Exponenten mit der Definition die wir schon in Ab-
schnitt (1 . gegeben haben iiberein! Fiir rationale Exponenten r = p € Q folgt
(a")? = a’s = aP, also a” = ¥/aP. Also stimmt Definition (72) auch fur rationale
Exponenten mit der Definition die wir in Abschnitt [I.9] gegeben haben iiberein!
Durch sind die Potenzen a® nun fiir beliebige Basen a > 0 und beliebige
Exponenten x € R erklért.

3.6. Mehr iiber Winkelfunktionen. Wir wollen uns in diesem Abschnitt
den Nullstellen und der Periodizitat der Winkelfunktionen widmen.

3.6.1. LEMMA. Fiir x € (0,2] gilt:

)1——2<COS(IIT)<1—%+§
cos(2) <

z3

b)
)x—€<sm(x)<x
d)
)

n

sin(x) >
Der Cosmus ist auf [0,2] streng monoton fallend.
) Der Cosinus hat auf [0,2] genau eine Nullstelle.

BEWEIS. Sei also z € (0,2]. Fiir k € N gilt dann (k+2)(k+1) > 6 > 2 und
damit

2k £E+2
E > m fir alle £ € N. (73)
Mit Hilfe der Potenzreihe des Cosinus, siehe Abschnitt erhalten wir
S B 1) 22
=1l-—4+ = =4+ = - — >1——
costw) ==+ g wteg Tt 2
>0 >0
und
@ =1 72 . et <x6 x8> (xs Im) 1 72 . et
cos(z)=1——+ — — (= — = S I _T 4
2 24 6! 8! 8! 10! 2 24

>0 >0
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Damit ist @) gezeigt. Daraus folgt nun cos(2) < 1 — % + % = —% < 0, also @
Um einzusehen gehen wir dhnlich vor:

e G T b 3
sin(@) =2 — — 4+ T = S b o — b -
| | | |
6 5! 7! 9! 11! 3
>0 >0
sowie
in() (x3 x5) <x7 xg) )
sin(z) =z —(— — — R N
| | | |
3 5 7 9
>0 >0

Da 2 — % = x(l - %) > x(l — %) = %2 > ( folgt daraus sofort @) Aus
Proposition [2.10.5] leitet man leicht
cos(y) — cos(z) = —2sin Y ;— ? sin? ; ’ fir alle z,y € R (74)
her, siehe Ubungsaufgabe 65(c). Ist nun 0 < = < y < 2, dann auch ¥£% € (0,2]
und Y% € (0,2], und daher folgt aus (74) und @)
cos(y) — cos(z) <0 fur alle 0 <z <y <2

Dies zeigt nun (¢). Da cos(0) =1 > 0 und cos(2) < 0 muss nach Satz der
Cosinus im Intervall [0, 2] eine Nullstelle besitzen. Wegen kann es nur eine
solche Nullstelle geben, womit auch (]ﬂ) gezeigt wire. 0

3.6.2. DEFINITION. Es sei ¢ € [0,2] die nach Lemma [3.6.1|(f) eindeutig be-
stimmte Zahl mit cos(¢) = 0. Die Zahl

= 2§ = 3.141592653589793 . . .

wird die Kreiszahl oder einfach Pi genannt.

w|

3.6.3. PROPOSITION. Fiir z € C gilt:
a) cos(Z) =0,sin(3) =1, "2 =i
b) cos(m) = —1, sin(r) =0, €™ = —1
c) cos(27) =1, sin(2m) = 0, erm =1
) €Z+15 = ie? z+17r — —6'27 z42im = e?
e) cos(z + ) = —sin(z), cos(z + ) = — cos(z), cos(z + 27) = cos(z)
f) sin(z + 2) = cos(z), sin(z + ) = —sin(2), sm(z + 27) = sin(2)

BEWEIS. cos(7/2) = 0 ist unsere Definition von 7. Aus sin?(z) + cos?(z) = 1,
siehe Proposition [2.10.5 2.10.5|f¢), und Lemma B.6.1J(d) folgt nun sin(r/2) = 1. Aus
e'* = cos(z)+1isin(z), siche Proposition [2.10. @D erhalten wir nun auch e™/? = i,
womit @ gezeigt ware. Mit Hilfe von Proposition 2.10.1@ folgt el™ = ei™/24im/2 —
em2ei™ = j.i = —1, und €™ = e"el™ = (—1)(—1) = 1. Mittels Propositi-
on [2.10.5| M@) folgen nun (]ED und . Die restlichen Behauptungen folgen nun aus
den Addltlonstheoremen siehe Proposition [2.10.1] m sowie Proposition [2.10.5 M@

und
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3.6.4. PROPOSITION.
a) Fir die Nullstellenmenge der Sinusfunktion gilt:

{zeC|sin(z)=0} ={kr |keZ} =nZ
b) Fir die Nullstellenmenge der Cosinusfunktion gilt:
{z€C|cos(z) =0} ={r/2+kn |keZ}=%+nZ
¢) Fiir die Einsstellenmenge der Exponentialfunktion gilt:
{zeC } exp(z) =1} = {27ik | k € Z} = 27iZ

BEWEIS. Ad (b]): Nach unserer Definition von 7 gilt cos(m/2) = 0, vgl. Propo-
sition [3.6.3|(a)). Wegen cos(z+m) = — cos(z), siehe Proposition[3.6.3)(¢), sehen wir,
dass cos(m/2 + k) = cos(m/2) = 0, fur jedes k € Z. Es ist noch zu zeigen, dass
dies wirklich alle Nullstellen des Cosinus sind. Sei dazu w € C mit cos(w) = 0.

Aus 0 = cos(w) = <™ siche Beispiel [2.10.4] folgt ¢2* = —1, also

2

und schlieBlich Im w = 0, vgl. Proposition Also miissen alle Nullstellen des
Cosinus reell sein. Da cos(—z) = cos(z), siehe Proposition 2.10.5|(d)), hat der Cosi-
nus im Intervall (—7 /2, 7/2] nur die Nullstelle 7/2. Wegen cos(z + ) = — cos(z),
siehe Proposition [3.6.3)(¢), hat der Cosinus auf dem Intervall (— /2, 37/2] nur
die beiden Nullstellen 7/2 und 37/2. Da w reell ist, existiert k' € Z, sodass
w — 2rk" € (—n/2,37/2]. Da cos(w — 2wk’) = cos(w) = 0, siche Propositi-
on [3.6.3(¢), sehen wir, dass w — 27k’ mit 7/2 oder 37 /2 iibereinstimmen muss,
d.h. w muss von der Form w = 7/2 + kr, k € Z, sein. Damit ist (b)) gezeigt. @
folgt nun aus (b)) und sm(z +7/2) = Cos( ) Vgl Proposition [3.6.3(f). Beachte,

¢ = = gilt sin(z) = 0 < €22 = 1. Daher folgt auch (c) aus
O

dass wegen sin(z) =

3.6.5. BEMERKUNG. Nach Proposition [3.6.3| gilt
cos(z +2m) = cos(z), sin(z +27) =sin(z), T = ¢?, z e C.

Diese Eigenschaft wird Periodizitit genannt. Sinus und Cosinus haben die Periode
27, die Exponentialfunktion hat die (imaginére) Periode 27i. Allgemeiner gilt fiir
jedes k € Z,

cos(z + 2km) = cos(z), sin(z + 2k7) =sin(z), *THM =7, z e C.

Daher ist auch 2k7, k € 7Z, eine Periode des Sinus und des Cosinus, und 2k7i
ist Periode der Exponentialfunktion. Es liegt nahe zu fragen, ob noch andere
Perioden existieren. Etwa fiir den Sinus: gibt es neben den Zahlen 277Z noch
andere p € C, sodass sin(z + p) = sin(z) fiir alle z € C? Insbesondere muss dann
sin(p) = sin(0 + p) = sin(0) = 0 gelten, also muss p eine Nullstelle des Sinus
sein. Nach Proposition @ ist dann p € 7Z. Es muss aber auch cos(p) =
sin(g + p) = Sin(%) = 1 gelten. Daraus schliefen wir nun p € 27Z, denn es
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ist cos((2k 4+ 1)) = —1 fiir alle k € Z, siehe Proposition [3.6.3(f¢). Wir sehen
daher, dass 277Z wirklich alle Perioden des Sinus sind. Jede Periode des Sinus
ist also ein ganzzahliges Vielfaches von 27. Daher wird 27 die minimale Periode
des Sinus genannt. Es folgt nun sofort, dass die Menge der Perioden des Cosinus
ebenfalls mit 277 iibereinstimmt, d.h. auch der Cosinus hat die minimale Periode
27. Noch einfacher lassen sich die Perioden der Exponentialfunktion bestimmen,
denn es git exp(z) = exp(z + p) = exp(z) exp(p) fiir alle z € C genau dann wenn
exp(p) = 1, also genau dann wenn p € 27iZ, sieche Proposition [3.6.4|(d). Damit ist
die Menge der Perioden der Exponentialfunktion gerade 27iZ. Jede Periode der
Exponentialfunktion ist daher ein ganzzahliges Vielfaches von 27i, man nennt
daher 27i die minimale Periode der Exponentialfunktion.

3.6.6. PROPOSITION. Es sei k € Z. Dann gilt:

a) sin(z) > 0 fir alle x € (2nk, 2rk + 7).

b) sin(z) < 0 fir alle v € (27rk + 7T, 2k + 2r).

¢) cos(z) > 0 fiir alle v € (27k — Z,2rk + Z).
) cos(x) (

d) cos(z) < 0 fiir alle x € 27?]6—1—“ 2k + 3”)

BEWEIS. Es ist sin(r/2) = 1 > 0, siehe Proposition [3.6.3|(a). Sei nun z €
(0, 7). Wére sin(z) < 0, dann miisste nach Satz [3.3.1] die Sinusfunktion zwischen
x und /2 eine Nullstelle haben, aber dies widerspriache Proposition @
Daher gilt sin(z) > 0 fur alle z € (0,7). Mit Hilfe von sin(xz + 27k) = sin(x),
sieche Proposition (3.6.3] u(]ﬂ) folgt nun sofort @ (]ED folgt aus @ und sin(z +
m) = —sin(z), siehe Proposition [3.6.3|[f). Mittels cos(z) = sin(z + 7/2), siehe

Proposition “@), erhalten wir die restlichen Behauptungen. 0
3.6.7. PROPOSITION. Fiir k € Z gilt:
a) cos: [27Tk: 2rk + } — [—1,1] ist streng monoton fallend und bijektiv.
b) cos: [27Tk:+7r 27T]€—|—27T} — [—1, 1] ist streng mon. wachsend und bijektiv.
c) sin: [27k — I, 21k + Z| — [—1,1] ist streng mon. wachsend und bijektiv.
d) sin: [27k+1Z, i 27rk—i— 3“} [—1, 1] ist streng monoton fallend und bijektiv.

BEWEIS. Wir verwenden wieder die Formel ,

cos(y) — cos(z) = —2 sin(y _|2— I) sin(y ; $> fiir alle z,y € R.

Ist nun 0 < 2 < y < 7, dann auch =¥ € (0,7) sowie 5% € (0,7), und wegen
Proposition [3.6.6]fa)) folgt nun cos(y) — cos(z) < 0. Also ist cos: [0,7] — [—1,1]
streng monoton fallend. Da cos(0) = 1 und cos(m) = —1, folgt aus Satz [3.3.4}
dass cos: [0,7] — [—1,1] bijektiv ist. Da cos(x + 27k) = cos(z) zeigt dies (a)).
Wegen cos(z+7) = — cos(z) erhalten wir daraus sofort auch (b]). Mittels cos(z) =
sin(x 4+ m/2) folgen nun auch die restlichen Behauptungen. O
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Die komplexen Tangens- und Cotangensfunktionen werden wie folgt definiert:

. . . _ sin(z)
tan: C\ (5 +7Z) — C, tan(z) := cos(2)
cos(z) 1
cot: C\7Z — C, cot(z) := =

sin(z)  tan(z)

Beachte, dass diese wegen Proposition [3.6.4f(a)) und (b)) wohldefiniert sind. Durch
Einschrankung auf reelle Argumente erhalten wir die reellen Tangens- und Co-
tangensfunktionen

tan: R\ (§ +7Z) — R, tan(x) := (S;I;((?)
cot: R\ 7Z — R, cot(z) := cos(x) !

sin(z)  tan(z)

3.6.8. PROPOSITION. Tangens und Cotangens haben die folgen Eigenschaften:
a) cot(z) = —tan(z + 7/2), z € C\ 7Z.
b) tan(z 4+ m) = tan(z), z € C\ (3 + 7Z).

c) cot(z +m) = cot(z), z € C\ 7Z.

d) tan(—z) = —tan(z), 2 € C\ (% + 7Z).

e)

f)

(@]

cot(—z) = —cot(z), z € C\ 7Z.

Es gilt das Additionstheorem

tan(z) + tan(w)

1 — tan(z) tan(w)
wann immer beide Seiten definiert sind, z,w € C.

g) Es gilt das Additionstheorem

tan(z + w) =

cot(z) cot(w) — 1
cot(z) + cot(w)

wann immer beide Seiten definiert sind, z,w € C.
h) Fir die Nullstellenmenge des Tangens gilt

{z€C\ (2 +7Z) | tan(z) =0} = {kr | k € Z} = 7Z.
i) Fir die Nullstellenmenge des Cotangens gilt
{z € C\7Z | cot(z) =0} ={Z +kn | k € Z} = Z + 7Z.

BEWEIS. Dies folgt leicht aus den Eigenschaften des Sinus und Cosinus. [

cot(z +w) =

3.6.9. PROPOSITION. Die reellen Tangens und Cotangensfunktionen
tan: R\ (3 +7Z) >R und cot: R\ 7Z — R
sind stetig. Weiters gilt fiir k € Z.:

a) tan: (—g +km, 5+ k‘ﬂ') — R st streng monoton wachsend und bijektiv.
b) cot: (knr, T+ lmr) — R st streng monoton fallend und bijektiv.
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¢) tan(z) > 0 fir z € (km,% + kr), und tan(z) < 0 fir z € (=% + km, k).
d) cot(z) > 0 fir z € (kr,% + kr), und cot(z) < 0 fir x € (=% + km, k).

BEWwEIS. Als Quotient zweier stetiger Funktionen sind sowohl Tangens als

auch Cotangens stetig, siehe Proposition [3.1.8| und Beispiel [3.2.23] Auf dem In-

tervall ( 5 g) ist der Cosinus positiv, sieche Proposition .6.6, und der Sinus

streng monoton wachsend, siehe Proposition [3.6.7|(c). Daher ist auch tan(z) =
sin(x)
cos(x)
sind, gilt

lim sin(% — %) = sin(%) =1 und lim cos(g — %) = cos(%) =0,

n—o0o n—oo

also lim, .o tan(3 — ) = oo, siche Proposition m Daher 1st tan((—2, %))
nach oben unbeschrénkt. Ebenso zeigt man lim,_. . tan(—§ + 1) = o0, also
ist tan((—%, g)) auch nach unten unbeschrénkt. Nach Satz muss daher
tan((—g, 7)) = R gelten, also ist tan: (—g, g) — R auch leekth Damit ist @)
fiir k£ = 0 gezeigt. Fiir beliebiges k € Z folgt die Behauptung @ nun aus der
Periodizitét, tan(z + ) = tan(z), sieche Proposition [3.6.8([b). Ganz analog lésst
sich ([b) ver1ﬁz1eren () folgt aus (&) und tan(km) = 0 Ebenso folgt (d) aus (]ED

und cot (5 + k) = 0.

3.6.10. PROPOSITION. Die Winkelfunktionen nehmen an folgenden Stellen die
angegebenen Funktionswerte an:

auf diesem Intervall streng monoton wachsend. Da Sinus und Cosinus stetig

» [o[elz[s[s[2[%[%]-
sin(z) 0 : ‘/75 ‘/7§ 1 ‘/73 g : 0
cos(x) 1 ‘/75 \/75 : 0 ~1 _\/75 _\/73 1
tan(z) 0 \/Tg 1 V3 | n.def | —V3| —1 _\/?g 0
cot(z) || n.def. | V3 | 1 \/Tg 0 —‘/T?: —1 | =3 | n.def
sin(z) 0 —% —‘/TQ —‘/73 —1 —\/7?: _\/Ti _% 0
cos(z) || —1 _%g —‘/75 —% 0 % ? \/7§ 1
tan(x) 0 \/Tg 1 3 | ndef | —V/3| —1 _\/Tg 0
cot(x) || n.def. | V3 | 1 \/Tg 0 —‘/T?’ —1 | —V/3 | n.def.

BEWEIS. Es geniigt sin(%), sin(%) und sin(ﬂ) zu bestimmen, die restlichen
Werte erhélt man dann aus Proposition |3.6.3] Da

cos(Z — z) = —sin(—z) = sin(z), (75)

2

w

siehe Proposition m@ und Proposition 2.10.5@, folgt fiir * = 7 sofort
sin(Z) = cos(§). Wegen sin®(z) + cos?(z) = 1 erhalten wir 2sin*(Z) = 1. Da
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us

sin( 4) > 0, siehe Proposition 3.6.6(@), schlieffen wir sin(%)
in r = % so liefert dies cos(%) = sin(%) = 2sin(%) cos(ﬁ), wobei wir fiir
das letzte Gleichheitszeichen die Verdoppelungsformel sin(2z) = 2sin(x) cos(x)

verwendet haben, sieche Proposition 2.10.5@. Da cos(%) > 0, siehe Propositi-

on , gibt dies sin(%) = % Daraus folgt nun 0082(%) =1- sinQ(%) =

1-— 21; = %, also sin(%) = COS(%) = ‘/7§ O

g. Setzen wir

BNl

3.6.11. PROPOSITION. Fiir z € C gilt:
a) sinh(z+5i) = icosh(z), sinh(z +mi) = —sinh(z), sinh(z +27i) = sinh(z).
b) cosh(z+Fi) = isinh(z), cosh(z+7i) = — cosh(z), cosh(z+27i) = cosh(z).
c¢) Fir die Nullstellenmenge des Sinus hyperbolicus gilt:
{z € C|sinh(z) = 0} = {mik | k € Z} = 7iZ
d) Fir die Nullstellenmenge des Cosinus hyperbolicus gilt:
{z€C|cosh(z) =0} = {Zi+7ik | k € Z} = Zi+ 7iZ

BEWEIS. Dies folgt aus den Relationen sinh(z) = —isin(iz) und cosh(z) =
cos(iz), siche Proposition 2.10.6@, und den entsprechenden Eigenschaften des
Sinus und Cosinus. O

3.6.12. PROPOSITION.

a) sinh: R — R st streng monoton wachsend und bijektiv.

b) sinh(x) > 0 fir x > 0, und sinh(x) < 0 fir z <0.

¢) cosh: [0,00) — [1,00) ist streng monton wachsend und bijektiv.
d) cosh: (—o00,0] — [1,00) ist streng monton fallend und bijektiv.

BEWEIS. Da z — €* und x — —e™* streng monoton wachsend sind, gilt
dies auch fiir  +— sinh(z) = <=—. Weiters ist lim, .o sinh(n) = oo und
lim,, oo sinh(—n) = —oo. Behauptung () folgt daher aus Satz[3.3.4 (b)) folgt aus
(@) und sinh(0) = 0. Wenden wir das Additionstheorem in Proposition [2.10.6{(d)

auf z = fczﬂ und w = ¥ an, erhalten wir
cosh(z) = Cosh(xT_l—y> cosh(%) + sinh(xT—W) sinh(x ; y))

und wenden wir es auf z = zTer und w = %= an, erhalten wir

cosh(y) = COSh<$ _; y) cosh(y ; a:) + sinh(ﬂj ;_ y> sinh(y ; 93)

Subtraktion dieser beiden Gleichung liefert unter Verwendung von cosh(—z) =
cosh(z) und sinh(—z) = — sinh(z) nun

cosh(y) — sinh(z) = 2 sinh(x ;_ y) sinh(%) z,y € R. (76)

Ist nun 0 < x < y, dann auch 0 < % sowie 0 < ¥5%, also ist nach @) die rechte
Seite von (76 positiv und damit cosh(y) > cosh(x). Also ist cosh: [0,00) —
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[1, 00) streng monoton wachsend. Weiters gilt cosh(0) = 1 und lim,, ., cosh(n) =
00, woraus nun mittels Satz folgt. SchlieBlich folg (d)) aus und der
Relation cosh(—z) = cosh(z). O

Tangens hyperbolicus und Cotangens hyperbolicus werden wie folgt definiert:

. sinh(z) e —e® -1
tanh: C\ (5i+7iZ) — C,  tanh(z):= cosh(z) T erter e2i1

(2
cosh(z) e +e* e*+1
(z

sinh(z) e*—e* €22 -1

Beachte, dass diese wegen Proposition 3.6.11 und @ wohldefiniert sind. Durch
Einschriankung auf reelle Argumente erhalten wir die reellen hyperbolischen Tan-
gens- und Cotangensfunktionen

coth: C\ 7miZ — C,  coth(z) :=

inh r _ ,—x 2 1
tanh: R — R, tan(z) = sinh(z) ST
cosh(z) e*+e® 241
h z -z 2z 1
coth: R\ {0} — R, coth(x) := cosh(z) _cfe o F

sinh(z) e*—e™® ¥ —1

3.6.13. PROPOSITION. Der hyperbolische Tangens und Cotangens haben die
folgen Eigenschaften:
a) tanh(z) = —itan(iz), z € C\ (i + 7iZ).
z) =icot(iz), z € C\ wiZ.
i) = tanh(z), z € C\ 7iZ.
i) = tanh(z), z € C\ (%i+ 7iZ).
7i) = coth(z), z € C\ 7iZ.
tanh(—z) = — tanh(z), z € C\ (%i+ 7iZ).
coth(—z) = —coth(z), z € C\ 7iZ.
Es gilt das Additionstheorem

tanh(z) 4 tanh(w)
tanh =
anh(z +w) 1 + tanh(z) tanh(w)

wann immer beide Seiten definiert sind, z,w € C.
i) Es gilt das Additionstheorem

1 + coth(z) coth(w)
coth(z) + coth(w)

wann immer beide Seiten definiert sind, z,w € C.
j) Fir die Nullstellenmenge des Tangens hyperbolicus gilt

{z € C\ (3 +mZ) | tanh(z) = 0} = {kni | k € Z} = 7iZ.
k) Fiir die Nullstellenmenge des Cotangens hyperbolicus gilt
{z € C\TZ | coth(z) =0} = {Fi+ kmi | k € Z} = Zi+ 7iZ.

coth(z + w) =
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BEWEIS. Aus sinh(z) = —isin(iz) und cosh(z) = cos(iz) erhalten wir sofort
@ und (]ED Die restlichen Behauptungen folgen daher aus den entsprechenden
Eigenschaften des Tangens und des Cotangens. O

3.6.14. PROPOSITION. Tangens hyperbolicus und Cotangens hyperbolicus
tanh: R - R wund coth: R\ {0} =R
sind stetig. Weiters gilt:

a) tanh: R — (—1,1) ist streng monoton wachsend und bijektiv.

b) tanh(z) > 0 fir z > 0, und tanh(z) < 0 fir x < 0.

c¢) coth: (0,00) — (1,00) ist streng monoton fallend und bijektiv.

d) coth: (—o0,0) — (—o0,—1) ist streng monoton fallend und bijektiv.
e) coth: R\ {0} — R\ [—1,1] ist bijektiv.

BEWEIS. Als Quotienten stetiger Funktionen sind Tangens und Cotanges hy-
perbolicus stetig. Nach Proposition [3.6.12]ist x +— sinh(z) streng monoton wach-

send, und cosh(z) > 1 > 0. Daher ist auch = — tanh(z) = i;r;?l((z)) streng monoton
wachsend. Aus der Formel tanh(x) = % erhalten wir

—1 < tanh(x) < 1 fir alle z € R.
Weiters ist

lim tanh(n) = I i
im tanh(n) = lim =—
n——0o n——oo 2" 4 1
und , ,
"o 1—e2n
lim tanh(n) = lim 62 — lim — =
n—oo n—oo 4" + 1 n—oo 1 + 67271

Nach Satz gilt daher tanh(R) = (—1,1). Damit ist (a) gezeigt. (b)) folgt
aus (&) und tanh(0) = 0. Da x +— tanh(z) streng monoton wachsend ist, muss

1

coth(z) = Ty Sowohl auf (0,00) als auch auf (—o0,0) streng monoton fallend

sein. Da tanh((0, 00)) = (0, 1), folgt mittels coth(x) = m auch coth((0,00)) =

(1,00). Ebenso erhalten wir aus tanh((—o0,0)) = (-1, 0) sofort coth((—o0,0)) =
(—00, —1). Damit sind () und (d) gezeigt. folgt aus (d) und (d). O

3.7. Die Umkehrfunktionen der Winkelfunktionen. Nach Propositi-
on und Beispiel ist sin: [—7/2,7/2] — [—1,1] streng monoton
wachsend, bijektiv und stetig. Die nach Satz streng monoton wachsende
und stetige Umkehrabbildung

arcsin: [—1,1] — [-Z,Z]
wird der (Hauptzweig des) Arcussinus genannt. Ebenso ist cos: [0,7] — [—1,1]
streng monoton fallend, bijektiv und stetig. Die streng monoton fallende und

stetige Umkehrabbildung

arccos: [—1,1] — [0,7]
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wird der (Hauptzweig des) Arcuscosinus genannt. Der Tangens tan: (—g, %) —

R ist streng monoton wachsend und stetig. Die streng monoton wachsende und
stetige Umkehrabbildung

arctan: R — (—g, g)

wird der (Hauptzweig des) Arcustangens genannt. Die streng monoton fallende
und stetige Umkehrabbildung des Cotangens, cot: (0,7) — R,

arccot: R — (0, )

wird der (Hauptzweig des) Arcuscotangens genannt.
Die streng monoton wachsende und stetige Umkehrabbildung des Sinus hy-
perbolicus sinh: R — R,

arsinh: R — R,

wird der Areasinus hyperbolicus genannt. Die streng monoton wachsende und
stetige Umkehrabbildung des Cosinus hyperbolicus, cosh: [0, 00) — [1, 00),

arcosh: [1,00) — [0, 00),

wird der Areacosinus hyperbolicus genannt. Die streng monoton wachsende und
stetige Umkehrabbildung des Tangens hyperbolicus tanh: R — (—1,1),

artanh: (—1,1) — R,

heifit der Areatangenshyperbolicus. Die stetige Umkehrabbildung des Cotangens
hyperbolicus coth: R — R\ [-1, 1],

arcoth: R\ [-1,1] — R,
wird der Areacotangens hyperbolicus genannt.

3.7.1. PROPOSITION. FEs gilt:

a) arsinh(z) = In(z + V2% + 1), =

eR
> 1

b) arcosh(z) = In(z + vz2 — 1),

¢) artanh(z) = $In 122,z € (—1,1).

d) arcoth(z) = L ln= z e R\ [-1,1].

BEWEIS. Siehe Ubungsaufgaben. O

3.8. Grenzwerte. Wir haben bis jetzt nur Grenzwerte von Folgen betrach-
tet. Nun wollen wir auch Grenzwerte von Funktionen behandeln. Dazu benotigen
wir zuerst den Begriff des Haufungspunktes einer Teilmenge D C R.

3.8.1. DEFINITION. Es sei D C R eine Teilmenge. Ein Punkt x5 € R heif3t
Hiufungspunkt der Menge D falls in jeder e-Umgebung U.(xg) = (xg — €, 20 + €)
unendlich viele Punkte aus D liegenﬂ

63Djes sollte nicht mit dem Begriff des Haufungswertes einer Folge verwechselt werden.
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3.8.2. BEISPIEL. Betrachte ein kompaktes Intervall I = [a,b]. Offensichtlich
ist dann jeder Punkt in xy € I ein Haufungspunkt von 7. Dies sind alle Haufungs-
punkte von I, kein Punkt 2o € R\ D kann Haufungspunkt von I sein.

3.8.3. BEISPIEL. Ist I = (a,b), dann ist jeder Punkt in [a,b] Hiufungspunkt
von I, aber kein Punkt in R\ [a, b] ist Hiufungspunkt von (a, b). Beachte, dass auch
a und b, die ja nicht in [ liegen, Haufungspunkte von I sind. Die Haufungspunkte
von (a,00) und [a, 00) sind genau die Punkte in [a, 00).

3.8.4. BEISPIEL. Ist I ein allgmeines Intervall und zy € I, dann ist xq Hauf-
ungspunkt von I. Auch ist jeder Randpunkt von I, ob er nun zu [ gehort oder
nicht, ein Haufungspunkt von I.

3.8.5. BEISPIEL. Die Menge D := {1 | n € N} hat nur 0 als Hiufungspunkt.

3.8.6. BEISPIEL. Die einelementige Teilmenge {0} C R besitzt keinen einzi-
gen Haufungspunkt. Allgemeiner gilt, endliche Teilmengen von R haben keine
Héufungspunkte.

3.8.7. BEISPIEL. Die Menge der Haufungspunkte von Q C R stimmt mit R
iiberein — eine abzdhlbare Menge kann also {iberabzéhlbar viele Haufungspunkte
besitzen.

3.8.8. PROPOSITION. Es set D C R eine Teilmenge und xg € R. Dann ist xq
ein Hiufungspunkt von D genau dann wenn eine Folge (a,) in D\ {xo} existiert
die gegen xqy konvergiert.

BEWEIS. Sei zunéchst xy ein Haufungspunkt von D. Dann liegen im Intervall
(a:o—%, a:o+%) unendlich viele Punkte von D. Daher finden wir auch a,, € D\{zo}
fiir das |a, — xo| < = gilt. Offensichtlich ist dann (a,) eine Folge in D\ {z,} die
gegen x konvergiert. Sei nun umgekehrt (a,) eine Folge in D \ {zo} die gegen
xo konvergiert. Es ist zu zeigen, dass xg ein Haufungspunkt von D ist. Indirekt
angenommen 1z, ist kein Haufungspunkt von D. Dann existiert ¢ > 0, sodass im
Intervall (zg — e, xo+¢) nur endlich viele Punkte von D liegen. Durch verkleinern
von ¢ konnen wir erreichen, dass das Intervall (zg — €, 29 + ¢) keinen einzigen
Punkt von D\ {z¢} enthélt. Dies widerspricht aber der Annahme, dass (a,,) eine
Folge in D \ {zo} ist, die gegen z( konvergiert. Also muss z, ein Haufungspunkt
von D sein. 0

3.8.9. BEMERKUNG. Zum Zusammenhang zwischen Haufungswerten von Fol-
gen und Haufungspunkten von Teilmengen sei noch folgendes bemerkt. Ist (a,)
eine reelle Folge, und ist 2o € R ein Hiaufungspunkt der Menge {a, | n € N},
dann ist xy auch Haufungswert der Folge (a,,). Umgekehr muss ein Haufungswert
der Folge (a,) aber nicht unbedingt ein Haufungspunkt der Menge {a,, | n € N}
sein, was an jeder konstanten Folge beobachtet werden kann.

3.8.10. DEFINITION. Es sei D C R, f: D — R eine Funktion, xy ein Hauf-
ungspunkt von D und a € R. Wir sagen die Funktion f hat tm Haufungpunkt
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o den Grenzwert a falls gilt: Fiir jedes ¢ > 0 existiert 6 > 0, sodass fiir alle

x € D\ {xo} mit |z — x9| < 6 auch |f(x) — a|] < ¢ gilt. In Zeichen:
Ve>030>0Ve e D\ {xo}: |z —xo| <= |f(x)—a| <e.

In diesem Fall schreiben wir

lim f(x) =a oder f(z)— afirz— zo
T—T0

und sagen auch f(x) konvergiert fiir x — xo gegen a, oder f(z) strebt gegen a
wenn r gegen xqy strebt.

3.8.11. BEMERKUNG. Die Forderung, dass zy ein Haufungspunkt von D ist,
stellt sicher, dass der Grenzwert lim,_,,, f(x), sofern er existiert, eindeutig ist.

3.8.12. BEMERKUNG. Essei xg € D ein Haufungspunkt von Dund f: D — R
eine Funktion. Obwohl die Funktion bei z, definiert ist, ist der Funktionswert
f(zo) vollig unerheblich fiir Existenz und Wert des Limes lim,_.,, f(x).

3.8.13. BEIsSPIEL. Fiir die Funktion

1 fallsz #0
R R =
/ — R, f) {2 falls z = 0
ist lim, o f(x) = 1.
3.8.14. BEispPIEL. Fiir die Funktion
1 — a2

fr RA{1} =R, f(z):=

gilt lim,_.; f(x) = 2. Dies folgt leicht aus der Beobachtung f(z) = 11__3;2 =1+uz.

11—z

3.8.15. BEISPIEL. Fiir die Funktion f: (0,00) — R, f(z) := 1 existiert der
Grenzwert lim,_ .o f(z) nicht.

3.8.16. BEISPIEL. Fiir die Funktion

0 fallsxz <0
' R R =
hi R=R,  hz) {1 falls z > 0

existiert der Grenzwert lim, o h(x) nicht.

3.8.17. PROPOSITION. Es sei D C R, f: D — R eine Funktion, xqo € R ein
Hdaufungspunkt von D und a € R. Dann sind dquivalent:

a) lim, .., f(z) =a
b) Die Funktion

fr DU{z} - R,  fx):= {ﬂx) falls w € D\ {xo}

a falls x = xq

st im Punkt xq stetig.
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¢) Fiir jede Folge (a,) in D\ {xo} mit a,, — x¢ gilt auch lim,_., f(a,) = a.

BEWEIS. Die Aquivalenz @ (]EI) ist offensmhthch Die Imphkatlon @é.
folgt aus Proposition “ Nun zu l :> . Indirekt angenommen f wire im
Punkt zy nicht stetig. Nach Proposmon existiert dann eine Folge (a,) in
D U {zo} mit a, — x¢ fiir die aber f(an) mcht gegen f(xo) = a konvergiert.
Insbesondere muss fiir unendlich viele Folgenglieder f(an) # a gelten. Fasse
alle Folgenglieder a, mit f(a,) # a zu einer Teilfolge (a,,) zusammen. Dann
ist (ay,,) eine Folge in D \ {zo} mit limy_, a,, = ag. Nach Voraussetzung gilt
dann auch limy . f (an,) = limy_ f(an,) = a. Nach Konstruktion ist sogar
lim, oo f(an) = a, ein Widerspruch. Also muss f in x, stetig sein. O

3.8.18. BEISPIEL. Der Grenzwert lim,_,q sin(%) existiert nicht. Genauer ist
hier gemeint, dass der Grenzwert der Funktion f: R\ {0} — R, f(z) := sin(2)

fir x — 0 nicht existiert. Um dies zu einzusehen betrachte die Folgen a,, := ﬁ
und b, Tr/zT Beides sind Folgen in R\ {0} die gegen 0 konvergieren. Weiters

1st
lim f(a,) = lim sin(27n) =0 und lim f(b,) = lim sin(7/2 4 2mn) = 1.

n—oo n—oo

Nach Proposition (3.8.17] m kann daher der Grenzwert lim,_,q f ( ) nicht existieren.

1n

3.8.19. BEISPIEL. Wir wollen den Grenzwert lim,_ o 3% ) hestimmen. Dazu
erinnern wir uns an die auf ganz R konvergente Potenzrelhendarstellung des Sinus

; _ . T,z 2kt
sinf) =z = 51+ 5 2:: 2k + 1)
Dann gilt fiir z # 0
sin(x) 2 ot
S Tt —
z TR Z 2k+1

Die Potenzreihe auf der rechten Seite hat Konvergenzradlus oo, definiert nach
Satz [3.2.21] eine stetige Funktion

; ; — (DF
: R—R = g
f — K, f(l') — (2k+ 1)'33 )
und es ist Sm(z = f(x) fiir alle 2 # 0. Nach Proposition [3.8.17| gilt daher
p g
im 2 — 70 =

3.8.20. PROPOSITION. Es sei D CR, f: D — R eine Funktion und xo € D
ein Haufungspunkt von D. Dann gilt lim, .., f(x) = f(x¢) genau dann wenn f
im Punkt xq stetig ist.

BEWEIS. Dies folgt sofort aus Proposition [3.8.17, O
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3.8.21. BEISPIEL. Nach Proposition [3.8.20] gilt fiir jedes zy € R

lim e® = €*, lim sin(z) =sin(xy) und lim cosh(z) = cosh(zy).

20 z—x0 Tz
Ebenso ist
lerEO tan(z) = tan(xg) zo ER\ (7/2 + 7Z)
xh_{ilo cot(x) = cot(xg) xo € R\ 7Z
wh_g} Vi = /o 29 >0
IILI?: Inz =Inzg x9 >0

7
@

e Funktion, xo ein

-
R, f(D) € D', a € D" und

3.8.22. PROPOSITION. FEs set D C R, f:
), D

Héiufungspunkt von D, a = lim, ., f(z
g: D' — R in a stetig. Dann gilt

lim g(f(2)) = g(a) = g( lim f(x)).
T—T0 T—T0
BEWEIS. Nach Proposition [3.8.17| ist die Funktion
f(z) fallsz e D\ {xo}

a falls x = xg

f: DuU{z} — R, f(:z:) ::{

in zy stetig. Nach Voraussetzung gilt f(DU{ze}) C D'. Nach Proposition [3.1.11
ist daher die Funktion g o f in xg stetig. Nach Proposition [3.8.17 gilt daher
limg .0 g(f(2)) = g(a). O

3.8.23. BEISPIEL. Nach Proposition [3.8.22f und Beispiel |3.8.19) ist
> =exp(l) =e.

3.8.24. PROPOSITION. FEs sei D C R eine nichtleere Teilmenge, xq ein Hdauf-
ungspunkt von D, A € R und f,g: D — R zwei Funktionen fiir die die Grenz-
werte lim,_,, f(x) und lim,_.,, g(x) existieren. Dann gilt:

a) lim, ., (f + g)(x) = lim, ., f(x) + lim, ., g(x)
b) limg a0 (f9)(#) = limg g, f () - limg g, g(x)
¢) limg g, (Af)(2) = Alimg g, f(2)
d) Ist g(x) # 0 fiir alle x € D und gilt lim,_,, g(x) # 0, dann gilt auch
f( ~ limy g, f(x)
=20 ( hmaz%:{;o g( )
Bewerls. Mit Hilfe von Proposition folgen alle diese Aussagen entweder

aus Proposition[2.1.19|oder Proposition[3.1.8] Etwa kann man (@) wie folgt zeigen.
Ist (a,) eine Folge in D \ {z¢} mit a, — xy, dann gilt wegen Proposition

lim f(a,) = lim f(z) und lim g(a,) = lim g(x).
n—00 T—T0 n—00 T—T0

sin(z)

I (
iy exp
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Aus Proposition 2.1.19@ erhalten wir
Tim (f +g)(an) = lim f(an) + lim g(a,) = lim f(z)+ lim g(z).

T—T0 T—xQ

Aus Proposition [3.8.17| folgt nun (ja). Nun zu @: Wir kénnten dies genau wie im
‘

Beweis von @ auf Proposition [2.1.19| zuriickfithren, wollen hier aber mit Propo-
sition [3.1.8] argumentieren. Nach Proposition sind die beiden Funktionen

f(zx) falls z € D\ {zo}
lim, .., f(z) fallsx =z

f: DU{xy} — R, f(a:) ::{

lim, .., g(x) falls x =z

falls x € D
§: DUfm} =R, j(x) = {9“") alls 7 € D {m}
im Punkt z( stetig. Nach Proposition ist daher auch die Produktfunktion
(f9)(x) falls x € D\ {zo}

lim, ., f(x)lim, .., g(x) falls z = xg

f3: DU{ze} =R, (f9)(2) = {

im Punkt z, stetig. Aus Proposition [3.8.17| folgt daher . Die verbleibenden
Behauptungen zeigt man vollig analog. U

3.8.25. PROPOSITION. FEs sei D C R, f,g: D — R zwei Funktionen und xg
ein Hiufungspunkt von D, sodass lim, ., f(z) und lim,_,, g(x) beide existieren.
Weiters sei f < g, d.h. f(x) < g(x) fir alle x € D. Dann gilt

lim f(z) < lim g(z).

T—T0 T—T0
BEWEIS. Siehe die Ubungsaufgaben. ([l
3.8.26. BEISPIEL. Wir wollen den Grenzwert

e ()
lim

(=)
- In
a—1 2 +3x+5 z—1

bestimmen. Dazu

2 _ _
-1 o (r—1)(x+1)
x—1 1 — rx—1 r—1

und wegen der Stetigkeit des Logarithmus also, siche Proposition [3.8.22]

:lin%x—l—l:Q,

. x?—1
lim 1n( —— ) — In(2). (77)
Nach Beispiel 3.8.19| gilt lim, ., ©2-D — lim, ¥ — 1. Da die Exponential-
funktion stetig ist, folgt
in(z — 1 in(z — 1
glgri exp(%) = exp (ign% Sm;xT)) =exp(l) =e. (78)
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Aus Proposition |3.8.24] und erhalten wir nun

. eXp(—Sinx(g:l)) 2 —1 lim, eXp(Sinx(%l)) , 2 -1 eln(2)
lim . ( ) = — - lim ln< ) = .
a—1 12 +3x + 5 x—1 lim, 22 +3x+5 2—1 x—1 9

3.8.27. PROPOSITION. Es sei f: D — R eine Funktion und zy ein Haufungs-
punkt von D. Dann gilt: Der Grenzwert lim,_.,, f(z) ezistiert genau dann, wenn
fiir jede Folge (a,) in D \ {zo} mit a, — x¢ auch die Folge (f(a,)) konvergiert.

BEWEIS. Die eine Richtung folgt aus Proposition [3.8.17 Sei daher f so, dass
fiir jede Folge (ay,) in D\ {zo} mit a,, — x, auch die Folge (f(a,)) konvergiert. Es
ist zu zeigen, dass lim,_,,, f(x) existiert. Seien dazu (a,) und (b,) zwei Folgen in
D\ {zo} die beide gegen z( konvergieren. Nach Voraussetzung erxistieren daher
die Limiten a = lim,, ., f(a,) und b = lim,,_., f(b,). Wegen Proposition
geniigt es zu zeigen a = b. Dazu betrachten wir die Folge (¢,) gegeben durch:

alablaa27b27a37b3a s

Dann konvergiert auch (¢,) gegen xo, und nach Voraussetzung muss daher f(c,)
konvergieren. Nach Konstruktion besitzt (¢,) die beiden Hiufungswerte a und b.
Da (f(c,)) konvergiert, folgt aus Proposition [2.3.13| nun a = b. O

3.8.28. SATZ. Es sei f: D — R eine Funktion und xy ein Hiufungspunkt von
D. Dann gilt: Der Grenzwert lim, .., f(x) existiert genau dann, wenn folgende
Cauchybedingung erfillt ist: Fir jedes ¢ > 0 existiert 6 > 0, sodass fir alle

x,y € Us(xo) N D\ {zo} auch |f(xz) — f(y)| < e gilt, in Zeichen:
Ve > 035 >0 Va,y € Us(xg) N D\ {xo}: |f(z) — fy)] <e. (79)

BEWEISs. Es existiere der Grenzwert lim, ., f(z) = a. Zu gegebenen ¢ > 0
gibt es dann ¢ > 0, sodass

la — f(x)] <eg/2 fur alle z € Us(xg) N D\ {xo}.
Fir z,y € Us(xo) N D\ {zo} ist daher
[f(@) = f()l < |f(2) —al +la—fly)l <e/2+e/2=¢,
und damit gilt die Cauchybedingung . Sei nun umgekehrt erfiillt. Es ist

zu zeigen, dass lim, ., f(z) existiert. Sei dazu (a,) eine Folge in D\{z(} die gegen
xo konvergiert. Wegen ist (f(a,)) eine Cauchyfolge und daher konvergent,
siehe Satz [2.2.10} Nach Proposition [3.8.27 existiert daher auch lim,_.,, f(z). O

3.9. Einseitige Grenzwerte. Essei D C R, f: D — R eine Funktion und
zo € R. Weiters sei

D, :=DnN[zg,00) und D;:= DN (—00,x

sowie

fr="/flp,: D, =R und f;:= f|p,: D, —R.
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Ist 2y ein Haufungspunkt von D, und existiert der Grenzwert lim,_.,, f.(z) = a,,
dann sagen wir die Funktion f: D — R hat im Punkt xy den rechtsseitigen
Grenzwert a, und schreiben

lim f(z)=

r—x0+

Ist zo ein Haufungspunkt von D; und existiert der Grenzwert lim, .., fi(z) =
a;, dann sagen wir die Funktion f: D — R hat im Punkt xy den linksseitigen
Grenzwert a; und schreiben

lim f(z)=

T—To—

3.9.1. BEISPIEL. Betrachte die Funktion:

0 fallsxz <0

h: R—R, h(z) =
1 fallsz >0
Dann gilt

z—0—

lim h(z) =0 und xlirgl+ h(z) =
Beachte, dass der Grenzwert lim, o h(x) nicht existiert.
3.9.2. BEISPIEL. Ist f: [a,b] — R stetig, dann existieren folgende Grenzwerte:
Jim f(z) = lim f(2) = f(a) wnd  lim f(z) = lim [(2) = (2).
Nach Abschnitt 3.7 haben wir z.B:

lim arcsin(z) = —7/2

z——1

lim arcsin(z
rz——14

lim arcsin(z) = hm arcsin(z) = 7/2
r—1—
T——1+ r——1

lim arccos(z) = hm arccos(z) = 0

r—1—

) =
(z) =
lim arccos(z) = hm arccos(r) =7
(z) =
()

111%1+ arcosh(z) = hm arcosh(z) =0

3.9.3. PROPOSITION. Es sev D C R, f: D — R eine Funktion und xo € R
zugleich Haufungspunkt von DN [xg, 00) und DN (—o00, o). Dann sind dquivalent:

a) Der Grenzwert lim,_,, f(z) ezistiert.
b) Die beiden einseitigen Grenzwerte lim,_.,,+ f(z) und lim,_,,— f(z) exi-
stieren und stimmen dberein.

In diesem Fall gilt lim, ., f(z) = lim, ..+ f(z) = lim,—,,— f(2).
BEWEIS. Dies folgt sofort aus der Definition dieser Grenzwerte. U

3.9.4. PROPOSITION. Es sei D C R, f: D — R eine Funktion und xo € D
sowohl Haufungspunkt von DN [xg,00) als auch Haufungspunkt von DN (—o0, o).
Dann sind dquivalent:
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a) f st bei xg stetig.
b) Die beiden einseitigen Grenzwerte lim, ..+ f(x) und lim,_,,— f(z) exi-
stieren und stimmen mit f(xq) Uberein.

BEWEIS. Dies folgt sofort aus Proposition und Porposition [3.8.20L [

Fiir die einseitigen Grenzwerte gelten analoge Rechenregeln wie fiir gewohn-
liche Grenzwerte, siehe Proposition [3.8.22] Proposition [3.8.24] und Propositi-
on [3.8.25 Auch haben wir wieder ein Cauchykriterium, dass die Existenz der

einseitigen Limiten charakterisiert:

3.9.5. SATZ. FEs sei f: D — R eine Funktion und xo € R ein Haufungspunkt
von D N [zg,00). Dann gilt: Der rechtsseitige Grenzwert lim,_, . f(x) existiert
genau dann, wenn folgende Cauchybedingung erfillt ist:

Ve>030>0Ve,y € (zo,z0+)ND:|f(x)— fy) <e.

Fiir die Existenz des linksseitigen Grenzwertes lim, ., f(x) gilt eine analoge
Charakterisierung.

BEWEIS. Dies folgt sofort aus Satz |3.8.28 angewandt auf die Funktion
Jr = flpnmo,sc): DN [xg,00) — R. O

3.9.6. SATZ. Es sei f: D — R eine Funktion und xo € R ein Hdaufungspunkt
von D N (—oo,x0|. Ist f monoton wachsend und nach oben beschrinkt, dann
existiert der linksseitige Grenzwert

lim f(z) =sup{f(z) |z € DN (—o0,z)}.

T—x0—

Ist f monoton fallend und nach unten beschrinkt, dann existiert der Grenzwert
lim f(z)=inf{f(z)|z€ DN (—o0,z0)}.
Tr—Tro—
FEine analoge Aussage gilt fiir rechtsseitige Grenzwerte.

BEWEIs. O.B.d.A. sei f monoton wachsend und nach oben beschrénkt. Dann
existiert

a:=sup{ f(z) |z € DN (—00,z0)}.
Es ist zu zeigen a = lim, ., f(x). Sei dazu € > 0. Nach Konstruktion von a
existiert & € D N (—o0,xp), sodass a > f(§) > a —e. Wegen der Monotonie

von f gilt dann a > f(x) > a — ¢ fiir alle z € D N [, zy). Daraus erhalten wir
la — f(x)| < e fur alle z € DN &, zp), also lim, ., f(z) = a. O

3.9.7. BEISPIEL. Ist f: (a,b) — R eine monotone beschrinkte Funktion,
dann existieren die Grenzwerte lim, . f(z) = lim,_, f(x) und lim,_,_ f(z) =

lim,_, f(z), siehe Satz|(3.9.6]
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3.9.8. BEISPIEL. Ist f: (a,b) — R eine monotone Funktion und zy € (a,b),
dann existieren die einseitigen Grenzwerte lim,_,,,— f(x) und lim,_,,+ f(z), denn
fiir geeignetes € > 0 ist xy € (a + £,b — €) und die Einschrankung von f auf
(a+e,b—¢) ist eine beschriankte monotone Funktion, obere und untere Schranken
fiir diese Einschrankung sind wegen der Monotonie von f durch f(a + &) und
f(b—€) gegeben, siehe Satz|3.9.6]

Es sei D C R eine nach oben unbeschriankte Menge, f: D — R eine Funktion
und a € R. Wir sagen die Funktion f konvergiert gegen a wenn x gegen oo strebt
falls gilt: Fiir jedes ¢ > 0 existiert K > 0, sodass fiir jedes = € D N (K, 00) gilt
la — f(x)| < e. In Zeichen:

Ve>03K >0Vre DN (K,0):|a— f(z)] <e.

In diesem Fall schreiben wir
lim f(z) = a.

Dies ist genau dann der Fall wenn fiir jede Folge (a,) in D mit lim, .. a, =
oo auch lim, . f(a,) = a gilt. Auch gilt lim, .., f(z) = a genau dann wenn
lim, o f(i) = a. Wegen dieser Charakterisierung gelten fiir die Grenzwerte
lim, ., f(z) Rechenregelen analog zu denen fiir rechtsseitige Grenzwerte.

Es sei nun D eine nach unten unbeschrinkte Menge, f: D — R eine Funktion
und a € R. Wir sagen die Funktion f konvergiert gegen a wenn x gegen —oo strebt
falls gilt: Fiir jedes € > 0 existiert K > 0, sodass fiir jedes x € D N (—o0, —K)
gilt |a — f(z)] < e. In Zeichen:

Ve>03dK >0Vx e DN (—o00,—K) :|a— f(z)| <e.
In diesem Fall schreiben wir

lim f(x)=a.

r——00

Dies ist genau dann der Fall wenn fiir jede Folge (a,) in D mit lim,, . a, = —00
auch lim, . f(a,) = a gilt. Auch gilt lim, . o f(x) = a genau dann wenn
lim, f(i) = a. Wegen dieser Charakterisierung gelten fiir die Grenzwerte
lim, . f(x) Rechenregelen analog zu denen fiir linksseitige Grenzwerte.

3.9.9. SATZ. Es sei D C R nach oben unbeschrdnkt und f: D — R eine
Funktion. Dann gilt: Der Grenzwert lim, ., f(x) existiert genau dann wenn die
folgende Cauchybedingung erfiillt ist:

Ve > 03K >0Vz,y e DN (K,00): |f(z) — f(y)] <e.
FEin analoges Kriterium gilt fir die Ezxistenz des Grenzwertes lim,_,_ f(x).

BEWEIS. Dies folgt aus Satz und der Charakterisierung lim, .., f(z) = a
genau dann wenn lim, 4 f (i) = a bzw. lim,_,_ f(xz) = a genau dann wenn

lim, o f(%) = a. O
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3.9.10. SATZ. Es sei D C R nach oben unbeschrinkt und f: D — R ei-
ne Funktion. Ist f monoton wachsend und nach oben beschrinkt, dann existiert
der Grenzwert lim, .. f(x) = sup f(D). Ist f monoton fallend und nach unten
beschrankt, dann exisitiert der Grenzwert lim, ., f(x) = inf f(D). Analoge Aus-
sagen gelten fir den Grenzwert im,_._ f(z), wobei nun D C R nach unten
unbeschrankt und f: D — R monoton ist.

BeWwEIs. Dies folgt aus Satz und der Charaktersisierung lim, ., f(x) =

a genau dann wenn lim, o f (i) = a. O
3.9.11. BEISPIEL. Mittels Satz|3.9.10jund den entsprechenden Resultaten iiber
die Trigonometrischen Funktionen erhalten wir:

lim e =0

xh_)rgo arctan(z) = /2 xl_i)r_noo arctan(z) = —m/2

xlglgo arccot(z) =0 xEEHOO arccot(z) =
wh_)rgo tanh(z) = 1 $Er_noo tanh(z) = —1
xh_)rgo coth(z) =1 xEIElm coth(z) = —1

3.10. Uneigentliche Grenzwerte. Essei D C R, f: D — R eine Funktion
und z( ein Haufungspunkt von D. Wir sagen f strebt gegen co wenn x gegen z
strebt, falls gilt:

VK >030 >0Ve € Us(zg) N D\ {xo} : f(z) > K
In diesem Fall schreiben wir

lim f(z) = oco. (80)

T—T0o

Dies ist genau dann der Fall, wenn fiir jede Folge (a,) in D\ {zo} die gegen z
konvergiert gilt lim,, . f(a,) = oo.
Analog sagen wir f strebt gegen —oo wenn x — x strebt, falls gilt:

VK >030 >0Ve € Us(zg) N D\ {0} : f(z) < —K
In diesem Fall schreiben wir

lim f(z) = —o0. (81)

T—x0

Dies ist genau dann der Fall, wenn fiir jede Folge (a,) in D\ {zq} die gegen x
konvergiert gilt lim,, ., f(a,) = —00. Grenzwerte der Form und werden

uneigentliche Grenzwerte genannt.

3.10.1. BEISPIEL. Es gilt

lim — =00 und lim— = —o0.
z—0 1‘2 z—0
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Beachte jedoch, dass der uneigentliche Grenzwert lim,_. % nicht existiert, da die
Funktion f: R\ {0} — R, f(z) = %, in jeder Umgebung von zy = 0 beliebig
grofle aber auch beliebig kleine Werte annimmt.

3.10.2. PROPOSITION. FEs seien f,g: D — R zwei Funktionen und o € R
ein Haufungspunkt von D. Dann gilt:

a) Ist f nach unten beschrinkt und ist lim, .., g(x) = oo, dann gilt auch

lim, ., (f + g)(x) = 0.

b) Ist f nach oben beschrankt und ist lim, ., g(x) = —oo, dann gilt auch
limg . (f + g)(z) = —00.

c) Existiert p > 0 mit f(z) > p fir alle v € D und ist lim,_,, g(x) = oo,
dann gilt auch lim,_.,(fg)(z) = occ.

d) Ezistiert p > 0 mit f(x) > p fir alle x € D und ist lim,_,,, g(x) = —o0,
dann gilt auch lim,_, (fg)(x) = —o0.

e) Existiert p < 0 mit f(z) < —p fir alle x € D und ist lim,_,, g(x) = oo,
dann gilt auch lim,_ ., (fg)(x) = —oc0

f) Existiert p < 0 mit f(x) < —p fir alle x € D und ist lim,_,, g(z) = —o0,
dann gilt auch lim,_,,(fg)(x) = oco.

g) Ist lim, .., |f(z)| = oo, dann gilt auch lim,_,, ﬁ =0.

h) Ist f(z) > 0 fir alle x € D und lim,_,, f(z) = 0, dann gilt auch

lim, .., ﬁ = 00.
i) Ist f(z) < O fir alle x € D und lim,_,, f(z) = 0, dann gilt auch
lim, .., ﬁ = —00.

BEWEIS. Dies folgt leicht aus Proposition und der Charakterisierung:
lim, .., f(x) = +00 genau dann, wenn fiir jede Folge (a,) in D \ {x¢} die gegen
xo konvergiert auch lim,, .., f(a,) = +oo gilt. O

Essei D C R, f: D — R eine Funktion und zy € R. Betrachte wieder
D, :=DnNzg,00) und D;:= DN (—00,xq

sowie
Ir 3:f|D,~3 D, — R und f 3:f|Dl5 Dy — R.

Ist zp ein Haufungspunkt von D, und gilt lim, .., f,(x) = oo, dann sagen
wir die Funktion f: D — R hat im Punkt xy den uneigentlichen rechtsseitigen
Grenzwert 0o und schreiben
lim f(z)= toc.
z—zo+

Ist z ein Haufungspunkt von D, und gilt lim,_.,, fi(z) = £o0, dann sagen wir die
Funktion f: D — R hat im Punkt xy den uneigentlichen linksseitigen Grenzwert
+o00 und schreiben

lim f(z) = toc.

T—To—
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Fiir die uneigentlichen einseitigen Grenzwerte gelten Rechenregeln analog zu de-
nen in Proposition [3.10.2

3.10.3. BEMERKUNG. Ist f: (a,b) — R monoton wachsend und nach oben
unbeschriankt, dann gilt lim, ., f(z) = lim,_,— f(x) = c0. Ist f: (a,b) — R mo-
noton fallend und nach unten unbeschrankt, so gilt lim,_,— f(z) = lim,_;, f(z) =
—o0. Ist f: (a,b) — R monoton wachsend und nach unten unbeschriankt, dann
gilt lim, o f(x) = lim,_, f(x) = —oo. Ist f: (a,b) — R monoton fallend und
nach oben unbeschrankt, dann gilt lim, ., f(z) = lim, ., f(x) = co.

3.10.4. BEISPIEL. Es gilt limxHOJr% = oo und limx_@_% = —o0. Allgemein
gilt
lim ik:oo fiir alle k € N
z—0+ T
und

, 1 oo  falls k € N gerade
im — =

—oo falls k£ € N ungerade
Dies folgt aus Bemerkung |3.10.3

3.10.5. BEISPIEL. Aus Bemerkung [3.10.3| und erhalten wir auch

lim tan(z) = oo lim tan(z) = —o0
T—om/2— z—7 /24
lim coth(z) = —o0 lim coth(z) = oo
z—0— x—0+
a:li%l—i— In(x) = l{]% In(x) = —o0

Es sei D C R nach oben unbeschrinkt und f: D — R eine Funktion. Wir
sagen die Funktion f strebt gegen oo wenn z gegen oo strebt falls gilt:

VK >03dL>0Vxe DN (L,00): f(x) > K.

In diesem Fall schreiben wir

lim f(z) = oo. (82)
Analog definiert man lim, .., f(z) = —oo. Es ist lim, ., f(x) = +oo genau

dann, wenn fiir jede Folge (a,) in D mit a, — oo auch f(a,) — +oo gilt.
Auch gilt lim, ., f(z) = oo genau dann wenn lim, o4 f(i) = 4o00. Wegen
dieser Charakterisierung gelten fiir die uneigentlichen Grenzwerte lim, ., f(x)
Rechenregeln analog zu Proposition [3.10.2] Véllig analog definiert man auch noch
lim f(z) =00 und lim f(z)=—00
fiir Funktionen f: D — R die auf einer nach unten unbeschrankten Menge D
definiert sind. Wieder gilt lim,_, ., f(z) = +00 genau dann, wenn fiir jede Folge
(@) in D mit a, — —oo gilt f(a,) — £oo. Auch ist lim, ., f(z) = £oo genau
dann wenn lim, ,o_ f (%) = 4o00. SchlieBlich gelten wieder Rechenregeln analog
zu denen in Proposition [3.10.2]
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3.10.6. BEISPIEL. Es gilt:

lim e* =
T— 00

lim sinh(z

T—00

g 8 8 8 8

lim cosh(zx

)

Jim cosh(z)
(x)

(x)

lim arsinh

r—00

lim arcosh(z) =

T—00

x

119

lim Inz =

T—00

lim sinh(z) = —o00

——00

lim cosh(z) = oo

r——00

lim arsinh(z) = —o0
r——00

3.10.7. BEISPIEL. Wegen 2% = e*!"% erhalten wir:

(00 falls a > 0 0 fallsa>0
lim 2 =<1 fallsa=0 111%1+ =<1 fallsa=0
\O falls . < 0 | 0 falls @ < 0
3.10.8. BEISPIEL. Wegen a® = e*!"@ gilt fiir a > 0:
(00 falls a > 1 (0 fallsa > 1
lima®* =<1 fallsa=1 lir_n a* =<1 fallsa=1
\() falls a < 1 | o falls a < 1
3.10.9. BEISPIEL. Fiir a > 0 und a € R gilt:
. oo fallsa>1 . B 0 fallsa>1
lim a*z% = lim a %2 =
T—00 0 fallsa<1 T—00 oo Tfallsa <1

Um dies einzusehen, beachte, dass fiir x > 0 gilt:

et le=zF 1
C_INvE s 2/9
x xzk!_:v( +:U—|—:17/),
k=0
woraus wir . |
lim & =00 und damit auch  lim —— =0 (83)
T—00 I r—00 I

erhalten. Schreiben wir nun a*z® = e*(

Inxz
In ato=—=

) folgen sofort die ersten beiden

Behauptungen. Die verbleibenden Aussagern erhalten wir nun mittels a %z =

1

(_

)x:va.

3.10.10. BEISPIEL. Fiir a € R gilt

{

oo fallsa >0
0 fallsa<0

Iim zlnx =

r—00

Iim 2%Inx =

z—0+

Die ersten beiden Behauptungen folgen mittels

—oo fallsa <0
0 falls a > 0

{

lim z%Ilnz = lim (e¥)%Ine’ = lim ey

r—00

Yy—oo

Yy—oo
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aus Beispiel [3.10.9, Da lim, g z%lnz = limy_,oo(%)alni = —limy .y “Iny

folgen die verbleibenden Behauptungen aus dem eben Bewiesenen.
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4. Differenzierbarkeit

4.1. Elementare Eigenschaften differenzierbarer Funktionen. U C R
heifit offen falls gilt: Fiir jeden Punkt z € U existiert € > 0, sodass U.(z) C U.
Typische Beispiele sind die offenen Intervalle

(a,b), (a,00), (—o0,a), R a<b

aber auch R\ {0} oder R\ [—1,1]. Ist U C R offen und z, € U, dann ist z; ein
Héufungspunkt von U \ {z}.

4.1.1. DEFINITION. Es sei U C R offen und f: U — R eine Funktion. Ist
o € U und existiert der Grenzwert

o 1) = f(w)
z—z0 T — T
dann heifit die Funktion f @m Punkt xq differenzierbar, und
f(x) = f(xo)
T—T0 Tr — 2y

wird die Ableitung von f im Punkt xy genannt. Ist f in jedem Punkt zq € U
differenzierbar, dann heiflt f differenzierbar, und die Funktion

fU—-R, xw— f(2)

wird die (erste) Ableitung von f genannt. Die Ableitung einer Funktion f wird

oft auch mit f' = % = 1L f bezeichnet, f'(zo) = %(mo).

4.1.2. PROPOSITION. Ist U C R offen und f: U — R im Punkt zy € [

differenzierbar, dann ist f im Punkt xq stetig. Ist f: U — R differenzierbar,
dann st f: U — R stetig.

BEWEIS. Sei also f im Punkt z( differenzierbar. Dann existiert auch der
Grenzwert

lim f(z) — f(zg) = lim f(z) = Flwo) (x — )
T—T0 T—T0 T — X
= lim J@) = Jlwo) lim (x — o) = f'(z0) -0 = 0.
T—x0 xr — ,CCO T—x0
Also folgt lim, .., f(x) = f(xo). Nach Proposition [3.8.20| ist daher f im Punkt
xo stetig. Die zweite Behauptung ist nun offensichtlich. 0

4.1.3. BEISPIEL. Ist f: R — R konstant, dann ist f differnzierbar und es gilt
f'=0,d.h. f'(z) =0 fiir alle z € R. Dies ist offensichtlich.

4.1.4. BEISPIEL. Die Funktion f: R — R, f(x) := =z, ist differenzierbar

und es gilt [/ = 1, d.h. f/(z) = 1 fiir alle z € R. Dies ist offensichtlich, denn

f@)—1(

: o . _
lim, .., . ):hmx_,zo —0 =1
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4.1.5. BEISPIEL. Die Funktion f: R — R, f(x) := 22, ist differenzierbar und
es gilt f'(x) = 2z fir alle x € R, denn

lim M = lim

T—xo r — Tg T—x0 T — Xy

2 2

= lim (z = 20)(z + o) = lim x4+ zg = 2xy.
T—T0 T — Qj‘o T—XT(

4.1.6. BEISPIEL. Die Funktion f: R\ {0} — R, f(z) := 1, ist differenzierbar
und es gilt f'(z) = — = fiir alle z € R\ {0}, denn fiir 2o € R\ {0} ist

1 1

r)— f(x e To— T —1 1
lim M: lim &% _ ljjpy —29°% " lim — = ——.
t—z0 T — Tg e—z0 X — Ty -0 (T — Xo)TTo — T—T0 T xg
4.1.7. BEISPIEL. Die Funktion f: R — R, f(x) := |z, ist im Punkt 2o =0
nicht differenzierbar, denn der Grenzwert lim, . |ﬂ:go‘ existiert nicht, da ja
x x
lim u:17é—1: lim u
r—0+ T om0 I

4.1.8. PROPOSITION. Es seien U,V C R offen und f: V — R sowie g: U —
R zwei Funktionen, sodass g(U) C V. Weiters sei g im Punkt xq € U differen-
zierbar und f im Punkt g(zo) € V' differenzierbar. Dann ist auch fog: U — R
im Punkt xq differenzierbar und es gilt die Kettenregel

(f 09)(zo) = ['(g(x0)) - g'(xo0).

Sind f: V—=Rundg: U— R beide differenzierbar, dann ist auch fog: U — R
differenzierbar und es gilt die Kettenregel (fog) = (f'og) g

BeEwEIs. Da f im Punkt g(x¢) differenzierbar ist, ist die Funktion
- N fW)—f(g(z0))
f: V=R, fly) =2 y—g(w0) falls y # g(xo)
f(g(xo))  falls y = g(z)

im Punkt g(x) stetig, siehe Proposition [3.8.17, Da ¢ in xy differenzierbar ist,

ist g in xo auch stetig, siehe Proposition 4.1.2} Nach Proposition |3.1.11]ist daher
f o g im Punkt xq stetig. Nach Proposition [3.8.20[ist daher

lim f(g(x)) = f(g(x0)) = f'(g(x0)).
Weiters gilt
Fy) = flg(xo)) = f(y)(y — g(xo))  fiiralley € V

und damit auch

fla(x)) = fa(xo)) = fg(x))(g(x) — g(zo))  fiir alle z € U.
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Wir erhalten nun

xh_{?o f(g(x)x) : isg(%)) _ xh_{?() J?(g(l‘))g(x; : i(()ﬂﬁo)
= tim o) Jim SIZIE 1)) ).

Also ist f o g im Punkt xy differenzierbar und es gilt die Kettenregel. Die zweite
Behauptung ist nun offensichtlich. O

4.1.9. PROPOSITION. FEs set U C R offen, f,g: U — R beide in xy € U
differenzierbar, und A € R. Dann sind auch die Funktionen f+ g, \f und fg in
xo differenzierbar und es gilt:

(f +9)(w0) = f'(w0) + (o)
(Af)/(fﬂo) = )\f,(fo)
(f9) (z0) = f'(z0)g(x0) + f(20)g'(20) (Produktregel)

Ist g(x) # 0 fir alle x € U, dann sind auch die Funktionen é und § mm Punkt xq
differenzierbar, und es gilt die Quotientenregel

1Y/ g' (o) AV J'(x0)g(x0) — f(20)g'(0)

(5) 0 =~ e () @) = 9(0)? |
Sind f,g: U — R beide differenzierbar, dann sind auch die Funktionen f + g,
A und fg differenzierbar und es qilt (f +g) = f' + ¢, (Af) =Af und (fg) =
flg+ fg'. Ist g(x) # 0 fir alle x € U, dann sind auch é und % differenzierbar,

und es gilt (é)/ = —;’_; sowie (5)’ _ f’-gg;f-g"

BEWEIS. Die erste Behauptung erhalten wir wie folgt:

lim (f +9)(x) : (f +9)(x0) ~ lim (f(:v) : f (o) n g() :9(%))
=i HE i SO < )+ )

Fiir die Produktregel gehen wir dhnlich vor:

0@ — ey | (F@) = flan)g(a) + ao) (9(a) = glxo))

— i LI iy ) 4 pag) 1 S 900

T—TQ €T — 3;'0 T—TQ Tr—x0 xr — QJO
= f'(wo) - g(@o) + f(20) - ¢'(20).

Dabei haben wir fiir lim,, ., g(x) = g(xo) wieder Proposition verwendet. Die
Aussage (\f)'(zo) = M\f'(zo) folgt aus der Produktregel und der Tatsache, dass
die konstante Funktion x — A verschwindende Ableitung hat, siehe Beispiel [4.1.3]




124 STEFAN HALLER

Sei nun g(x) # 0 fiir alle x € U. Wir erinnern uns, dass die Funktion v: R\
{0} — R, v(z) := 1, differenzierbar ist, und ihre Ableitung durch v/(z) = —%
gegeben ist, siehe Beispiel [£.1.6] Nach der Kettenregel, sieche Proposition [£.1.8] ist
daher die Funktion é =vog: U — R bei z( differenzierbar, und ihre Ableitung
durch

(5) (@) = o g @) = V(a(en) o' (an) = = -/ (a0)

g g(o
gegeben. Zusammen mit der Produktregel erhalten wir schliefSlich

f 1y ) 1 1\/
() @0 = (1) o) = F'w) s + o) () (o)
_ f@o) oy =9(@o) _ f(wo) - g(wo) — f(20) - g'(x0)
o) T 2 o0’ '
Die restlichen Behauptungen sind nun offensichtlich. 0

4.1.10. BEISPIEL. Mittels Induktion erhalten wir aus der Produktregel und
Beispiel sofort

1

—z" =nx"™" fir n € N.

dx
Daher ist jedes Polynom p: R — R, p(z) = ag + a1x + asx® + - - - + a,x", diffe-
renzierbar und seine Ableitung durch

p'(z) = ay + 2ap7 + 3azx® + - - - + na,a" !

gegeben. Mit Hilfe der Quotientenregel, sehen wir auch, dass jede rationale Funk-
tion auf ihrem Definitionsbereich differenzierbar ist. Etwa ist die Ableitung der

rationalen Funktion
3a® + 222 — 1
R\ {1 R =0 17
r \ { } — K, T’(l’) 2 — 1
wegen der Quotientenregel:

) — (922 + 4z)(2* — 1) — (323 + 222 — 1)2z )
( ) (:E2 — 1)2 7’é 1

4.1.11. BEISPIEL. Wegen der Kettenregel ist

d
d—(x2 + 37 — 1) = 107(2* + 3z — 1)'°°(2z + 3).
T

4.2. Lokale Extrema und Monotonie.

4.2.1. DEFINITION. Es sei D C R eine nichtleere Teilmenge und f: D — R
ein Funktion. Ein Punkt zy € D heifit lokales Maximum der Funktion f, falls
e > 0 existiert, sodass die Funktion xy eine Maximalstelle der Funktion f|pnr. (o)
ist.@ Analog heifit ein Punkt xq € D ein lokales Minimum der Funktion f falls

64Wir erinnern uns, dass Us(x0) = (ko — &,20 + €) die e-Umgebung von z( bezeichnet.
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e > 0 existiert, sodass xy eine Minimalstelle der Funktion f| DAU.(zo) 1st. Lokale
Maxima und lokale Minima werden auch lokale Eztrema genannt.

4.2.2. PROPOSITION. Es sei f: U — R eine Funktion die bei vy € U ein
lokales Extremum besitzt und bei xo auch differenzierbar ist. Dann gilt f'(xy) = 0.

BEWEIS. Durch Verkleinern von U diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dass f bei
2o ihr Maximum oder Minimum annimmt. O.B.d.A. sei weiters x, eine Maximal-
stelle von f, andernfalls betrachte —f. Es gilt daher f(z) < f(xo) fiir alle x € U.

Es ist dann
f(x) — f(x0)
T — X9

<0 fiir alle x > xg, x € U,

und daher auch
f(x) = f(xo) — lLm f(x) — f(xo)

T—T0 r — 2o T—x0+ T — 2o

<0. (84)

Ebenso gilt

f(@) = f(wo) >0 fir alle x < z¢, x € U,
r — X9
und daher
f(xo) = lim f(@) = f(=zo) — lim f(@) = f(z0) > 0. (85)
T—T0 T — 2o T—To— T — Zo
Aus und erhalten wir nun f’(z) = 0. O

4.2.3. BEMERKUNG. Proposition kann bei der Bestimmung der (lokalen)
Maxima und Minima einer Funktion sehr hilfreich sein. Ist etwa f: [a,b] — R ei-
ne stetige Funktion die auf (a, b) differenzierbar ist, dann muss sie mindestens eine
Maximal und mindestens eine Minimalstelle besitzen, siche Satz[3.4.6] Nach Pro-
position konnen diese Extremstellen nur bei Punkten mit verschwindender
Ableitung oder am Rand liegen. Beachte jedoch, dass eine Stelle mit verschwin-
dender Ableitung nicht unbedingt eine (lokale) Extremstelle sein muss. Z.B. hat
die Funktion x — 22 bei x = 0 verschwindende Ableitung, aber = 0 ist keine
lokale Extremstelle, da die Funktion ja streng monoton wachsend ist.

4.2.4. BEISPIEL. Es sollen das Maximum und das Minimum der Funktion
f:[1,6) =R f(z):=a2%(x —4)* +3 (86)

bestimmt werden. Die Funktion ist stetig und auf (1, 6) differenzierbar, ihre Ab-
leitung ist durch f'(z) = 2(z(z — 4)* 4+ 2?(z — 4)) gegeben. Die Ableitung hat
daher drei Nullstellen

51 = 0, 52 =2 und §3 =4.

Die Extremstellen von kénnen daher nur bei den Punkten & = 2, & = 4
oder bei den Randpunkten 1 und 6 liegen, vgl. Bemerkung [£.2.3] Da

F) =12, f(2)=19, f(4)=3 und f(6) =147
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nimmt die Funktion (86]) ihr Maximum nur bei z = 6 an, und ihr einziges Mini-
mum liegt bei x = 4. Das Maximum von ist daher f(6) = 147, das Minimum

f(4) =3.
4.2.5. SATZ (Satz von Rolle). FEs sei f: [a,b] — R stetig, f(a) = f(b), und f
auf (a,b) differenzierbar. Dann ezistiert £ € (a,b) mit f'(£) = 0.

BEWEIS. O.B.d.A. sei f nicht konstant. Nach Satz[3.4.6)nimmt f auf [a, b] ihr
Maximum und auch ihr Minimum an. Da f(a) = f(b), muss eines dieser beiden
Extrema in (a,b) angenommen werden. Es existiert daher € € (a,b), sodass f bei
¢ ein lokales Extremum besitzt. Nach Proposition 2| gilt daher f'(§) =0. O

4.2.6. SATZ (Mittelwertsatz). Es sei f: [a,b] — R stetig und auf (a,b) diffe-
renzierbar. Dann existiert & € (a,b) mit

f) = fla)
P22~ pie.
BEWEIS. Betrachte die Funktion
f(b) — f(a)

h: [a,b] — R, h(z) = f(x) — P— (x —a).

Dann ist h: [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Weiters gilt h(a) =
f(a) = h(b). Nach Satz existiert daher £ € (a,b) mit /'(§) = 0. Da

W) = i) - TO=IA c
erhalten wir also 0 = A/(§) = f'(§) — b)_f( ), O

4.2.7. SATZ (Verallgemeinerter Mittelwertsatz). Sind f,g: [a,b] — R zwei
stetige Funktionen die beide auf (a,b) differenzierbar sind, dann existiert{ € (a,b)

mit
(f(b) = f(a))g'(€) = (9(b) — 9(a)) £'(£)-
Gilt ¢'(x) # 0 fir alle x € (a,b), dann ist g(a) # g(b) und daher
f) = fla) _ F1€)
9(0) —g(a)  g'(&)
BEwEIS. Ahnlich wie im Beweis von Satz folgt dies in dem wir Satz
auf die Funktion h: [a,b] — R, h(z) := (f(b) — f(a))g(z) — (9(b) — g(a)) f(x)

anwenden. O

4.2.8. KOROLLAR. FEs sei f: (a,b) — R eine differenzierbare Funktion mit
f'=0, d.h. f'(x) =0 fir alle x € (a,b). Dann ist f konstant.

BEWEIS. Seien dazu z,y € (a,b) mit x < y. Nach Satz existiert £ €
(x,y) mit
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Da f'(¢) = 0 folgt % =0, also f(y) = f(x). Damit ist f konstant. O

4.2.9. KOROLLAR. Es seien f,g: (a,b) — R zwei differenzierbare Funktionen
mit f' = ¢, d.h. f'(x) = ¢'(x) fir alle x € (a,b). Dann existiert eine Konstante
ceRmit f=g+c, dh f(z)=g(x)+c firalez € (a,b).

BEWEIS. Betrachte die Funktion h := f — g: (a,b) — R. Dann gilt /' =
f"— ¢ = 0. Nach Korollar [£.2.8ist daher h konstant, d.h. es existiert ¢ € R mit
h(x) = c fiir alle = € (a,b). Es folgt sofort f =g+ c. O

4.2.10. BEMERKUNG. Beachte, dass Korollar sowie auch Korollar
fiir Funktionen die auf beliebigen offenen Mengen U C R definiert sind, i.A. nicht
richtig bleiben. Betrachte etwa die Funktion f: (0,1) U (2,3) — R die durch
flo1) =5 und fl(2,3y = 6 gegeben ist. Dann ist zwar f’ = 0, aber die Funktion f
ist nicht konstant, blof3 lokal konstant.

4.2.11. PROPOSITION. FEs sei f: (a,b) — R differenzierbar. Dann gilt:

a) Ist f' >0 auf (a,b), dann wichst f streng monoton.

b) Ist f' <0 auf (a,b), dann fallt f streng monoton.

c) Esist f' >0 auf (a,b) genau dann, wenn f monoton wdichst.
d) Es ist f' <0 auf (a,b) genau dann, wenn f monoton fallt.

BEWEIS. Ad (a): Sei also f’(z) > 0 fiir alle z € (a,b). Es ist zu zeigen, dass
f streng monoton wéchst. Seien dazu z,y € (a,b) mit < y. Nach Satz m
existiert £ € (z,y) mit

y—x

Da f'(§) > 0 folgt w > 0, also f(y) > f(x). Damit ist f streng monoton
wachsend. (]ED kann analog bewiesen werden, oder man wendet @ auf —f an. Ad
: Ist f > 0, dann zeigt das Argument von oben, dass f monoton wachsend ist.

Sei nun umgekehrt f monoton wachsend. Dann gilt %ﬂ)xo) > 0 fiir alle z, z¢ €

(a,b), © # xy. Nach Proposition [3.8.25|ist dann f'(xg) = lim, .4, f@)=fwo) >

T—x0

@ kann analog gezeigt werden, oder man wendet auf —f an. O

4.2.12. BEMERKUNG. Ist f: (a,b) — R streng monoton wachsend, dann muss
nicht unbedingt f’ > 0 sein. Z.B. ist die Funktion z + 23 streng monoton
wachsend, obwohl ihre Ableitung im Punkt z = 0 verschwindet..

4.2.13. BEMERKUNG. Essei f: [a,b] — R stetig. Dann ist f auf [a, b] (streng)
monoton wachsend bzw. fallend genau dann, wenn f auf (a,b) (streng) monoton
wachsend bzw. fallend ist. Analoges gilt fiir beliebige allgemeine Intervalle. Daher
liefert Proposition Monotoniekriterien fiir Funktionen die auf beliebigen
allgemeinen Intervallen definiert sind.
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4.2.14. DEFINITION. Eine Funktion f: U — R heif$t zweimal differenzierbar,
falls sie differenzierbar ist und ihre Ableitung f’: U — R selbst wieder differen-
zierbar ist. In diesem Fall heif3t die Funktion

dQ_f _ d_2 o f(z) L f// L (f/)/' U—-R

T2 = gl = = f' = :
die zweite Ableitung von f. Rekursiv definiert man nun: Eine Funktion f: U —
R heiit n-mal differenzierbar, falls sie differenzierbar ist und ihre Ableitung
f': U — R wieder (n — 1)-mal differenzierbar ist. In diesem Fall heift

arf dh Ly )

T = gy = "= (f) U —R
die n-te Ableitung von f. Eine Funktion f: U — R heif3t beliebig oft differenzier-
bar, falls sie n-mal differenzierbar ist, fiir jedes n € N, d.h. wenn alle Ableitungen
existieren.

4.2.15. BEISPIEL. Jedes Polynom ist beliebig oft differenzierbar. Dies folgt aus
Beispiel und der Tatsache, dass die Ableitung eines Polynoms wieder ein
Polynom ist. Aus dem selben Grund ist auch jede rationale Funktion auf ihrem
Definitionsbereich beliebig oft differenzierbar.

4.2.16. LEMMA. FEs sei U C R offen und f: U — R im Punkt xq € U
differenzierbar.
a) Ist f'(zg) > 0, dann existiert ¢ > 0, sodass f(x) > f(xo) fir alle x €
UN (zg,x0+¢), und f(x) < f(xo) fir alle x € UN (xg — €, 0).
b) Ist f'(xg) < 0, dann existiert ¢ > 0, sodass f(x) < f(xo) fir alle x €
UnN(xg,x0+¢€), und f(z) > f(xo) fir alle x € U N (xg — €, x0).

BEWEIS. Wir zeigen nur die erste Behauptung, fiir die zweite betrachte — f.

Sei also
f/(xO) — lim f({lf) B f(xﬂ) > 0.
T—o T — To
Dann existiert € > 0, sodass
M>O fir alle x € U N (xg — &, 20 + €).
r — X9
Damit ist das Lemma auch schon bewiesen. OJ

4.2.17. PROPOSITION. Fs sei U C R offen, f: U — R eine differenzierbare
Funktion und xo € U mit f'(xo) = 0. Weiters ezistiere f"(x).

a) Gilt f"(xg) > 0, dann ist xqy ein lokales Minimum von f.

b) Gilt f"(xg) <0, dann ist xo ein lokales Mazximum von f.

BEWwWEIS. Wir zeigen nur die erste Behauptung, fiir die zweite betrachte — f.
Wenden wir Lemma [4.2.16| auf die Funktion f’ an, dann erhalten wir ¢ > 0,
sodass f'(z) > f'(zo) = 0 fiir alle x € U N (xg,z0 +¢) und f'(x) < f'(xy) = 0 fiir
alle z € UN (xg — €, xg). Durch Verkleinern von ¢ diirfen wir 0.B.d.A. annehmen,
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dass (zg — e,20 +¢) C U gilt. Also ist f" auf (zg,x¢ + €) strikt positiv, und
auf (xg — €, ¢) strikt negativ. Nach Proposition und Bemerkung 4.2.13
ist daher f auf [zg, x¢ + €) streng monoton wachsend, und auf (zg — €, 2| streng
monoton fallend. Also muss z( ein lokales Minimum von f sein. 0J

4.2.18. BEMERKUNG. Proposition liefert nur hinreichende, nicht aber
notwendige, Kriterien fiir lokale Extrema. Z.B. hat die Funktion z — 2% bei 2 = 0
ein (lokales) Minimum, obwohl f”(0) = 0.

4.2.19. BEISPIEL. Es sollen Maximum und Minimum der Funktion

[ R=R, flz)=

+2=(*+1)"1+2

241
bestimmt werden. Fiir die Ableitung gilt f'(z) = (x + 1)722z. Die einzige
Nullstelle von f liegt daher bei z = 0. Da f"(x) = 2(z* + 1) 3422 — 2(2? + 1) 72,
ist f7(0) = —2 < 0, also muss die Funktion f bei 2 = 0 ein lokales Maximum

besitzen, siehe Proposition m Offensichtlich ist f'(z) < 0 fiir alle x > 0,
und f/(z) > 0 fiir alle z < 0. Nach Proposition [£.2.11] ist daher f auf [0, oo)
streng monoton fallend, und auf (—o0, 0] streng monoton wachsend. Also nimmt
die Funktion f im Punkt z = 0 ihr globales Maximum an, das Maximum von
f ist daher f(0) = 3. Wir sehen aus diesen Uberlegungen aber auch, dass f ihr
Minimum nicht annimmt. Weiters ist

lim f(z) =2 und lim f(z) =
woraus wir inf f(R) = 2 schlieBen.

4.3. Folgen differenzierbarer Funktionen. Wir haben bis jetzt nur die
Ableitung von rationalen Funktionen bestimmt, siehe Beispiel d.1.10} Wir wollen
in diesem Abschnitt zeigen, dass jede durch eine konvergente Potenzreihe gegebe-
ne Funktion differenzierbar ist, und ihre Ableitung wieder durch eine konvergente
Potenzreihe dargestellt wird, siehe Satz und Korollar [£.3.6f Wir beginnen
mit folgendem

4.3.1. SATZ. Es sei f,,: (a,b) — R eine Folge von differenzierbaren Funktio-
nen und xo € (a,b). Weiters konvergiere die Folge f,(xo), und die Funktionenfolge
fl: (a,b) — R konvergiere gleichmdfig gegen g: (a,b) — R. Dann konvergiert
fn gleichmdfig gegen eine Funktion f: (a,b) — R, diese Funktion f ist differen-
zierbar, und es gilt f' = g.

BEWEISs. Wir zeigen zunichst, dass die Funktionenfolge (f,,) eine gleichmafi-
ge Cauchyfolge ist. Sei dazu ¢ > 0. Nach Satz ist (fn(z0)) eine Cauchyfolge.
Nach Satz(3.2.15[ist (f)) eine gleichméBige Cauchyfolge. Es existiert daher ng € N
mit

‘fn(:zo) — fm(xo)‘ <e/2 fiir alle n, m > ny,

und
€

2(b—a)

15 = fonll@y <

fir alle n,m > ny. (87)
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Sind z,y € (a,b), y < x, dann existiert nach Satz [4.2.6/¢ € (y, z) mit

Zusammen mit erhalten wir:

Daraus erhalten wir nun

(fo = f) (@) = [(fa = f) (@) = (Fa = Fin) (o) + (fu = fin)(0)]

2(b—a)

|z —y| Vz,y € (a,b) Yn,m > ny (88)

R
< m(b - CL) + 5 =&

fir alle = € (a,b) und alle n,m > ng. Also bildet (f,,) eine gleichméfige Cauchy-
folge. Nach Satz konvergiert daher (f,) gleichméfiig gegen eine Funktion
f: (a,b) — R.

Es ist noch zu zeigen, dass f differenzierbar ist und, dass f’ = g gilt. Fixiere
dazu y € (a,b). Betrachte die Folge von Funktionen (f,) gegeben durch:

fn(wx)zin(y) falls 2 # y
L) fallse—y
Da f, im Punkt y differenzierbar ist, ist jede der Funktion f, stetig, siehe Pro-

position [3.8.17] Offensichtlich konvergiert die Funktionenfolge (f,) punktweise
gegen die Funktion

fn: (aa b) — R fn(x) = {

~ ~ f@)=f®W)  fa11
Frlot) =R f)=4 v REEY
9(y) falls v =y
Aus folgt, dass ~( fn) eine gleichméBige Cauchyfolge bildet. Nach Satz[3.2.15
konvergiert daher (f,) gleichméBig gegen f. Nach Proposition ist daher f
stetig. Nach Proposition [3.8.17] existiert daher der Grenzwert

/ . xr)— . s
f'(y) = lim 1@) = 1) _ f(x) =g(y).
T—Y T — y T—Y
Also ist f bei y differenzierbar und es gilt f'(y) = g(y). O

4.3.2. BEMERKUNG. Eine leicht Abschwichung von Satz lautet: Ist
fn: (a,b) — R eine Folge differenzierbarer Funktionen die punktweise gegen eine
Funktion f: (a,b) — R konvergiert, und konvergiert die Folge der Ableitungen
(f!) gleichmé&Big gegen eine Funktion g, dann konvergiert (f,,) gleichméBig gegen
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f, [ ist differenzierbar, und es gilt f’ = ¢. Dies kann auch wie folgt formuliert
werden:

(lim fn)/ = lim f}
Es darf daher der Grenzwert mit dem Bilden der Ableitung vertauscht werden.
Es sei nochmals betont, dass dies i.A. falsch wird, wenn die Folge der Ableitungen

(f!) nicht gleichméBig konvergiert, die Funktion lim,, ., f, wird dann i.A. nicht
einmal differenzierbar sein.

4.3.3. KOROLLAR. Es sei fp: (a,b) — R eine Folge von differenzierbaren
Funktionen und o € (a,b). Weiters konvergiere die Reihe Y oo, fr(zo), und die
Funktionenreihe Y ;- fr.: (a,b) — R konvergiere gleichmdfig gegen eine Funk-
tion g: (a,b) — R. Dann konvergiert Y ;- fi gleichmdfig gegen eine Funktion
f: (a,b) = R, diese Funktion f ist differenzierbar, und es gilt f' = g.

BEWEIS. Betrachte die Folge der Partialsummen
Sp: (a,b) — R, Sy 1= ka.
k=0

Nach Voraussetzung konvergiert die Folge (s, (z¢)), und die Funktionenfolge s/, =
> r_o /i konvergiert gleichmiBig gegen g. Nach Satz konvergiert daher (s,)
gleichméBig gegen eine Funktion f: (a,b) — R, f ist differenzierbar und es gilt
f"=g. Da (s,) gleichméBig gegen f konvergiert, konvergiert die Reihe Y -, fx
gleichméBig gegen f. U

4.3.4. BEMERKUNG. Eine leicht Abschwichung von Korollar lautet: Ist
[ =>"72, [ eine punktweise konvergente Reihe von Funktionen, sodass die Rei-
he g = Y12, fi gleichméBig konvergiert, dann konvergiert auch f = > 77 fi
gleichméfig, und es gilt f" = >~ fr. Wir kénnen dies auch so schreiben:

(i fk:)/ = iﬂc
k=0 k=0

Wieder sei betont, dass hier die gleichméBige Konvergenz der Reihe Y 72 fi we-
sentlich ist, ohne diese Voraussetzung wird 1.A. die Summenfunktion f =77 fi
nicht einmal differenzierbar sein.

4.3.5. SATZ. Es sei Y, axx” eine reelle Potenzreihe mit Konvergenzradius
r > 0. Weiters bezeichne

f: (=rr)—R, f(z) = Zaka:k
k=0

die dadurch definierte Funktion. Dann ist f differenzierbar, die durch formales
Ableiten bestimmte Potenzreihe Y, kaga*~' hat ebenfalls Konvergenzradius r,
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und es gilt

f(z) = i kapx®t  fir alle v € (—r,7). (89)
k=1

BeEwEIS. Wir zeigen zunéchst, dass ebenfalls Konvergenzradius r hat.
Wegen > 07 | kaga® = 2 >°° | kapa*~!, gilt fiir den Konvergenzradius r’ von (89)

1/r" = limsup ¥/|kag| = limsup Vk{/|a| = klirn Vk - limsup /]ag| = 1/r,
—00 k—o0

k—o0 k—o0

wobei wir limy_.o, vk = 1 verwendet haben, siehe Propostion . Alsoistr =1/
und damit hat auch die Potenzreihe Konvergenzradius r. Es sei

g: (—r,r) = R, g(x) = Z kapa*! (90)

die durch diese Potenzreihe definierte Funktion. Sei nun 0 < p < r. Nach

Satz [3.2.21] konvergiert die Reihe (90) auf (—p, p) normal gegen g. Nach Pro-
3.2.18

position konvergiert sie daher auf (—p, p) insbesondere gleichméfig gegen
g. Aus Korollar folgt nun, dass f auf (—p, p) differenzierbar ist und dort
f' = g gilt. Da 0 < p < r beliebig war, sehen wir, dass f auf ganz (—r,r)
differenzierbar ist, und es gilt f' = g. O

4.3.6. KOROLLAR. Es seiy - apx® eine reelle Potenzreihe mit Konvergenz-
radius v > 0. Weiters bezeichne

f: (=rr)—R, f(z) = Zaka:k
k=0

die dadurch definierte Funktion. Dann ist f beliebig oft differenzierbar, die durch
formales n-faches Ableiten bestimmte Potenzreihe Y ., (kf!n)!aka:k_” hat eben-
falls Konvergenzradius v, und es gilt

> k!
f(")(x) — — _aqpxkm fir alle x € (—r,r).
S

Insbesondere gilt

) (0
/ '():an fiir alle n € Ny.
n!
BEWEIS. Dies folgt mittels Induktion aus Satz [4.3.5] O

4.3.7. BEISPIEL. Nach Satz ist die Exponentialfunktion exp: R — R
differenzierbar, und fiir die Ableitung gilt

, d A~ rh &
exp(x):%ZF:Zk
k=0 k=1

L,L,kfl 0 xk*l o xk
o k-1 kZH = exp(a).
= =0

k=1
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Damit ist auch sinh: R — R differenzierbar, und es gilt

d et —e® T —x
sinh’(z) = d_e 26 = +26 = cosh(x).
T

Ebenso ist cosh: R — R differenzierbar ist mit Ableitung

de*+e® e —e”
/ o .
cosh’(z) = g -3 = sinh(z).
Aus der Quotientenregel folgt dann, dass tanh: R — R und coth: R\ {0} — R

differenzierbar sind und fiir die Ableitungen gilt:

tanh'(z) = ——~—— = 1 — tanh?
anh’(x) o (2) anh”(z)
1
th'(z) = ————— =1 — coth?® 0.
coth’(x) Snb?(2) coth”(x) x #

4.3.8. BEISPIEL. Aus der Potenzreihenentwicklung des Sinus folgt mittels
Satz [4.3.5] dass die Sinusfunktion differenzierbar ist mit Ableitung

) d o0 2k+1
sin’(z) = - kZ:: T
$2k o0 ka
= Bk 1)t = § (=1 _ ‘
Z SR CTRRyy ;( ) Gy~ o (@)

Ebenso ist cos: R — R differenzierbar und fiir die Ableitung gilt

d 0 2k 0 2k—1

cos' () = —— %(-1)’“ o ;<—1)k2k el

= — Z %—_1) — Z(—l)km = —sin(z)

k=0

Aus der Quotientenregel folgt nun, dass der Tangens und der Cotangens differen-
zierbar sind, und fiir ihre Ableitungen gilt:

1 2 s
tan'(x) = co2(@) 1 + tan®(z) z€R\ (2 +7Z)
1
cot'(z) = ———5— = —1 — cot*(x) r € R\ 7Z
sin®(x)

4.4. Mehr iiber die Umkehrfunktionen der Winkelfunktionen. Der
Schliissel zur Bestimmung der Ableitungen der Umkehrfunktionen der trigono-
metrischen Funktionen ist folgender
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4.4.1. SATZ. Es sei f: (a,b) — R streng monoton und stetig. Weiters sei f
im Punkt xo € (a,b) differenzierbar und f'(x¢) # 0. Dann ist auch die Umkehr-
funktion f=' im Punkt f(x) differenzierbar und es gilt

—1\/ _ 1
Y Fe0) = 7
Ist f: (a,b) — R differenzierbar, dann ist auch f= differenzierbar, und es gilt
N 1 N 1
(f of:? oder  (f71) = Fro

BEWEIS. Betrachte die Funktion:

~ ~ J@)=fzo)  fa11
Fiah)—R f@%:{rﬂo alls 2 7 2

f'(xo) falls © = xg

Da f im Punkt z, differenzierbar ist, ist die Funktion f stetig, siche Propositi-
on . Wegen der Monotonie von f, und weil f'(xo) # 0, gilt f(z) # 0 fiir alle
x € (a,b). Nach Satz ist die Umkehrfunktion f~! stetig. Daher ist auch die
Abbildung #, y — ———— stetig. Offensichtlich ist diese durch

F(F=(v)
1 B f‘l(y;:}“(‘;o()f(zo)) falls y # f(x0)
FUw) e falls y = f (o)
gegeben. Da fo}*l stetig ist folgt
TNy - (e : 1 1 1
fn LWL U)oy Ly L ) =
y—f(wo) y — f(wo) y—1f(zo) fo f of f' (o)
Also ist f~! im Punkt f(x¢) differenzierbar, und es gilt (f~!)'(f(zo)) = m O

4.4.2. BEISPIEL. Wir bestimmen nun die Ableitung der Logarithmusfunktion
In: (0,00) — R. Die Exponentialfunktion exp: R — (0, 00) ist streng monoton
wachsend, differenzierbar, und ihre Ableitung exp’ = exp verschwindet nie. Als
Umkehrfunktion der Exponentialabbildung ist der Logarithmus daher differen-
zierbar und es gilt

1 1 1

() = exp/(In(z)) - exp(In(x)) T v € (0,00),

siehe Satz [4.4.1| Die Potenzreihe Z?;l(—l)k_l% hat Konvergenzradius 1, siehe

. : o0 NP
Proposition [2.9.5. Es bezeichne f: (=1,1) — R, f(z) = > o (=1)* &= die
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dadurch definierte Funktion. Nach Satz ist f differenzierbar und es gilt

d [e.9] k (e 9]

f(z) = . (—1)’“*1—‘2 = E (—1)]“*11,’]“*1
k—1 k 1 d
= E (—x)" " = E (—x)" = T %ln(:ﬁ—irl)

fir alle x € (—1,1). Nach Korollar existiert daher eine Konstante ¢ € R,
sodass f(z) = In(z+1)+c, firallex € (—1,1). Da f(0) = 0 und In(0+1) = 0 muss
¢ = 0 sein. Wir erhalten also folgende Potenzreihendarstellung des Logarithmus:

> xk 2 3 2t 2P
ln(x+1)=2(—1)k_1?:x—?+§—z+€$--- lz] < 1. (91)
k=1

Wir wissen, siehe Satz[2.6.11], dass diese Reihe auch fiir 2 = 1, nicht aber fiir z =
—1, konvergiert. Nach Satz[£.4.3]unten und wegen der Stetigkeit des Logarithmus,
folgt, dass die Gleichung fiir x = 1 giiltig bleibt, d.h. fiir die alternierende
harmonische Reihe gilt:

(—1)F1 11 1 1 1
M@= gty s et

4.4.3. SATZ (Abelscher Grenzwertsatz). Es sei Y, arz” eine Potenzreihe
mit Konvergenzradius 0 < r < oo, und f: (—r,r) = R, f(z) = Y oo, ara® die
dadurch definierte Funktion. Konvergiert die Rethe Y -, apx® auch fir x = r,
dann existiert der linksseitige Grenzwert lim,_,._ f(x) und es gilt

lim f(z) = i apr”.
k=0

T—T—

Ebenso gilt: Konvergiert die Reihe > -, apx® auch fir v = —r, dann existiert
der rechtsseitige Grenzwert lim,_,_,.. f(x) und es gilt

lim f(x)= Zak(—r)k.

k——r+

BeweEls. Wir folgen der Darstellung in [H1, Kapitel VIII, 65.1], fiir einen
anderen Beweis siehe z.B. [K1, Kapitel 15.3]. Wir behandeln nur den Fall, dass
die Reihe ;7 a;r* konvergiert, der andere kann leicht darauf zuriickgefiihrt

werden. Setze
n o0
Sp = E akrk, §:= E apr® = lim s,,.
n—oo
k=0 k=0

k

Es ist zu zeigen lim, ., f(z) = s. Da axr® = s — sp_1, folgt

ara® = s (x/r)* = (/r) - spo - (/r)*
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und damit
f(x):Zakxk:ZSk (z/r)* — (z/r) Zsk L (z/r)E
= s (w/r)F = (x/r) Y spe (z/r)

= (1—1:/7‘)Zsk~(x/'r’)k lz| < 7.

Weiters ist wegen der Summenformel der geometrischen Reihe

=(1—a/r)y s (¢/r)*

und daher
s— f(x)=(1—x/r) (Zs (z/r)F Zsk (x/7) )
= (1—z/r) Z(S — si) - (z/r)" lz] <r. (92)

Sei nun £ > 0. Da limy_,, s, = s existiert kg € N, sodass |s — sgx| < &/2 fiir alle
k > ko. Weiters sei » > 0 > 0, sodass (1 — z/r) S5 |s sk| < €/2 fiir alle
x € (r—4,r). Fir x € (r — §,r) erhalten wir dann aus

|s— f(z)] < (1—a/r) Z‘S_Sk‘ (a/r)*

= (1—a/r) Z_: s — sl - (z/r)F + (1 —=/r) Z s — sg| - (x/r)"
k=0 k=ko
ko—1 0o

< (1 — x/r) Z |s — si| + (1 — x/r) Z % (z/r)k

§2 l—x/r ;x/r g %:&?

wobei wir wieder die Summenformel der geometrischen Reihe verwendet haben.
Also gilt lim,_,,_(s — f(x)) = 0 und damit lim,_,,_ f(z) = s. O

4.4.4. BEISPIEL. Wir wollen die Ableitung der Arcustangensfunktion bestim-
men. Die Tangensfunktion tan: (—7n/2,7/2) — R ist streng monoton wach-
send, differenzierbar und ihre Ableitung tan’ = 1 + tan? verschwindet nie. Nach
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Satz ist daher die Arcustangensfunktion differenzierbar, und es gilt

arctan’(x) = ! = ! - reR
 tan’(arctan(x)) 1+ tan®(arctan(z)) 1+ 22 '

Aus der Formel arccot(z) = 7/2 — arctan(x), siche Ubungsaufgabe 78, erhalten
wir daher auch

1
t'(z) = — R.
arccot’(x) 2 T €
Die Summenformel fiir die geometrische Reihe und Satz liefern
o i(—:ﬂ)k = i(—l)kx% = a i(—l)k L fir z € (—1,1)
1+ 22 — “— dx & 2k + 1 e

Nach Korollar existiert daher eine Konstante ¢ € R, sodass arctan(z) =

ZZC’:O(—l)kgj:; + c fiir alle z € (—1,1). Setzen wir x = 0 so sehen wir, dass

c¢ = 0. Wir erhalten also folgende Potenzreihendarstellung des Arcustangeﬂ

00
$2k+1 3 5 7

¥ o’ x
arctan(x):Z(—l)k2k+1 :x—§+€—7i--- lz| <1.  (93)
k=0

Nach Satz konvergiert diese Reihe auch fiir x = £1. Nach Satz und
wegen der Stetigkeit des Arcustanges bleibt die Relation (93] auch fir x = £1
richtig. Insbesondere gilt

T = (—1)F 1 1 1 1 1
Z—arctan(l)—;2k+1—1—§+5—?+§_ﬁ

4.4.5. BEISPIEL. Fiir a € R ist die Funktion z — z% = e%™* differenzierbar
und es gilt

d a d alnx alnz @ a® a—1 >0
—z' = —e =e'""—=1"-=ax x .
dx dx x x
Insbesondere kénnen wir damit jede Wurzelfunktion ableiten
1/k—1 1—k)/k
dx dx k k kx®=D/k L&/ k=1

Fiir a € R und k£ € N definiert man die Binomialkoeffizienten:

(Z) _ a(a—l)(a—2}3ﬂ---(a—k+1)7 (g> -

65Beachte, dass obwohl der Arcustangens auf ganz R definiert ist, diese Potenzreihendar-
stellung fiir |z| > 1 divergiert.
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Beachte, dass fiir a € Ny dies mit den iiblichen Binomialkoeffizienten iiberein
stimmt. Fir a € R\ Ny gilt

;}H&‘ (Z)/(kil)

~ lim ala—1)(a—=2)---(a—k+1)(k+1)!
k—oolkla(a —1)(a—2)---(a— (k+ 1)+ 1)

Nach Pr0p081t10n 5/hat daher die sogenannte Binomialrethe ;- ( )ac Kon-
vergenzradius 1, falls acR\N m Betrachte die dadurch definierte Funktion

(SRS f@ﬂ?zii(i)f?

Nach Satz ist f differenzierbar und es gilt

‘— lim‘—‘ ~1.
k—o0

fl(a) = % i (Z) o = i <Z> k=
:az (“_1> kl:ai (“;1>xk o < 1

a—1

k—l) verwendet haben. Daraus

wobei wir die leicht einsehbare Beziehung k (Z) = a(
erhalten wir nun

(I+2)f :aZ( _1)93 —i—aZ( _1) e+l
:a(@gl)zm+azg<“; )x~+a§:(a_1)
—era3 () ()

:a(g)xo+a§; (Z)mk :ai (Z)xk =af(x) |z| <1

k=0

wobei wir die leicht zu verifizierende Relation (“;1) + (Z 1) (Z) verwendet

haben. Betrachte nun die Funktion g: (—1,1) — R, g(z) := f(x)(1+z)"* Dann
gilt wegen obiger Rechnung

gl<x) = f/(x)(l + a:)_a — a,f(x)(l + x)—a—l
= @)1 +2) " = (14 2)f @)1 +a) 7 =0,

66Fiir ¢ € Np ist dies eine endliche Reihe, hat also Konvergenzradius co.
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Nach Korollar muss die Funktion g daher konstant sein. Da offensichtlich
g(0) = 1, ist g(z) = 1, und damit f(x) = (1 4+ x)%, fur alle z € (—1,1). Wir
erhalten damit folgende Potenzreihendarstellung]|

(1+2)" = i (Z) |zl <1, a€R. (94)

k=0
Fiir k = 1/2 etwa gilt

1/2) (=% 1-3-5--(2k—1)  (=1)%(2k)!
(k>_1—2k' 2.4-6---(2k) (1 —2k)4FkIk!

und wir erhalten aus (94]) folgende Potenzreihendarstellung der Wurzelfunktion

= PR R1-3-5---(2k—1) (—1)kak
Vitz= — . 95
T ZO 2k4kk'kl kZ:O 24.6---(2k)  1—2k (95)
1 1-3 22 1-3-5 22 1-3-5-7 2*
T R T 1.
Tt Ty 3 2465 2468 7 21 <

Fiir a = —1/2 ist

~1/2\ L, 1:3-5.(2k—1) ., (2k)!
( k )_(_1) 2-4-6---(2k) = U g

und wir erhalten aus die Potenzreihendarstellung:

1 = 1-3-5---(2k—1) L (—1)F(2k) 12
—_ _1k k: N ) \&Evm
1+ ;} S ST ¢ ,; AR EIR] (96)
1 1. 1 1-
L 3, 1:3:5 4 357x$ o] < 1

2 2- 4 2-4- 6 + 2:4-6-8
Wir hitten iibrigens auch durch Ableiten von erhalten konnen.

4.4.6. BEISPIEL. Wir wollen nun die Ableitung des Arcussinus bestimmen.
Der Sinus ist auf (—7/2,7/2) streng monoton wachsend, differenzierbar und sei-
ne Ableitung sin’ = cos verschwindet auf dem Intervall (—7 /2, 7/2) nicht. Nach
Satz ist daher die Arcussinusfunktion auf dem Intervall (—1, 1) differenzier-
bar und fiir die Ableitung gilt

1 1
. ! _ —
arcsin’(z) sin’(arcsin(z))  cos(arcsin(z))
1 1
_ lz| < 1.

V/1 —sin®(arcsin(z)) V1 — a?

67Fiir @ € Ny ist die Reihe endlich und die Formel spezialisiert sich zum Binomischen
Lehrsatz.
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Da arccos(z) = 7/2 — arcsin(z), siche Ubungsaufgabe 78, erhalten wir daraus

auch
1

Va2

Setzen wir in . ) fiir  nun —a? ein, so erhalten wir

Z (—z?)* _ i (2k)12%k _ ii (2k )12 +1
w/il — 4kk'k| PR~ do 2 2k + D#RE

arccos’(z) = — lz| < 1.

Nach Korollar 4.2.9) existiert ¢ € R mit arcsin(z) = >/, (QZiimz:Z,k, + c fiir alle

€ (—1,1). Betrachten wir = = 0 so folgt ¢ = 0. Insgesamt erhalten wir folgende
Potenzreihendarstellung des Arcussinus:
L (2k) 1%kt 1-3-5---(2k—1) o+

. _ . 1.

(97)
Diese Reihe konvergiert auch fiir x = £1. Um dies einzusehen betrachte die

zi)ixz:;,lk, Fir z € (0,1) ist dann (s,(x)) eine in
n monoton wachsende Folge und es gilt s,(z) < arcsin(z) < arcsin(1) fiir alle
n € N und alle z € (0,1). Es folgt s,(1) = lim, 1 s,(z) < arcsin(1) fiir alle
n € N. Daher ist (s,(1)) eine monoton wachsende und nach oben beschrénkte
Folge. Nach Proposition konvergiert die Folge (s,(1)). Damit konvergiert
also die Reihe auch bei x = 1. Daraus folgt nun sofort, dass die Reihe auch
bei x = —1 konvergiert. Nach Satz und wegen der Stetigkeit des Arcussinus

erhalten wir

Partialsummen s, = Y ,_, @

92— '
m/ arcsin( 2; 2k—i—1 4’“1{:‘]{' ; 2-4-6---(2k) 2k + 1

4.5. Konvexitiat und Wendepunkte.

4.5.1. DEFINITION. Es sei I C R ein allgemeines Intervall. Eine Funktion
f: I — R heilt konvex falls fiir je drei Punkte xq, 22,23 € I mit 27 < 25 < 23
gilt:

xr3 — T2 To — I

flaz) < - xlf(l’l) T $1f($3) (98)

Sie heifit strikt konvex falls in (98)) stets strikte Ungleichheit gilt. Eine Funktion
f: I — R heifit konkav falls

flaz) = f(3)

fiir je drei Punkte z1, 29,23 € I mit 21 < x5 < x3. Sie heilit strikt konkav hier
stets strikte Ungleichheit gilt.

I3 — X To — X1

2 f(z1) +

T3 — T1 T3 — I
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4.5.2. BEMERKUNG. Fiir x; # z3 ist der Graph der Funktion

I3 — X r — T
R—>R =
g:R—=R,  g(z) — xlf(l’l) t oo f(zs)

T3
eine Gerade durch die beiden Punkte (xy, f(z1)) und (x3, f(z3)). Daher ist eine
Funktion f: I — R (strikt) konvex genau dann, wenn fiir je zwei Punkte z; #
x3 € I der Graph von f (strikt) unterhalb der Verbindungsstrecke zwischen
(21, f(z1)) und (z3, f(z3)) liegt. Analog ist f (strikt) konkav genau dann, wenn fiir
je zwei Punkte x1 # x3 € I der Graph von f (strikt) iiber der Verbindungsstrecke
zwischen (z1, f(x1)) und (x3, f(x3)) liegt.

4.5.3. BEMERKUNG. Eine Funktion f: I — R ist (strikt) konvex genau dann
wenn — f (strikt) konkav ist.

4.5.4. BEISPIEL. Die Funktion R — R, = + |z, ist konvex aber nicht strikt
konvex. Konvexe Funktionen miissen also nicht differenzierbar sein. Die Funktion
R — R, z — 22, ist strikt konvex.

4.5.5. LEMMA. Es sei I C R ein allgemeines Intervall. Fine Funktion f: I —
R st genau dann konvexr, wenn

f(xa) — f(21) < f(x3) — f(x2)

To — X1 o T3 — T

(99)

fiir je drei Punkte x1,x9,2x3 € I mit x1 < xo < x3. Sie ist genau dann strikt
konvex, wenn hier stets strikte Ungleichheit gilt. Eine analoge Aussage gilt fiir
(strikt) konkave Funktionen.

BEWEIS. Nach Definition ist f konvex genau dann, wenn fiir je drei Punkte
1, %o, 3 € I mit 11 < 19 < x3, gilt

flaz) < f(xs).

Multiplizieren wir diese Ungleichung mit x3 —x; > 0, so erhalten wir die dquiva-
lente Ungleichung

(23 — 1) f(22) < (23 — 22) f(71) + (22 — 1) f(3).

Schreiben wir (x5 —x1) f(22) = (x3 — x2) f(x2) + (22 — 1) f(22) so sehen wir, dass

dies zu

(w5 — w2) (f(22) = f(21)) < (w2 — 21) (f(23) — f(22))
dquivalent ist. Divison durch (z3 — x3)(zy — 1) > 0 liefert dann die Aquiva-
lenz mit ([99). Die entsprechende Aussage fiir (strikt) konkave Funktionen lsst

sich ganz &hnlich zeigen, man erhilt sie aber auch durch Ubergang zu — f, vgl.
Bemerkung [£.5.3] O

4.5.6. DEFINITION. Ist I ein allgemeines Intervall, so bezeichnen wir mit I
das Intervall I ohne seine eventuell vorhandenen Randpunkte. I ist ein offenes
Intervall und wird das Innere von I genannt.

T3 — T2 To —T1

f(z1) +

I3 — I xr3 — T
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4.5.7. BEISPIEL. Fiir I = (a,b) ist [ = I. Fiir I = [a,b] ist [ = (a,b). Fiir
I =a,b) ist I = (a,b). Fir I = [a,00) ist I = (a,00). Fiir I = (a,00) ist I = I.
Fiir I = R gilt ebenfalls I = 1.

4.5.8. PROPOSITION. Es sei I ein allgemeines Intervall, f: I — R stetig und
auf I differenzierbar. Dann gilt:

a) f ist konvex genau dann, wenn f : I — R monoton wichst.

b) f ist strikt konver genau dann, wenn f’ : I >R streng monoton wdchst.
c) f ist konkav genau dann, wenn f: I — R monoton fillt.

d) f ist strikt konkav genau dann, wenn f’ : I >R streng monoton fdllt.

BEWwEIS. Ad @: Wir zeigen zunéchst, dass die Ableitung einer konvexen
Funktion monoton wéchst. Seien dazu x;, 23 € I mit 27 < x3. Aus Lemma m
erhalten wir

fi(z) = lim flx) = fla) _ lim f(xs) = f(x) _ flxs) = f(z1)
1 T—T1+ r — T T r—z+ T3 — X T3 — 1
sowie
f/(xg) = lim M > lim f(f) - f(QTl) _ f([Eg) — f(xl)
T—T3— r3 — X T rx—x3— T — I T3 — Ty

Also gilt f'(z1) < f'(x3), und damit wéchst f° monoton. Sei nun umgekehrt
f" monoton wachsend, und x;, 29,23 € I mit x; < x9 < 3. Nach Satz m

existieren & € (x1,22) und & € (x9,x3) mit
ey~ L)y gy S = Jm)
9 — X1 T3 — X2
Da f" monoton wachst, und weil & < &, ist f/(&1) < f'(&2), und wir erhalten

fw2) = f(a1) _ flzs) = flwa) (100)

To — X1 - T3 — T2

Dies Ungleichung gilt fiir je drei Punkte x1, 29,23 € I mit 21 < x5 < x3. Nach
Lemma ist daher f konvex. Damit ist @ gezeigt. Ad (]ED: Ist f’ streng
monoton wachsend, so erhalten wir in ((100) strikte Ungleichheit, und mittels
Lemma folgt dann, dass f strikt konvex ist. Ist umgekehrt f strikt kon-
vex, dann muss f’ nach @ monoton wachsen. Wire f’ nicht streng monoton
wachsend, dann finden wir zwei Punkte x1, 2o € I, sodass f' auf [1, 9] kon-
stant ist. Nach Satz wire dann f auf dem Intervall [z, 25| linear, genauer
f(x) = f(x1) + f'(z1)(x — xq) fiir alle © € [21, 22, und damit nicht strikt konvex,
ein Widerspruch. Also muss f’ tatsdchlich streng monton wachsen, womit nun
auch (]E[) gezeigt ist. Die Aussagen und @ folgen nun aus den ersten beiden,
da f (strikt) konvex ist genau dann, wenn — f (strikt) konkav ist, und f (streng)
monoton wachsend ist genau dann, wenn — f’ (streng) monoton fallend ist, vgl.

Bemerkung [£.5.3 O
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4.5.9. SATZ. Es sei I ein allgemeines Intervall, f : I — R stetig und aufj8
zweimal differenzierbar. Dann gilt:

a) f ist konver genau dann, wenn f" >0 auf I.

b) Ist f” > 0 auf I, dann ist f strikt konvex.

c) f ist konkav genau dann, wenn f” <0 aufi.

d) Ist f" <0 auf IO, dann ist f strikt konkav.

BEWEIS. Ad (a): Nach Propostion [4.5.8|[a]) ist f konvex genau dann wenn f’
4.2.11

monoton wichst. Nach Proposition [4.2.11|(c) ist dies genau dann der Fall wenn
7 >0 auf I. Ad (]EI): Ist f” > 0 auf I, dann ist nach Proposition (EI)
f" auf I streng monoton wachsend und daher f strikt konvex, siehe Propositi-
on (]ED Die Behauptungen und @ folgen durch Anwendung der ersten
beiden Aussagen auf —f, vgl. Bemerkung 0

4.5.10. BEMERKUNG. Beachte, dass die Funktion R — R, z ~— a*, strikt
konvex ist, obwohl f”(0) = 0. Die Bedingung in Satz [£.5.9|(b)) ist also nur eine

hinreichende, nicht aber notwendige Bedingung fiir strikte Konvexitiét.

4.5.11. BEIspIEL. Die Exponentialfunktion exp : R — R, z — €%, ist strikt
konvex, denn exp”(x) = e* > 0 fiir alle € R. Der Logarithmus In : (0, 00) — R,
x — Inz, ist strikt konkav, denn In"(x) = —2~2 < 0 fiir alle z € (0, o).

4.5.12. DEFINITION. Essei U C R offen, und f : U — R eine stetige Funktion.
Ein Punkt zy € U heifit Wendepunkt von f falls € > 0 existiert, sodass eine der
folgenden beiden Bedingungen erfiillt ist:

a) fist auf U N (xg — &, z9) konvex und auf U N (zg, o + €) konkav.

b) f ist auf U N (zg — &, x0) konkav und auf U N (zg, xg + €) konvex.

4.5.13. PROPOSITION. FEs sei U C R offen und f : U — R zweimal diffe-
renzierbar. Fin Punkt xo € U ist Wendepunkt von f genau dann, wenn € > 0
existiert, sodass eine der beiden folgenden Bedingungen erfillt ist:

a) f" >0 auf UN(xg—e,x0) und f” <0 auf UN (xg, k9 + €).

b) f" <0 auf UN (zg—e,20) und f" >0 auf U N (zg, 20+ €).

In diesem Fall gilt f"(xo) = 0.

BEWEIS. Die erste Aussage folgt sofort aus Satz [4.5.9] Ist nun zy ein Wen-
depunkt von f, dann muss xy ein lokales Extremum von f’ sein, siehe Propositi-

on Nach Proposition ist daher f”(zg) = 0. O

4.5.14. BEISPIEL. Die Funktion f: R — R, f(z) = 2%, ist strikt konvex, hat
also keinen Wendepunkt, obwohl f”(0) = 0. Die Bedingung f”(xy) = 0 in Pro-
position ist daher nur eine notwendige, nicht aber hinreichende Bedingung
fiir einen Wendepunkt.

4.5.15. PROPOSITION. Es sei U C R offen, f : U — R dreimal differenzierbar,
und o € U mit f"(x9) = 0 und f"(xy) # 0. Dann ist xy ein Wendepunkt von f.
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Beweis. O.B.d.A. sei f"”(xy) > 0, der andere Fall kann analog behandelt
werden. Nach Lemma existiert ¢ > 0, sodass f"(z) > f"(x9) = 0 auf
UN(xo, zo+e) und f(z) < f"(xo) = 0 auf UN(zo—¢, o). Nach Proposition [4.5.13]
hat daher f bei xg einen Wendepunkt. 0]

4.5.16. BEISPIEL. Die Funktion f: R — R, f(z) := 2°, hat bei 7y = 0 einen
Wendepunkt, obwohl f”(0) = 0. Die Bedingung in Proposition [4.5.15| ist daher
nur eine hinreichende, nicht aber notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt.

4.5.17. BE1spIEL. Wir bestimmen alle Wendepunkte der Sinusfunktion. Da die
Sinusfunktion hinreichend differenzierbar ist, kénnen ihre Wendepunkte nur bei
Nullstellen der zweiten Ableitung liegen, siehe Proposition [4.5.13] Da sin”(z) =
—sin(x) sind die Punkte wo die zweite Ableitung der Sinusfunktion verschwin-
det genau die Nullstellen der Sinusfunktion, d.h. 77, sieche Proposition Da
sin”(x) = — cos(x), und da der Cosinus auf 77 nie verschwindet, folgt aus Pro-
position [£.5.15] dass jeder dieser Punkte tatséchlich ein Wendepunkt ist. Also
stimmt die Menge der Wendepunkte der Sinusfunktion mit 77 iiberein.

Wir wollen nun die Konvexitéit verwenden um einige zentrale Ungleichungen
herzuleiten, siche Proposition 4.5.20, Proposition [4.5.22| und Proposition {4.5.24
unten. Wir beginnen mit

4.5.18. LEMMA. Es sei I ein allgemeines Intervall und f : I — R konvexz.
Dann gilt fiir je zwei Punkte y1,ys € I und jedes 0 < A < 1

FOunr+ (1= Ny2) < Af(yn) + (1 =N f(y2) (101)

Ist [ strikt konvex, dann tritt hier Gleichheit nur ein, wenn y; = ys. Eine analoge
Aussage gilt fiir (strikt) konkave Funktionen.

BEWEIS. Sei also f konvex, y1,y2 € T und 0 < A < 1. O.B.d.A. sei y; < 1.
Setze y := A\y; + (1 — X)yo. Dann gilt y; < y < ya, und wegen der Konvexitit von
f daher

Yo — Y Yy—Uhn
< n . 102
) . ylf(yl) - ylf(yz) (102)
Da offensichtlich 2=% = X und 2=t =1 — A folgt (101). Ist f strikt konvex,
dann gilt in ((102), und daher auch in ((101)), strikte Ungleichheit. O

4.5.19. LEMMA (Jensensche Ungleichung). FEs sei I ein allgemeines Intervall,
f I — R konvex, x1,29,...,2, € I und A, Ag,..., Ay > 0, sodass A\ + \g +
-+ A, = 1. Dann gilt:

SOz 4 Xamo + - 4 Aun) < A f(21) + Xof () + -+ -+ A f () (103)

Ist [ strikt konvex, dann kann hier Gleichheit nur eintreten, wenn x1 = xy =
-+« = x,. Eine entsprechende Aussage gilt fiir (strikt) konkave Funktionen.
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BeEwEls. Wir fithren den Beweis durch vollstindige Induktion nach n. Fiir
n = 1 ist die Aussage trivialerweise richtig. Fiir n = 2 ist dies die Aussage
von Lemma [£.5.18 Nun aber zum Induktionsschritt von n auf n + 1. Seien also
T1,X9,...,Tpy1 € I und )\17>\27--->)\n+1 > (0 mit )\1+)\2+"'+)\n+1 = 1. Setze:

/\Z:)\1+)\2+"'+)\n

1= Say + a4+ Py,
Y2 '= Tt
Dann gilt 0 < A < 1 sowie y; € I und y, € I. Aus Lemma folgt daher
FOur + (1= Ny2) < Af(y) + (L= N f(wa). (104)
Da Y}, ’\7’“ = 1, liefert die Induktionsvoraussetzung

Fn) = F(3wr+Rwa b+ 3wn) < 3 F@)+ 3 f () 4o+ 3 f(z) (105)
Kombination dieser beiden Ungleichungen ergibt nun :
Sz 4+ Xazo + - + M + A1 Znr1) = F(yn + (1= N)e)
<A (y) + (1= A) f(y2)
<A f(n) + Xaf(m2) + -+ A f (2n) + A1 f(Tng)
Tritt in Gleichheit ein, dann muss sowohl in als auch in Gleich-

heit gelten. In diesem Fall folgt aus der Induktionsvoraussetzung xy = 29 = --- =
T,, und aus Lemma erhalten wir y; = ys. Dies liefert sofort 1 = 25 = --- =
Tp = Tpe1. Damit ist der Induktionsschritt bewiesen und das Lemma gezeigt. [J

4.5.20. PROPOSITION. FEs seien x1,Ta, ..., T, > 0 und A\, Ag, ..., A, > 0 mit
M+ A+---+ A\, = 1. Dann gilt
331\1%\2 . -xi‘b” < My + Ao + - + Ay,
Gleichheit kann hier nur eintreten, falls v1 = 19 = -+ = x,,.

BEWEIS. Nach Beispiel [4.5.11] ist der Logarithmus In : (0,00) — R strikt

konkav. Nach Lemma [£.5.19 gilt daher
ln()\lxl + )\21‘2 + -+ )\nfEn) > )\1 ln(xl) -+ )\2 111(.1'2) + 4 )\n ln(:z:n)

Anwendung der (streng monoton wachsenden) Exponentialfunktion liefert sofort
die gewiinschte Ungleichung. Nach Lemma [4.5.19, und weil die Exponentialfunk-
tion injektiv ist, kann Gleichheit nur eintreten wenn z; = x9 = - - - = x,,. ]

4.5.21. BEMERKUNG. Als Spezialfall, A\ = Ay = --- = )\, = %, von Pro-
position erhalten wir folgende Ungleichung zwischen arithmetischen und
geometrischen Mittel:

/11Ty Ty < (@1 22+ + ), 21, .., 2, > 0.

Wieder kann Gleichheit nur eintreten, falls 1 =z = -+ = x,,.
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Fiir Vektoren z = (z1,..., z,) € C" definiert man die p-Norm, p € R, p > 1,

durch
1/p
zllp = (2l + 2ol + -+ 51°)

Fiir p = 2 liefert dies den iiblichen Euklidischen Abstand zu 0 € C™.

4.5.22. PROPOSITION (Holdersche Ungleichung). Sind p,q > 1 mit % +$ =1
und z,w € C", w = (wy,...,wy), 2= (21,...,2,) S0 gilt

|z1ws| + [zows| + -+ + |znwn| <zl - [[wll,

BEWEIS. O.B.d.A. seien 2 # 0 und w # 0. Dann ist [|2[[, # 0 und [Jw||, # 0.
Wenden wir Proposition 4.5.20[ mit A\; = 119 und Ay = % an, so erhalten wir

o] (\zm)”p(mw)”q cal el
lellollwlly ~ TR/ \llwlly) = pllp ™ qllely =77

Summation iiber k liefert dann

o] 130 el 13 fel” LlElp  Llwll; 11
— lzllpllwlle = 2 =l ¢ lwllg plizle  alwlz » q
k=1
und damit die gewiinschte Ungleichung. 0

4.5.23. BEMERKUNG. Als Spezialfall von Proposition p=gq=2, er-
halten wir die Cauchy-Schwarz Ungleichung;:

n
> am| < el e, zwec
k=1

4.5.24. PROPOSITION (Minkowski Ungleichung). Fir p > 1 und z,w € C"
gilt ||z +wllp < [z]lp + lwllp-

BEWEIS. Der Fall p = 1 folgt sofort aus der Dreiecksungleichung. Sei also
0.B.d.A. p>1. Mit ¢ := p%l gilt dann auch ¢ > 1 und %%—% = 1. Weiters diirfen
wir 0.B.d.A. z+ w # 0 und damit ||z + w||, # 0 annehmen. Aus

|Zk + wk|p = ‘Zk + wksz + wk‘pil S ’ZkHZk + wk‘pil + |wk||zk + wk|p*1

erhalten wir
n

n n
Iz +wlz =z +wel” < lallan + wilP ™+ Jwl 2k + wielP !
k=1 k=1 k=1

Zusammen mit Proposition gibt dies

- 1/q u 1/q
Iz + wlk < ||z||p(z |21, + wk|q<p—1>> -+ ||w||p(z |21, + wk,|Q(p—1)>
k=1 k=1

» (>-1/p -
= (2l + eolly) (3 o+ wnl?) " = (lelly + el 12 + wlz ™!
k=1
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Division durch ||z + wl|[>~" liefert nun die gewiinschte Ungleichung. O

4.5.25. BEMERKUNG. Damit hat die p-Norm auf C", p > 1, die folgenden
Eigenschaften, z,w € C" und A € C:

a) ||1zll, > 0, und ||z]|, =0 < 2z =0.

b) [[Az]lp = [All|z]]p-

c) [z +wlp <zl + llwllp.
Vergleiche dies mit Proposition [1.8.9] Proposition und Proposition [3.2.9

4.6. Die Regel von de I’Hospital. Die Regel von de I’'Hospital, siche
Satz unten, bietet eine Moglichkeit die Grenzwerte von unbestimmten For-

men der Art % oder % auszurechnen.

4.6.1. SATZ. Es seien f,g : (a,b) — R differenzierbar und ¢'(x) # 0 fir alle
x € (a,b). Weiters gelte eine der folgenden Bedingungen.:

a) lim, .,y f(x) =0 =lim, . g(x).
b) lim, ¢ f(z) = 00 und lim, ., g(x) = *oo.

Existiert der Grenzwert lim,_, %, im eigentlichen oder uneigentlichen Sinn,
(x)

dann ezistiert auch der Grenzwert lim, % und es ist

lim M = lim f(z)
ot g(z)  emet g'(z)

Entsprechendes gilt auch fir x — b—, x — oo und x — —o0.

BEwWEIS. Wir behandelen nur den Fall indem @ gilt. Dann kénnen wir die
Funktionen f und ¢ als stetige Funktionen f, g : [a,b) — R auffassen, f(a) =
g(a) = 0. Zu jedem z € (a,b) existiert dann nach Satz ein &, € (a,z) mit

f@) @) =0 fl@) = fla) _ f(E)
g(x)  glx) =0 g(x) —gla) ¢(&)
Offensichtlich gilt lim, ., & = a und daher

/ /
woat g(x)  a—at g'(&)  woet ()
Beweise fiir den Fall, dass (]ED gilt, sind nicht sehr schwer und finden sich in
jedem Analysis Lehrbuch, siehe etwa [H1l, Kapitel 50], [K1, Kapitel 9.4] oder

M1, Kapitel 3 §2.4]. O
4.6.2. BEISPIEL. Da lim, .., e” = 00 = lim, ., z, erhalten wir aus Satz [4.6.1]
lim £ _ lim 6—:oo,
rx—00 U T—00 1
vgl. in Beispiel [3.10.9, Da lim, ., In(z) = oo = lim, . z, folgt
lim 2 oy YT

r—00 X Tr—00
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Da lim, g4 In(z) = —o0 und lim, o4 % = 00, erhalten wir
1 1
lim wln(z) = lim 20 _ oy T (106)
z—0+ e—0+ 1/x =0+ —1 /22 2—0+

Beachte, dass wir im letzten Beispiel die unbestimmte Form 0 - (—o0) in eine un-
bestimmte Form —>* umschreiben mussten, bevor wir die Regel von de I’'Hospital

anwenden konnten. Aus ((106)) erhalten wir iibrigens auch

lim 2" = lim exp(zInz) = exp( lir&xln(x)) = exp(0) = 1. (107)

rz—0+ r—0+4

4.6.3. BEISPIEL. Machmal fiihrt mehrmaliges Anwenden von Satz [4.6.1] zum
Ziel. Etwa erhalten wir durch zweimaliges Anwenden der Regel von de I’Hospital

T x x
€

lim — = lim = lim — = oo,
z—oo 12 + 31 2= 22 +3  az—oc0 2

oder
1_ :
lim 208 g stnle) o cos@)
-0 1 —cos(2x) 2—02sin(2z)  =—0 4 cos(2x)
und auch
lim sin(z) - x cos(x) i — xsin(x) — lim sin(z) + xco§(x) _o
z—0 xsin(x) z—0 sin(x) + x cos(x)  2—0 2cos(z) — zsin(z)

Manchmal kénnen unbestimmte Formen der Art oo —oo so ungeschrieben werden,
dass sie mit Hilfe der Regel von de I’'Hospital berechenbar werden, etwa

, 1 1 . x —sin(z)
iy (L 1) — gy 25000
e—0\sin(z) x =0 xsin(zx)
— tim 1 — cos(z)  lim sin(z) _o

z—0 sin(z) + x cos(z)  2—0 2cos(x) — x sin(x)
4.7. Taylorreihen.

4.7.1. DEFINITION. Es sei I ein offenes Intervall, f : I — R eine n-mal
differenzierbare Funktion und xq € I. Das Polynom
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wird das n-te Taylorpolynom von f um xy genannt. Ist f beliebig oft differen-
zierbar, dann heifit die Potenzreihe

> (k)
> ! ]jle) (& — @o)"
k=0 ’

f// (xo)
2

f/l/(wo)
3!

= f(zo) + f'(wo)(x — o) + (z — 20)* + (x—20)® + - -

die Taylorreihe von f um xg.

Wir wollen nun untersuchen wie gut eine Funktion f durch ihre Taylorpolyno-
me approximiert werden kann, beziehungsweise unter welchen Voraussetzungen
die Taylorreihe von f gegen die Funktion f konvergiert.

4.7.2. BEMERKUNG. Bezeichnet T}, das n-ten Tayorpolynoms um x einer n-
mal differenzierbaren Funktion f, dann gilt jedenfalls T." (z0) = f®)(2) fiir alle
0 < k < n. D.h. die Ableitungen des Taylorpolynoms bei zy stimmen mit den
Ableitungen von f bei xg bis zur Ordnung n iiberein.

4.7.3. BEMERKUNG. Es sei f beliebig oft differenzierbar. Hat ihre Taylorreihe
um xg positiven Konvergenzradius r > 0, dann definiert

f(k)(ﬂfg)
k! (

x — x0)"

T:(xg—1,20+71) — R, T(x):zz
k=0

eine beliebig oft differenzierbare Funktion mit ") (x) = f®(z,) fiir alle k € N,
siehe Korollar [4.3.6] I.A. wird die Funktion 7" jedoch nicht mit der urspriinglichen
Funktion f iibereinstimmen, siche Beispiel |4.7.12| unten.

4.7.4. SATZ (Taylor). Es sei I ein offenes Intervall, f: I — R eine (n + 1)-
mal differenzierbare Funktion und xoy € I. Dann ezistiert fiir jedes x € I, x # xq,
mindestens ein & zwischen x und xy mit

m L) (g (n+1) )
ZANS LT T

BEWEIS. Sei also z,zy € I, x # xo. Wihle p € R so, dass

n+1

- (k) o r — 2o
o) = 3 T -+ O

Betrachte nun die Funktion

n (k) o — )l
FiloR F) = f) -5 2 (t)(x—t)k—%p.
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Dann ist F' differenzierbar und es gilt F'(xy) = 0 = F(x). Nach Satz existiert
daher ¢ zwischen x und xy mit F’(£) = 0. Andererseits gilt auch

n (k+1) n (k) n T —t)"

— p k! (n+1)!
FrO () n, w=1)"
R G
Aus F'(€) = 0 folgt also p = f+D(¢). O

4.7.5. BEMERKUNG. Der Fall n = 0 in Satz [£.7.4) ist gerade der Mittelwert-
satz, siehe Satz [4.2.6] Der Taylorsche Satz kann daher als Verallgemeinerung des
Mittelwertsatzes aufgefasst werden.

4.7.6. BEMERKUNG. Satz kann auch wie folgt formuliert werden. Es sei
I ein offenes Intervall, f : I — R eine (n + 1)-mal differenzierbare Funktion und
xo € I. Dann existiert zu jedem x € I, xg # x, ein 0 < ¥ < 1, sodass

"L F) (g (n+1) (1 T — T

(n+1)! .

4.7.7. BEMERKUNG. Die Funktion

n ) (g
Roa(e) = (@)~ 3 LU ) = (o) - T (o)
k=0 ’

wird das (n + 1)-ste Lagrangesche Restglied der Taylorentwicklung von f um x
genannt. Es misst den Unterschied zwischen f und ihrem n-ten Taylorpolynom.
Offensichtlich gilt

genau dann, wenn lim,, ., R,(x) = 0. Satz besagt gerade, dass fiir jedes
T # x¢ ein £ zwischen x und x existiert, sodass

und liefert damit eine Moglichkeit das Restglied R, (x) abzuschétzen, falls es
gelingt die Ableitungen f((¢) fiir alle £ zwischen xy und 2 unter Kontrolle zu
bringen, vgl. Beispiele [4.7.9] [4.7.10] und |4.7.11| unten.

4.7.8. BEISPIEL. Wir haben schon viele Taylorreihen kennengelernt. Etwa ist

©  k
e’ = T
k!

k=0



ANALYSIS FUR PHYSIK UND VERWANDTE FACHER I 151

die Taylorreihe der Exponentialfunktion um xy = 0. Ebenso sind
o0 (_1)k l,zk
(2k)!

0 (_l)kx2k+1

2k + 1)! (108)

sin(x) = und cos(z) =

k=0 k=0
die Taylorreihe der Sinusfunktion um zy = 0 und die Taylorreihe der Cosinus-

funktion um xy. Die Taylorreihen der Hyperbelfunktionen um zy = 0 sind

. 0 2kt 0 2k
sinh(z) = Z kT und cosh(z) = Z oLk
k=0 k=0

In all diesen Fillen konvergiert die Taylorreihe der entsprechenden Funktion iiber-
all gegen dieselbe Funktion. Aus erhalten wir

=L (1)

In(z) = Z

k=1

(z — 1), z € (0,2) (109)

also konvergiert die Taylorreihe des Logarithmus um zq = 1 auf (0,2) gegen die
Logarithmusfunktion. Aus sehen wir, dass die Taylorreihe des Arcustangens
um zy = 0 auf (—1,1) gegen die Arcustangensfunktion konvergiert. Aus
erhalten wir, fiir a € R,

7% = i (Z) (x—1F  2€(0,2),

k=0

d.h. die Taylorreihe der Funktion = +— x® konvergiert auf (0,2) gegen dieselbe
Funktion. Schliellich zeigt , dass auch die Taylorreihe des Arcussinus um
xo = 0 auf (—1, 1) gegen die Arcussinusfunktion konvergiert.

4.7.9. BEISPIEL. Wir bestimmen die Taylorreihe von f: R — R, f(z) := €,
um ein beliebiges zy € R. Es gilt

= 0 prm— 0 1 ~ .
fB(z)=¢e* und f®(zy) =e® fiir alle 0 < k < o0

Daher ist die Taylorreihe von f um z:

(o] (k) 0. ] o
e YT
k=0 ) k=0

Es bezeichne R, (x) das Lagrangesche Restglied der Taylorentwicklung von f um
xo, siche Bemerkung Nach dem Taylorschen Satz existiert &, zwischen x
und z(, sodass

(n)
R,(x) = / n(fx) (x — x0)",

sieche Bemerkung [4.7.7. Da &, zwischen w und zq liegt, gilt sicherlich &, < zy +
|z — 20| und daher

[Ru(a)] = |

f(n) (596) (.T . ﬂfo)n — b ‘I — x0|n < erotlz—zol ‘x — x0|n

n! n! n!
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Offensichtlich folgt daraus lim, . R,(z) = 0. Also konvergiert die Taylorreihe
von f um z( gegen f, d.h.

[e.e] ex.o N
:Z—'(Q;—xo), r e R.

Wesentlich einfacher 1dsst sich dies auch so herleiten:

[e.e]
et = ea:o+xfxo — e¥0pTTT0 — % E k|($ _ SE())k

k=0

Dabei haben wir das Additionstheorem der Exponentialfunktion und ihre Tay-
lorreihe um xy = 0 verwendet.

4.7.10. BEISPIEL. Wir betrachten die Taylorreihe der Sinusfunktion f(z) =
sin(z) um xo. Da |sin®™(z)| < 1 fiir alle 2 € R, folgt fiir das Lagrangesche
Restglied R, (x) der Taylorentwicklung von f um xg

sin™
Ra(o)] = [

n! (z = 20)"| <
Also gilt lim,, o R,(z) = 0 und damit konvergiert die Taylorentwicklung des
Sinus um xy gegen die Sinusfunktion, d.h.

|z — xo|™

n!

[o¢] . (k)
sin(z) = Y Smkﬂ(gg —z0)f, zeR (110)
k=0 ’

Fiir 29 = 0 erhalten wir ((108). Fiir xq = /2 gilt

1 falls k=0,4,8,12,16.
sin®™(7/2) = { —1 falls k = 2,6,10,14,18, .
0 falls k ungerade

und (110]) spezialisiert sich zu

sin(x x—7r/2) r e R

©M8

Mit Hilfe von ) und sm(x) (x — 7/2) hiitten wir dies auch direkt aus
(108) herleiten konnen

4.7.11. BEISPIEL. Wir bestimmen die Taylorreihe der Funktion f : (0,00) —
R, f(z) :=In(x), um xy > 0. Fiir die Ableitungen gilt:

fO (@) = (=D k= Dla™k 1<k<oo

Also ist die Taylorreihe von f um z, gerade
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Fiir das Lagrangesche Restglied R, (x) der Taylorentwicklung von f um x, gilt
daher
F" (&) _l(|93—170‘)n
o\ &

[Bu(a)] = [T — )"

fiir ein &, zwischen xg und x. Ist zy < = < 2x¢, dann |z — xo| < xg, xo < &, also
mg—q”o' < 1 und daher

1
|R,(z)] < —, fir xg < x < 2.

3

Ist 29/2 < x < o, dann |z — x| < 0/2, T9/2 < &, also k’;g—:ol < 1 und daher

1
|R,(2)| < —, fir xo/2 <z < xy.
n
Insgesammt also
lim R,(z) =0, x0/2 < x < 2xy.

Daher konvergiert die Taylorreihe des Logarithmus um xy auf (z¢/2,2z9) gegen
die Logarithmusfunktion

_ — (-1 Nk
In(x) ln(:vo)+z ok (x — x0)", x € (x0/2,2x)).

Beachte, dass diese Potenzreihe daher auf (0,2x,) konvergieren muss, wir aber
durch unsere simple Abschitzung des Lagrangeschen Restglieds nicht zeigen kon-
nen, dass sie dort gegen die Logarithmusfunktion konvergiert. Tatséchlich kon-
vergiert sie auf (0, 2xg) gegen die Logarithmusfunktion was leicht aus her-
geleitet werden kann:

In(z) = In(zg) + In(z/x0) = In(zg) + Z (_1]2 _ (z/z0 —1)* x/zo € (0,2)

1

o]
k=

= In(zo) + Z %(aj — 20)" x € (0,2x)

4.7.12. BEISPIEL. Betrachte die Funktion

e~V falls x>0
'R R =
/ o 1) {0 falls x <0

Wir werden nun zeigen, dass f beliebig oft differenzierbar ist. Bei allen Punkten
xg # 0 ist dies offensichtlich. Auch bemerken wir, dass f bei xy = 0 stetig ist,
da lim, .o f(z) = 0 und lim, o, f(z) = lim, o e” /% = lim, .o, e™¥ = 0. Wir
zeigen nun mittels vollstdndiger Induktion nach n, dass es Polynome p, gibt,
sodass gilt:

FO(z) = pu(1/z)e”V/* falls 2 > 0
0 falls z < 0
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Fiir n = 0 stimmt dies offensichtlich, py ist das konstante Polynom, py(y) = 1.
Nun zum Induktionsschritt von n auf n+1. Aus der Induktionsannahme erhalten
wir zunéachst fiir x > 0

d -1 1
n+1 o —1/xz\ __ —1/z —1/z
@) = = (pal1fa)e ™) = 0, (1) = 4 (1) e
= (pa(1/2) = P (1/2)) - (1/2)* - e V/* = poya (1/w)e /"
wobei p, 11 das Polynom p,1(y) := (pn(y) — p;(y))y2 bezeichnet. Weiters ist

i 0@ = S0 pa(l/@)en 0

r—0+ X z—0+ x

= lim p,(y)ye ¥ =0,
Yy—00

™ (@)— ) (0)

xT

siche Beispiel |3.10.9, Da offensichtlich auch lim,_,q_ = 0, sehen wir,

dass

=0.

r—0 x

Also ist f™ auch bei zy = 0 differenzierbar, und die Ableitung verschwindet dort.
Damit ist der Induktionsschritt bewiesen, und f also beliebig oft differenzierbar,
alle Ableitungen bei x¢y = 0 verschwinden. Damit verschwinden alle Koeffizienten
der Taylorreihe von f bei xqg = 0, also hat diese Konvergenzradius r = co und
stellt daher die Konstante Funktion 7'(x) = 0 dar. Diese stimmt jedoch nicht mit
f iiberein! Ganz analog 148t sich zeigen, dass auch die Funktionen

e V7" falls x> 0

R R =
g:R—=R,  g(z) {o falls 2 < 0

und

—1/22
hiR R, h(z) _{e falls = # 0

o falls . =0

beliebig oft differenzierbar sind, alle Ableitungen bei zy = 0 verschwinden, ihre
Taylorreihen um zy = 0 also die konstante Nullfunktion, und nicht f oder g,
darstellen.

4.8. Kurvendiskussion. Wir wollen hier noch auf die Kurvendiskussion an-
hand zweier konkreter Beispiele eingehen. Wir betrachten die Funktion

f:(0,00) = R, f(z) = 2™ = "7,

Offensichtlich ist f beliebig oft differenzierbar. Ohne Miihe bestimmen wir die
Ableitungen:

f'(z) =2"(1+1nx)
f(2)=2"(1+Inz)*+z7")
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Da z® > 0 fiir alle x € (0,00), hat f’ nur eine Nullstelle, ndmlich bei 2o = 1/e.
Offensichtlich gilt f”(x¢) > 0, also hat f bei 2y = 1/e ein lokales Minimum, siche
Proposition Der Funktionswert bei diesem lokalen Minimum ist

Flao) = =7 (1)

Andere lokale Extrema konnen nicht existieren, siehe Proposition [4.2.2] Es gilt
f'(z) > 0 fiir alle x > xp, und f'(x) < 0 fur alle + < zy. Daher ist f auf
(0, zo] streng monoton fallend und auf [y, 00) streng monoton wachsend, siehe
Proposition [4.2.11) und Bemerkung [4.2.13] Also nimmt f bei xq, und nur bei z,
ihr globales Minimum an. Aus lim,_ .. #Inz = oo folgt lim, .., e*™% = o0, also

lim f(z) = oo. (112)
Insbesondere hat die Funktion f kein globales Maximum. Fiir x > e gilt Inz > 1,
also zlnx > x und damit f(z) > e, fir alle x > e. Fiir © — oo wichst daher
f(z) sehr schnell, mindestens so schnell wie die Exponentialfunktion. Weiters
folgt mittels der Regel von de I'Hospital lim, .o, zlnz = 0, siehe (106)), also
lim, 4 €% = % = 1, und daher

lim f(x)=1. (113)

z—0+4

Es liegt daher nahe die stetige Fortsetzung

; ; — 27 fall
f:[0,00) = R, f(x)::{{(fﬂ) x fzﬂziig

zu betrachten. Die Funktion f hat bei ;1 = 0 ein lokales Maximum, denn sie
ist auf [0, 2] streng monoton fallend, siche oben. Dies ist aber kein globales

Maximum. Aus lim, o 2* = 1 und lim, o In(z) = —oo folgt
. / _
Jim f(z) = —oc.

Fiir z — 0+ wird die Funktion f daher sehr steil, beliebig steil. Offensichtlich gilt
f"(x) > 0 fir alle z > 0, also ist f, und auch f, strikt konvex, siehe Satz
Insbesondere hat f keinen Wendepunkt.

Als zweites Beispiel wollen wir die Funktion

Fil-L1 =R, fla)=(1+a)VI— 22

diskutieren. Die Funktion f ist stetig und auf (—1, 1) beliebig oft differenzierbar
mit Ableitungen:

flx)=(0—x—22%)(1 - 2%~/ z€(—1,1)
f(x) = (22° — 3z — 1)(1 — 22)73/2 re(—1,1)
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Die Ableitung f’ : (—1,1) — R hat nur eine Nullstelle, 2o = 1/2. Es gilt
f"(xg) < 0, also hat f bei z( ein lokales Maximum, siche Proposition |4.2.17|
Der Funktionswert bei diesem lokalen Maximum ist

f(zo) = %5

Auf (—1,1) kann f keine weiteren lokalen Extrema haben, siehe Proposition[1.2.2]
Es ist f/(z) > 0 fiir z € (—1,29) und f'(z) < 0 fiir € (xo,1). Also ist f auf
[—1, zo] streng monoton wachsend, und auf [xg, 1] streng monoton fallend, siehe
Proposition 4.2.11) und Bemerkung [4.2.13] Insbesondere nimmt die Funktion bei
xo = 1/2 ihr globales Maximum an. Weiters gilt

f(=1) =0=f1).
Daher sind —1 und 1 lokale Minima von f, und f nimmt sowohl bei —1 wie auch
bei 1 ihr globales Minimum an. Offensichtlich gilt

lim f(z) = -

die Funktion f wir also fiir # — 1— beliebig steil. Mit Hilfe der Regel von de
'Hospital, siehe Satz [4.6.1] finden wir

1—x— 222
. I o .
i ) = i
_ —1 —4x . (T +4a)(1 —2?)Y/?
o 1224— —x(l — x2)—1/2 o 1224— T o O’

die Funktion f wird also fiir x — —14 sehr flach. Da

(22° =3z — 1) = (z + 1)(22% — 22 — 1)
hat f” auf (—1,1) nur eine einzige Nullstellen, nimlich z; = (1 — v/3)/2. Es gilt
f"(z) > 0 auf (—1,2;) und f"(x) < 0 auf (xy,1). Also ist f auf [—1,24] strikt

konvex und auf [xy, 1] strikt konkav, sieche Satz [4.5.9] Weiters schlieBen wir, dass
x1 der einzige Wendepunkt von f ist.

4.9. Extremwertaufgaben. Wir besprechen hier noch zwei Extremwert-
aufgaben. Zunéchst wollen wir unter allen einem Kreis mit Radius » > 0 einge-
schriebenen gleichschenkeligen Dreiecken jenes mit maximaler Flache bestimmen.
Es bezeichnen h die Hohe (beziiglich der Basisseite) eines solchen Dreiecks. Fiir
die Flache A(h) gilt dann

Ah) = h\/r2—(r—h)2,  0<h<2r
Fiir die esrte Ableitungen gilt dann:
h(3r — 2h)
r2 — (r —h)?

A'(h) = , 0<h<2r.
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Die einzige Stelle h € (0,2r) an der A’(h) verschwindet ist bei hy = 3r/2. Also
besitzt die Funktion A auf (0, 27) nur ein einziges lokales Extremum, ndmlich bei

ho. Aus

3v3
4

schliefen wir, dass die Funktion A bei hg, und nur dort, ihr globales Maximum an-

nimmt. Also hat unser Extremwertproblem eine eindeutige Losung, das gesuchte

Dreieck mit maximaler Flédche hat Hohe 3r/2. Die Liange der Basisseite ist dann

rv/3 und die Schenkelldnge rv/3. Also ist das gesuchte Dreieck ein gleichseitiges.
Als zweite Beispiel betrachten wir oberen und unteren Halbebene

H, = {(z,y) e R? ‘ y>0} und H_:={(z,y) € R? | y < 0}.

Die obere Halbebene H, sei mit einem Medium “gefiillt” in dem Licht mit Ge-
schwindigkeit ¢, propagiert, und ebenso denken wir uns H_ mit einem Medium
gefiillt in dem Licht mit Geschwindigkeit ¢_ propagiert. Weiters seien zwei Punkte

Py = (zy,y4) € Hy und P =(z_,y-) € H-

gegeben. Fiir ¢t € R bezeichnen wir mit @); := (¢,0) den Punkt in der Grenzlinie
zwischen H_ und H, mit z-Koordinate ¢. Ein Lichtstrahl verbinde P, mit Q;
lings einer geraden Strecke und dann (); mit P_ lings einer geraden Strecke.
Der Streckenzug von P, nach P_ besteht also aus zwei Geradenstiicken die in ),
moglicherweise gebrochen sind. Die Zeit f(t) die so ein Lichtstrahl benétigt um
von P, nach P_ zu gelangen betrigt dann:

VE—z)?+ 97 N V(E—z_ )2+
C+ C_

A(0) =0, A2r)=0 und  A(hy) = r? >0

ft) =

Zu gegebenen P, und P_ wollen wir nun jenen Punkt (); bestimmen, fiir den
diese Reisezeit f(f) minimal wird. Dazu bestimmen wir die Ableitungen:

o t— 1y t—a_
Y N Y e
o0 -
fi(t) =

_l’_
cr((t =2 )2 +y3)*2 (b — o) +42)%2

Beachte, dass f”(t) > 0 fir alle ¢ € R. Daher ist die Funktion f ist strikt konvex,
siche Satz[£.5.9) und ihre Ableitung f’ streng monoton wachsend, siche Proposi-
tion [£.5.8] Insbesondere kann f’ hichstens eine Nullstelle haben, und damit kann
f hochstens ein lokales Extremum besitzen. Tatsdchlich muss die Funktion ihr
globales Minimum an genau einer Stelle ¢y annehmen, denn es gilt offensichtlich

Jim 76) = o0 = lim,_1()

Wir bezeichnen mit a, den Winkel zwischen der vertikalen Achse und der Ge-
raden von (), nach P,, d.h. den Einfallswinkel des Lichstrahls bei ();,. Ebenso
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bezeichnen wir mit o den Winkel zwischen der vertikalen Achse und der Gera-
den von @), nach P_, also den Ausfallswinkel des Lichstrahls bei Q). Dann gilt
offensichtlich

to — Ty . to — T_
= und sina_ = — —
Vito—21)? +yi Vito—a-)* +y2
Aus f'(tp) = 0 erhalten wir also

sinag =

sinay  cp

sin ov_ Cc_

Dies wird als Brechungsgesetz bezeichnet. Wir interpretieren diese naiven Be-
trachtungen so: An einer Grenzschicht zwischen zwei Medien mit unterschiedli-
chen Lichgeschwindigkeiten werden Lichstrahlen so gebrochen, dass das Verhilt-
nis “Sinus Einfallswinkel durch Sinus Ausfallswinkel” konstant némlich ¢ /c_
ist.
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5. Integrierbarkeit

5.1. Das Riemannintegral.

5.1.1. DEFINITION. Unter einer Zerlegung eines Intervals [a, b] verstehen wir
endlich viele Punkte xg, x4, ..., x,, sodass

A=< T <Xy <---<x, =0

Ist f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion und Z = {z¢,x1,...,2,} eine
Zerlegung von [a, b] dann heiflen

n

Otz = Z(IL'@ —Tiq)- supf([xi_h :v,])
k=1

n

Uf,Z = Z(ZL’Z — l’i_l) . 1fo<[(L’z_1,I‘l])

k=1
Ober- bzw. Untersumme von f beziiglich der Zerlegung 7.

5.1.2. LEMMA. Es sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Dann gilt:

a) Fir jede Zerlegung Z von |a,b] ist Usz < Oy..

b) Sind Z und Z' zwei Zerlegungen von [a,b] und ist Z' feiner als Z, d.h.
Z C 7', dann gilt U,z < Uy, z sowie Oz < Oy 7.

c) Fir je zwei Zerlequngen Z und Z' von |a,b] gilt Usz < Oy z.

BEWEIS. Behauptung @ folgt sofort aus

inf f([zi—1, 2:]) < sup f([zi-1,2])

wobei Z = {xg,21,...,x,} eine Zerlegung von |a,b] ist. Ad (]ED: Sei also Z =
{zo,x1,...,2,} eine Zerlegung von [a, b] und zundchst Z' = Z U {y}, mit z;,_1 <
y < x;,. Dann ist

i0—1

Upz = Z(l’z — 1) - inff([ififl,%]) + (y — w49-1) - inff([-fﬁiofl,y])

n

+ (751’0 - y) : 1nff<[y,33@0}) + Z (CL’% — xi—l) : mff([x,_l,:v,])

1=10+1
Da [zi,-1,y] € [®ig-1, Zio] und [y, 3] € [wig—1, 73] gilt

inff([%o—hy]) > inff([fio—hxio]) und inff([yaxio}) 2 inff([x,-o_l,xio})
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und wir erhalten

i0—1

Upz > Z — 1) -inf f([zio1, 2]) + (291 — Tig—1) - Inf f([2i0-1, 24))

+ Z —xi1) - inf f ([0, 25]) = Uy 2.

1=1i9+1

Ist nun Z’ eine beliebige Verfeinerung von Z so erhalten wir diese indem wir
endlich viele Punkte zu Z hinzufiigen. Daher folgt aus obigen Betrachtungen
Uz <U f Z/ Ganz analog ldsst sich zeigen Oy 7 < Oy z, womit (@ bewiesen
wire. Ad (d): Seien also Z und Z’ zwei Zerlegungen von [a,b]. Dann ist Z” :=
Z UZ' eine Zerlegung von [a, b] die feiner als Z und auch feiner als Z’ ist, d. h
Z C Z"und Z' C Z". Aus (@) und (b)) folgt daher

Upz < Upzr < Opzn < Op 2.
womit nun auch gezeigt wire. 0

5.1.3. DEFINITION. Es sei f : [a,b] — R eine beschriankte Funktion. Dann
heiflen
TZ(f) :=inf{Oyz | Z eine Zerlegung von [a, b] }
I'(f) == sup{U; 2 | Z eine Zerlegung von [a, b] }

a

oberes bzw. unteres Darbouzintegral von f. Beachte, dass wegen Lemma
diese Suprema und Infima tatséchlich existieren.

5.1.4. LEMMA. Es sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Dann gilt
L(f) < To(f). (114)
Dariiber hinaus sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

a) I%(f) = T.(f).

b) Fiir jedes € > 0 existiert eine Zerleqgung Z von [a,b] mit Ofz — Uz < €.

BEwEIS. Wir zeigen zunéchst (114]). Nach Lemma 5.1.2 gilt Uy z < TZ(f)
fiir jede Zerlegung Z von [a, b], und damit auch 1°(f) < _TZ(f) Ad (a)=(b)): Sei

also I°(f) = TZ( f) und € > 0. Dann existieren Zerlegungen Z’ und Z” von |[a, b],
sodass

Opp <To(f)+e/2 und  Upgp > I°f — /2.

Betrachte nun die Zerlegung Z := Z'U Z"” von [a,b]. Da Z feiner als Z’ und auch
feiner als Z” ist, erhalten wir mit Hilfe von Lemma

Oz —Usz <Opz = Uppn < To(f) +2/2 = (I%(f) —£/2) = .
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Also ist Z eine Zerlegung mit der gewiinschten Eigenschaft. Ad @:@ Sei

€ > 0 und Z eine Zerlegung von [a, b] mit Ofz — Uy z < €. Aus TZ(f) < Oy,z und
Usz < I%(f) erhalten wir sofort

To(f) = I5(f) < Oy — Uz < e,

Da dies fiir alle € > 0 gilt, muss TZ( f) — I°(f) < 0 sein. Zusammen mit (114
folgt dann I-(f) = I°(f). O

5.1.5. DEFINITION. Eine Funktion f : [a,b] — R heit Riemann-integrierbar
falls sie beschrankt ist und fiir jedes € > 0 eine Zerlegung Z von [a, b] existiert,
sodass Of 7z — Uy z < €. Ist f Riemann-integrierbar, dann wird

b
/ fa)de = T(f) = I°(f)

das (Riemann)integral von f genannt, vgl. Lemma |5.1.4] Weiters definiert man
a b a
/ f(z)dx = —/ f(z)dz sowie / f(z)dz = 0.
b a a

5.1.6. BEMERKUNG. Wir interpretieren das Riemannintegral fab f(x)dx als
den Flacheninhalt zwischen dem Graphen von f und der z-Achse, wobei jedoch
die Teile wo f(z) < 0 gilt, negativ zu verbuchen sind.

5.1.7. BEMERKUNG. Beachte, dass

[ swar= [ s = [ stea,

dhnlich wie in Y ;) _jap =Y 0 a; = 1 Q.

5.1.8. BEISPIEL. Es sei A € R und f : [a,b] — R, f(z) := A, eine konstante
Funktion. Dann ist f Riemann-integrierbar und es gilt

b
/ Az = (b—a)\.
Dies ist offensichtlich, denn fiir jede Zerlegung Z von [a,b] ist Uy z = (b — a)A
sowie Oz = (b— a)\ und damit I°(f) = (b — a)\ = TZ(f).
5.1.9. BEIsPIEL. Die Funktion f : [a,b] — R, f(z) := z, ist Riemann-inte-

grierbar, und es gilt
b 2 _ 2
b2 —
/ vdz = 2a . (115)

Um dies einzusehen betrachten wir die Zerlegungen Z" = {z{, ..., 2!} von [a, b
mit Unterteilungspunkten z' = a + I’_T“i, n € N, ¢« =0,1,...,n. Dann gilt
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T —xp = b;—“ fir  =0,1,...,n. Fir Unter- und Obersumme finden wir dann

mit Hilfe der Summenformel fiir arithmetische Progressionen

n

Upzn = Z($i_$i—1)$z’—1 = ib;a(a—i—b;a(i_l)) _ b;CL(a—i—b—b;a)

i=1 =1

und

Orae= T = S ) <5 a0 5

=1 i=

Da lim,, o Uy zn = b2;“2 = lim,, .o O zn, muss I2(f) = b2;“2 = TZ(f) gelten.
Also ist f tatsdchlich Riemann-integrierbar, und es gilt (115).
5.1.10. BEISPIEL. Fiir a < y < b ist die Funktion

0 fallsx #y
1 fallsx =y

9yt [a,b] — R, dy(x) = {

Riemann-integrierbar, und es gilt

/ab 5, (x)dx = 0,

Um dies einzusehen sei 0.B.d.A. a < y < b, die beiden anderen Fille y = a
und y = b lassen sich ganz &hnlich behandeln. Beachte, dass Us, z = 0, fiir jede

Zerlegung Z von [a,b]. Also ist 1°(5,) = 0. Sei nun ¢ > 0, sodass a < y — £/3 <
y+¢e/3 <b. Dannist Z = {a,y —¢/3,y + £/3,b} eine Zerlegung von [a, b], mit
Os,.z = 2e/3 < e. Also Os,.z —Us, z < &, und daher ist §, Riemann-integrierbar.
Da I1°(5,) = 0 gilt auch fab dy(x)dx = 0.

5.1.11. BEISPIEL. Die Funktion

filab — R, flz) = {1 falls z € Q

0 fallsx ¢ Q

ist nicht Riemann-integrierbar, denn fiir jede Zerlegung Z von |[a, b] gilt Uy z =0
und O; 7 = b — a und damit auch I2(f) =0# (b—a) = YZ(f)

5.2. Elementare Eigenschaften des Riemannintegrals.

5.2.1. LEMMA. Es seien f,g : [a,b] — R zwei beschrinkte Funktionen und
A > 0. Dann gilt:

W) T,(f +9) < To(f) + Tulo) und I (f + 9) > I4(f) + L3 (0)
b) Ty(Af) = MTo(f) und Li(Af) = ALL(f).

o) To(—f) = —12(f) und I5(~ f) = —T.(f).
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BEWEIS. Wir beginnen mit (d): Fiir jede Zerlegung Z von [a,b] gilt offen-

sichtlich O_y z = —Uy z, woraus sofort 72(— f)=-If) folgt. Wenden wir das
eben Bewiesene auf —f an, erhalten wir auch die zweite Aussage von . Nun
zu (b)): Da A > 0 gilt fiir jede Zerlegung Z von [a, b] offensichtlich Oyy,z = AOy ,

woraus wir sofort TZ()\ f) = )\TZ( 1) erhalten Mit Hilfe von folgt dann
I"(\f) = —TZ()\(—f)) = —)\TZ(—f) = MP(f), also auch die zweite Aussage
in (]ED Kommen wir schlieSlich zu @: Fiir jede Zerlegung Z von [a, b] gilt offen-
sichtlich O¢14 7 < Oz + Oy 7. Sind nun Z’ und Z” zwei beliebige Zerlegungen
von [a,b] dann erhalten wir zusammen mit Lemma [5.1.2|(b]

—=b
I(f+9) <Oprgz0zr < Ofzizn + Oy 21070 < Of 20 + Oy 0.

Bilden wir das Infimum iiber alle Z’, so folgt TZ( f+g) < TZ( [) 4+ Oy z» fiir jede
Zerlegung Z" von [a,b]. Nehmen wir nun das Infimum iiber alle Z”, so erhalten

wir TZ(f +g) < Tz(f) + TZ(g). Mit Hilfe von H folgt nun auch

L(f+9) = ~To((—) + (=9)) = ~To(~f) = To(~g) = IL(f) + L’(9).

womit auch die zweite Aussage in @ gezeigt ist. U

5.2.2. PROPOSITION. Es seien f,g : [a,b] — R zwei Riemann-integrierbare
Funktionen und A\ € R. Dann sind auch f+ g und A\f Riemann-integrierbar und
es qilt

/ab f(x) + g(z)dr = /ab f(x)dz + /abg(:zc)dx (116)
[on@ir=n [ s )

BEWEIS. Wir betrachten zunéchst f + g. Aus Lemma [5.2.1](d), Lemma[5.1.4]
und der Riemannintegrierbarkeit von f und g folgt

() +15(9) < I(f+9) <To(f +9) < To(f) + Tulg) = I(f) + I'(9),

also TZ(f-i-g) =I°(f+9) = I°(f) + I°(g). Damit ist f 4 ¢ Riemann-integrierbar
und es gilt (I16). Nun zu Af. Sei zundchst A > 0. Mittels Lemma [5.2.1)(b),
Lemma [5.1.4] und der Riemannintegrierbarkeit von f erhalten wir

AL(F) = LA f) < To(Af) = ATo(f) = ALL(f)

68Hier haben wir zweimal folgende Tatsache verwendet: Ist A C R eine beschriankte Teil-
menge, dann gilt sup(—A) = —inf(A).

69Hier haben folgende beiden Tatsache verwendet: Ist A C R eine beschriinkte Menge und
A > 0, dann gilt sup(AA) = Asup(A) sowie inf(AA) = Xinf(A).



164 STEFAN HALLER

also I°(\f) = Tb()\f) = M°(f). Damit ist Af Riemann-integrierbar und es gilt
- ) fiir A > 0. Ebenso folgt aus Lemma [5.2.1(d) und Lemma [5.1.4]

“L(f) = L) S To(=) = ~L(f) = ~L,(f)
also I°(—f) = YZ(— f)= —TZ( f). Damit ist — f Riemann-integrierbar und es gilt
[P —f(x)dzr = — [? f(x)da. Tst nun A < 0, dann —X > 0, also Af = (=\)(—f)
Riemann-integrierbar und f; A (z)dr = f;(—)\)(—f(:v))d:v = - fab —f(x)dx =
/\f:f(x)dx. Damit ist nun auch fir A < 0 gezeigt. O
5.2.3. PROPOSITION. FEs sei f : [a,b] — R Riemann-integrierbar, und g :

la,b] — R eine Funktion die sich von f an héchstens endlich vielen Stellen un-
terscheidet. Dann ist auch g Riemann-integrierbar und es gilt

/abf(ac)da: = /abg(x)dx.

BEWEIS. Ist y € [a, ], so bezeichnen wir mit ¢, die Funktion:

0 fallsx#y
3y : la,b] — R, dy(x) = {1 falls © —

Da sich f und g nur bei endlich vielen Stellen unterscheiden, existieren Punkte
Y1, Y2y -+, Yn € a,b] und Aj, g, ..., A, € R sodass

g=f+ ZAiéyi'
i=1

Nach Beispiel [5.1.10| und Proposition [5.2.2|ist daher g Riemann-integrierbar und

es gil
h /abg(flf)da: = /ab f(z)dz + i)\i /ab(Syi(a:)da: = /abf(a:)d:c. ]

5.2.4. BEMERKUNG. Beachte, dass die Aussage von Proposition iLA.
falsch wird, wenn sich f und g auf einer abzdhlbaren Menge unterscheiden, siehe

Beispiel |5.1.11}

5.2.5. LEMMA. Es sei f : [a,c] — R Riemann-integrierbar und a < b < c.
Dann sind auch die Einschrdankungen f|qpy : [a,b] — R und flpq : [b,c] — R
Riemann-integrierbar, und es gilt

/f dx+/f d:z;—/f (118)

BEWEIS. Seie > 0, und Z eine Zerlegung von [a, ¢] mit Oy z — Uy z < €. Dann
ist auch Z := ZU{b} eine Zerlegung des Intervalls [a, ¢, und nach Lemma/5.1.2) -@)
gilt

Of,Z_Uf,Z SOf,Z—Uf,Z<€- (119)
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Sei nun Z' := ZN[a,b] und Z" := Z N [b, ¢]. Dann ist Z’ eine Zerlegung von [a, b]
und Z” eine Zerlegung von [b, ¢|. Offensichtlich gilt

Ofl[a,b]7Z/ + Of‘[b,c]vzu = Of,Z SOWle Uf‘[a,b]vzl + Ufl[b,c]vzll = Uf,Z (120)
Zusammen mit (119)) erhalten wir
(O.ﬂ[a,b]’Z, - Uf'[a,b]’Z/) + (Ofl[b,c]vz” - Uf\[b,c]’Z”) = Of,Z - Uf,Z <Eé&.
Da beide Summanden nicht-negativ sind, folgt daraus
Of‘[a,b]vzl - Uf‘[a,b]vzl <é€ und Of'[b,c]7ZN o Uf‘[b,c]vz” <Eé.
Also sind f|a4 : [a,b] — R und flpq : [b,c] — R beide Riemann-integrierbar.
Aus (120)) erhalten wir aber auch
b c
Usz £ Ups = Ui + Uppoir < IO + () = [ f@do+ [ flayds
a b

—=b —c
= I(l(f) + ]b(f) S Of|[ayb],Z/ + Of\[byc],Z” - Of7Z S Of’Z

Da auch Uy z < fac f(x)dx < Oy 7 erhalten wir

Da dies fiir alle £ > 0 gilt, folgt (118]). O

5.2.6. PROPOSITION. FEs sei f : |, 5] — R Riemann-integrierbar. Fir a <
a < b < B st dann auch die Einschrinkung fluy : [a,b] — R Riemann-
integrierbar. Dariiber hinaus gilt fir beliebige a,b, c € [, 3]

/abf(x)dx + /bcf(x)daz = /acf(x)dx. (121)

BEWEIS. Nach Lemmaist [lja,p) Riemann-integrierbar, und wenden wir
Lemma@ nochmals an so folgt, dass auch f|,; Riemann-integrierbar ist. Fiir
a < b < cfolgt ebenfalls aus Lemma . Ist nun etwa a < ¢ < b, dann
liefert das eben Bewiesene

/abf(x)dxz/acf(x)dx—l—/cbf(x)da::/acf(x)dx—/bcf(x)dx

womit wir (121]) auch in diesem Fall gezeigt héitten. Analog verifiziert man ((121)
fiir alle moglichen Anordnungen der drei Punkte a, b, c. Stimmen zwei, oder gar
alle drei, der Punkte a, b, ¢ iberein, dann ist faa f(x)dx =0 zu verwendenm 0

OIn der Vorlesung haben wir diese Proposition etwas anders bewiesen, aber dies scheint
doch der einfachere Weg zu sein.
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5.2.7. PROPOSITION. Sind f,q : [a,b] — R beide Riemann-integrierbar und

qgilt f < g, dann auch
b b
/ f(z)dx S/ g(x)dz.

BeEWwEIS. Fiir jede Zerlegung Z von [a, b] gilt offensichtlich Uy z < U, ». Bilden
wir das Supremum iiber alle Zerlegungen, so erhalten wir 1°(f) < I%(g). Damit
ist die Proposition auch schon bewiesen. 0

5.2.8. PROPOSITION. Ist f : [a,b] — R Riemann-intergrierbar, dann gilt

b
[ #a)da] < 1l 0~ (122)
wobei || f||ap) = SUPsepap |f ()| die Supremumsnorm von f bezeichnet, vgl. Pro-
position [3.2.9
BEWEIS. Es gilt f < || f]|a,5- Mittels Proposition [5.2.7] Beispiel erhalten

wir daher

b b
[ 1@< 1l do = 1o - 0= o).
Ebenso ist —f < || f]|jo,5) und daher, siehe auch (117,

b b b
- [ s@ie = [ j@)e < [l do = 15ls - 0 o)
Aus diesen beiden Ungleichungen folgt sofort ((122)). O

5.3. Das Lebesguesche Integrabilitiatskriterium.

5.3.1. DEFINITION. Eine Teilmenge X C R heiit Nullmenge falls zu jedem
¢ > 0 abzidhlbar viele (offene) Intervalle Iy, k € N, existieren, sodass

X Q [j]k und iuk’ S E.
k=1 k=1

Hier bezeichnet |I]| := b — a die Linge des Intervalls I = (a,b).

5.3.2. PROPOSITION.

a) Ist X eine Nullmenge undY C X, dann ist auch Y eine Nullmenge.
b) Sind X, k € N, Nullmengen, dann ist auch | J;-, Xy eine Nullmenge.
c) Jede endliche oder abzihlbare Teilmenge von R ist eine Nullmengen.

BEWEIS. Behauptung (]2_—1[) ist trivial. Ad (]ED: Sei also ¢ > 0. Da X} eine
Nullmenge ist, existieren Intervalle [7, j € N, mit

Xl wd D | <2t
j=1

j=1
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Es ist {I. i | 7 € N, k € N} wieder eine abzéhlbare Menge von Intervallen, siehe
Beispiel [I.7.2] Weiters gilt

UxicUUR wmd DY |HI<) 27Fe=e,

k=1 k=1j=1 k=1 j=1 k=1

also ist (J;—, Xj eine Nullmenge. Behauptung () folgt aus @ und der offensicht-
lichen Tatsache, dass einpunktige Teilmengen von R Nullmengen sind. 0

5.3.3. BEISPIEL. Es gibt auch iiberabzéhlbare Nullmengen. Sei z.B. C' die
Cantormenge aller reellen Zahlen x € [0,1] deren Dezimalbruchdarstellung}
beziiglich der Basis 3 nicht die Ziffer 1 enthélt. Dann ist C' eine Nullmenge, die
aber nicht abzdhlbar ist.

5.3.4. DEFINITION. Essei D C Rund f : D — R eine Funktion. Wir bezeich-
nen mit Ay die Menge der Unstetigkeitsstellen von f. Eine Funktion f: D — R
heiflt fast tiberall stetig wenn Ay eine Nullmenge ist.

5.3.5. BEISPIEL. Jede stetige Funktion ist fast iiberall stetig. Auch ist jede
Funktion, die nur endlich viele Unstetigkeitsstellen besitzt, fast iiberall stetig.

5.3.6. SATZ. FEine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann Riemann-integrier-
bar, wenn sie beschrdankt und fast tiberall stetig ist.

BEwEIS. Ein Beweis findet sich z.B. in [H1] Kapitel 84]. O

5.3.7. KOROLLAR. Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-inte-
grierbar. Auch ist jede beschrinkte Funktion f : [a,b] — R, die nur endlich viele
Unstetigkeitsstellen besitzt, Riemann integrierbar.

BEWEIS. Ist f stetig, dann ist f beschrinkt, siehe Satz[3.4.6] Beide Behaup-
tungen folgen daher aus Satz und Beispiel O

5.3.8. KOROLLAR. Sind f,g : [a,b] — R Riemann-integrierbar, dann ist auch
die Produktfunktion fg : [a,b] — R Riemann-integrierbar.

BEWEIS. Wir bemerken zunéchst, dass mit f und ¢ auch fg beschriankt ist.
Nach Satz sind Ay und A, beides Nullmengen. Nach Proposition ist
die Funktion fg jedenfalls in jedem Punkt stetig, indem f und ¢ stetig sind.
Mit anderen Worten, die Produktfunktion fg kann nur dort unstetig sein, wo
entweder f oder g unstetig ist, d.h. Ay, € Ay U A,. Nach Proposition [5.3.2|(b)
und @ ist daher Ay, eine Nullmenge, also fg fast iiberall stetig. Nach Satz
ist daher auch fg Riemann-integrierbar. 0

71Ternéirsystem, oder auch Dreiersystem, indem nur die Ziffern 0, 1 und 2 verwendet werden,
dh. 1+1=214141=10.
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5.3.9. KOROLLAR. Ist f l[a,b] — R Riemann-integrierbar, dann ist auch
|f| s [a,b] = R, |f|(x) :=|f(x)|, Riemann-integrierbar und es gilt

/f dm‘</ \f(2)|dz (123)

BeEwEIls. Wir bemerken zunéchst, dass mit f auch |f| beschrénkt ist. Nach
Satz ist Ay eine Nullmenge. Da der Asolutbetrag stetig ist, siche Bei-

spiel|3.1.4] ist die Funktion | f| zumindest iiberall dort stetig, wo f stetig ist, siche
Proposition Dh. Ay € Ay. Nach Proposition Im@ ist daher auch Ay
eine Nullmenge, und daher |f]| fast iiberall stetig. Nach Satz [5.3.6] ist also ] fl
Riemann-integrierbar. Aus f < |f| und —f < |f] folgt mittels Proposition

/bf(x)dasg/b|f(:v)|d:1: sowie /f d:z:</ | F ()| dz.

Zusammen liefern diese beiden Ungleichungen nun U

5.3.10. KOROLLAR. Es sei f, : [a,b] — R eine Folge Riemann-integrierbarer
Funktionen, die gleichmdfig gegen eine Funktion f : [a,b] — R konvergiert. Dann
st auch f Riemann-integrierbar, und es gilt

/ f(z)dz = lim fol(z)dz. (124)

n—oo

BEWEIS. Wir bemerken zunéchst, dass auf Grund der gleichméfligen Kon-
vergenz und weil jedes f beschrankt ist, auch f beschréinkt sein muss. Nach
Satz ist Ay, eine Nullmenge, fiir jedes n € N. Nach Proposition (]ED
ist auch A := >, Ay, eine Nullmenge. Setze D := [a,b] \ A. Dann ist jedes
fn: D — R stetig. Da die f, gleichméafig gegen f konvergieren, ist f auf D stetig,
siehe Proposition [3.2.5 Also ist f fast {iberall stetig. Nach Satz ist f daher

Riemann-integrierbar. Weiters gilt wegen Proposition [5.2.8

_LUM@M}: ~ fuw)de| < 11f = fullon - (b= ). (125)

Wegen der gleichméBigen Konvergenz ist lim,, . || f — fullla5) = 0, sieche Bemer-

kung (3.2.11] Aus ((125)) folgt daher
b b
—/ fn(x)dx‘ =0

lim
und damit ({124)). O

5.3.11. KOROLLAR. Es seien f : [a,b] — R Riemann-integrierbare Funktio-
nen, sodass die Reihe Y o | fi gleichmdfig gegen f = -, fi konvergiert. Dann
st auch f Riemann-integrierbar, und es gilt

[mmzifmmI
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BEWwEIS. Dies folgt aus Korollar [5.3.10| angewandt auf die (gleichmé&—ssig
konvergente) Folge der Partialsummen s, = Y, _, fi. O

5.3.12. BEMERKUNG. Die Aussagen der Korollare [5.3.10| und [5.3.11] kénnen
vereinfacht auch so formuliert werden

/Mlggofn da:—hm/fn )dz  und /aka dx—Z/ ful(z

In dieser Schreibweise wird sehr deutlich, dass diese beiden Korollare Bedingun-
gen liefern, unter denen zwei Grenziibergéinge vertauscht werden diirfen.

5.3.13. DEFINITION. Ist f : [a,b] — R Riemann-integrierbar und p > 1, dann

wird
b 1/p
i1l i= [ 1sopar)

die LP-norm von f genannt. Beachte, dass die Funktion |f|? : [a,b] — R tatséch-
lich Riemann-integrierbar ist, denn mit f muss auch |f[? beschrinkt sein, und
wegen Ajyp € Ay folgt die Riemannintegrierbarkeit von | f|P aus Satz

5.3.14. PrRoPOSITION (Holdersche Ungleichung). Es seien p,q > 1 mit %—I—% =

1. Weiters seien f,g : |[a,b] — R zwei Riemann-integrierbare Funktionen. Dann
sind auch |fg|, |f|P sowie |g|? Riemann-integrierbar, und es gilt

[ 15wa@laz < 11, ol (126)

BewEIls. Wir wissen bereits, dass |fg|, |f|P und |¢g|? Riemann-integrierbar
sind, siehe oben. Sei nun Z = {xg, 21, ..., x,} eine Zerlegung von [a, b]. Dann gilt

sup  |f(z)g(x)| < sup  [f(z)|- sup [g(2)]

x6[$i,1,$i] Ie[ﬁi,hxi] CCE[J)i 1 xl]

—( s f@P)" (s o)
€[

TE|T;—1,T; ] Ie[xi,hxi]

1/q

wobei wir fiir das Gleichheitszeichen verwendet haben, dass die Funktion [0, c0) —
R, y — 2?, monoton wachsend ist. Da % + % =1 gilt 2, — 2y = (2, — 2_1)"/7 -

(z; — 2;_1)"/?, wir erhalten also

(i —wi1) sup [ f(x)g(z)]

T€[wi_1,2)

= <(xl — i)  sup |f(37)‘p> " . <($z — ;1) sup ’9($)|q> "

TE[XTi—1,%4] TE[Ti—1,T;]
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und daher

n

Olpglz = Y (wi—xi1) sup  |f(x)g(@)]

i—1 TE[w;—1,%4]

< i((xz —x;—1) sup |f(x)|p>1/p. ((xZ —x;_1) sup |g(x)|q> 1/q

IE[Iifl,Ii] CCE[CEZ‘71,CEZ‘]
n 1/p n 1/q
< (Mtwmn) s @) (X e o)
i=1 TE|T;—1,T4 i=1 TE|Ti—1,T4

= (Opp2)"" (Opginz) "

wobei wir fiir das zweite Ungleichheitszeichen Proposition verwendet ha-
ben. Fiir zwei Zerlegungen Z’ und Z” von [a, b] erhalten wir daher

To(|fgl) < Oz
< (Ospzoz) " (Opio,zozn) " < (Ogoz)"" - (Opgo 2)

Nehmen wir nun das Infimum iiber alle Z’ und Z”, so folgt

—b —b 1 —b 1
1(1f9D) < (Ta(1717) "7 - (Ta(lgl) ",
und dies ist genau (|126)). U

5.3.15. PROPOSITION (Minkowski Ungleichung). FEs seien f,g : [a,b] — R
Riemann-integrierbar, und p > 1. Dann gilt

1+ gl < 1[fllp + llgllp-

BEWEIS. Dies folgt aus Proposition in der selben Art und Weise wie
wir Proposition 4.5.24] aus Proposition 4.5.22| hergeleitet haben. Siehe Ubungs-
aufgaben. O

5.3.16. BEMERKUNG. Es seien f, g : [a,b] — R Riemann-integrierbar, A € R
und p > 1. Dann gilt

a) ||f]l, =0

b) [[Afllp = A £l

) If +gllp < [l £l + llglly
Beachte jedoch, dass aus || f||, = 0 nicht f = 0 folgt, siehe Beispiel . Ver-
gleiche dies mit Bemerkung [4.5.25]

5.4. Riemannsummen. In diesem Abschnitt wollen wir noch kurz einen
anderen Weg zum Riemannintegral skizzieren. Wir betrachten eine Funktion
[ :]a,b] — R. Weiters sei Z = {xg,x1,...,2,} eine Zerlegung von [a,b] und
= ={&,%,...,&}, sodass & € [x;_1,2;]. In dieser Situation definiert man die
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Riemannsumme
n

Rizz:=) (=21 f(&)-
i=1
Unter dem Feinheiteitsmafl |Z| der Zerlegung Z verstehen wir die Zahl

|Z]| == min{xi—xi_l ‘2': 1,2,...,n}.

Die Funktion f : [a,b] — R heifit R-integrierbar, falls eine Zahl I € R mit
folgender Eigenschaft existiert: Fiir jedes € > 0 existiert ein 0 > 0, sodass fiir
jede Zerlegung Z von [a,b] mit |Z| < ¢ und beliebige Zwischenpunkte = wie oben
stets gilt
‘Rf,Z,E — ]‘ < €.

In diesem Fall wird die (eindeutig bestimmte Zahl) I das R-Integral von f ge-
nannt. Es stellt sich heraus, dass f : [a,0] — R genau dann R-intergierbar ist,
wenn sie Riemann-integrierbar ist, und in dieser Situation stimmt das R-Integral
mit dem Riemannintegral aus Definition iiberein, siehe [HI1, Kapitel 83].
Wir erhalten also den selben Integrationsbegriff wie wir ihn schon in den voran-
gehenden Kapiteln besprochen haben.

SchlieBlich sei noch bemerkt, dass das Riemannintegral einige Schwichen hat,
und es sich oft mit dem sogenannten Lebesgueintegral besser arbeiten lésst.

5.5. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

5.5.1. DEFINITION. Es sei [ ein allgemeines Intervall. Eine Funktion f : [ — R
heifit differenzierbar, falls sie auf dem Inneren I von I differenzierbar ist und in
allen vorhandenen Randpunkten von I die sogenannten einseitigen Ableitungen
existieren, d.h. fiir Intervalle der Form I = [a,b), I = [a,b] und I = [a, c0) soll
die rechtsseitige Ableitung

o f@) - fla)
flay:= Jim =———

existieren, und fiir Intervalle der Form (a,b], I = [a,b] und I = (—o0, b] soll die

linksseitige Ableitung
- f(b) — f(z)
1R
existieren.

5.5.2. SATZ (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Ist I ein all-
gemeines Intervall, xo € I und f : [ — R stetig, dann ist die Funktion

F:I—-R, F(:I:)::/xf(t)dt

differenzierbar, und es gilt

F'(z) = f(x) fir alle x € 1.
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BEWEIS. Fiir z,y € I gilt nach Proposition [5

- [ va- [ 1o [ 1o

und nach Belspleln 5.1.8/auch [” f f(z)(y — x). Daher
Fy) — F(x
W-F@) t/f 2
y—x
Mittels Proposition [5.2.8] folgt
Fy) — F(x
POZ D _ ) = 2 D] < s 17(6) - 1(0)
y—w ly - tela.y]
Da f im Punkt x stetig ist, gilt hmyﬂx SUDte(zy |f(t) — f(z)| = 0 und daher auch
Fly) — F
TR R 0 T Y
y—or Y —
Also ist F' bei x differenzierbar mit Ableitung F'(z) = f(z). O

5.5.3. DEFINITION. Es sei I ein allgemeines Intervall und f : I — R eine

Funktion. Unter einer Stammfunktion von f verstehen wir jede differenzierbare
Funktion F': I — R mit I’ = f.

5.5.4. BEMERKUNG Satz besagt also, dass fiir stetiges f : [ — R die
Funktion F(z f f(t)dt eine Stammfunktion von f ist.

5.5.5. BEMERKUNG. Ist F' eine Stammfunktion von f und ¢ € R, dann ist
auch F'+c eine Stammfunktion von f, da ja die Ableitung konstanter Abbildungen
verschwindet. Sind umgekehrt F' und G zwei Stammfunktionen von f, dann gilt
(G-F) =G —F = f—f =0, also existiert eine Konstante ¢ € R mit G = F+c,
siehe Korollar [4.2.8] D.h. man erhélt alle Stammfunktionen von f indem man zu
einer beliebigen Stammfunktion Konstanten addiert. Die, bis auf eine Konstante
elndeutlg bestimmte Stammfunktion zu f wird oft auch mit F(z) = [ f(x
oder F(z) = [ f(x)dz + ¢ notiert, und als unbestimmites ]ntegml bezelchnet In

diesem Zusammenhang wird fab f(x)dx dann oft bestimmtes Integral genannt.

5.5.6. DEFINITION. Es sei [ ein allgemeines Intervall. Eine Funktion f : [ — R
heit stetig differenzierbar oder C*, falls sie differenzierbar ist, und ihre Ableitung
f' I — R stetig ist. Allgemeiner heifit eine Funktion f : I — R n-mal stetig
differenzierbar oder C™, falls sie n-mal differenzierbar ist und ihre n-te Ableitung
f™ T — R stetig ist. Unter einer C°-Funktion verstehen wir einfach eine stetige
Funktion.

5.5.7. BEMERKUNG. Nach Satz[5.5.2 kann das unbestimmte Integral als Um-
kehrung des Differenzierens bestrachtet werden. Genauer gilt fiir jede stetige

Funktion f: I — R ;
& [ = o)
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und fiir stetig differenzierbare f auch

df
[ s = f) + e

5.5.8. KOROLLAR. Ist I ein allgemeines Intervall, f : I — R stetig und
F: I — R eine Stammfunktion von f, dann gilt fir je zwei Punkte a,b € I

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).

BEWEIS. Sei zy € I. Nach Satz [5.5.2] ist die Funktion G : [ — R, G(z) :=
fxo f(t)dt, eine Stammfunktion von f. Nach Bemerkung [5.5.5| existiert eine Kon-

stante ¢ € R mit G = F' + c. Daher gilt

/fdt/fdterf /fdt+/fdt

—G(a) +G(b) = )+¢)+( = F(b) — F(a)
fiir beliebige zwei Punkte a,b € I. O

5.5.9. BEMERKUNG. Mit Hilfe von Korollar [5.5.8|ist also die Berechnung des

Integrals stetiger Funktion auf das Finden einer Stammfunktion zuriickgefiihrt.
Es ist iiblich den dabei auftretenden Term F(b) — F(a) mit F|° := F(b) — F(a)
zu bezeichnen. Dann lautet die Aussage von Korollar [5.5.8

/bf(x)d:r; = F‘Z

wobei F' eine beliebige Stammfunktion der stetigen Funktion f ist.

5.5.10. BEISPIEL. Wir wollen die Fliache A, des Kreises mit Radius » > 0
bestimmen. Nach Bemerkung [5.1.6| gilt fiir die Fldche dieses Kreises

A.J2 = / Vr? — z2dz.
Betrachte die Funktion
1
F:[-rr] =R, F(z) = 5(3:\/7"2 — 22 472 arcsin(m/r)).

Eine einfache Rechnung zeigt F'(z) = v/r? — 22, also ist F' eine Stammfunktion
von f. Nach Korollar [5.5.8 gilt daher

/_ Vi — 2%z = F(r) — F(—r) =

(r*arcsin(1) — r* arcsin(—1))

[\Dll—l

2 2

= (/2 - (-m/2)) =

2
Also ist die Fliche des Kreises mit Radius r durch A, = r?r gegeben.
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5.5.11. BEISPIEL. Die Differentationsregeln aus Kapitel [ liefern uns folgende
Liste von Stammfunktionen:

a) fxo‘da::%,a%—l
)

) [efde = e”

) [ sin(z)dz = — cos(x)
) [ cos(x)dx = sin(z)

) [ sinh(x)dz = cosh(z)
) [ cosh(x)dz = sinh(z)
) J
) J

1122 = arctan(z)

7= = arcsin(z)

Bevor wir in den néchsten Kapiteln Methoden zur Bestimmung von Stamm-
funktionen behandeln, wollen wir hier noch eine andere Folgerung aus Satz[5.5.2]
erwahnen.

5.5.12. SATz (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Ist f : [a,b] — R stetig,

dann ezistiert € € (a,b) mit

[ rae =10+ 0~ a)

BEWEIS. Nach Satz:5.5.2 ist F: [a,b] — R, F(x) := [ f(t)dt, differenzierbar
und F’ = f. Nach dem Mittelwertsatz existiert £ € (a,b) mit

F(b) = F(a) = F'(§) - (b —a),

und fiir dieses £ gilt dann
/ f(@)dz = F(b) = F(b) = F(a) = F'(§) - (b—a) = f(§) - (b—a). O

5.6. Partielle Integration.

5.6.1. PROPOSITION (Partielle Integration). Es sei I ein allgemeines Inter-
vall, f : I — R stetig und g : I — R stetig differenzierbar. Weiters bezeichne
F: I — R eine Stammfunktion von f. Dann gilt fiir je zwei Punkte a,b € I

| gt = Fo)f. - [ Pl @) (127)

Weiters gilt fir das unbestimmte Integral

/f(x)g(m)dx = F(z)g(x) — /F(x)g'(m)dm.
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BEWEIS. Die Funktion Fg : I — R ist eine Stammfunktion von fg + F¢/,
denn (Fg) = F'g+ F¢ = fg+ Fg'. Nach Korollar gilt daher

b
/ f(2)g(x) + F(2)g (x)dz = (Fg)|"

woraus mittels Proposition sofort ((127)) folgt. O
5.6.2. BEISPIEL. Es sei av # —1. Mit Hilfe von Propostion erhalten wif|

a—i—ll a+1 1
/xa In(z)dx = 7 In{z) —/ A

a+1 a+lx
2T n(z) / . ! n(x) ot
= - —— T = —_—
a+1 a+1 a+1 (a+1)2

also

xa—i—l
Fir a = 0 erhalten wir insbesondere

/ln(x)dx =zln(z) — 2 (129)
Fiir o = —1 verizifiziert man sofort

1 2
/ v~ n(z)dr = n(;”) . (130)

5.6.3. BEISPIEL. Aus Proposition erhalten wif|
/cosk(m)dm‘ = /cos(:r;) cos* ! (x)dx
= sin(z) cos" (z) + (k — 1) /sin2(a:) cos* () dx
= sin(z) cos" () + (k — 1) /(1 — cos?(z)) cos"?(z)dx

= sin(z) cos" ! (z) + (k — 1)/cosk2(:c)dx — (k- 1)/cosk(:c)d:c

also
. k—1 -~
/cosk(x)dx = sin(z) CZS () + k ’ ! /COSk_Q(I)de‘, k#0. (131)
2f(x) =z, F(z) = “"(:rl, g(x) =In(z), g'(z) = 1
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Mit dieser Rekursionsformel konnen die unbestimmten Integrale [ cos”(x)du fiir
jedes k € N bestimmt werden. Etwa erhalten wir

/cos(a:)dx = sin(z)
/COS2(I)dI = 1sin(z) cos(z) + 3
/cos3(x)dx = Lsin(z) cos*(z) + 2 sin(x)

X

o|w

/0084(3:)d:c = 1 sin(z) cos®(z) + 2 sin(x) cos(z) +

Fiir das bestimmte Integral foﬂ/ ? cos®(z)dx erhalten wir aus (131) die Rekursi-
onsformel

/2 E—1 [7/?
/ cos™(x)dx = —/ cos*?(x)dz, k#0,1.
0 ko Jo
und damit
w/2 k=1 k=3 . 5.3 1. =« fallskjgerade
o= [ eostade = 5T PRTEE g
o bl 8. 8.1.2. alls k& ungerade

Ganz dhnlich lassen sich die Integrale [ sin®(z)dxr behandeln. Wir wollen aus
(132) noch das sogenannte Wallische Produkt berechnen:
2.2 44 6-6 (2k) - (2k)

—_— llm . . DY

2 kowl1-3 3:5 5.7  (2k—1)-(2k+1)
Beachte, dass fiir € [0, /2] sicherlich cos®(z) > cos*™(x) > cos**?(x) gilt.
Daraus erhalten wir ¢ > cx1 > ¢y2 und mit Hilfe von (132]) dann
ot o Cr2 _ kA1
CL - C k}—f-2
= 1, also auch limy_,, 22 = 1, woraus sofort ([133)) folgt.

C2k

3

(133)

1>

Ck+1

Daher gilt limy,_. .

5.6.4. BEISPIEL. Mit Hilfe von Proposition erhalten wii ]

/xexdx = ze® — /e“’ = (x — 1)e"dx

/xQexdx = r%e" — 2 / ve"dr = (2° — 2z + 2)e”.

und ebensd
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Allgemeiner liefert died™

/xkexda: = gFe® — k/xk_lexdx.

Damit lassen sich die unbestimmten Integrale [z*e®dz fiir jedes k € N bestim-
men. Also kénnen wir auch fiir jedes Polynom p(z) das Integral [ p(z)e*dz 1osen.

5.6.5. SATZ. Es sei I ein allgemeines Intervall, f : I — R eine (n + 1)-mal
stetig differenzierbare Funktion und xo € 1. Dann gilt fiir das (n+1)-ste Restglied
der Taylorentwicklung von f um xq, siehe Bemerkung [{.7.7,

Roale) = f(2) = Tole) = = [ Nt 0d, zel

o

Mit anderen Worten, fiir jedes x € I gqilt

") (g @ X
f@) =S M s 2 [

o

BeEweEls. Wir fithren den Beweis durch vollstindige Induktion nach n. Fiir
n = 0 besagt der Satz, dass fiir jede stetig differenzierbare Funktion f : I — R
gilt
fl@) = flzo) = [ f(t)dt.

o
Dies ist tatsdchlich der Fall, sieche Korollar [5.5.8] Damit ist der Induktionsbe-
ginn, also ist die Aussage des Satzes fiir n = 0, gezeigt. Wir kommen nun zum
Induktionsschritt von n auf n + 1. Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann

n (k) To T .
fa) =S I s 2 [amargewa s

fir jede (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion f und jedes z € I. Sei nun
f (n+ 2)-mal stetig differenzierbar. Mittels partieller Integration, siche Proposi-

tion [5.6.1}, erhalten wir

—(z —t)"*!

/x(x_t)nf(nﬂ)(t)dt _ FOrD () = _/w Mf("+2)(t)dt
. n+1 t=z0 Sy, n+1

_ (2 — )" (n+1) /x n+1 p(n+2)

= I () [ (=t e

o

Zusammen mit (134]) folgt daher

n+1 f(k) (ZL’())

fa) = e (o — L 1)

n+ 1! S,
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und dies ist genau die Aussage, des Satzes fiir n + 1. Damit ist der Induktions-
schritt gezeigt, und das Resultat folgt. U

5.6.6. BEMERKUNG. Der Fall n = 0 in Satz ist gerade die Aussage des
Hauptsatzes, siehe Satz und Korollar[5.5.8. Wir betrachten Satz daher
als Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung.

5.6.7. BEMERKUNG. Wir erinnern uns, dass die Taylorreihe
— f¥) (o)
T(a) =3 T 0 o)t
k=0

einer Funktion f um z, genau dann bei x gegen f(x) konvergiert, wenn fiir das
Restglied gilt lim,, o R, (z) = 0, siche Bemerkung 4.7.7} Satz |5.6.5| liefert nun
eine neue Beschreibung des Restglieds, die sich von der in Satz[4.7.4 unterscheidet.
Gelingt es zu zeigen, dass

1 X
lim — / (= )" f D ($)dt = 0,

n—oo n' zo

so muss die Taylorreihe T'(z) bei x gegen f(z) konvergieren. Dazu miissen wir
gewisse Integrale die die Ableitungen von f involvieren, unter Kontrolle brin-
gen. Dies ist eine etwas andere Situation als in Bemerkung [£.7.7] wo wir fiir die
Konvergenz der Taylorreihe die Ableitungen punktweise abschétzen mussten.

5.6.8. BEMERKUNG. Die Regel der partiellen Integration lésst sich auch so
formulieren: Ist I ein allgemeines Intervall, und sind g,h : I — R zwei stetig
differenzierbare Funktionen, dann gilt

/ H(2)g(x)dz = (hg)|] — / h(z)g (x)dz

fiir je zwei Punkte a,b € I. Dies folgt indem wir Proposition [5.6.1] auf ¢ und
f = h' anwenden. Fiir die Stammfunktionen bedeuted dies

[ H@garts = hwygle) - [ oy @iz
oder noch kiirzer [h'g =hg — [ hy'.
5.7. Substitution.
5.7.1. PROPOSITION. Es sei I ein allgemeines Intervall, f : I — R stetig, und

g : o, B] — R stetig differenzierbar mit g([«, 5]) € I. Dann gilt die sogenannte

Substitutionsregel
9(B

) s
f(l‘)dl’:/ fl9(y)d (v)dy.
g(a) a

Weiters gilt, ist F' : I — R eine Stammfunktion von f, dann ist F o g eine
Stammfunktion von (f o g)g’.
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BEWEIS. Da f stetig ist existiert nach Satz eine Stammfunktion F' :
I — R, F' = f. Nach Korollar gilt:

9(8) 3
f(z)dx = F|’ (135)
o) g(a)

Nach der Kettenregel ist die Komposition F o g : [a, §] — R differenzierbar mit

stetiger Ableitung (Fog) = (F’og)g’ = (fog)g'. Also ist Fog eine Stammfunktion
von (f og)g’. Aus Korollar erhalten wir

/f )y = (Fog)’ = 7",

Oé

Zusammen mit (135]) folgt nun die Behauptung. 0
Wir wollen noch eine andere Version der Substitutionsformel formulieren.

5.7.2. PROPOSITION. FEs sei g : [, 8] — [a,b] stetig differenzierbar, bijektiv
und so, dass ¢'(x) # 0 fir alle x € [«, §]. Weiters sei f : [a,b] — R stetig. Dann

gilt
/ f()ds = / F(o(w)g' () dy,

und fiir die Stammfunktionen gilt:

[ t@de={ [ rtsngwar] - (136)

5.7.3. BEMERKUNG. Fiir die Substitutionsformel gibt es eine sehr einfache
Merkregel: Soll [ f(z)dz bestimmt werden, so setzen wir

d
d_f: =g'(y), also dr=g(y)dy. (137)

Die Substitutionsformel - 136]) besagt dann gerade

[ sie= [ o] .,

dh. wir erhalten die Stammfunktion [ f(z)dz indem wir z durch g(y) und dz
durch ¢'(y)dy ersetzen, siehe , dann die Stammfunktion dieser neuen Funk-
tion (in y) bestimmen, und schlieBlich y durch g=*(z) riicksubstituieren. Hilfreich
ist dies Wenn es gelingt durch geschickte Wahl von g zu erreichen, dass das Inte-
gral [ f(g '(y)dy berechenbar wird. Wir wollen dies nun an einigen Beispielen
ausprobleren

5.7.4. BEISPIEL. Es seien a,b,c,k € R, k # 0, und f eine auf [ka + d, kb + d]
definierte stetige Funktion. Die Substitution y = kx + ﬂ liefert

b 1 kb+d
| stk sz = [ gy

TTdy _ —dy
72 =k, also dz = 7

r = g(y),
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oder fiir die Stammfunktionen:

/ka+d /f ykm+d

Substitutionen dieser Art werden lineare Substitutionen genannt.

5.7.5. BEISPIEL. Will man etwa das Integral [(3z —7)'dx bestimmen, so ist
Ausmultiplizieren keine gute Idee, aber die Substitution y = 3z — 7 liefert sofort
das Ergebnis

1 y110 (3x —7)io
3 — 7Yy — _/ 1097
L/k v=T) Ve =g [y Ty = 500 = a3y

Mit Hilfe der Substitution y = 4x + 5 erhalten wiﬁ

1 Y 4x+5
/64$+5d$21/6ydy=6z:e4 '

Ebenso liefert die Substitution y =3z — 7

/COS(Sx —Tdx = %/COS(y)dy _ sin(y) _ sin(3z — 7)

3 3 ’
die Substitution y = 3x + 1 ergibt
dx 1 fdy 1 1
=— | ===1 =—-In[3z+1
und y = 2z — 9 zusammen mit ((129))
1 1 2 —9)In(2x —9) — 2249
/1n(2:1: —9)dx = 5 /ln(y)dy = §(yln(y) —y) = ( ) In( 5 ) .

5.7.6. BEISPIEL. Es seien a,b € R, a # 0. Durch die Substitution y = ax + b
erhalten wil™)

a+1 a+1
a:z;—H)o‘dx:1 “d :ly :l(ax+b) a# —1.
( ) — [ vy - :

aa+1 a+1
und b
1 Yy ar+
/eax+bdx — —/eydy _ e _ e
a a a
sowie
1 1 . b
/COS(ax +b)de = /COS(y)dy = —sin(y) = sin(a 1)
a a a
als auch

dx 1 [dy In |az + b|
= Infy| =
ax+b a Y a

By — 4 also dx = ‘%’

79% = a, also dz = dy
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und auch

/ln(ax +b)dx = l/ln(y)dy = 2(y In(y) —y) =

(ax 4+ b)In(ax +b) —azx —b

a a

5.7.7. BEISPIEL. Seien k € N, a,b € R, a # 0. Die Substitution y = azx + b,
dv = %, liefert

1 k 1
/xk In(az + b)dx = . /((y —b)/a)" In(y)dy = e /(y — b)*In(y)dy
und diese Integrale kénnen wir mittels partieller Integration bestimmen, siehe
Beispiel 5.6.2]

5.7.8. BEISPIEL. Wieder seien k € N, a,b € R, a # 0. Die Substitution y = ax,
dr = %, liefert

k _ax+b eb k_ax eb k_y
e d:c:J (ax)%e dx:ak-&-l y eldy

und dieses Integral kénnen wir rekursiv mittels partieller Integration bestim-
men, siehe Beispiel [5.6.4. Damit kénnen wir fiir jedes Polynom p(z) das Integral
[ p(z)e™* T dz 15sen.

5.7.9. BEISPIEL. Wieder seien k € N, a,b € R, a # 0. Die Substitution y = az,
dr = %, liefert

1
/cosk(aa: +b)dr = — /cosk(y)dy

a
und diese Integrale konnen wir rekursiv mittels partieller Integration bestimmen,

siehe Beispiel [5.6.3]
5.7.10. BEISPIEL. Da 2? — a® = (z — a)(z + a) gilt
1 1 1 1 1

2—a® 20 r—a 20 x+a
und nach Beispiel daher

/ dx 1 dx 1 dx

2—a?2 20 ) x—a 2a) z+a

11| | 11|+’ 11’:10—@
= —Inlzx—a|——Inlz+a/=—1In
2a 2a 2a

5.7.11. BEISPIEL. Durch die Substitution y = z/a erhalten witf

/ dx 1 / dx 1/ dy 1 tan(y) 1 tan(z/a)
——=— | ———— =—- | ——— = —arctan(y) = — arctan(x/a
24+a® a®> ) (z/a)’+1 a) y>4+1 a V=4

siehe auch Beispiel 5.5.11.

80dy __
de

rta

1/a, also dx = ady
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5.7.12. BEISPIEL. Durch die Substitution y = f(z) erhalten wir’]
['(@) / dy
dv= [ = =Inly| =In|f(z)|.
[ 5 de= [~y = alsta)
Etwa liefert dies

cos(x) . 2x 435 2
—————dx =1n|2 d ———dr =1 or+17|.
/2+sin(x) r=In|2+sin(z)]  un /x2+5x+7 r=In|z’+5z+7|

5.7.13. BEISPIEL. Durch die Substitution 2 = y erhalten wif]

2 1 ey e
r d _ — yd = — = —,
/xe o 2/6 Y 2 2

Beachte jedoch, dass z.B. die Stammfunktion [ e~**dz nicht mittels “elementa-
rer” Funktionen ausgedriickt werden kann.

5.8. Integration rationaler Funktionen. Wir wollen nun Integrale der
Form

dx

224 — 92 + 222% — 20 + 4
/ x3 — 3x? + 2
bestimmen. Eine einfache Polynomdivision liefert folgende Darstellung des Inte-
granden:

2% — 923 + 2222 — 200 + 4 9x2 — 14z + 4
=2r—-3+ ——
3 — 322 + 22 3 — 322 + 22
und damit:
22 — 923 + 222% — 20z + 4 ) 9% — 14z + 4
dr=2"—-3x+ [ ———7——
3 — 322 + 22 3 — 3712 + 2%

Um das verbleibende Integral zu bestimmen, faktorisieren wir den Nenner des
Integranden
2 —32% + 22 = x(x — 1)(z — 2)
und versuchen Zahlen A, B,C' € R zu finden, sodass gilt:
9z — 14z +4 A B C

3 —3x24+2c = x—1 -2

Multiplizieren wir diese Gleichung mit dem Nenner 2% — 322 4 2z so erhalten wir

922 — 14z +4 = A(x — 1)(z — 2) + Bo(z — 2) + Co(z — 1)
= (A+B+C)2* — (3A+ 2B + C)z + 24,
und durch Koeffizientenvergleich gewinnen wir das lineare Gleichungssystem
A+B+C =09, —(BA+2B+ () = —14, 2A = 4.

@(x), also dy = f'(x)dx

Szd—g = 2z, also dy = 2zdx
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Miihelos bestimmen wir die eindeutige Losung A = 2, B = 1, C' = 6. Wir erhalten
also folgende Darstellung des Integranden

922 — 4z +4 2 1 6

:c3—3372+2x_x+x—1+x—2

(138)

und damit

972 — 14z + 4 dx
—_ dx =2
a3 — 322 + 22 x—l T —2

=2In|z|+In|zx — 1|+ 6In|z — 2|

Insgesamt erhalten wir:

224 — 923 + 2222 — 202 + 4
/ x3 — 312 + 2x

Die Darstellung einer rationalen Funktion in der Gestalt heifit Partial-
bruchzerlegung, und sie gestattet es, Stammfunktionen von beliebigen rationa-
len Funktionen zu bestimmen, wenn es nur gelingt den auftretenden Nenner zu
faktorisieren, d.h. seine Nullstellen zu finden. I.A. treten dabei allerdings etwas
kompliziertere Integrale auf als wir es in diesem ersten Beispiel gesehen haben.
Wir wollen dies nun in voller Allgemeinheit besprechen.

Seien also p(z) = 3 7" a;x" und g(x) = Y7 bz zwei Polynome mit reellen
Koeffizienten a;,b; € R und b, # 0. Wir wollen das Integral | z Ei) dx 16sen.

Zundchst bestimmen wir mittels Polynomdivision Polynome r(z) = 3 7= )

und ¢(x) mit

dr = 1> — 3z +2In|z| +Injzr — 1| + 61n |z — 2|

p@) _ r(z)
q(x) q(x)
wobei nun der Grad des Polynoms r(x) kleiner als der von ¢(z) ist. Wegen

/%dmz/t(x)dan/%dx

ist damit das Integral [ %dw auf das Integral [ Zg; zuriickgefiihrt, denn das

Integral [ ¢(x)dx ldsst sich miihelos bestimmen. Damit ist der erste Schritt ge-
tan. Zusammenfassend konnen wir sagen: Das Integral einer beliebigen rationalen
Funktion lasst sich stets auf das Integral einer rationalen Funktion zuriickfithren,
dessen Zahler kleineren Grad als dessen Nenner hat.

Nun zum zweiten Schritt: Nach dem Hauptsatz der Algebra lésst sich das
Polynom ¢(z) in der Form

q(z) = bp(z—yy)"™ - (w—yp)" (2 —20)™ (2 —21)™ - (w—2)™ - (x—2)™ (139)
schreiben. Dabei bezeichnen yq, s, . . . , yx die reellen Nullstellen und nq, no, . . ., ng
ihre Vielfachheiten. Weiters bezeichnen z1, z1, 29, 2o, . . ., 21, Z; bezeichnen die nicht
reellen Nullstellen von ¢(x) und my, mo, ..., m, ihre Vielfachheiten. Beachte, dass
diese in komplex konjugierten Paaren z;, z; auftreten miissen, da unser Polynom
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reelle Koeffizienten hat. Obwohl die Existenz der Darstellung fiir jedes q(z)
gesichert ist, kann das Auffinden der Nullstellen von ¢(z) in konkreten Beispielen
unmoglich sein. Ist eine der Nullstellen von ¢(z) gleichzeitig eine Nullstelle von
p(z), dann kiirzen wir diese, und diirfen so 0.B.d.A. annehmen, dass p(z) bei
keinem der y;, z; oder z; verschwindet. Ausmultiplizieren von (z — 2;)(z — %)
ergibt reelle Polynome

(x—2z)(x — %) = 2> + ez + fi, mit e; = —2Re z; und f; = |z|?
und damit:
g(x) = (x—y)™ - (x—y)™ (@ +eaz+ f1)™ - (® +ex+ i)™

Beachte, dass stets
fi>0 und ef —4f; < 0.

Im néchsten Schritt bestimmen wir die Partialbruchzerlegung von Z(—i, dh.
wir versuchen reelle Zahlen A;;, B;; und Cj; zu finden, sodass gilt:

r(x A A Aq,
(): 11 + 12 2+...+;
i) v—y  (z—wn) (. — )™
+ “ e
A A Ap,
+ k1 + k2 5 4+t _ kg
=y (T —yr) (T — yp)™
BHI' + Cn Blgl’ + 012 1 BlmllL’ + Clml
2?2+ex+fi 0 (2+ex+ f1)? (22 +eyx + f1)™
Bjx+Ch Biox + Ciy - Blml$ + Clml
2?2+ex+ fi (224 ex+ f))? (22 + ez + f1)™

Multiplizieren wir diesen Ansatz mit ¢(z) so erhalten wir eine Gleichung zwischen
Polynomen und mittels Koeffizientenvergleich ein lineares Gleichungssystem fiir
die Zahlen A;;, B;; und C;;. Mit etwas linearer Algebra lésst sich zeigen, dass die-
ses Gleichungssystem stets eine eindeutige Losung besitzt. Damit ist das Integral
i %daz also auf Integrale der Form

dx x+c
—_— d d it k€ Nund e —4f <0
/(:v—a)k un /(x2+ex+f)k x mit £ € N und e f
zuriickgefiihrt.

Im letzten Schritt bestimmen wir nun diese Integrale. Der erste Typ ist be-
sonders leicht, denn mit Hilfe der Substitution y = = — a erhalten wir

dx dy 1 1
/(x—a)k :/E: (1—k)y+1 - (1= K)(z — a)1 falls k # 1
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und

d d
/ T [ Y oy =z —a fallsk=1.
v

r—a
Fiir den anderen Typ giltﬂ
dx B 2 2x + e
/xQ +ex+f VAf —e? VAf —e?
/ wdx (e +ex+f) e / dx

224ex+ f 2 2 ) 2ter+f

dx 2z +e
/(:c2 Yer+ f)F (k—1)(4f — ) (2 + ex + f)F 1 (140)

arctan

2(2k — 3) dr
IR / (@ Fext )

xdx B 1
/(xQ +e:p—|—f)k o _Q(k— 1)<$2+6I—|—f)k_1

e dx
— = k> 2.
2/(0%2—%631:4—]”)’C -

Mit Hilfe dieser Formeln kénnen schliellich alle in der Partialbruchzerlegung auf-
tretenden Integrale bestimmt werden.

5.8.1. BEISPIEL. Wir wollen die Diskussion der Partialbruchzerlegung mit
einem weiteren Beispiel abschlielen. Betrachte das Integral

/3$5+6$4+69§3+14z2+x+2

d
26 + 224 + 2 v

Das Zahlerpolynnom hat bereits kleineren Grad als das Nennerpolynom, die Po-
lynomdivision entféllt daher. Beachte, dass der Nenner wie folgt faktorisiert:

2%+ 2% 4+ 2% = 2 (x — 1) (z + )2
Daraus sehen wir auch, dass Zahler und Nenner keine gemeinsame Nullstelle
haben. Da (z —i)(z + i) = 2® + 1 suchen wir reelle Zahlen A, Ay, By, By, Cy, C
sodass:
3x5+6x4+6m3+14x2+x+2_/11 Ay Bz +C; Byx+Cy
26 4 224 4 22 —?+ﬁ+ 241 +(x2—|—1)2

Multiplikation mit dem Nenner und Koeffizientenvergleich liefert das Gleichungs-
system:

Alz]_ A2:2 A1+Blz3
2A1—|—B1+32:6, A2+01:6 2A2+Cl+02:14

83Hier bezeichnet e nicht die Eulersche Zahl!
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Diese hat die eindeutige Losung A1 =1, Ay =2, By =2,C; =4, B, =2,y = 6.
Also erhalten wir folgende Darstellung unseres Integranden

3$5+6x4+6x3+14x2+x+2_1 2 2x+4 2r + 6

a6 + 224 + 22 _5+§+$2+1+(x2+1)2
und damit
/3x5+6x4+6x3+14x2+x+2d
x6 + 22* + 22

S ERTE R

Den Formeln (140)) entnehmen wir

dx dz 1
e w1
T T T
In(z? +1
/ dr arctan(z) / zde _ In(2® +1)
241 2+ 1 2

/ dv x N arctan(z) / zde 1
(z2+1)2  2(22+1) 2 (z24+1)2 222 +1)

Zusammen mit (141]) folgt schlieflich:

dx

32° + 62* + 62° + 142® + x + 2
/ 28 + 224 + 22
3r—1
2+ 1

2
= In|z(2? 4+ 1)| — = + Tarctan(z) +
x

5.8.2. BEISPIEL. Ist R(y) eine rationale Funktion und a € R, dann liefert die

Substitution y = e, Zfi = ae™ = ay,
1 [R
/R(e”)das = - / Maly.
a )
Da auch % eine rationale Funktion ist, lasst sich dieses Integral nun mittels Par-

-1

=1 dx versuchen.

tlalbruchzerlegung bestimmen. Wir wollen dies am Integral f

dy _ _
w2 = ae = ay, liefert

dex = ———y
e + 1 ay(y—i—l y+1
B 21n|y—|—1| Injy| 2In(e™ +1)
N a a a

Die Substitution y = e

— X

5.8.3. BEISPIEL. Es sei R(z,y) eine rationale Funktion, dh. es existieren Poly-

nome p(z,y) = > a;;x'y’ und q(z,y) = > bx'y’!, sodass R(z,y) = Er yg Dann
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liefert die Substitution

dt 141 2t 1—t

t=t 2 - e — _
mlpf2). = sme=iin cse= g

folgende Darstellung:

2 1—1t3\ 2
/R(singp,cosgo)dgp = /R( ! ! ) dt (142)

1+82"1+12)1+¢t2

2 1—t2 2 . . . . . . .
Da R(l T 1T tg) Tz eine rationale Funktion ist, kann dieses Integral wieder mit-

tels Partialbruchzerlegung bestimmt werden.
5.8.4. BEISPIEL. Es sei wieder R(y,z) eine rationale Funktion. Dann liefert
die Substitution t = /ax + b, j—fc = T
R(m, var + b)dx = — R(—,t)t dt.
a a

Da R(tliT_b, t> t*=1 eine rationale Funktion ist, lassen sich diese Integrale ebenfalls

mit Hilfe einer Partialbruchzerlegung l6sen.

5.9. Weitere Interpretationen des Integrals. Wir wollen zunéchst Vo-
lumina von Rotationskorpern mit Hilfe des Integrals berechnen. Dazu sei f :
[a,b] — R eine Funktion mit f > 0. Wir betrachten den Rotationskorper

Ry :={(z,y,2) eR® |a <2 <b, > +22< f(z)}. (143)

Betrachte eine Zerlegung Z = {xg, 21, ..., x,} des Intervalls [a, b]. Dann ist
n n 9
Orp2z = Zw(xz — T 1) [sup ]f(a:)2 = ZW(:E, — xi1) (sup f([wim1, 2]))
i=1 TE[Ti-1,Ti i=1

gerade die Summe der Volumina von Zylindern der Hohe z; —z;_1 und Kreisférmi-
ger Basis mit Radius sup f([z;—1, x;]). Da Ry zur Génze in der Vereinigung dieser
Zylinder liegt, erwarten wir, dass das Volumen von Ry keiner als O 7 ist, fiir

jede Zerlegung Z. Also sollte es auch kleiner als TZ (7 f?) sein. Ebenso ist

n n

Urp2z = ZW(IZ — i 1) me[ai:nf ) f(z)? = Z?T(Ilfl - :Bi_l)(inff([:ri_l,a:i]))z
i=1 . i=1
die Summe der Volumina von Zylindern der Hohe z; — x;_; und Kreisférmiger
Basis mit Radius inf f([z;_1, x;]). Die Vereinigung dieser Zylinder liegt zur Génze
in Ry, daher sollte das Volumen von Ry goBer als Uy 2 ; sein, fiir jede Zerlegung
Z von [a,b]. Damit sollte es auch groer als I%(7f?) sein. Ist nun f? Riemann-
integrierbar, dann YZ(WfQ) =(rf)=n ff f(z)*dz, und wir werden auf folgen-
de Formel gefiihrt: Ist f : [a,b] — R, f > 0, und f? Riemann-integrierbar, dann
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interpretieren wir das Integral

b
s / f(z)*dzx (144)
als das Volumen des Rotationskorpers Ry, siehe (|143]).

5.9.1. BEISPIEL. Wir berechnen das Volumen der Kugel mit Radius r
Beachte, dass diese Kugel mit R; tibereinstimmt, wo f : [-r,r] — R, f(x

vr2 — x2. Nach ([144)) ist ihr Volumen durch folgendes Integral gegeben:

7T/ f(x)qu::W/ r2_x2d3;:7r(7»23;_§)

Also hat die Kugel mit Radius > 0 Volumen @.

> 0.
) =

3
r _47T7’

77"_ 3

Als néchstes wollen wir die Lange des Graphen einer Funktion durch ein In-
tegral ausdriicken. Sei also f : [a,b] — R eine Funktion, und Z = {xg, z1,...,2,}
eine Zerlegung von [a,b]. Die Summe

>V z P+ () — flao)? (145)

ist genau die Lénge eines Polygons durch die Punkte (x;, f(z;)) bestehend aus n
Geradenstiicken. Wir erwarten, dass fiir gute f und hinreichend feine Zerlegungen
Z diese Summen die gesuchte Linge des Graphen von f gut approximiert. Ist f
differenzierbar, dann existieren nach Satz Stellen &; € (z;_1, z;) mit

flxi) = f(zioa) = f1(&) (@i — 2i1),
und die obige Summe lésst sich wie folgt schreiben:

n

Z(% —zi-)V 1+ (&)

i=1
Dies ist eine Riemannsumme der Funktion /1 + f/(z)?2, siche Abschnitt Ist
x — /14 f'()? Riemann-integrierbar, dann sind fiir hinreichend feine Zerle-

gungen Z die Summen ([145)) beliebig nahe an fab 1+ f'(x)%dx, und wir werden
auf folgende Formel gefiihrt: Ist f : [a,b] — R eine differenzierbare Funktion,

sodass  — /1 + f'(x)? Riemann-integrierbar ist, dann interpretieren wir das
Integral

/ V14 fl(z)%dx (146)

als die Lange des Graphen von f.
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5.9.2. BEISPIEL. Wir wollen den Umfang des Kreises mit Radius » > 0 be-
stimmen. Nach ((146) ist dieser durch das Integral

2/ V 1+ fl(z)dx
gegeben, wobei f : [—r,r] = R, f(z) := v/r? — 22. Eine einfache Rechnung zeigt

VTP =

r2 — 2

und fiir den Umfang des Kreises erhalten wir daher die Darstellung

2/r rdv 5 ™2 2 cos(t)dt
_ 2/”/2 r? cos(t)dt _, /2 12 cos(t)dt _ 2/”/2
—/2 r\/TmQ(t) —7/2 rcos(t) —7/2

wobei dir die Substitution = rsin(t), also dz = r cos(t)dt, benutzt haben. Daher
hat der Kreis mit Radius r > 0 den Umfang 27r.

rdt = 27r

Ist f:]a,b] = R, f >0, dann bezeichnen wir mit

Fr = {(a:,y,z) e R3 | a<x<b, \/y2+22:f(x)}

die Rotationsfliche die von f erzeugt wird. Ist die Funktion z — f(x)y/1 + f'(x)?
Riemann-integrierbar, dann interpretieren wir den Wert des Integrals

b
27T/ f(@)\/1+ f'(x)%dx
als den Fliacheninhalt der Rotationsflache Fy. Dies kann dhnlich wie die Integral-

formel fiir die Lénge des Graphen einer Funktion motiviert werden.

5.9.3. BEISPIEL. Wir wollen die Oberfliche der Kugel mit Radius » > 0 be-
stimmen. Beachte, dass die Oberfliche dieser Kugel mit F {ibereinstimmt, wo
f:[=rr] = R, f(x) := V/r? — 22. Daher ist ihr Flacheninhalt durch folgendes

Integral gegeben:
27r/ f(x)\/1+ f(z)%dx
Eine einfache Rechnung zeigt

fl)v1+ f(z)? =r

und wir erhalten folgende Darstellung fiir den gesuchten Fldcheninhalt:

2 / rdx = 4mr?

T

Die Oberfliche einer Kugel mit Radius » > 0 ist daher 4772
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Ist p : [a,b] — R eine Funktion, p > 0, so kénnen wir diese als die Dichte
eines auf [a, b] verteilten Mediums interpretieren. Der Wert des Integrals

/a o)

entspricht dann der Gesamtmasse. Ist dariiberhinaus xy € R, so entspricht der
Wert des Integrals

/ (o — ao)pla)da

dem Drehmoment beziiglich der Achse xy. Der Schwerpunkt soll jenes z, € R
sein, bei dem das Drehmoment verschwindet, dh.

b b b
0 :/ (x — zg)p(x)dx :/ zp(x)dx —.CES/ p(x)dx.
Fiir den Schwerpunkt erhalten wir daher die Formel:

B f:a:,o(x)dx
f: p(z)dx
Aus Proposition erhalten wir iibrigens a < zy < b, dh. der Schwerpunkt

muss im Intervall [a, b] liegen. Die Liste der Interpretationen des Integrals liefie
sich natiirlich beliebig verlangern.

S

5.10. Uneigentliche Integrale. Wir wollen nun auch iiber nicht kompakte
Intervalle wie etwa [a, 00), (a,b), (a,b] oder R integrieren.

5.10.1. DEFINITION. Es sei f : [a,00) — R eine Funktion, sodass fiir jedes
r > a die Einschrankung f|j, : [@,7] — R Riemann-integrierbar ist. Existiert
der Grenzwert .
lim [ f(z)dz
so nennen wir das uneigentliche Integral faoo f(z)dz konvergent. In diesem Fall
sei der Wert des uneigentlichen Integrals eben dieser Grenzwert, dh.

/00 f(z)dz := lim ' f(z)dz.

T—00
a

Konvergiert das uneigentliche Integral nicht, so heifit es divergent.

5.10.2. BEISPIEL. Folgendes uneigentliche Integral ist konvergent, und es gilt
/ e fdx =1,
0
denn fiir jedes r > 0 ist [ e “dx = —e‘“f‘g =1—e", und daher

/ e *dr = lim e %dr=1liml—e" =1.
0

r—00 0 r—00
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5.10.3. BEISPIEL. Es sei A € R. Das uneigentliche Integral fooo e~ dx konver-
giert genau dann wenn A > 0, und in diesem Fall gilt

o 1
/ e NMdr = =, A> 0.
0 A

Um dies einzusehen, betrachten wir zunéchst den Fall A = 0. Dann ist

T

lim e %dx = lim r = oo,
T—00 0 T—00

also konvergiert das Integral nicht. Fiir A # 0 folgt die Behauptung aus
z=r 1— 6_)‘7’

T -z
—\x €
dr — — _
/06 v X lozo X\

. . _e— AT ..
mit r — oo. Beachte, dass der Grenzwert lim,_,. S— genau dann existiert,

wenn A > 0, und in diesem Fall gilt lim, _ % = 3.

5.10.4. BEISPIEL. Das uneigentliche Integral

/000 cos(x)dx

konvergiert nicht, denn [ cos(z)dz = sin(:c)‘g = sin(r), aber der Grenzwert
lim, _, sin(r) existiert nicht.

5.10.5. PROPOSITION. FEs seien f, g : [a,00) — R zwei Funktionen, sodass die
uneigentlichen Integrale [ f(z)dx und [;° g(x)dx beide konvergieren. Weiters
sei A € R. Dann konvergieren auch die folgenden uneigentlichen Integrale und
haben die angegebenen Werte:

| 1@ v at@e= [ sayin s [ g
/aoo M (@)dr = A/aoo F(@)dz

BEWEIS. Nach Voraussetzung existieren die folgenden Grenzwerte und es gilt:

lim /r f(z)dx = /OO f(z)dx hm / x)dx —/ g(x)dz

Nach Proposition [5.2.2] ist weiters

/f +g(x d:c—/f d:v+/ g(x)dx.

Aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte, siehe Abschnitt [3.9] folgt
lim f( )+ g(x)dx = lim/ f(x)dz + lim/ g(z)dx
= / f(z)dx +/ g(z)dx
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Also konvergiert das uneigentliche Integral faoo f(z) + g(z)dxr und hat den ange-
gebenen Wert. Ganz analog lésst sich die Aussage iiber das uneigentliche Integral

L2 N f(x)dx zeigen. O

5.10.6. PROPOSITION. Es seien f,g : [a,00) — R zwei Funktionen, sodass
die uneigentlichen Integrale faoo f(z)dz und faoo g(x)dx beide konvergieren. Gilt

f <g, dann auch . .
/ f(z)dz §/ g(x)dx.

BeEWEIS. Nach Proposition [5.2.7|gilt [ f(z)dz < [} g(z)dz, fiir jedes r > a.
Nach den Rechenregeln fiir Grenzwerte folgt daher

T

lim f(z)dx < lim | g(z)dz,

und dies ist genau die Aussage der Proposition. O

5.10.7. PROPOSITION. Es sei f : [a,00) — R eine Funktion, sodass das unei-
gentliche Integral [ f(x)dx konvergiert. Weiters sei b € [a,00). Dann konver-
giert auch das uneigentliche Integral fboo x)dx und es gilt

| i da:—/f o+ [ faa

BEWEIS. Nach Proposition [5.2.6] gilt fiir jedes r > b

/f dx_/f d:c+/f (147)

Nach Voraussetzung existiert der Grenzwert lim, o f f(z)dz. Wegen ((147)) muss
auch der Grenzwert lim,_, fb x)dx existieren, und die behauptete Formel gel-
ten. ]

5.10.8. PROPOSITION. FEs sei f : [a,00) — R eine Funktion, sodass fir jedes
r > a die Einschrinkung flq, Riemann-integrierbar ist. Weiters sei f > 0.
Dann sind dquivalent:

a) Das uneigentliche Integral [ f(x)dx konvergiert.

b) Es existiert K € R, sodass fiir alle r > a gilt fr flz)de < K.

BEWEIS. Da f > 0, ist die Funktion F(r) := [ f(z)dz monoton wachsend.
Also existiert der Grenzwert lim, ., F'(r) genau dann wenn die Funktion F' nach
oben beschrénkt ist. U

5.10.9. SATZ. Es sei f : [a,00) — R eine Funktion, sodass fir jedes r > a die
Einschrinkung [l Riemann-integrierbar ist. Dann sind dquivalent:

a) Das uneigentliche Integral f:o f(z)dz konvergiert.
b) Das folgende Cauchykriterium ist erfillt: Fir jedes € > 0 ezistiert ro > a
mit folgender Figenschaft: Sind r,s > ro dann ist UZ f(x)da:} < e.
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BeweIs. Fiir 7, s > a haben wir

/f M—/f M_/f

Die Aussage folgt daher sofort aus Satz [3 O

5.10.10. BEMERKUNG. Beachte, dass Satz [5.10.9] ein notwendiges und hin-
reichendes Kriterium fiir die Konvergenz uneigentlicher Integrale liefert, dessen
Formulierung nicht den Grenzwert verwendet.

5.10.11. DEFINITION. Es sei f : [a,00) — R eine Funktion, sodass fiir je-
des r > a die Einschrankung f|,, Riemann-integrierbar ist. Konvergiert das
uneigentliche Integral [ |f(z)|dz, so nennen wir [ f(z)dx absolut konvergent.

5.10.12. PROPOSITION. Es sei f : [a,00) — R, sodass [ f(x)dz absolut
konvergiert. Dann konvergiert das uneigentliche Integral faoo f(z)dz, und es gilt

L/‘ [z dm’<ij/ z)|dz. (148)

BEWEIS. Nach Voraussetzung konvergiert [ |f(z)|dz. Sei nun € > 0. Nach

Satz [5.10.9] existiert 7o > a, sodass [||f(z)|dz < e fiir alle r,s > ro. Nach
Korollar ist daher auch

[ 1@e] < [ 1rwas <

fiir alle ;s > ry. Nach Satz [5.10.9| konvergiert daher das uneigentliche Integral

[ f(x)dx. Aus
/ f(x dx‘ < / |f(z)|dz
folgt mit r — oo auch (148§} - O

5.10.13. PROPOSITION (Majorantenkriterium). Es seien f,g : [a,00) — R
zwet Funktionen, deren Einschrdankungen auf [a, ] Riemann-integrierbar sind, fir
jedes r > a. Weiters sei | f| < g und f g(x)dx konvergiere. Dann ist f f(x)dx
(absolut) konvergent.

BEWEIS. Da g > 0 und weil f > g(x)dx konvergiert, existiert K > 0, sodass

f g(x)dx < K, fir alle r > a, siche Proposmon 5.10.8f Wegen |f| < g gilt
dann auch fa |f(x)|dx < K, fiir alle r > a. Nach Proposition [5.10.8| konvergiert
daher [ |f(z)|dz. Also ist [ f(z)dz absolut konvergent, und nach Propositi-
n auch konvergent. O

5.10.14. PROPOSITION (Minorantenkriterium). Es seien f,g : [a,00) — R
zwei Funktionen, deren Finschrinkungen auf [a,r] Riemann-integrierbar sind, fir
jedes v > a. Weiters set 0 < f < g, und faoo f(z)dz divergiere. Dann divergiert

auch [ g(x)dx
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BEWEIS. Dies folgt sofort aus Proposition [5.10.13| U

5.10.15. BEISPIEL. Es sei a € R. Das uneigentliche Integral floo x%dx konver-
giert genau dann, wenn o < —1, und in diesem Fall gilt

o0 -1
/ % = , a < —1.
1 a+1

Wir betrachten zunachst den Fall a = —1. Dann ist

T

lim [ 2 'dr = lim In(r) = oo,

T—00 1 r—00

also divergiert das Integral. Sei nun a # —1. Dann gilt

T a+1
/ x%dxr = T
1 o+ 1

rotl
T
Fall hat er den angegebenen Wert — +1

T=r T,a+1 —1

z=1: a+1

)

der Grenzwert lim, _, . ex1stlert genau dann, wenn o < —1, und in diesem

5.10.16. BEISPIEL. Wir betrachten die Funktion

sn@) - folls > 0
- 10 R = z
f:10,00) = R, f(@) {1 falls z = 0.

Wir erinnern uns, dass f auch bei x = 0 stetig ist, denn lim, o, Sm(r) = 1. Das

uneigentliche Integral
/ sin@) 4 (149)
0

Xz

konvergiert, aber es ist nicht absolut konvergent. Nach Proposition [5.10.7| geniigt
es zu zeigen, dass f >0 sin(@) g, konvergent, aber nicht absolut konvergent ist. Mit-
tels partieller Integratlon erhalten wir
r " cos(x
— / g )dx
1 .

/r sin(w) __ cos(a)

T T

Beachte, dass

T
lim _ cos(a) = lim cos(1) — cos(r) = cos(1).
r—00 x 1 r—00 T
oo Sln oo COS

Daher konvergiert f sin@) 17 genau dann, wenn I 0s(@) Jr konvergiert. Beach-
te, dass |C°;§” | <o~ Nach Beispiel [5.10.15|ist daher [ z~%dz eine konvergen-
te Majorante von [~ Coi(z dx. Nach Proposition [5.10.13| konvergiert daher auch

| loo o8(@) 7. Damit ist gezeigt, dass (149) konvergiert I Nun zu der Behauptung,

84Der Wert des Integrals (149) ist iibrigens m/2, aber das konnen wir hier noch nicht
beweisen.
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dass ([149)) nicht absolut konvergiert. Dazu beobachten wir, dass fiir jedes k € N:

/(k+1)7r ‘Siﬂ(l‘)’d:p . /(k+1)7r \sin(:r;)] o

1 (k+1)m 9
= —/ | sin(x)|dz =
k

iy

(k+ 17 Jyx (k+1)m
Daraus schlieflen wir
nw | o n—1 T n—1 n—1
/ ]sm(aj)]dm _ Z/(kH) ]s1n(a:)|dx - 2 2 1
- x S x T (k+1)m 7 — k+1

nm |sin(z)]

fiir jedes n € N. Da ) -, k—}rl = oo folgt auch lim,, . [ ——=dxr = oo. Also

™

divergiert [~ @dm, und damit ist [;° Sinxﬁdx nicht absolut konvergent.

5.10.17. BEMERKUNG. Analog zu den uneigentlichen Integralen faoo f(z)dz

konnen wir auch die uneigentlichen Integrale f_boo f(z)dz behandeln. Fiir alle
bisherigen Resultate gelten entsprechende Aussagen auch fiir diese neuen unei-
gentlichen Integrale.

5.10.18. DEFINITION. Es sei f : R — R eine Funktion, sodass fiir jedes r > 0
die Einschrankung f|/_,, Riemann-integrierbar ist. Das uneigentliche Integral
ffooo f(z)dz heiit konvergent, falls a € R existiert, sodass sowohl faoo f(z)dz als
auch ffoo f(z)dz beide konvergieren. In diesem Fall sei der Wert des uneigentli-
chen Integrals wie folgt deﬁniert:ﬁ

/_Z fle)de = /_ Oo flx)dz + / " fw)de.

5.10.19. BEISPIEL. Das folgende uneigentliche Integral konvergiert und hat
den angegebenen Wert:
/ < dx
= T.
oo L 2?

b
d
/a 1 +$x2 = arctan(x)‘z = arctan(b) — arctan(a).

Dazu erinnern wir uns, dass

Damit folgt

" o dx
lim = lim arctan(r) = 7/2
r—oo Jo 1 +$2 00 ( ) /

und ebenso

0
d
lim L

r—00 —r1+‘r

= lim —arctan(—r) = 7/2.

T—00

2

85Nach Proposition [5.10.7| héngt der Wert des uneigentlichen Integrals ffooo f(z)dz nicht
von der Wahl von a ab.
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5.10.20. BEMERKUNG. Existiert der Grenzwert

lim / f(z)dz
so wird dieser der Hauptwert des Integrals genannt. Konvergiert das uneigentliche
Integral [* f(z)dz im Sinn von Definition|5.10.18) dann existiert natiirlich auch

sein Hauptwert. Existiert der Hauptwert, dann muss das Integral ffooo f(x)dx i.A.
aber nicht konvergieren. Etwa ist

T

lim sin(x)dx = lim — cos(x)[ = lim cos(—r) — cos(r) =0,

r—oo [_. r—00 r r—00

aber das uneigentliche Integral [°°_sin(z)dz konvergiert nicht, denn [ sin(x)dx
konvergiert nicht, vgl. Beispiel

5.10.21. DEFINITION. Es sei f : [a,b) — R eine Funktion, sodass fiir jedes
a < r < b die Einschréinkung f|j, Riemann-integrierbar ist. Das uneigentli-

che Integral f: f(z)dz heiBt konvergent, falls der Grenzwert lim,_,_ [ f(z)dz
existiert. In diesem Fall wird der Wert des uneigentlichen Integrals wie folgt de-
finiert:

/b f(z)dzx = lirll)q_ Tf(x)dx,

Analog definiert man uneigentliche Integrale von Funktionen die auf (a,b] defi-
niert sind. Fiir Funktionen die auf Intervallen der Form (a, b), (—o0, b) oder (a, o)
definiert sind, defnieren wir die uneigentlichen Integrale wie in Definition [5.10.18]

5.10.22. BEMERKUNG. Entsprechend modifizierte Aussagen der Resultate die-
ses Abschnitts gelten auch fiir die uneigentlichen Integrale aus Definition [5.10.21].

5.10.23. BEISPIEL. Sei o € R. Das uneigentliche Integral fol x®dx konvergeirt
genau dann, wenn « > —1, und in diesem Fall gilt

! 1
/xo‘: , a > —1.
0 a+1

Fiir = —1 folgt dies aus lim. o In(e) = —o0, und fiir a # —1 aus

1 N $a+1
T =
- a+1

5.10.24. BEMERKUNG. Ist die Funktion f : [a,b] — R Riemann-integrierbar,

dann gilt lim,_,— [} f(z)dz = ff f(x)dz wo die rechte Seite das iibliche Rie-
mannintegral bezeichnet, siche Proposition [5.2.8, In diesem Fall stimmt daher
das iibliche Riemann-integral mit dem uneigentlichen Integral iiberein.

=1 1— ga—l-l

xr=¢€ O./—|—1 '

5.10.25. BEISPIEL. Das uneigentliche Integral

/ t5 e dt (150)
0
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konvergiert genau dann wenn s > 0. Die Funktion
I':(0,00) — R, ['(s) ::/ t et
0

wird die Gammafunktion genannt. Wir betrachten zunéchst [ ¢* e 'dz. Da
lim; oo t* e~/ = 0 existiert eine Konstante Cy > 0, sodass t*~te %2 < O, fiir
alle t € [1,00). Damit gilt

et < Coet/? fur alle t € [1,00).
Nach Beispiel [5.10.3) ist daher [~ C,e""/2dt eine konvergente Majorante von
[t tetdt, also konvergiert [T t7le~'dt fiir jedes s € R, siche Propositi-

on [5.10.13, Nun zu fol ts~le~tdt: Bs gilt
et < s tlemt <t fir alle ¢ € (0, 1].

Fiir s > 0 ist daher fol t~1dt eine konvergente Majorante von fol ts~le~tdt, siehe
Beispiel |5.10.23, also konvergiert auch fol t*~le~tdt, siche Proposition [5.10.13] Ist
s < 0, dann ist e '*~! eine divergente Minorante von fol t*~le~tdt, also diver-

giert auch fol t*~le~tdt, siehe Proposition [5.10.14] Daher sehen wir, dass (150)
tatsichlich genau fiir s > 0 (absolut) konvergiert. Offensichtlich ist

T(1) = 1. (151)
Die Gammafunktion erfiillt die folgende Funktionalgleichung:
sI'(s) =T(s+ 1), s>0 (152)

denn mittels partieller Integration erhalten wir

T t=r T
/ te ldt = —tfet|  + / st* e tdt
€ t=¢ €

und mit e — 0 und r — oo folgt sofort ((152). Aus (151)) und (152)) folgt mittels
Induktion

I'(n+1)=nl n € Np.
Die Gammafunktion interpoliert daher zwischen den Fakultéten, die ja nur fiir
natiirliche Zahlen definiert sind.






ANALYSIS FUR PHYSIK UND VERWANDTE FACHER I 199

6. Differentialgleichungen

Eine gewdohnliche Differentialgleichung (DGL) n-ter Ordnung ist eine Glei-
chung die eine gesuchte Funktion z +— y(z) und ihre ersten n Ableitungen
v,y ..., y™ in Beziehung setzt:

F(xyyy", .. .y™) =0. (153)

Dabei ist F': U — R eine auf einer Teilmenge U von R"*? definierte Funktion.
Unter einer Losung der Differentalgleichung (153]) verstehen wir jede auf einem
Intervall definierte und n-mal differenzierbare Funktion y : I — R, sodass

F(z,y(x),y(),....,y™(x) =0  firallez € I.
Damit dies Sinn macht, miissen wir natiirlich auch
(z,y(2), ¥/ (2),...,y"(2)) €U  firalerel

fordern. Besonders interessiert sind wir an maximalen Losungen, dh. Losungen
y : I — R die nicht auf ein echt groferes Intervall T 2 I ausgedehnt werden
konnen, alle anderen Losungen erhalten wir dann durch Einschrénkung aus den
maximalen Losungen.

Liegt die Gleichung in der Form

y" = f(z,y,y,y" ...y Y)

vor, so sprechen wir von einer expliziten Differentialgleichung. Die Form ([153)
wird hingegen als implizite Differentialgleichung bezeichnet.
Ist die Differentialgleichung vom Typ

Fly,y,....y™) =0 oder y"=Ff(y,y,....y" V)  (154)

so sprechen wir von einer autonomen Differentialgleichung. Ist y eine Losung der
autonomen Gleichung ((154) dann ist fir jedes xy € R offensichtlich auch die
Abbildung = +— y(x — x¢) eine Losung von ([154)).

6.1. Einige Beispiele.

6.1.1. BEISPIEL. Es sei a € R. Betrachte die autonome gewohnliche Differen-
tialgleichung erster Ordnung
y = \y. (155)
Offensichtlich ist fiir jedes C' € R die Funktion R — R, z — y(x) = Ce’ eine
maximale Losung von ([155). Wir wollen uns noch davon iiberzeugen, dass dies
alle maximalen Losungen von ((154)) sind. Sei dazu y : [ — R differenzierbar mit
y'(x) = A\y(zx) fiir alle x € I. Dann gilt
d

%?/(33)6_)\1; =y (2)e™™ — y(z) e ™ = My(2)e™ — y(z)Ae ™™ =0
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also muss die Funktion z — y(z)e ** konstant sein, dh. es existiert C' € R mit

y(z)e™*® = O, also y(z) = Ce®, fiir alle z € I. Damit sehen wir, dass die Menge

der maximalen Losungen von ((154) durch
y:R—>R, y(z) = Ce™™, C eR, (156)

gegeben ist, eine fiir jedes C' € R. Die Differentialgleichung hat also un-
endlich viele maximale Losungen. Sind zg,yo € R gegeben, so sehen wir aus
, dass es genau eine maximale Losung y von gibt, die zusétzlich der
Anfangsbedingung

y(xo) = yo
geniigt, es muss namlich C' = yoe **0 gewihlt werden. Wir kénnen dies auch so
formulieren: Zu jedem Punkt (z9,y0) € R? gibt es genau eine maximale Lésung

von ({154 deren Graph durch den Punkt (z,yo) geht.

6.1.2. BEISPIEL. Betrachte die autonome gewohnliche Differentialgleichung
erster Ordnung

y = (157)
Offensichtlich ist die Nullfunktion
y:R—R, y(z) =0 (158)

eine maximale Losung von ((157)). Eine einfache Rechnung zeigt, dass fiir jedes

a € R auch
1

a—x

y:(a,00) — R, y(x) = (159)

und
1

y:(—00,a) — R, y(x) = P (160)
maximale Losungen von sind. Beachte, dass aufler keine dieser Losun-
gen auf ganz R definiert ist. Sind zg,yp € R gegeben, dann wird genau eine der
Losungen (158)—(160) die Anfangsbedingung y(zg) = o erfiillen. Ist nimlich
Yo = 0 dann tut dies ([158)); ist yo # 0 dann sei a = o + yio und es wird, abhéngig
vom Vorzeichen von vy, entweder (falls yo < 0) oder (falls yo > 0)
der Anfangsbedingung geniigen. Nach Satz unten, miissen dies daher al-
le maximalen Losungen von sein. Wieder existiert daher zu jedem Punkt
(0,70) € R? genau eine maximale Lésung von deren Graph durch den
Punkt (z,y0) geht.

6.1.3. BEISPIEL. Betrachte die autonome gewochnliche Differentialgleichung

erster Ordnung
v =2Vlyl.

Wieder haben wir die triviale maximale Losung

y:R—=R, y(x) :=0. (161)
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Dariiber hinaus ist fiir jedes a,b € R, a < b, auch

—(z—a)* fallsz<a
fallsa < x <y

y:R—>R, y(z) =<0
(r—0)? fallsz>b

eine maximale Losung von ([161]). Zu gegebenen xg, 3o € R finden wir daher wieder
eine maximale Losung von (161]) die der Anfangsbedingung y(x¢) = yo geniigt.
Diesmal gibt es aber unendlich viele Losungen dieses Anfangswertproblems.

6.1.4. SATZ (Picard-Lindelof). Es sei U C R™™! eine offene Teilmenge. Wei-
ters sei f : U — R stetig und lokal Lipschitz-stetig in den letzten n Variablen.
Schlieflich sei (xo,Yo,Y1,---,Yn-1) € U. Dann existiert genau eine mazximale
Lésung von

y" = f(z,y, .y, oy (162)
die den Anfangsbedingungen
y(xo) =yo, ¥'(xo) =w1, ¢'(x0) =w2, ... Y (w) =ya1  (163)
genigt.

6.1.5. BEMERKUNG. Wir wissen zwar noch nicht was eine offene Menge in
R™*1 ist, auch nicht was eine stetige Funktion f : U — R sein soll, noch was un-
ter lokal Lipschitz-stetig in den letzten n Variablen gemeint ist. Es soll hier nur
angemerkt werden, dass dies relative schwache, und meist leicht verifizierbare,
Voraussetzungen an f sind. Etwa erfiillt jedes stetig differenzierbare f : U — R
diese Bedingungen. Satz liefert uns daher, unter realtiv schwachen Voraus-
setzungen, eindeutige maximale Losungen des Anfangswertproblems (162)) und
(163]). Etwa sind diese Voraussetzungen in den Beispielen und erfiillt.
Die Funktion y +— \/m aus Beispiel ist bei 0 nicht lokal Lipschitz-stetig,
also ist Satz nicht anwendbar, und tatséchlich haben wir dort ja unendlich
viele Losungen des Anfangswertproblems gefunden. Beachte, dass Satz auch
bei ganz konkreten Beispielen hilfreich ist, denn haben wir einmal zu jeder An-
fangsbedingnung eine Losung gefunden, dann kann es keine weiteren mehr geben,
siehe Satz[6.1.4] und wir wissen damit, dass wir tatséchlich schon alle Losungen
gefunden haben. SchlieBlich sei noch angemerkt, dass der Beweis von Satz [6.1.4]
eine Folge von Funktionen liefert die rasch gegen die gesucht Lésung konvergiert.

6.2. Differentialgleichungen mit getrennten Variablen. Wir wollen in
diesem Abschnitt gewohnliche Differentialgleichungen der Bauart

y' = f(x)g(y) (164)

besprechen. Aus Satz [6.1.4] erhalten wir zunéchst:
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6.2.1. KOROLLAR. FEs sei [ :J — R stetig und g : K — R lokal Lipschitz-
stetig@ wober J und K offene Intervalle bezeichnen. Weiters seien xg € J und
Yo € K. Dann existiert genau eine mazximale Losung y des Anfangswertproblems

y' = f(x)g(y)  und  y(xo) = vo.

Um nun tatséchlich Losungen dieser Gleichung zu finden gehen wir wie folgt
vor. Wir schreiben die Gleichung 2 = f(z)g(y) in der Form
dy

@ = f(x)dx

/%:/f(a:)daﬂ—a

Gelingt es diese Stammfunktionen zu bestimmen, so brauchen wir die resultieren-
de Gleichung nur noch nach y aufzulésen und erhalten Loésungen unserer Diffe-
rentialgleichung. Durch entsprechende Wahl der Integrationskonstanten C' stellen
wir dann noch sicher, dass auch die Anfangsbedingung y(xo) = ¥y erfiillt ist.

und erhalten

6.2.2. BEISPIEL. Wir wollen folgende Differentialgleichung behandeln:
y = 2ze?
Wir schreiben dies in der Form

e Ydy = 2xdx

/e‘ydy = /2xdm - C.

—eV=g>-C

und erhalten

Integration liefert nun

und damit
y(z) = —In(—2* 4+ C).

Sind zg,yo € R gegeben, und wihlen wir C' = 22 4+ e™%, so erhalten wir eine
Losung mit y(zg) = yo. Genauer, ist

y(z) = —In(—2” + 2 + e™™), || < A3 + evo

die eindeutige maximale Losung des Anfangswertproblems ¢’ = 2xe? und y(xy) =
Yo, denn fiir x — ++/a% + e % gilt y(z) — oo, die Losungen kénnen daher
nicht ausgedehnt werden, sind also maximal. Damit haben wir alle maximalen
Losungen der Gleichung y' = 2xe? bestimmt, vgl. Korollar [6.2.1]

86Djes ist z.B. immer dann der Fall wenn g stetig differenzierbar ist.
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6.2.3. BEISPIEL. Betrachte die Differentialgleichung:

v =y+v (165)
Wieder schreiben wir dies in der Form
d
g
y(y +1)

und erhalten:
d
/—y = /dw —C
y(y+1)
1 1
Da y(y+1) = 5 — y+1 fOIgt f y+1 ln’ﬁ‘ also
y+1

Ist > () so liefert dies
y+1

B 1
y eC—z — 1
und 1st < 0 dann
B -1
y= eC-r 41
Daraus erhalten wir drei Familien maximaler Losungen:
—1
R—1R = — CeR 166
1
ev—% —
1
ev—% —

Wollen wir die Anfangswertbedingung y(x¢) = yo bedienen, so miissen wir C' =
— 1n|y;’il‘ wéhlen. Mit diesem C' erfiillt dann (166 (falls —1 < yo < 0); (167))

(falls yo < —1); oder (168]) (falls 0 < yo) die Anfangsbedingung. Fiir yo = 0 bzw.
1Yo = —1 haben wir die beiden konstanten Losungen

y:R—R, y(x) =0 sowie y:R—R, y(x) = —1.

Damit haben wir zu jeder Anfangsbedingung y(xo) = yo eine maximale Losung
von ([165)) gefunden. Nach Korollar miissen dies daher alle maximalen Losun-
gen von (|165]) sein.

6.2.4. BEMERKUNG. Ist in (164)) sogar ¢ = 1, dann lautet die Gleichung
bloss y'(x) = f(x), dh. y ist eine Stammfunktion von f. Wir kénnen daher
Stammfunktionen als Losungen sehr einfacher Differentialgleichungen verstehen.
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6.3. Lineare Differentialgleichungen. Eine Differentialgleichung der Art
Y™ = ag(2)y + a1 (@)Y + az(x)y” + - + an_y(2)y™ Y + b(z) (169)

wird lineare gewdhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung genannt. Dabei sind
a;,b: I — R stetige, auf einem gemeinsamen Intervall I definierte, Funktionen.
Verschwindet der Term b(x), und hat die Gleichung also die Form

Yy = ag()y + a1 (@)Y + az(x)y" + - + an_y(x)y™Y (170)

so sprechen wir von einer homogenen Differentialgleichung. Entsprechend wird
auch als inhomogene lineare Differentialgleichung bezeichnet. Die Differen-
tialgleichung @D heifit die zu assoziierte homogene Differentialgleichung.
Aus Satz [6.1.4] erhalten wir sofort

6.3.1. KOROLLAR. Flir jedes xq € I und beliebige yo,vy1, ..., Yyn—1 € R existiert
genau eine maximale Losung y von (169)) die der Anfangsbedingung

y(xo) =0, ¥'(xo) =w1, ' (x0) = w2 ¥V (@0) = yna
gentigt. Jede dieser maximalen Losungen ist auf ganz I deﬁm’ert.ﬂ

6.3.2. PROPOSITION. Die Menge der mazximalen Lésungen von (170)) bildet
einen Vektorraum der Dimension n.

BeEwEIs. Sind y,y : I — R zwei Losungen von und A € R, dann sind
natiirlich auch y +¢ : I — R sowie Ay : I — R Ldsungen von . Also bildet
die Menge der Losungen einen Vektorraum. Es bezeichne £ diesen Vektorraum.
Fixiere xy € I und definiere eine lineare Abbildung durch

¢:L— Rn? (I)(y) = (y(ﬂfo), y/(xO)a y”(ajO)a s 7y(n—1)(x0)).
Nach Korollar [6.2.1] ist ® bijektiv. Also hat £ die Dimension n. U

Unter einem Fundamentalsystem der homogenen Gleichung ((170]) verstehen
wir jede Basis des Vektorraums aller maximalen Losungen von (170]), vgl. Pro-
position [6.3.2] Will man die Gesamtheit aller Losungen der homogenen Glei-
chung beschreiben, so ist es zweckméfig einfach ein Fundamentalsystem
von Losungen {¢1, 9, ..., pn} anzugeben. Jede beliebige andere Losung erhal-
ten wir dann als (eindeutige) Linearkombination dieses Fundamentalsystems:

y(x) = Mpr(x) + Aopa(z) + - - + Apion (), i € R.

Soll ([169) gelost werden so ist die folgende Beobachtung sehr hilfreich: Die
Differenz zweier Losungen von ((169)) ist eine Losung der homogenen Gleichung

(170). Ist also {1, @2, ..., vn} ein Fundamentalsystem von (170 und ist ¢ eine
beliebige maximale Losung von (169, dann ldsst sich jede Losung von (169

eindeutig in der Form

y(x) = P() + M) + Xawa() + -+ + Apon(T) X €R

8Die letzte Aussage folgt nicht aus Satz Auf den nicht besonders schweren Beweis
wollen wir aber nicht eingehen.
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schreibenﬂ Die Bestimmung aller Losungen von zerfallt daher in zwei Teil-
probleme: 1) Bestimmung eines Fundamentalsystems {1, @2, ..., p,} der asso-
ziierten homogenen Gleichung; und 2) Bestimmung einer beliebigen (moglichst
einfachen) Losung v von ((169)).

6.4. Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung. Wir wollen in
diesem Abschnitt lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

Y = a(x)y + blx) (171)

behandeln. wieder sind hier a,b : I — R stetige, auf einem gemeinsamen Intervall
I definierte, Funktionen. Wir beginnen mit der assoziierten homogenen Gleichung

y' = a(x)y.
6.4.1. PROPOSITION. Es sei a: 1 — R stetig, xo € I und yo € R. Dann st

o) = woesp( [ ato))

Zo

die eindeutige maximale Lisung des Anfangswertproblems
y =a(x)y  und  y(wo) = yo.
BEWEIS. Durch Differenzieren erhalten wir

(@) = o exp / " a(t)dt) = yoexp / altyir) / " a(t)dt

zo zo o

—wesp( [ alit)ala) = yle)a(a)

x0

xT

Also ist dies tatséchlich eine Losung, die offensichtlich auch maximal ist und die
Anfangsbedingung y(zo) = yo erfiillt. Nach Korollar sind dies alle maxima-
len Losungen. ([l

6.4.2. BEMERKUNG. Nach Proposition hat der Vektorraum der Losungen
von y' = a(z)y die Dimension 1. Nach Proposition bildet etwa

© = exp </I a(t)dt>

o

ein Fundamentalsystem.

Um ((171) zu lésen miissen wir noch eine beliebige Losung von ((171)) finden.
Es stellt sich heraus, dass hier der folgende Ansatz stets zum Ziel fiihrt:

() = Ca)esp( / ' alt)dr) (172)

o

88Die Menge der Losungen von (169) bildet einen affinen Raum.
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Dies wird als Variation der Konstanten bezeichnet. Differenzieren wir diesen An-
satz so erhalten wir

y'(x) =C'(z) exp(/ a(t)dt) + C(x)a(x) exp(/x a(t)dt>

o xo

= (C'(a) + Ca)a(x)) exp / a(t)at)

x0

T

Daher erfiillt (172)) die Gleichung ([171)) genau dann wenn gilt

T

(C'(z) + C(x)a(x)) exp< / ’ a(t)dt) = a(2)C(2) exp( / a(t)dt) +b(z)

xo o

oder dquivalent:

C'(z) = b(z) exp(— / ’ a(t)dt)

Zo

Daraus lésst sich jetzt aber C'(z) mittels Integration bestimmen:

O(z) = / ’ b(s)exp(— / Sa(t)dt) ds

o o

Wir fassen dies zusammen:

6.4.3. PROPOSITION. Es seien a,b: I — R stetig, xo € [ und yo € R. Setze

Ax) == /r a(t)dt und  P(x) = /f b(s)e 4 ds . A,

Zo
Dann ist
y(x) = () + yoe'
die eindeutige maximale Losung des Anfangswertproblems
y' = a(x)y + b(x) und y(zo) = 0.

6.4.4. BEISPIEL. Wir wollen alle Losungen folgender linearen Differentialglei-
chung erster Ordnung bestimmen:

y=2125  1>0 (173)
T
Nach Proposition [6.4.1] ist

o(r) = exp(/lx %) = exp(In(z) — In(1)) ==

eine Losung der assoziierten homogenen Differentialgleichung 3" = £. Um eine
Losung der inhomogenen Gleichung ((173)) zu finden, verwenden wir die Methode
der Variation der Konstanten, machen also folgenden Ansatz:

U(x) = Clr)x (174)
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Dann gilt
¥(z)

. + 23 = C(2) + 2°

Y(x) =C'(x)z+C(z)  und

Also 1ost die Gleichung genau dann wenn
C'(z) = 2°.
Durch Integrieren finden wir nun C'(z) = x3/3, und damit ist
U(z) = C(x)xr = 2*/3
eine Losung von . Jede Losung von lasst sich daher eindeutig in der

Form
y(r) = 2*/3 + A, AeR
schreiben.

6.4.5. BEISPIEL. Wir wollen alle Lésungen der folgenden linearen Differenti-
algleichung erster Ordnung bestimmen:

y = ay+ e/ (175)

Nach Proposition ist

o(z) = exp(/ox tdt) — 22/2

eine Losung der assoziierten homogenen Differentialgleichung vy = zy. Um eine
Losung von (175 zu finden, variieren wir wieder die Konstante und machen
folgenden Ansatz:

Dann gilt
W(z) = C' ()" + Cz)ze™? und  z(z) + e /? = O(z)ze™ /% + /2

also 16st ¥ (z) die Gleichung (175 genau dann wenn C’(z) = 1 gilt. Durch Inter-
gration finden wir C'(z) = z. Damit ist

Y(x) = C’(x)e%?/2 = ge®/?
eine Losung von (175)). Jede Losung von ([175)) ldsst sich daher eindeutig in der

Form
y(z) = 2”2 + Xe”/?, AeER

schreiben.
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6.5. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten.
Wir schrédnken uns nun auf lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koef-
fizienten ein. Darunter verstehen wir eine Differentialgleichung der Form

Y™+ a1y + a0y 4+ ary + agy = b(x) (176)

wobei nun a; € R Konstanten und b : I — R eine stetige Funktion sind. In diesem
Fall ist es besonders leicht ein Fundamentalsystem von Losungen der assoziierten
homogenen Differentialgleichung

Y™+ a1y a0y 4+ ary +agy =0 (177)

anzugeben, siehe Proposition [6.5.1| unten. Unter dem charakteristischen Polynom
der Differentialgleichung verstehen wir das Polynom

PE) =&+ an 1"+ an 2"+ -+ i +ag, (178)

wir erhalten es indem wir in der homogenen Gleichung die k-te Ableitung y*)
durch die k-te Potenz &F ersetzen.@ Kennt man die Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms, so ldsst sich ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung
sofort hinschreiben. Genauer haben wir folgende

6.5.1. PROPOSITION. Es set
Y™ 4 a1y ™Y 4 an oy 4 ay +agy =0 (179)
eine homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit Konstanten Ko-
effizienten a; € R, und
P(&) =€+ a, 18"+ an 2"+t +ag

thr charakteristisches Polynom. Ist \ eine k-fache reelle Nullstelle von p, dann
sind die Funktionen

e, oz, 2. FleM (180)

Lésungen von (179). Ist o £ 1 ein Paar komplex konjugierter Nullstelle@ der
Vielfachheit k, dann sind die Funktionen

2

e sin(fr),  xe*sin(x), 7€ sin(x), "l sin(z)  (181)

e cos(fBr), xe*cos(x), x?e™ cos(z), " e cos(z)  (182)

Lésungen von (179). Alle diese Funktionen zusammen, dh. (180)) (fiir jede reelle
Nullstelle \) und (181)~(182)) (fiir jedes Paar komplex konjugierter Nullstellen
a +i3) liefern ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung (179)).

89 twa ist p(§) = €2 — 2¢ + 3 das charakteristische Polynom der Differentialgleichung
y' =2y +3y=0.

9OWir erinnern uns, dass die nicht reellen Nullstellen in komplex konjugierten Paaren auf-
treten miissen, da das Polynom p reelle Koeffizienten hat.
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6.5.2. BEISPIEL. Betrachte die Differentialgleichung
y" —6y" + 11y — 6y = 0. (183)

Dies ist eine homogene lineare Differentialgleichung dritter Ordnung mit konstan-
ten Koeffizienten. Thr charakteristisches Polynom ist

p(€) =& 662 +11€~ 6= (£~ 1)(€—2)(§ - 3)
mit Nullstellen 1, 2 und 3, alle haben Vielfachheit 1. Daher bilden die Funktionen

2x 3z
)

p1(x) = e”, pa(z) =e p3(r) =€

ein Fundamentalsystem der Gleichung (183)). Jede Losung von (183)) ldsst sich
daher eindeutig in der Form

y(x) = Ae” + Ape®® + Aze™, N ER
schreiben.
6.5.3. BEISPIEL. Betrachte die Differentialgleichung
y"" — 9y + 30y" — 44y + 24y = 0. (184)
Ihr charakteristisches Polynom
p(€) = & — 9€% + 3067 — 44€ + 24 = (€ — 2)°(€ - 3)

hat die dreifache Nullstelle 2 und eine einfache Nullstelle bei 3. Nach Propositi-
on [6.5.1] bilden daher die Funktionen

pi(z) =e*,  pi(x) =xe®,  py(x) =%, pu(x) =€

ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung (184]). Jede Losung von ((184)
ldsst sich also eindeutig als Linearkombination dieser Funktionen schreiben,

y(x) = A1e® + doze™™ 4+ A3x?e®™ + M\, A € R.
6.5.4. BEISPIEL. Betrachte die Differentialgleichung

y" —9y" + 33y’ — 65y = 0. (185)

Ihr charakteristisches Polynom
p(§) =€ = 96" +336 — 65 = (£ — (24 31)) (£ — (2 31)) (£ - 5)
besitzt die einfache reelle Nullstelle 5 und ein Paar komplex konjugierter Nullstel-
len 2 + 3i, 2 — 3i, beide mit Vielfachheit 1. Nach Proposition bilden daher
die Funktionen
p1(x) = €™, ©o(1) = €** cos(3z), @3(x) = e* sin(3x)

ein Fundamentalsystem von ((185)). Jede Losung von ([185]) ldsst sich eindeutig als
Linearkombination dieser ; schreiben.
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6.5.5. BEISPIEL. Betrachte die Differentialgleichung
"y =0. (186)

"

Yy 42y
Ihr charakteristisches Polynom
p(€) =€ + 28 + €= E(€—1)*(E+1)°
hat die einfache reelle Nulstelle 0, und ein Paar komplex konjugierter Nullstel-

len i und —1i, beide mit Vielfachheit 2. Nach Proposition bilden daher die

Funktionen
o1(z) =" =1, @q(x) =sin(z), ¢3(r) = xsin(z),
pale) = cosle), ps(e) = acos()
ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung ({186]).

6.5.6. BEMERKUNG. Soll die inhomogene Gleichung gelost werden ge-
niigt es wieder eine einzige Losung von (176 zu finden, alle anderen erhalten
wir dann auf Grund der Linearitit durch Addition einer Losung der homogenen
Gleichung, vgl. Abschnitt . Eine solche spezielle Lésung von kann wieder
mittels der Methode der Variation der Konstanten bestimmt werden [K1l, Kapi-
tel 10.5]. Wir wollen dies aber nur fiir Gleichungen zweiter Ordnung diskutieren,
siehe unten.

6.6. Lineare DGL zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
Wir wollen in diesem Abschnitt die allgemeine lineare Differentialgleichungen
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Y+ 2dy’ + ky = b(x) (187)

untersuchen. Dabei sind d, £ € R Konstanten und b : I — R eine auf einem Inter-
vall I definierte stetige Funktion. Wir beginnen mit der assoziierten homogenen
Gleichung

y" 4 2dy + ky = 0. (188)
Ihr charakteristisches Polynom

p(€) = & +2d¢ + k
hat die Nullstellen

Mo=—dEVd®—k.
Aus Proposition erhalten wir sofort

6.6.1. PROPOSITION.

a) Ist d*> — k > 0, dann bilden eM® und e*2® ein Fundamentalsystem von

(188), wobei A\y = —d + Vd?> — k und \y = —d — /d?> — k.

b) Ist d*—k = 0, dann bilden die Funktionen e=% und xe=% ein Fundamen-

talsystem von (188]).

c) Ist d®> —k < 0, dann bilden e~ sin(wx) und e~ cos(wz) ein Fundamen-

talsystem von (188)), wobei w = Vk — d?.
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Die Losung der homogenen Gleichung (188]) bereitet also keine Schwierigkei-
ten. Kommen wir nun zur inhomogenen Differentialgleichung ([187)).

6.6.2. PROPOSITION. Fs seien d,k € R und b : I — R stetig. Bezeichne mit
©1, 2 ein Fundamentalsystem der zu

Y+ 2dy’ + ky = b(x) (189)

assoziierten homogenen Differentialgleichung y" + 2dy’ + ky = 0. Weiters seien
C1 und CY Funktionen, sodass

Ci(z)er(x) + Coz)pa(z) =0 und  Cy(x)p(x) + Cy(x)gs(x) = b(x)
fir alle x € I. Dann ist
Y(z) = Ci(z)p1(x) + Co(x)p2 ()
eine Losung von (189), wobei Cy und Cy Stammfunktionen von C| und C§ sind.
BEWEIS. Wir zeigen dies durch direkte Rechnung;:
U = Clpr + Cripy + Copa + Caydl
"= Cor + 20160 + Crip + Cyn + 20505 + Copy
Unter Verwendung von ¢} + 2dy} 4+ kyp; = 0 erhalten wir
U 2dy’ + k= 2d(Clpr + Copa) + CYor + 20797 + Oy + 2054
Da Cjp1 + Chps = 0 ergibt dies
"4 2dY" + k= CY oy + 201 + Cy s + 2054, (190)

Differenzieren wir C¢14Chps = 0 so erhalten wir CY ¢ +C| | +CHpa+Chely = 0.
Subtrahieren wir dies von ({190)) so folgt

"+ 2dY + ki = Clo) + Chply = b(x). O

6.6.3. BEISPIEL. Wir wollen alle Losungen der Differentialgleichung
Yty = ——, —m/2<x <7/ 2 (191)

bestimmen. Nach Proposition bildet
1(z) = sin(x) und o) = cos(x)

ein Fundamentalsystem der assoziierten homogenen Gleichung 3" +y = 0. Um
eine Losung der inhomogenen Gleichung zu erhalten verwenden wir Propositi-
on [6.6.2| und 16sen daher das lineare Gleichungssystem:

1
cos(x)

C1(x) sin(x) + C(x) cos(x) = 0 und C] cos(x) — Cy(x) sin(x) =

Dies fithrt auf
Ci(z) =1, Cs(x) = —tan(x).



212 STEFAN HALLER

Integration liefert dann
Ci(z) =z und Cy(x) = In | cos(x)|
Nach Proposition ist daher
Y(x) = xsin(z) + (In| cos(x)|) cos(z)
eine Losung von . Jede Losung von lasst sich daher in der Form
xsin(x) + (In|cos(x)|) cos(x) + Ay sin(z) + Mg cos(x), A, A2 €ER
schreiben.

6.6.4. BEISPIEL. Wir wollen die Differentialgleichung, 0 # wy € R,
y" 4+ 2dy’ + ky = K cos(wpx) (192)

16sen. Wegen Proposition geniigt es eine spezielle Losung dieser Gleichung
zu finden. Wir betrachten zunéchst den Fall: iwg ist keine Nullstelle des charakte-
ristischen Polynoms p, dh. d # 0 oder k # w?. Es sei A := |K/p(iwp)| und » € R
so, dass K /p(iwy) = Ae'?. Eine einfache Rechnung zeigt, dass

P(z) = Acos(wor + ¢)

eine spezielle Losung von ((192)) ist. Alle Losungen von ((192)) erhalten wir nun
durch Addition von Loésungen der homogenen Gleichung y” + 2dy’ + ky, siehe
Proposition [6.6.1}

Nun zum zweiten Fall: iw, ist eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms,
dh. d = 0 und k = w?, und die Gleichung lautet daher

Y+ wly = K cos(wyr). (193)

In diesem Fall bilden sin(wpx) und cos(wpx) ein Fundamentalsystem der homo-
genen Gleichung, sieche Proposition [6.6.1], und

W(x) = 2—{50:10 sin(woz)

ist eine spezielle Losung von ((193)). Jede Losung von ((193)) ldsst sich daher in der
Form

K
y(x) = 52 sin(wox) + A1 sin(wez) + Ag cos(wox), A, A2 €R
Wo

schreiben.
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