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I. Die Fundamentalgruppe

Der Begriff des einfachen Zusammenhangs ist in mehreren Gebieten der Ma-
thematik anzutreffen. Etwa besagt der Riemannsche Abbildungssatz, dass jedes
einfach zusammenhéngende Gebiet in C biholomorph zu C oder der Einheitsschei-
be E = {z € C: |z| < 1} ist. Etwas allgemeiner, jede einfach zusammenhéngende
Riemannsche Fliache (d.h. komplexe 1-dimensionale Mannigfaltigkeit) ist zu ge-
nau einer der Flichen C, E oder CP' biholomorph.

Ein Resultat aus der Theorie der Lie-Gruppen besagt, dass fiir eine einfach
zusammenhéngende Lie-Gruppe G und jede weitere Lie-Gruppe H die Abbil-
dung die einem Lie-Gruppenhomomorphismus G — H den entsprechenden Lie-
Algebrenhomomorphismus g — b zuordnet bijektiv ist. Daher sind zwei ein-
fach zusammenhéingende Lie-Gruppen genau dann isomorph wenn es ihre Lie-
Algebren sind. Damit ist die Klassifikation der einfach zusammenhéngenden Lie-
Gruppen auf die Klassifikation der Lie-Algebren zuriickgefiihrt.

Eine vollstdndige einfach zusammenhéngende n-dimensionale Riemannsche
Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkriimmung (0.B.d.A. k = —1,0,1) ist
isometrisch zu R" (falls k = 0, euklidische Geometrie), S™ (falls £ = 1, sphérische
Geometrie) oder H™ (falls k = —1, hyperbolische Geometrie).

Jedem (zusammenhéngenden) topologischen Raum mit Basispunkt kann sei-
ne Fundamentalgruppe zugeordnet werden. Thre Elemente sind Homotopieklassen
geschlossener Wege beim Basispunkt, die Konkatenation von Wegen liefert die
Gruppenstruktur. Ein zusammenhéngender Raum ist einfach zusammenhéngend
genau dann, wenn seine Fundamentalgruppe trivial ist. Die Fundamentalgruppe
liefert daher eine feine Abstufung zwischen den beiden Begriffen einfach zusam-
menhdngend und nicht einfach zusammenhdngend.

Die Fundamentalgruppe ist eine topologische Invariante, dh. hom&omorphe
zusammenhéngende RAume haben isomorphe Fundamentalgruppen. Gelingt es
von zwei Rdumen die Fundamentalgruppen auszurechnen, und sind diese nicht
isomorph, dann waren die beiden Rdume nicht homéomorph. Da die Fundamen-
talgruppe eine Homotopieinvariante ist, lasst sich sogar schliefen, dass die beiden
R&ume nicht einmal homotopiedquivalent sein kénnen. Dies macht die Fundamen-
talgruppe fiir die Topologie interessant.

Mit Hilfe des Satzes von Seifert—van Kampen kann fiir einige interessante
Réaume die Fundamentalgruppe tatsidchlich bestimmt werden. Etwa lassen sich die
Fundamentalgruppen der geschlossenen Fldchen berechnen, woraus dann folgt,
dass geschlossene Flichen unterschiedlichen Geschlechts nicht homotopiedquiva-
lent, und daher auch nicht homéomorph sind. Andere Beipiele kommen aus der
Knotentheorie, haben die Komplemente zweier Knoten in R?® nicht-isomorphe
Fundamentalgruppen, dann kénnen die Knoten nicht dquivalent sein.
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Die Fundamentalgruppe hat gute funktorielle Eigenschaften, stetigen Abbil-
dungen zwischen Rdumen entsprechen Homomorphismen zwischen ihren Fun-
damentalgruppen. Dies ist eine typische Situation in der algebraischen Topolo-
gie: topologischen Rédumen werden algebraische Objekte (Gruppen, Ringe, ...)
zugeordnet, stetige Abbildungen entsprechen dabei in funktorieller Weise Ho-
momorphismen zwischen diesen Objekte. Weitere Beipiele solcher topologischer
Invarianten liefern die hoheren Homotopiegruppen, die Homologiegruppen oder
der Kohomologiering.

Die Berechnung der Fundamentalgruppe des Kreises, m;(S?) & Z, fithrt rasch
zu einem Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra und auch zu einem Beweis
des Browerschen Fixpunktsatzes fiir stetige Abbildungen D? — D?. Sie erlaubt
es auch fiir stetige Abbildungen S' — S! einen Abbildungsgrad zu definieren.
Fiir stetig differenzierbare Abbildungen kann dieser auch als Integral geschrieben
werden und liefert daher ein erstes einfaches Beispiel fiir den Zusammenhang
zwischen Analysis und Topologie.

Der in diesem Kapitel behandelte Stoff ist Standardmaterial das sich in vie-
len Lehrbiichern findet. Die Darstellung hier orientiert sich eng an jenen in [4,
Chapter 1] und [14, Kapitel 5], es seien aber auch [9], [11] und [15] erwéhnt.

I.1. Homotopie von Wegen. Es sei X ein topologischer Raum. Weiters be-
zeichne [ := [0, 1] C R das kompakte Einheitsintervall versehen mit der {iblichen
Teilraumtopologie. Unter einem Weg in X verstehen wir eine stetige Abbildung
f 1 — X. Wir nennen f einen Weg von f(0) nach f(1). Stimmen die beiden
Endpunkte eines Weges f iiberein, dh. gilt f(0) = x = f(1), dann wird f ein
geschlossener Weg oder eine Schleife bei x genannt. Ist z € X, dann bezeichnen
wir mit ¢, : [ — X den konstanten Weg, c,(s) := .

Unter einer Homotopie von Wegen in X verstehen wir eine stetige Abbildung
H:IxI— X,sodass H(0,t) = zp und H(1,t) = z; unabhéngig von ¢ sind. Fiir
jedes t € I ist dann H; : I — X, Hy(s) := H(s,t), ein Weg von H;(0) = z¢ nach
Hy(1) = x1. Zwei Wege f,g : I — X heiBlen homotop falls eine Homotopie von
Wegen H : I x I — X existiert, sodass Hy = f und H; = g, dh. H(s,0) = f(s)
und H(s,1) = g(s) fir alle s € I. In diesem Fall wird H eine Homotopie von f

H
nach g genannt, und wir schreiben f ~ g oder f ~ g. Um zu betonen, dass die
Endpunkte fix sind, sprechen wir auch von einer Homotopie relativ Endpunkten
und sagen f ist homotop zu ¢ relativ Endpunkten.

I.1.1. PROPOSITION. Homotop zu sein ist eine Aquivalenzrelation auf der
Menge der Wege in X.

BEWEIS. Zur Reflexivitit: Ist f ein Weg in X, dann ist H : I x [ — X,
H(s,t) := f(s), eine Homotopie relativ Endpunkten von Hy = f nach H; = f,

also gilt f 2 f. Zur Symmetrie: Sei also f £ g. Dann ist G : I x I — X,
G(s,t) :== H(s,1—t) eine Homotopie relativ Endpunkten von Gy = H; = ¢ nach
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G Lo X H/ H//
Gy, = Hy = f, also gilt g ~ f. Zur Transitivitit: Seien also f ~ g und g ~ h.

Dann ist
H'(s,2t) falls 0 <t <1/2

H:IxI—-X H(s, t) =
o (5,1) {H%g%—l)fﬂsﬂZﬁtﬁl

eine Homotopie relativ Endpunkten von Hy = H) = f nach H; = H{ = h, also
gilt f 2 h. Die Stetigkeit von H folgt aus Lemma 1.1.2 unten. O

Die Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation ~ heiflen Homotopieklassen.
Wir schreiben [f] fiir die Homotopieklasse eines Weges f.

[.1.2. LEMMA. FEs seien X und Y zwei topologische Riume und f :Y — X
eine Abbildung. Weiters seien A und B zwei abgeschlossene Teilmengen von Y,
sodass Y = AU B. In dieser Situation gilt: f ist genau dann stetig, wenn die
FEinschrinkungen fla: A — X und f|g: B — X beide stetig sind.

BEWwEIs. Mit f sind natiirlich auch die Einschrankungen f|4 und f|p stetig.
Es bleibt daher zu zeigen, dass aus der Stetigkeit der Einschriankungen auch die
Stetigkeit von f folgt. Sei dazu C' eine abgeschlossene Teilmenge von X und
D = f71(C) C Y. Es ist zu zeigen, dass D in Y abgeschlossen ist. Aus der
Stetigkeit von f|4 folgt, dass DN A = f|;'(D) abgeschlossen in A ist. Da A in Y
abgeschlossen ist folgt, dass D N A auch in Y abgeschlossen ist. Ebenso folgt aus
der Stetigkeit von f|p und der Abgeschlossenheit von B, dass DN B abgeschlossen
in Y ist. Also ist auch ihre Vereinigung (DN A)U(DNB)=DN(AUB)=D
abgeschlossen in Y. 0

[.1.3. BEISPIEL. Ist f: I — X ein Weg und ¢ : I — I stetig mit ¢(0) =0
und (1) = 1, dann gilt fop ~ f. Es ist ndmlich H : I x [ — X, H(s,t) :=
F((1 = t)p(s) +ts) eine Homotopie relativ Endpunkten von Hy = f o ¢ nach
H, = f. Beachte, dass (1 —t)¢(s) +ts stets in [ liegt und H daher wohldefiniert
ist.

[.1.4. BEISPIEL. Es sei X C R"” eine konvexe Teilmenge und f, g : I — X zwei
Wege mit f(0) = ¢g(0) und f(1) = ¢g(1). Dann gilt f ~ g, denn H : [ x [ — X,
H(s,t) :== (1 —1t)f(s) + tg(s), ist eine Homotopie relativ Endpunkten von H, =
f nach H; = g. Beachte, dass wegen der Konvexitdt von X diese Homotopie
tatsdchlich Werte in X hat.

1.2. Konstruktionen mit Wegen. Es sei X ein topologischer Raum. Sind
f und g zwei Wege in X mit f(1) = ¢g(0), dann ist

T ) f(2s) falls 0 < s < 1/2
Joid =% (F9)s) = {9(28 —1) falls1/2<s<1

ein Weg von f(0) nach g(1). Er wird der Produktweg, die Konkatenation oder
auch Zusammensetzung von f und g genannt.
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[.2.1. LEMMA. Es seien fo, f1, go und g1 Wege in X, sodass fo >~ f1, go >~ ¢1,
fo(1) = go(0) und daher auch fi(1) = g1(0). Dann gilt fogo =~ f1g:.
BEwEIS. Sind F : I x I — X und G : I x I — X Homotopien von Wegen

F G
mit fy ~ fi; und gg ~ g1, dann definiert

F(2s,t) falls 0 < s < 1/2,

H:IxI—X,  H(st):=
— X, (s,t) {G(Qs—l,t) falls 1/2 < s <1,

eine Homotopie relativ Endpunkten von Hy = fygo nach Hy = f;g;. Die Stetigkeit
von H folgt wieder aus Lemma I.1.2. 0

[.2.2. LEMMA. Sind f, g und h drei Wege in X mit f(1) = ¢g(0) und g(1) =
h(0), dann gilt (fg)h ~ f(gh).
BEWEIS. (fg)h ist eine Reparametrisierung von f(gh), denn es gilt (fg)h =
(f(gh)) o ¢ mit
2s falls 0 < s < 1/4,
p: 1 —1, o(s) =< s+1/4 falls 1/4 < s <1/2, und
s/2+1/2 falls1/2 <s < 1.

Aus Beispiel 1.1.3 folgt daher (fg)h ~ f(gh). O

[.2.3. LEMMA. FEs sei f ein Weg in X und x := f(0), y := f(1). Dann gilt
fiir die Konkatenationen mit den konstanten Wegen fc, ~ f sowie c,f ~ f.

BEWEIS. Der Weg fc, ist eine Reparametrisierung von f, denn es gilt fc, =
f o mit
<
ol o(s) = 2s falls 0 < s<1/2, und
1 falls1/2<s<1.
Aus Beispiel I1.1.3 folgt daher fc, >~ f. Analog lésst sich ¢, f ~ f zeigen. O

Fiir einen Weg f: I — X ist f: I — X, f(s) := f(1 — s), ein Weg von f(1)
nach f(0). Er wird als der zu f inverse Weg bezeichnet.

1.2.4. LEMMA. Es sei f ein Weg in X und x := f(0), y := f(1). Dann gilt
ff~cyund ff ~c,.
BEWEIS. Es ist
f(2s) falls 0 < s <t/2,
H:IxI—X, H(s,t) == ¢ f(t) falls t/2 < s <1—1/2,
f(2—2s) falls1—t/2<s<1,

eine Homotopie relativ Endpunkten von Hy = ¢, nach Hy = f f. Die Stetigkeit
von H folgt wieder aus Lemma I.1.2. Analog lasst sich ff ~ ¢, zeigen. U
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I.3. Definition der Fundamentalgruppe. Sei X ein topologischer Raum
und xy € X ein Basispunkt. Mit m (X, z¢) bezeichnen wir die Menge aller Ho-
motopieklassen geschlossener Wege bei zy, genauer

T1(X, z0) == {Wege f: I — X mit f(0) =z = f(1)}/ =

wobei ~ die in Abschnitt I.1 besprochene Aquivalenzrelation der Homotopie re-
lativ Endpunkten bezeichnet. Ist f ein Weg in X mit f(0) = zo = f(1) dann
schreiben wir [f] fiir seine Aquivalenzklasse in (X, zy). Nach Lemma 1.2.1 de-
finiert die Konkatenation von Wegen eine Multiplikation

m(X, @) X M (X, 20) = m(X,m0),  ([f],19]) = [flg] = [fg]

die nach Lemma 1.2.2 assotiativ ist, ([f][g])[h] = [f]([g][R]). Die Aquivalenzklasse
des konstanten Weges c¢,, ist nach Lemma [.2.3 neutrales Element dieser Multi-
plikation, [f][cs,] = [f] = [czo][f]- Nach Lemma 1.2.4 gilt weiters [f][f] = [cs,] =
[f1[f]. Zusammenfassend erhalten wir

[.3.1. PROPOSITION. Die Konkatenation von Wegen definiert auf m (X, xo)
eine Gruppenstruktur, [f]lg] = [fg]. Das neutrale Element wird durch den kon-
stanten Weg c,, reprasentiert, 1 = [cy,]. Das zu [f] inverse Element wird durch
den inversen Weg reprisentiert, [f]™* = [f].

[.3.2. DEFINITION (Fundamentalgruppe). Die Gruppe (X, z¢) wird als die
Fundamentalgruppe oder erste Homotopiegruppe von X beim Basispunkt zy be-
zeichnet.

[.3.3. BEMERKUNG. Die Gruppe (X, xp) ist i.A. nicht kommutativ und wird
daher i.A. multiplikativ notiert. Insbesondere schreiben wir 1 € 7 (X, ) fiir das
neutrale Element und o' fiir das Inverse von o € m (X, zo). Ist die Funda-
mentalgruppe abelsch, so wird sie manchmal auch additiv notiert. Ist sie trivial,
dh. besteht sie nur aus dem neutralen Element (X, z¢) = {1}, dann wird dies
tiblicherweise durch die additive Schreibweise (X, zo) = 0 ausgedriickt.

[.3.4. BEISPIEL. Ist X C R” eine konvexe Teilmenge und xzqg € X so gilt
1 (X, x9) = 0, siehe Beispiel 1.1.4.

Wir wenden uns nun der Frage zu, inwiefern die Fundamentalgruppe 7 (X, o)
eines Raumes X vom Basispunkt xy abhéngt.

[.3.5. PROPOSITION. Es sei h: I — X ein Weg und xy := h(0), 2, := h(1).
Dann definiert By, : m (X, x1) — m(X,x0), OBu([f]) := [hfh], einen Isomorphis-
mus von Gruppen, B3, ' = 3.

BEWEIS. Nach den Beobachtungen in Abschnitt 1.2 ist 3 Yvohldeﬁnigrt,{und
fir [f],[g] € m(X,21) gilt Bu([fllg]) = [hfgh] = [hfez,gh] = [hfhhgh] =

= [(nf)h] oder Br([f]) =
und [h(fh)] aber iiberein.

I_Genaugenommen miissten wir hier Klammern setzten, [, ([f]
[h(fh)], nach Lemma 1.2.2 stimmen die Homotopieklassen [(hf)h]
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[hfh][hgh] = Br([f1)Br([g]), also ist B, ein Gruppenhomomorphismus. Verwenden
wir noch die triviale Tatsache h = h so erhalten wir (35 0 3,)([f]) = B ([hfh]) =
[hhfhh] = [hhfhh] = [cs, fea,] = [f]. Daher gilt B o B = idp,(xa). Eben-
so ldsst sich (), o B = idy, (x.4,) zeigen, also sind (3, und 3; zueinander inverse
Gruppenisomorphismen. O

[.3.6. BEMERKUNG. Sind zy und z; zwei Basispunkte in X die in derselben
Wegzusammenhangskomponente von X liegen, dann sind nach Proposition 1.3.5
die Gruppen (X, zg) und 7 (X, z1) isomorph. Fiir wegzusammenhéngendes X
schreiben wir daher oft auch 7 (X). Liegen xy und 2 nicht in derselben Wegzu-
sammenhangskomponente, dann diirfen wir uns i.A. keinerlei Relation zwischen
den Gruppen (X, xo) und m (X, z;) erwarten.

[.3.7. BEMERKUNG. Der Isomorphismus /), aus Proposition 1.3.5 hiangt nur
von der Homotopieklasse von h ab, dh. aus h ~ A’ folgt 5, = Bj,. Genauer, fiir
zwei Wege h, b von xq nach x; gilt 8, = B genau dann, wenn [hh'] im Zentrum?
Z(m1 (X, x9)) der Fundamentalgruppe liegt, vgl. Aufgabe 6. Ist m (X, () nicht
abelsch, dann gilt Z(m (X, z0)) # m(X,z0) und der in Proposition 1.3.5 kon-
struierte Isomorphismus hingt tatséchlich von [A] ab. Ist die Fundamentalgruppe
nicht abelsch, erhalten wir daher keine kanonische Idendifikation von (X, xg)
mit m (X, x1).

[.3.8. DEFINITION (Einfacher Zusammenhang). Ein wegzusammenhéngender
topologischer Raum X heiit einfach zusammenhingend, falls m(X) = 0.

[.3.9. BEISPIEL. Jede konvexe Teilmenge von R ist einfach zusammenhén-
gend, siche Beispiel 1.3.4.

[.3.10. PROPOSITION. Fiir einen topologischer Raum X sind dquivalent:

(i) X ist einfach zusammenhdngend.
(ii) Zu je zwei Punkten xo,x; € X gibt es genau eine Homotopieklasse von
Wegen von xq nach xy.

BeEwEIs. Wir zeigen zunéchst (i)=(ii): Seien dazu zq, z; € X. Aus dem Weg-
zusammenhang von X folgt, dass es zumindest eine Homotopieklasse von Wegen
von xg nach x; gibt. Sind f,g : I — X zwei Wege von xg nach x;, dann ist
fg eine Schleife bei zq die wegen 7 (X, z9) = 0 homotop zum konstanten Weg
Co S€IN Muss, fg ~ c,,. Es folgt f ~ fe,, ~ f(g9) ~ (fg)g =~ cuyg9 =~ g, also
kann es hochstens eine Homotopieklasse von Wegen von xy nach z; geben. Nun
zur Implikation (ii)=(i): Da eine Homotopieklasse von Wegen von x, nach x;
existiert, muss X wegzusammenhingend sein. Betrachten wir nun x; = =z, so
folgt m1 (X, z9) = 0 aus der Annahme, dass nur eine Homotopieklasse von Wegen
von zg nach z; existiert. O

2Das Zentrum einer Gruppe G ist Z(G) := {g € G | Vh € G : gh = hg}. Das Zentrum ist
stets ein abelscher Normalteiler. Es gilt Z(G) = G genau dann, wenn G abelsch ist.
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I.4. Die Fundamentalgruppe des Kreises. Wir wollen in diesen Ab-
schnitt die Fundamentalgruppe von S' := {z € C : |z| = 1} bestimmen. Als
Basispunkt verwenden wir zy := 1 € S1. Fiir n € Z betrachten wir den Weg

wp I — S wn(s) = ¥ = cos(27mns) + isin(27ns). (L.1)
Da w,(0) = w,(1) = 1 ist jedes w, eine Schleife bei zy und definiert daher eine
Homotopieklasse [w,] € m(S1) := m1 (S, zo).
1.4.1. SATZ. Die Abbildung ¢ : Z — m(S'), ¢(n) := [wy], siehe (1.1), ist ein
Isomorphismus von Gruppen, m(S) = 7Z.
Fiir den Beweis von Satz 1.4.1 betrachten wir die Abbildung
p:R— S p(s) == ™. (I.2)

Drei Eigenschaften von p werden wesentlich in den Beweis von Satz [.4.1 einge-
hen. Erstens ist der Definitionsbereich R einfach zusammenhéngend, siehe Bei-
spiel 1.3.9, weiters ist p~1(2¢) = Z C R und schliellich hat p die sogenannte
Homotopieliftungseigenschaft.

1.4.2. PROPOSITION (Homotopieliftungseigenschaft). Es seien H : Y x1 — S'

und h: Y — R stetig mit po h = Hy. Dann existiert genau eine stetige Abbildung
H:Y xI—>RmitpoH=H und Hy=h.?

[.4.3. BEMERKUNG. Bezeichnen wir mit 1o : Y — Y X I, 1(y) = (y,0),
die Inklusion bei 0, so lidsst sich die Aussage von Proposition 1.4.2 schén an
nebenstehenden Diagramm veranschaulichen. Die Vorausset- ;

h
zung in Proposition 1.4.2 besagt gerade, dass das auflere Qua- Y — - R
. . oL 7 . . ! -
drat kommutiert, dh. die Komposition p o A stimmt mit der LOJ( 3'/H/ i P
Komposition H o ¢y iiberein. Die Konklusion von Propositi- v« —; H g1

on [.4.2 besagt nun, dass eine eindeutige stetige Abbildung
H :Y x I — R existiert, die die beiden Dreiecke kommutativ macht, dh. die
Komposition H o ¢y stimmt mit h iiberein, und p o H stimmt mit H iiberein.

[.4.4. BEMERKUNG. Sind f: X — S! und f: X — R stetige Abbildungen
mit po f = f, dann wird f ein Lift von f genannt. In diesem Fall sagen wir
auch f kann iiber p zu einer stetigen Abbildung f geliftet werden. Nicht jede
Abbildung lasst sich stetige iiber p liften, etwa besitzt die identische Abbildung
idg: : S' — S! keinen Lift, siche Satz 1.4.1. Existiert ein Lift f von f, dann ist
dieser nicht eindeutig, denn durch Translation mit ganzen Zahlen erhalten wir
unendlich viele weitere Lifte.

Wir verschieben den Beweis von Proposition 1.4.2 auf das Ende dieses Ab-
schnittes und betrachten zunéchst die folgenden beiden Spezialfille Y = {x}, der
einpunktige Raum, sowie Y = I, siehe die Propositionen 1.4.5 und 1.4.7 unten.

3t G : Y x I — X eine Abbildung und ¢ € I so schreiben wir Gy : Y — X fiir die
durch G¢(y) := G(y,t) definierte Abbildung. In dieser Proposition also Hy(y) := H(y,0) und
Ho(y) := H(y,0).
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1.4.5. PROPOSITION. Es sei f:1 — St ein Weg und @ € R mit p(z) = f(0).
Dann ezistiert genau ein Weg f: 1 — R mitpo f = f und f(0) =2

BeEwEIs. Wenden wir Proposition 1.4.2 auf den einpunktigen Raum Y := {*},
die Abbildung h : {*} — R, h(x) := &, und H : (¥} x I — S' H(x,t) := f(1), a
so erhalten wir eine eindeutige stetige Abbildung H : {*} xI — RdiepoH = H
und Hy, = h erfiillt. Offensichtlich hat dann f(t) := H(*,t) alle gewiinschten
Eigenschaften. 0

[.4.6. BEISPIEL. Fiir die Wege @, : [ — R, @,,(s) :=ns, n € Z, gilt ©,,(0) =0,
On(l) = n und p o @, = w,. Insbesondere ist @, ein Lift von w,, siehe (I.1).
Beachte, dass @,, nur fiir n = 0 geschlossen ist. Wir werden die Wege @,, auch im
Beweis von Satz 1.4.1 unten verwenden.

1.4.7. PROPOSITION. Es sei h : I — R ein Weg und H : I x I — St eine

Homotopie von Wegen mit Hy = po h. Dann ezistiert eine eindeutige Homotopie
von Wegen H: 1 x I — R mitpoH=H und Hy = h.

BEwEIS. Wenden wir Proposition 1.4.2 mit Y := [ an, so erhalten wir eine
eindeutige stetige Abbildung H : I x I — R mit po H = H und Hy = h. Es
ist noch zu zeigen, dass H eine Homotopie relativ Endpunkten ist. Fiir i = 0, 1
betrachten wir dazu den Weg &; : I — R, &;(t) := H(i,t). Aus po H = H folgt
(pod;)(t) = H(i,t) und dies ist konstant in ¢, da H eine Homotopie von Wegen ist.
Aus Hy = h erhalten wir weiters &;(0) = H(i,0) = h(i). Aus der Eindeutigkeits-
aussage in Proposition 1.4.5 folgt daher, dass ; mit dem konstanten Weg Chi)

iibereinstimmen muss. Also ist H tatséchlich eine Homotopie von Wegen. 0J

BEWEIS VON SATZ 1.4.1. Zur Surjektivitit von ¢: Sei f : I — S* eine Schlei-
fe bei xy = 1. Zu zeigen ist, dass n € Z mit ¢(n) = [f] existiert. Nach Propo-
sition 1.4.5, und da p(0) = xo, existiert ein Weg f : I — R mit po f = f und
f(0) = 0. Da p(f(1)) = f(1) = xo, und weil p~'(xo) = Z, muss f(1) ganzzahlig
sein, n := f(l) € Z. Beobachte nun, dass f und @, aus Beispiel 1.4.6 beides Wege
in R sind die bei 0 starten und bei n enden. Aus dem einfachen Zusammenhang
von R, siehe Beispiel 1.3.9, und Proposition 1.3.10 erhalten wir eine Homotopie

VonWegenH:IxIHRmit@ngf. Es ist dann po H : I x I — S! eine

Homotopie von Wegen mit w,, = p o, e~ pof=f also ¢(n)=[w] = [f].
Zur Injektivitit von ¢: Seien also m,n € Z und ¢(m) = ¢(n). Zu zeigen ist

n =m. Da ¢(m) = ¢(n) existiert eine Homotopie von Wegen H : I x I — ST mit

Win E wy. Nach Proposition [.4.7, und da p o @,, = w,,, existiert eine Homotopie
von Wegen H:IxI—RmitpoH = H und Hy = &,,. Da H die Endpunkte
fixiert gilt insbesondere H;(0) = Hy(0) = @&, (0) = 0 und Hy(1) = Hy(1) =
Om(1) = m. Weiters ist p o H, = H, = w,. Aus der Eindeutigkeitsaussage in
Proposition 1.4.5 folgt daher H; = &,, und wir erhalten m = H, (1) = &,(1) = n.
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Zur Homomorphismus Eigenschaft von ¢: Seien m,n € Z. Es ist zu zeigen
d(m+n) = ¢(m)p(n). Betrachte dazu die Translation 7,,, : R — R, 7,,,(s) := m+s.
Dann ist @, (7, © @) ein Weg in R der bei 0 startet und bei m + n endet.
Auch @,,,, ist ein Weg von 0 nach m + n. Da R einfach zusammenhéngend ist,

H
schlieffen wir, siehe Proposition 1.3.10, &1 =~ O (7o © @), fiir eine Homotopie

von Wegen H : [ x I — R. Es folgt wyyn = P 0 Omgn e po (wm(Tm o wn)) =

(po@m)(poTmow,) = (pPown)(po,) = wnwn, also Wyin =~ wyw, und damit

¢(m+mn) = ¢(m)p(n). -

Es bleibt schliefllich noch Proposition 1.4.2 zu beweisen. Wir beginnen mit
einigen Lemmata. Fiir den Rest des Abschnitts seien H : YV x I — § 1 und
h:Y >R stetig mit p o h = H, wie in Proposition 1.4.2.

1.4.8. LEMMA (Uberlagerungseigenschaft). Es ezistieren offene Teilmengen
U, C S* und offene Teilmengen UJ C R, a € {0,1}, j € Z, mit folgenden
FEigenschaften:

(i) Upu U, = St .
(i) p~(Ua) = Uz Ui
@)WmUk 0, falls j # k.

(iv) plgs Ul — U, ist ein Homdomorphismus.

BEWEIS. Setzen wir Uy := S'\ {1} und U; := S\ {—1}, so ist {Uy, U}
eine offene Uberdeckung von S*, und es gilt p~'(Uy) = R\ Z sowie p~'(U;) =
R\ (3 +Z). Die Intervalle Ul = (j,j+1) und U = (j — .7 +3),J € Z, haben
dann die gewiinschten Eigenschaften. U

[.4.9. LEMMA. Zu jedem Punkt y € Y existieren eine offene Umgebung N
vony, 0=ty <t; <ty <---<t,=1unday,...,a, € {0,1}, sodass fiir jedes
ﬁmemHWM“JKQZ

BEWEIS. Zu jedem s € [ existiert as € {0,1} mit H(y,s) € U,,, siche
Lemma [.4.8(i). Da H stetig ist, finden wir zu jedem s € I eine offene Umgebung
N, von y und eine offene Umgebung Js von s mit H(N, x Js) C U,,. Klarerweise
bildet {Js}ser eine offene Uberdeckung von I. Da [ kompakt ist, existieren 0 =
o<t <---<t,=1und s,...,s, € I mit [t;_q, ]CJS,1<z<n siehe
Lemma 1.4.12 unten. Betrachte nun die offene Umgebung N := (), N;, von y.
Fir 1 < ¢ < n gilt dann H(Nx [ti1, ]) CH(N X J. ) C Uy, Mit a; := ay,
folgt daher die Behauptung. 0

[.4.10. LEMMA. Zu jedem y € Y ewistieren eine offene Umgebung V von y
und eine stetige Abbildung G:V x I - R mit po G = H|yxr und Gy = h\v

BEWEIS. Nach Lemma [.4.9 existieren eine offene Umgebung N von y, 0 =
to<ty <---<t,=1und ay,...,a, € {0,1}, sodass

H(N x [tii1,t:]) C Uy, firi=1,2,...,n. (1.3)
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Wegen (I.3) und p o h = Hy ist p(h(y)) = Hy(y) € U,,, also existiert j, € Z
mit h(y) € UJ', siche Lemma 1.4.8(ii). Betrachte die offene Umgebung V! :=

1)

NNh! (Uéll) von y und die Abbildung
GV x [to, t1] — Ug;l C R, G = (p|[7{]1'11)_1 o H|viyiot]-

Nach (I.3) und Lemma I.4.8(iv) ist G wohldefiniert und stetig. Offensichtlich gilt
poGl = Hlviion). Aus Hy = poh erhalten wir po étlo = H; |y = pOiL|V1, und
da p auf Uggl injektiv ist folgt C?,}O = h|yr.

Wegen (1.3) und p o Gl = Hlvixfro,t) it p(Gi,(y)) = Hy,(y) € U,,, also
existiert j, € Z mit G}, (y) € U%, siche Lemma 1.4.8(ii). Betrachte die offene

ag?

Umgebung V2 := V!N (égl) (Ugfz) von y und die Abbildung
. Ny - 1
G V2 x [t1, 1] — U2 CR, G? = (p|0£22) o H|vayi ts]-

Nach (I.3) und Lemma [.4.8(iv) ist GQ wohldefiniert und stetig. Offensichtlich gilt
poG? = Hlyzys, 1, Es folgt po G} = Hy,|y2 = po G} |y2, und da p auf U2
injektiv ist, erhalten wir G2 = G} |y:1.
Induktiv fortfahrend erhalten wir offene Umgebungen V! 2 V2 2 ... D V™
von y und stetige Abbildungen G : V* x [t;_1,t;] =C U} C R, 1 <i < n, sodass
po él =H Vix[ti—1,t:]» étlo = ;L‘Vl und é; P éiil
Betrachte nun die offene Umgebung V' := V" von y und definiere eine Abbildung
G:V x T — R durch Glyxp, 1 = G|szlt] DaGt v = GiL |y st dies
wohldefiniert. Aus der Stetlgkelt von G '|vxfts_1 ;) und Lemma 1.1.2 folgt, dass G
stetig ist. Aus po G = sz[t _,4] erhalten wir p o G = H |y ;. Schlieflich folgt
aus G1 = h\vl auch Gy = h|v Also hat G alle gewiischten Eigenschaften. O

vi furi=2,... n.

[.4.11. LEMMA. Sind £, : T — R zwei Wege mit pof = pog und f(0) = §(0),
dann gilt f = g.

BEWEIS. Wir betrachten die Menge Z := {s € I : f(s) = g(s)}. Da f und
g beide stetig sind, ist Z eine abgeschlossene Teilmenge von I. Da f(0) = §(0)
ist 0 € Z, also Z # (). Wir werden unten zeigen, dass Z auch offen in I ist. Aus
dem Zusammenhang von [ folgt dann Z = I, also f = ¢. Um die Offenheit von
I zu zeigen, sei s € Z. Nach Lemma [.4.8 existieren o € {O 1} und j € Z mit
f(s) = g(s ) € Ui. Betrachte die offene Umgebung W := f~1(UJ) N g~ (U7) von
s.Dapof=pog und da p|Ué Ul — U, injektiv ist, siche Lemma 1.4.8(iv),

erhalten wir f|y = §lw. Also ist W C Z und daher Z offen in I. O
BEWEIS VON PROPOSITION [.4.2. Nach Lemma [.4.10 existiert zu jedem y €

Y eine offene Umgebung V¥ von y und eine stetige Abbildung GV:VYxI—R
mit poGY = H|yuyr und G = h|yy. Sind y1, y2 € Y, so stimmen die Abbildungen
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G¥ und G¥ auf (V¥' N V¥) x I iiberein, denn ist y € V¥ N V¥ dann gilt fiir
die Wege f : I — R, f(t) :== G¥(y,t), und § : I — R, g(t) == G¥2(y, t) sowohl
(po /)(t) = H(y,t) = (pog)(t). t € I, als auch f(0) = h(y) = §(0), und daher
G¥ (y,t) = f(t) = g(t) = G¥(y,t) fiir alle t € I, siche Lemma 1.4.11. Wir erhal-
ten daher eine Abbildung H : Y x I — R, sodass H|VyX1 = G, fiir jedes y € Y.
Da die Einschrinkung von H auf jede der offenen Mengen V¥ x I stetig ist, muss
H stetig sein. Aus p o GY = H lvuxs erhalten wir p o H = H. SchlieBlich folgt
aus G’ = h\vy auch HO = h. Damit ist die Existenz der Abbildung H in Propo-
sition 14 2 gezeigt. Es bleibt noch die Eindeutigkeit zu verifizieren. Seien dazu
HY H? . YXI— IantpoH1 H = poH?und H} = h = H?. Zuy € Y betrach-
ten wir die Wege f:I =R, f(t):=H(y,t),und §: [ — R, g(t) = H2(y,1).
Dann gilt (po f)(t) = H(y,t) = (po §)(t), t € I, sowie f(0) = h(y) = §(0). Aus
Lemma 1.4.11 folgt daher H'(y,t) = f(t) = §(t) = H?(y,t) fiir alle t € I, also
stimmen H' und H? iiberein. U

Im Beweis von Lemma 1.4.9 haben wir von der Lebesguesche Uberdeckungs-
zahl Gebrauch gemacht, und wollen daher dieses elementare Resultat kurz wie-
derholen.

1.4.12. LEMMA (Uberdeckungszahl von Lebesgue). Es sei (X, d) ein kompak-
ter metrischer Raum undU eine offene Uberdeckung von X . Dann existiert e > 0,
sodass jeder Ball mit Radius € zur Ginze in einer der Uberdeckungsmengen von
U enthalten ist. Genauer, fir jedes x € X existiert U € U mit B.(x) C U, wobei
B.(z) :=={y € X : d(z,y) < e} den offenen Ball mit Mittelpunkt x und Radius €
bezeichnet.

BEWEIS. Da U eine offene Uberdeckung von X bildet, existiert zu jedem
x € Xeinr, >0und U, € U mit By, () C U,. Die Bille B, (z) bilden
eine offene Uberdeckung von X. Wegen der Kompaktheit von X iiberdecken
schon endlich viele davon ganz X, dh. B,, (v1)U---UB,, (v,)= X fiir gewisse
x1,..., T, € X. Wir zeigen nun, dass € := min{r,,,...,r,, } > 0 die gewiinschte
Eigenschaft besitzt. Sei dazu z € X. Wihle 1 < i < n mit z € B,,(z;). Aus
der Dreiecksungleichung folgt B,,(z) C B, (x;), und daher B.(x) C B,,(z) C
Bo,. () C U,,. Also liegt B.(z) zur Génze in der Uberdeckungsmenge U,,. [

I.5. Erste Anwendungen. Eine Teilmenge A eines topologischen Raumes
X heifit Retrakt von X, falls eine stetige Abbildung r : X — A existiert mit
r(z) = x fur alle z € A. Jede solche Abbildung r wird Retraktion von X auf A
genannt. Eine Retraktion ist also nichts anderes als eine stetige Linksinverse der
kanonischen Inklusion ¢ : A — X, dh. r o = id4.

Es bezeichne

D":={zeR": |z| <1}



14 I. DIE FUNDAMENTALGRUPPE

den abgeschlossenen n-dimensionalen Finheitsball, versehen mit der von R" in-
duzieten Teilraumtopologie. Weiters bezeichne

S"i={z e R :||z| =1}

die n-dimensionale Einheitssphire, versehen mit der von R™*! induzierten Teil-
raumtopologie. Beachte, dass S"! ein Teilraum von D™ ist, S"~! C D", Etwa ist
S0 ={-1,1} CR und D' = [-1,1] € R. Da D' zusammenhéngend ist, kann es
keine Retraktion von D! auf S° geben, jede stetige Abbildung 7 : D' — S° muss
entweder konstant 1 oder konstant —1 sein.

1.5.1. SATZ. St ist nicht Retrakt von D?, dh. es gibt keine stetige Abbildung
r: D?* — S mit r(z) = z fir alle x € S*.

BEWEIS. Indirekt angenommen r : D? — S! ist eine Retraktion von D? auf
S', dh. r ot = idgr wobei ¢ : S* — D? die kanonische Inklusion bezeichnet.
Wir fassen S' und D? als Teilrdume von C = R? auf, und verwenden zy := 1 €
St C D? C C als Basispunkt. Betrachte die Schleife w; : I — S, w(s) := €™,
siche (I.1). Da D? einfach zusammenhingend ist, sieche Beispiel 1.3.9, existiert

H
eine Homotopie von Wegen H : I x I — D? mit ¢ o w; =~ ¢,. Es ist dann

roH :Ix I — S'eine Homotopie von Wegen in S*. Mittels r o ¢ = idg: folgt
oH
Wy =T01L0w ' ro Czy = Cz,, also représentiert w; das neutrale Element in

m1(SY, 2p). Dies widerspricht aber Satz 1.4.1, also kann S nicht Retrakt von D?
sein. U

[.5.2. BEMERKUNG. Die Aussage von Satz [.5.1 bleibt auch in héheren Di-
mensionen richtig, S™~! ist nicht Retrakt von D", n € N. Wir werden dies spéter
zeigen, die Fundamentalgruppe reicht hierfiir nicht aus.

1.5.3. SATZ (Brouwerscher Fixpunktsatz). Jede stetige Abbildung f : D?* — D?
besitzt einen Fizpunkt.

BEWEIS. Indirekt angenommen f : D? — D? hat keinen Fixpunkt. Dann
kénnen wir eine stetige Abbildung r : D? — S! definieren, indem wir z € D?
den eindeutig bestimmten Schnittpunkt des Halbstrahls {x +¢(x — f(x)) : t > 0}
mit S zuordnen. Eine einfache Rechnung zeigt, dass diese Abbildung durch die
Formel r : D* — S* r(z) := a+t(x) (z— f(x)) gegeben ist, wobei t : D* — [0, 00),

(e S @) =)+ (@ s @) =) + (L= o)/ @) = o
[F@) —af |

In dieser Darstellung ist auch die Stetigkeit von r evident. Fiir z € S* gilt r(x) =
x, denn aus 1 > ‘f(x)‘Z = |z + f(2) —x‘Q = ‘x}2+2<x,f(x) —z)+|f(z) —x|2 >
1+2(z, f(z) — z) + 0 folgt (z, f(z) — ) <0 und damit ¢(z) = 0. Also ist r eine
Retraktion von D? auf S!, ein Widerspruch zu Satz 1.5.1. Daher muss f einen
Fixpunkt besizten. U

t(z) :
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[.5.4. BEMERKUNG. Auch Satz [.5.3 bleibt in beliebigen Dimensionen rich-
tig, jede stetige Abbildung f : D™ — D" besitzt einen Fixpunkt, n € N. Fiir
n = 1 folgt dies aus dem Zwischenwertsatz der Analysis. Fiir n > 2 werden wir
dies mit Hilfe derselben Konstruktion aus der héherdimensionalen Version von
Satz [.5.1 herleiten, vgl. Bemerkung 1.5.2. Es lasst sich auch umgekehrt Satz 1.5.1
auf elementare Weise aus Satz 1.5.3 herleiten, denn setzen wir eine Retraktion
r : D* — S! mit einer Drehung p : S' — S' zusammen, wiirden wir eine fix-
punktfreie Abbildung ¢ o por: D?> — D? erhalten.

[.5.5. SATz (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht konstante Polynom
mit komplexen Koeffizienten besitzt eine Nullstelle in C.

BEWEIS. Sei also
p(2) = ap2" Fap 12" P daztag, n>0,a¢EC, a,#0
ein Polynom und p(z) # 0 fiir alle z € C. Zu zeigen ist n = 0. Die Schleife

p(e™) /(1)
IS f(s) = PP
)= Ty ) (1)
definiert ein Element [f] € 71 (S, z), wobei zg := 1 € S*. Die Abbildung
p(te’™) /p(t)
|p(te?™) /p(t)|

ist eine Homotopie relativ Endpunkten von Hy = ¢,, nach H; = f. Daher re-
priisentiert f das neutrale Element in 7 (S, 7). Andererseits ist

G:IxI—C*:=C\{0}
é(S, t) — 7fnp<€27ris/t> — an627rins + tanile%ri(nfl)s I tn71a1€27ris + tnao
eine stetige Abbildung, und

H:IxI— S H(s,t) =

G:IxI— S, G(s,t) = G(s, t>§g§8 i)

|G(s,1) )|
definiert eine Homotopie relative Endpunkten von Gy = w, nach G; = f,
vgl. (I.1). Also gilt [w,] = [f] € ™ (S*, zp), und daher ist auch [w,| das neu-
trale Element in m;(S', zg). Aus Satz 1.4.1 folgt nun n = 0. O

1.6. Induzierte Homomorphismen. Unter einem punktierten Raum ver-
stehen wir ein Paar (X, z() wobei X ein topologischer Raum und xy € X ein
Basispunkt ist. Punktierte Rdume werden auch als Rdume mit Basispunkt be-
zeichnet. Jedem punktierten Raum (X, z() haben wir in Abschnitt 1.3 seine Fun-
damentalgruppe (X, zg) zugeordnet.

Sind (X, z9) und (Y, o) zwei punktierte Raume und ist ¢ : X — Y stetig
mit p(z9) = Yo, dann nennen wir ¢ eine Abbildung punktierter Riume oder auch
basispunkterhaltende stetige Abbildung und schreiben ¢ : (X, z9) — (Y, o). Ist
¥ (Y,y0) — (Z,2) eine weitere Abbildung punktierter Réume, dann ist auch
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die Komposition ¢ o ¢ : (X, x9) — (Z,20) eine Abbildung punktierter Raume.
Die identische Abbildung idx : (X, xg) — (X, z¢) ist basispunkterhaltend. Unter
einem Homoéomorphismus punktierter Rdume verstehen wir einen basispunkter-
haltenden Hom6éomorphismus.

[.6.1. PROPOSITION. Eine Abbildung punktierter Riume ¢ : (X, x9) — (Y, yo)
induziert einen Gruppenhomomorphismus @, : m (X, z0) — m(Y,y0), w«([f]) :=
oo f]. Ist ¥ : (Y,y0) — (Z,20) eine weitere Abbildung punktierter Rdume, dann
gilt (Y o @), = 1, 0 @, sowie (idx ), = idz, (x,z0)-

BEWEIS. Sei also ¢ : (X, x9) — (Y,90) eine Abbildung punktierter Réume,
und f eine Schleife bei zy. Dann ist ¢ o f eine Schleife bei yy. Sind fy, f1 zwei
Schleife bei x¢ mit fy 2 fi,s0ist oo H : I x I — Y eine Homtopie von Wegen mit

o fo ! @o f1, also [po fo] = [po fi] € m1 (Y, yo). Dies zeigt, dass @, wohldefiniert

ist. Fiir zwei Schleifen f, g bei xq gilt offensichtlich ¢ o (fg) = (¢ o f)(pog), also
ist ¢, ein Homomorphismus. Die verbleibenden Aussagen sind trivial. 0

1.6.2. PROPOSITION. Ist ¢ : (X, x0) — (Y,yo) ein Homdomorphismus punk-
tierter Raume, so ist die induzierte Abbildung @. : m (X, zo) — m(Y,y0) ein
Isomorphismus.

BEWEIS. Es bezeichne ¢! : (Y,y9) — (X, 79) die Umkehrabbildung. Aus
Proposition 1.6.1 erhalten wir (¢™!), 0 . = (¢! 0 ¢), = (idx). = idn (x20)
sowie p, 0 (o), = (pop ), = (idy)s = ids(v,y,). Daher sind ¢, und (1),
zueinander inverse Gruppenisomorphismen. 0

[.6.3. BEMERKUNG. Sind ¢, : (X, z9) — (Y,y0) zwei Homéomorphismen
punktierter R&ume, dann stimmen die induzierten Isomorphismen ¢, und v, i.A.
nicht {iberein, siehe etwa Beispiel [.6.5 unten.

1.6.4. PROPOSITION. FEs sei (X, xo) ein punktierter Raum und es bezeichne Xo
die Wegzusammenhangskomponente von xoy. Dann induzierte die kanonische In-

klusion 1 : (Xo, z0) — (X, o) einen Isomorphismus v, : 71 (Xo, zo) — m1(X, o).

BEWEIS. Zur Surjektivitdit von v, Ist f : I — X eine Schleife bei xg, dann
liegt diese zur Génze in Xy und kann daher als Schleife f' : I — X, aufgefasst
werden, ¢ o f' = f. Diese reprisentiert ein Element [f'] € (X, z0) fir das
offensichtlich ¢, [f'] = [co f'] = [f] gilt. Zur Injektivitit von v.: Es sei f': I — X,
eine Schleife bei xy mit . [f'] = 1 € m (X, xp). Dann existiert eine Homotopie

relativ Endpunkten H : I x1 — X mit cof’ 2 Czo- Da I x I wegzusammenhéngend
ist, nimmt H nur Werte in X an, kann daher als Homotopie H' : [ x [ — X

aufgefasst werden, 1 o H' = H. Aus der Injektivitat von ¢ folgt f’ 2 Cxo, alsO ist
[f'] =1 € m(Xo, x0), und ¢, daher injektiv. 0
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1.6.5. BEISPIEL. Betrachte S = {z € C : |z|] = 1} und den Basispunkt
1o := 1 € SL. Fiir k € Z bezeichne py : (S, 29) — (S, 20), p(2) := 2*. Die in-
duzierte Abbildung (pg)« : 71 (St zo) — m (S, xo) erfiillt
dann (gb‘l o (pr)s © gb) (n) = kn, n € Z, wobei ¢ : Z — Z%)W1(Sl,$o)

71 (S, zo) den Isomorphismus aus Satz 1.4.1 bezeichnet.

Es ist namlich (pg o wy,)(s) = (e2™m*)F = e2mkns — . (s), k \L(pk)*
vel. (11), und daher (6~ (py).00) () = 67 ((pr)slwal) = Z—2= my (S, 0)
& [pr 0 wpn)) = ¢ ' wkn] = kn. In anderen Worten, das -

nebenstehende Diagramm ist kommutativ, wobei Z . 7 den Gruppenhomomor-
phismus bezeichnet der durch Multiplikation mit £ gegeben ist, n +— nk. Beachte,
dass p; und p_; beides Homoéomorphismen sind, die induzierten Homomorphis-
men (p;). und (p_1), aber nicht iibereinstimmen.

1.6.6. BEISPIEL. S™ \ {P} ist homomorph zu R™ und daher einfach zusam-
menhéngend, P € S, n € Ny. Um dies einzusehen betrachten wir zunéchst die
Inversion mit Pol P,

2
|z — P|]?
Eine einfache Rechnung zeigt v% = vp o vp = idgn+1\(p}, insbesondere ist vp ein
Homoomorphismus. Weiters gilt

vp : R\ {P} — R"™\ {P}, vp(z) == P+ (x — P).

Az, P)

|z — P2

und daher ist vp(z) € S genau dann, wenn x € P+ = {z € R*"! : (z, P) = 0}.
Die Einschrinkung von vp liefert daher einen Homéomorphismus

op: P — 5"\ {P}, pp(z) =P+

lvp(2)* =1+

2
EEE
Dieser Homoomorphismus wird die stereographische Projektion mit Pol P ge-
nannt.* Als Hyperebene in R"*! ist Pt homéomorph zu R”, daher ist auch
S™\ { P} homdomorph zu R™. Nach Proposition 1.6.2 und Beispiel 1.3.9 ist daher
S™\ {P} einfach zusammenhéngend.

1.6.7. SATZ. S™ ist einfach zusammenhdngend, fir n > 2.

BEWEIS. Bezeichne mit N := (1,0,...,0) € S™ den Nordpol und mit zq :=
S = (=1,0,...,0) € S™ den Stdpol. Weiters betrachte die offenen Teilmengen
U:=8"\{N}und V := 5"\ {S}. Nach Beispiel 1.6.6 ist 71 (U, z9) = 0, es geniigt
daher zu zeigen, dass die von der kanonischen Inklusion ¢ : (U, zo) — (S™, xo) in-
duzierte Abbildung ¢, : m1 (U, z9) — m1(S™, xo) surjektiv ist. Sei dazu f: [ — S™
eine Schleife bei xy. Es ist zu zeigen, dass f homotop relativ Endpunkten zu ei-
ner Schleife in U ist. Da {U,V'} eine offene Uberdeckung von S™ ist, bilden auch

4Unter der stereographischen Projektion wird {iblicherweise die stereographische Projektion
mit Pol P =N = (1,0,...,0) € S™ verstanden.
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die beiden Mengen f~1(U) und f~(V) eine offene Uberdeckung des Intervalls I.
Nach Lemma 1.4.12 finden wir daher 0 = sg < s1 < - -+ < s,,, = 1, sodass fiir jedes
i=1,...,m entweder f([s;_1,s;]) C U oder f([si_1,s;]) CV gilt. Durch Weglas-
sen gewisser s; konnen wir erreichen, dass f(s;) # N, fiir jedes 0 < i < m, denn
ist f(s;) = N dann muss f([s;—1,s:]) €V und f([si,si11]) € V gelten. Betrachte
die reparametrisierten Einschrankungen f; : I — S™, fi(s) := f((l —s)si,l—l—ssi),
1 =1,2,...,m. Nach Beispiel I.1.3 gilt dann f ~ fifs--- f,,, wobei wir wieder
auf die Klammersetzung verzichten, da sie fiir die Aussage unwesentlich ist, vgl.
Lemma 1.2.2. Es geniigt nun zu zeigen, dass jedes f; homotop relativ Endpunk-
ten zu einem Weg in U ist, denn dann ist auch f homotop relativ Endpunkten
zu einer Schkeife in U, siehe Lemma 1.2.1. Fiir die ¢ mit f([s;—1,s;]) C U ist
nichts zu zeigen. Betrachten wir also ein i mit f([s;_1,s;]) C V, dh. f;({) C V.
Die stereographischen Projektion g : R* = S+ — S\ {S} = V aus Bei-
spiel 1.6.6 ist ein Homdomorphismus mit ¢g(0) = N. Also ist ¢g'o fi: [ — R"
ein Weg in R™ und es gilt (p5' o £;)(0) # 0 # (¢5' o fi)(1), denn f(s;) # N.
Da n > 2 finden wir einen Weg g; : I — R™\ {0} mit ¢;(0) = (¢5' o £;)(0) und
9i(1) = (5" o f;)(1). Nach Konstruktion ist pg o g; ein Weg in V' \ {N} C U. Da
R" einfach zusammenhéngend ist, sind die beiden Wege go;l o f; und g; homotop
relativ Endpunkten in R", siehe Proposition 1.3.10, also sind auch f; und ¢g o g;
homotop relativ Endpunkten in V' C S™. U

[.6.8. BEISPIEL. Wir erinnern uns, dass CP™ die Menge aller 1-dimensionalen
komplexen linearen Teilrsume von C"*! bezeichnet, n € Ny. Fiihren wir auf
C"*1\ {0} die Aquivalenzrelation v ~ w < 3\ € C : \v = w ein, dann konnen
wir CP" mit (C"™\ {0})/~ identifizieren, Cv < [v]. Wir versehen CP" mit der
Quotiententopologie,

CP" = (T {0}) /~.

Betrachten wir 52" als Teilraum von C"*!, 521 = {4 € C*™ : ||v|| = 1}, dann
induziert die kanonische Inklusion S$?"*! — C"!\ {0} einen Hom&omorphismus
§#Hl [~ 22 (€T \ {0})/~. Seine Inverse ist die von der radialen Projektion

Cr\ {0} — S v ﬁv, induzierte stetige Abbildung (C"*\ {0})/~ —

5241/~ Da S?"*! kompakt ist, und da auch die Aquivalenzklassen in S+
abgeschlossen sind, sehen wir, dass CP" ein kompakter Hausdorffraum ist. CP°
ist ein einpunktiger Raum. CP! ist homdomorph zu S? und daher einfach zu-
sammenhéangend, siehe Satz 1.6.7 und Proposition 1.6.2. Tatsdchlich induziert die
Abbildung ¢ : S* — 52, ¢(z,w) = (2zw,|w|* — |2|?), einen Hom&omorphis-
mus S/~ = S?  siche Aufgabe 8. Wir werden spéter sehen, dass CP" einfach
zusammenhéngend ist, fiir jedes n € Ny, siche Beispiel 1.9.17 unten.

[.6.9. BEispiEL. Fiir n € N betrachte die spezielle unitare Gruppe

SU,, := {U € Mysn(C) : U*U =1, det U = 1},
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versehen mit der von M,,,(C) = C" induzierten Teilraumtopologie. Hier be-
zeichnet I, € SU, die (n x n)-Einheitsmatrix. Da durch stetige Gleichungen
gegeben, ist SU, abgeschlossen in C"*. Da die Spalten einer unitiren Matrix
Einheitsvektoren bilden, ist SU,, C C"” auch beschrinkt. Nach dem Satz von
Heine—Borel ist SU,, daher kompakt. SU; ist ein einpunktiger Raum. SUj; ist
hom&omorph zu S? und daher einfach zusammenhingend, siche Satz 1.6.7 und

Proposition 1.6.2. Um einen Homdomorphismus S® = SU, anzugeben betrachten
wir S? als Teilraum von C?, 5% = {(z,w) € C*: |z]* 4 |w|* = 1}. Es ist dann

@ : 8% — SU,, o(z,w) = (Z __w)

w z

ein Homoéomorphismus, siehe Aufgabe 7. Wir werden spéter sehen, dass SU,
einfach zusammenhégend ist, fiir jedes n € N.

1.6.10. SATZ. Es emistiert keine stetige Abbildung f : S* — St mit f(—x) =
—f(z) fiir alle x € S*.

BEWEIS. Wir gehen indirekt vor und nehmen an f : % — S! ist eine ste-
tige Abbidung mit f(—z) = —f(z) fiir alle x € S2. Weiters betrachten wir die
Inklusion von S' als Aquator in S2, ¢ : (S*,20) — (S%,v0), ¢(2) := (2,0), wobei
xo = 1 € S C C den iiblichen Ba31spunkt bezeichnet und wir yo := t(xg) € S?
als Basispunkt von S? C C x R = R? verwenden. Die Abbildung ¢ : S? — S*,
g(y) := f(y)/f(yo), ist dann basispunkterhaltend, g : (5% yo) — (S',z0), und
hat ebenfalls die Eigenschaft g(—y) = —g(y), y € S% Schliefllich betrachten
wir die Komposition i := go ¢ : (S, zg) — (S', x¢), fiir die dann natiirlich
h(—z) = —h(z) gilt, z € S*. Betrachte nun den induzierten Homomorphismus

h* I7Tl<Sl,Q?0) —>7T1(Sl,513'0). (14)

Nach Satz 1.6.7 ist m1(S?, 39) = 0, aus h, = (got), = g.ot, folgt daher, dass h, mit
dem trivialen (konstanten) Homomorphismus iibereinstimmt. Unter Verwendung
der Relation h(—z) = —h(z) werden wir nun einen Widerspruch herleiten indem
wir zeigen, dass (I.4) nicht der triviale Homomorphismus sein kann.

Dazu betrachten wir wieder die Schleife wy : I — S, siehe (I.1). Da (h o

wi)(0) = h(xo) = my = p(0) existiert ein Weg iL~: I - Rmit poh = houw
und h(0) = 0, siehe Proposition L4.5. Es gilt p(h(3)) = h(wi(3)) = h(—z0) =

—h(xy) = —1, also existiert ¢ € Z mit ﬁ(%) = ¢ + 5. Weiters ist
ﬁ(§+l) :B(ﬁ) +q+3, fiir alle s € I. (L5)

Um dies einzusehen betrachte die durch die beiden Seiten dieser Gleichung ge-
gebenen Wege a,8 : I — R, a(s) = h(3 + 1), B(s) == h($) + ¢+ i Da
a(0) = h(z) = ¢+ 3 und B(0) = A(0) + ¢+ 3 =

und [ belm gleichen Punkt starten, «(0) = 5(0). Fiir s € [ gllt

(
(poa)(s) = p(h(5 +3)) = hwr(5 +3)) = (=1 (3)) = —h(en(3)),

q+ 3 L sehen wir, dass o
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wobel wir im letzten Gleichheitszeichen die Relation h(—z) = —h(z) verwendet
haben. Andererseits gilt auch

(poB)(s) =p(h(3) +a+3) =p(h(3) +3) = =p(h(3)) = —h(1(3)):
Daher liften o und 3 denselben Weg in S', dh. po o = p o 3. Aus der Eindeu-
tigkeitsaussage in Proposition 1.4.5 erhalten wir daher a = 8 womit (1.5) gezeigt
wiire. Setzen wir in (I.5) s = 1 so erhalten wir A(1) = h(1) +q+ 1 =2¢+ 1 #0.
Da R einfach zusammenhiingend ist, schlieBen wir / ~ Wag+1, wobei Wy, : I — R,
@n(s) := ns, siche Beispiel 1.4.6. Durch Komposition mit p erhalten wir how; =
poh~po Dag+1 = Wagt1, also h.([w1]) = [h ow;] = [wagt1]. Aus Satz 1.4.1 folgt
nun, dass h,([w;]) nicht das neutrale Element in (S, zy) sein kann. Also ist
der induzierte Homomorphismus (I.4) nicht trivial und wir erhalten einen Wider-

spruch. Daher kann es keine stetige Abbildung f : S? — S! mit f(—z) = —f(x)
geben. 0

[.6.11. BEMERKUNG. Wir werden spéter sehen, dass Satz 1.6.10 in hcheren
Dimensionen richtig bleibt: ist f : ™ — S™ stetig und f(—z) = —f(x) fir
alle x € S™, dann muss m < n sein. Fiir m < n existieren tatséchlich solche

Abbildungen, etwa f : S™ — 8", f(x) = (z,0,...,0).

1.6.12. SATZ (Borsuk-Ulam). Ist f : S? — R? eine stetige Abbildung, dann
existiert x € S* mit f(z) = f(—x).

BEWEIS. Indirekt angenommen es gilt f(z) # f(—z) fiir alle z € S% Die
stetige Abbildung

x)— f(—=x
g:Sz—>Sl, g(l‘): f() f( )
|f(2) = f(=x)|
erfiillt dann g(—x) = —g(z) und wir erhalten einen Widerspruch zu Satz 1.6.10.
Also muss z € S? mit f(z) = f(—=z) existieren. O

1.6.13. BEMERKUNG. Inbesondere sehen wir, dass es nicht méoglich ist S? in-
jektiv und stetig nach R? abzubilden, dh. S? kann nicht homdomorph zu einem
Teilraum von R? sein. Auch Satz 1.6.12 bleibt in héheren Dimensionen richtig: ist
f:S™ — R™ eine stetige Abbildung, dann existiert z € S™ mit f(x) = f(—x).
Dies folgt analog aus der Verallgemeinerung von Satz 1.6.10. Umgekehrt lésst
sich Satz 1.6.10 auf elementare Weise aus Satz [.6.12 herleiten, denn eine stetige
Abbildung f : S? — S mit f(—x) = —f(x) konnen wir als stetige Abbildung
S? — R? auffassen fiir die dann sicherlich f(x) # f(—z) gilt.

1.7. Produkte. Wir wollen in diesem Abschnitt untersuchen wie die Funda-
mentalgruppe eines Produktraumes mit den Fundamentalgruppen der Faktoren
zusammenhéngt. Sind (X, z¢) und (Y, yo) zwei punktierte Radume, dann ist auch

(Xv :130) X (Y7 yo) = (X X K (anyO))
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ein punktierter Raum, der als das Produkt der punktierten Rdume (X, xo) und
(Y,yo) bezeichnet wird. Die Projektionen auf die beiden Komponenten liefern
zwei Abbildungen punktierter Riume px : (X, z9) X (Y,y0) — (X, z9) und
py (X, 20) X (Y,90) — (Y, y0), die als kanonische Projektionen bezeichnet wer-
den. Das Produkt punktierter Rdume hat die folgende universelle Figenschaft:
Ist (Z, zo) ein weiterer punktierter Raum

und sind ¢y : (Z,20) — (X, zq) sowie ox (X, x)

vy : (Z,20) — (Y, y0) zwei Abbildungen / Tpx
punktierter Rdume, dann existiert eine 5

eindeutige Abbildung punktierter Rau- (Z,2) — — — = == (X, x0) % (Y, 50)

me ¢ : (Z,z9) — (X, 29) X (Y, y0), sodass
px o = px und py o ¢ = py gilt. Das X‘ ipy
nebenstehende kommutative Diagramm (Y, v0)
soll dies verdeutlichen. Diese Abbildung
@ ist durch p(z,y) = (px(x), ey (x)) gegeben und wird mit (¢x, py) bezeichnet.
Das Produkt punktierter Rdume ist durch seine universelle Eigenschaft bis auf
kanonischen Homoomorphismus eindeutig bestimmt. Genauer meinen wir hier
folgendes: Sei (P,pg) ein punktierter Raum und seien nx : (P,py) — (X, )
und 7y : (P,po) — (Y,y0) zwei Abbildungen punktierter Rédume die eben-
falls die universelle Eigenschaft haben, dh. zu je zwei Abbildungen punktierter
Réume ¢x : (Z,20) — (X,z9) und py : (Z,20) — (Y,y0) gibt es eine ein-
deutige Abbildung punktierter Raume ¢ : (Z,z9) — (P,pp) mit mx o ¢ = px
und 7y o ¢ = @y. Dann gibt es genau einen Homoomorphismus punktierter
Riume ¥ : (P,py) — (X, z0) x (Y,90) mit py 09 = 7x und py o) = my.
Das Tripel ((P, po),WX,Wy) kann daher in kanonischer Weise mit dem Tripel
((X, zg) X (Y, yg),pX,py) identifiziert werden.

Sind G und H zwei Gruppen, dann ist G x H beziiglich komponentenwei-
ser Multiplikation wieder eine Gruppe. Die beiden kanonischen Projektionen
pe:Gx H— Gund py : G x H— H sind Gruppen-

homomorphismen. Das Produkt G x H hat die folgen- e G
de universelle Eigenschaft: Sind ¢ : K — G und @p : / Tpc
K — H zwei Gruppenhomomorphismen, dann existiert Ko Fe ax H
genau ein Gruppenhomomorphismus ¢ : K — G x H

mit pgoy = ¢g und py oy = . Dieser Homomorphi- \ l”H
mus ist durch (k) = (pa(k), ou(k)) gegeben und wird YH H

mit (g, pg) bezeichnet. Das Produkt von Gruppen ist
bis auf kanonischen Isomorphimus durch seine universelle Eigenschaft eindeutig

SWir erhalten ¢ indem wir die universelle Eigenschaft von (X, z¢) x (Y, yo) auf px = mx
und ¢y = my anwenden. Die Umkehrabbildung von ¢ erhalten wir indem wir die universelle
Eigenschaft von (P,pg) auf px = px und ¢y = py anwenden. Dass dies tatséchlich die Um-
kehrabbildung liefert folgt dann aus der Eindeutigkeitsaussage in der universellen Eigenschaft
von (P,pg) angewandt auf px = mx und py = 7y, sowie der Eindeutigkeitsaussage in der
universellen Eigenschaft von (X, zg) x (Y, yo) angewandt auf px = px und ¢y = py.
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bestimmt. Genauer, sei P eine Gruppe und seien 7g : P — G sowie 7y : P — H
zwei Homomorphismen die ebenfalls die universelle Eigenschaft besitzen, dh. zu
je zwei Homomorphismen ¢ : K — G und ¢y : K — H existiert ein eindeu-
tiger Homomorphismus ¢ : K — P mit mg o ¢ = ¢g und 7y o ¢ = ¢g. Dann
existiert ein eindeutiger Isomorphismus ¢ : P — G x H mit pg oY = mg und
pg o = 7.5 Das Tripel (P, TG, 7TH) kann daher in kanonischer Weise mit dem
Tripel (G x H, pq, pH) identifiziert werden.

Nun aber zur Fundamentalgruppe des Produkts (X, zg) x (Y, yo). Die kano-
nischen Projektionen induzieren zwei Gruppenhomomorphismen:

(Px )« :Wl((Xa zo) x (Y, yo)) — (X, 20), Lf] = (px)«([f]) = [px o f]

(py ) m((X,20) x (Yigo)) — m(Yio),  [f] = (pv)<([f]) = [py o f]
Wir erhalten einen Gruppenhomomorphismus

((PX)*, (pY)*) 27T1((X, o) % (Y, ?/0)) — m (X, 20) X T1(Y, %0), (1.6)
der durch [f] — ([px o f], [py © f]) gegeben ist.

[.7.1. PROPOSITION. Fir punktierte Raume (X, xo) und (Y,yo) ist (1.6) ein
Isomorphismus von Gruppen. Seine Inverse ist durch ([fx],[fy]) — [(fx, fv)]
gegeben.

BEWEIS. Zur Surjektivitit: Es sei ([fx], [fy]) € m(X,zo) x m(Y,yo). Dann
ist f:= (fx,fy): I — X x Y eine Schleife bei (z¢,yo) und offensichtlich gilt
(200> (v )) (D) = (0 f) lpv © £1) = (], Lfy))- Also ist (1.6) surjektiv. Zur
Injektivitit: Sei also [f] € mi ((X,z0) x (Y, y0)), sodass ((px )« (py)«)([f]) =1 €
(X, o) xm1 (Y, 40). Dannist [pxof] =1 € m (X, zo) und [pyof] =1 € m (Y, yo).
Also existiert eine Homotopie relativ Endpunkten HX : I x I — X von px o f
nach c,,, und eine Homotopie relativ Endpunkten HY : [ x I — Y von py o f
nach ¢,,. Es definiert dann H := (H*,H") : I x I — X x Y eine Homotopie
relativ Endpunkten von f nach ¢y, ). Damit ist [f] =1 € m (X, z0) % (Y, 90))
und (1.6) also injektiv. O

[.7.2. BEISPIEL. Fiir m,n > 2 ist S™ x S™ einfach zusammenhéngend. Dies
folgt aus Satz 1.6.7 und Proposition 1.7.1.

[.7.3. BEMERKUNG. Ist (Y, y9) = 0, dann induzieren die Projektion py
und die Inklusion ¢ : (X, z9) — (X, 2z0) X (Y,v0), t(x) := (z,y0), zueinander
inverse Gruppenisomorphismen (px). : m ((X,z9) x (Y,%)) — m(X,20) und
e : (X, 20) — 7r1((X, x9) x (Y, yo)). Dies folgt sofort aus Proposition 1.7.1.

[.7.4. BEISPIEL. Fiir P € R™ ist ¢ : S"7! x (0,00) — R"\ {P}, p(z,t) :=
P + tx, ein Homdomorphismus. Mit Hilfe von Satz 1.6.7 und Proposition [.7.1
sehen wir, dass R \ {P} einfach zusammenhéngend ist, falls n > 3. Ist n = 2

SWir erhalten 1 und seine Umkehrabbildung véllig analog zu der Konstruktion fiir Produkte
punktierter Rdume.
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so gilt w1 (R? \ {P}) = Z nach Satz [.4.1 und Proposition I.7.1. Genauer, und fiir
P =0, sehen wir, dass die Inklusion ¢ : S' — C* := C\ {0} einen Isomorphismus
Ly : T (SY) — m(C*) induziert, siehe Bemerkung 1.7.3 ITm Fall n = 1 ist R\ { P}
nicht (weg)zusammenhéngend, also auch nicht einfach zusammenhéngend.

1.7.5. SATZ. R? ist nicht homdomorph zu R™, fiir 2 # n.

BEWEIS. Fiir n = 0 ist dies trivial, denn R? ist ein einpunktiger Raum
withrend R? natiirlich mehr als einen Punkt besitzt. Es geniigt daher den Fall
n € N zu betrachten. Wir gehen indirekt vor und nehmen an ¢ : R? — R"
wiire ein Homoomorphismus, 2 # n € N. Wihle einen Punkt P € R? und setze
Q = ¢(P). Die Einschrinkung ¢|g2\(py : R? \ {P} — R"\ {Q} ist dann eben-
falls ein Homdomorphismus. Nach Beispiel 1.7.4 ist aber R™\ {Q} einfach zusam-
menhéngend withrend R?\ { P} nicht einfach zusammenhéngend ist. Wir erhalten
also einen Widerspruch, siehe Proposition 1.6.2. Daher kann kein Homéomorphis-
mus ¢ : R? — R existieren. U

[.7.6. BEMERKUNG. Es gilt allgemein R™ 2¢ R", falls m # n. Wir werden
dies spéter zeigen, die Fundamentalgruppe reicht hierfiir nicht aus. Es ist iibri-
gens leicht zu sehen, dass R™ und R™ nur dann diffeomorph sein kénnen, wenn
m = n gilt. Ist ndmlich ¢ : R™ — R" ein Diffeomorphismus und zy € R™ belie-
big, dann folgt aus der Kettenregel, dass die Jacobimatrix D, ¢ einen linearen
Isomorphismus zwischen R™ und R" liefert, und dies ist natiirlich nur fiir m =n
moglich.

1.7.7. BEISPIEL. Fiir n € N bezeichnen wir mit
T =8t x ... x St

den n-dimensionalen Torus. Aus Proposition 1.7.1 und Satz 1.4.1 folgt mittels
Induktion 7 (T") = Z"™ = Z X --- X Z. Ein expliziter Isomorphismus ist durch
¢ 7" — m(T"), ¢(k) := |wk], gegeben. Hierbei bezeichnet wy, : I — T™ den
Weg wy(s) := (62”ik13, - ,62“”“”3), k = (ki,...,k,) € Z", und als Basispunkt
verwenden wir (1,...,1) € ST x -+ x S = T™. Insbesondere sehen wir, dass S?
nicht homdomorph zu T? sein kann, denn die Fundamentalgruppen 7(S5?) = 0
und 71 (T?) 22 Z? sind nicht isomorph, siehe Satz 1.6.7 und Proposition 1.6.2.

1.7.8. BEISPIEL. Auf R” betrachte die Aquivalenzrelation « ~ y < 3k € Z" :
y = x + k. Die Abbildung p : R* — T, p(z1,...,x,) = (™™, ..., e*mon)
induziert einen Homoomorphismus R"/~ = T™. Wir kénnen den Torus daher
auch als Quotient von R" verstehen. Mit M,, ,(Z) bezeichnen wir die Menge
aller ganzzahligen (n x n)-Matrizen. Jedes A € M,,,,(Z) definiert eine stetige
(lineare) Abbildung fis : R* — R", fia(z) := Ax. Beachte, dass aus © ~ y
auch fis(x) ~ fia(y) folgt. Daher faktorisiert fi4 zu einer stetigen Abbildung
pa:T" — T" pofiga = pa o p. Beachte auch, dass uy den Basispunkt p(0) =
(1,...,1) € T™ festhilt, denn fi4(0) = 0. Wir wollen nun die induzierten Grup-
penhomomorphismen (p4)s : m(7") — 7 (T™) bestimmen. Genauer wollen wir
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zeigen, dass (¢ o (pa). o ¢)(k) = Ak gilt, k € Z", wobei ¢ : Z" — m (T™)
den Isomorphismus aus Beispiel 1.7.7 bezeichnet. In anderen Worten, wir wollen
zeigen, dass das nebenstehende Diagramm kommutiert. Fiir & € Z" betrach-
ten wir den Weg @, : I — R", &(s) := sk. Offen-

sichtlich gilt dann p o @, = wy, wobei wy : I — T" Z"—i>7ﬁ(T")
den Weg aus Beispiel 1.7.7 bezeichnet. Weiteres haben iA N i (n)
wir die Relation jig o Wy = war. Wir erhalten daraus o

HAOWL = [aOPOW = PO flg0W, =POWag = Way, also zr —— m(T")

piaouw] = Lo Somit ist ((114).06) (6) = (sa). (wr]) =
[pa o wi] = [wak] = ¢(Ak), und die Behauptung bewiesen. Fiir A, B € M,, ,(Z)
gilt piap = pa o pup, denn figp = fia o fip. Schrinken wir uns auf invertierbare
A € GL,(Z) = {A € M,,, : det A = £1} ein, so erhalten wir einen interes-
santen Homomorphismus GL,(Z) — Homeo(T™), A + 14, wobei Homeo(X) die
Gruppe der Homéomorphismen eines topologischen Raumes X bezeichnet.

1.7.9. BEISPIEL. Fir n € N bezeichne
U, :={U € M,,,(C) | U*"U = I,,}

die Gruppe der unitéren (n x n)-Matrizen versehen mit der von M,, ,(C) = C"
induzierten Teilraumtopologie. Etwa ist U; = S!. Die Abbildung

2

o S xSU, = U, o(z,U) = (g ! )U

n—1
ist ein Homoomorphismus mit Inverser ¢~1(U) = (det U, (4Y ,° )" U), siche
Beispiel 1.6.9. Aus Proposition 1.7.1 und Satz 1.4.1 folgt m(U,) = Z x 7 (SU,,),
wobei wir die Einheitsmatrix I,, € SU,, C U,, als Basispunkt verwenden. Zusam-
men mit Beispiel 1.6.9 erhalten wir insbesondere 1 (Uy) = Z. Die Schleife I — Us,
S (62gis ?), reprasentiert einen Erzeuger in m;(Us). Allgemein gilt m(U,,) = Z,
n € N, wie wir spéter zeigen werden.

1.7.10. BEISPIEL. Fiir n € N bezeichne
GL,(C) :={A € M,,,(C) : det A # 0}

die Gruppe der invertierbaren (n x n)-Matrizen mit komplexen Eintragungen,
versehen mit der von M,, ,(C) = C** induzierten Teilraumtopologie. Weiters sei

An(C) :={D € M, ,(C) : D;; € (0,00) fiir alle i, und D;; = 0 falls i > j}

die Gruppe der komplexen oberen Dreiecksmatrizen mit positiven reellen Ein-
tragungen auf der Diagonale, versehen mit der von M, ,,(C) = C" induzierten
Teilraumtopologie. Der Raum A, (C) ist homdomorph zu R™ x C*"~Y/2 und
daher einfach zusammenhéngend. Die Abbildung

0 : U, xA,(C) — GL,(C),  @(U,D):=UD (L.7)

ist sicherlich wohldefiniert und stetig. Auch ist leicht einzusehen, dass ¢ injektiv
ist, denn aus Uy D; = UyDy, U; € U,, D; € A,(C), folgt Uy 'U; = DyD;?
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U, NA,(C) = {I,}, also U; = Uy und Dy = Dy. Tatséchlich ist (I.7) ein Homdoo-
morphismus. Dies folgt aus dem Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfah-
ren wie folgt. Sei A = (v1|va] - |vn) € GL,(C) mit Spalten v; € C". Definiere
rekursiv

R
-

Uy = V1 Uy = |ﬁ1|1~61

S 1~

U = Vg — <U2,U1>U1 Uo = ng

S N

Uy := Vg — (Uk, Ur)us — * - — (Vg, Up—1)Ug—1 Uk i= Tl

= 1~

Up = Un — <Un7u1>u1 - </Un7un71>un71 Up = mun

Nach Konstruktion bildet (uq,...,u,) eine Orthonormalbasis von C", also ist

) ) )

1 (A) := (up|ug| - - - |u,) € U,. Dies liefert eine stetige Abbildung ¢; : GL,(C) —
U,, A — 11(A). Beachte weiters, dass

(U1|U2{---|Un)/:\(vl|v2|~--|Un)/-\D1N1D2N2~~-DnNn

—r(A) —A €A (C)
wobei Di, Ny € A,,(C) durch
1 —(vg,u1) 1
ol .
D, = 1 und N, = ﬁ

gegeben sind. Daher ist ¢1(A)™*A = (D\Ny---D,N,)™! € A,(C) und wir er-
halten eine stetige Abbildung v, : GL,(C) — A,(C), ¥u(A) = ¢ (A)A.
Setzten wir ¢ = (¢1,%2) : GL,(C) — U, xA,(C), dann gilt offensichtlich
@ o1 = idgr, (), also ist (L.7) surjektiv. Zusammen mit der Injektivitdt von
(I.7) folgt, dass ¢ die Umkehrabbildung von ¢ ist. Also ist (I.7) tatséchlich ein
Homéomorphismus. Da A, (C) einfach zusammenhéngend ist folgt nun, dass die
kanonische Inklusion ¢ : U, — GL,(C) einen Isomorphismus ¢, : m(U,) —
m1(GL,(C)) induziert, sieche Bemerkung 1.7.3. Zusammen mit Beispiel 1.7.9 er-
halten wir m;(GL2(C)) = 7 (Uy) = Z. Allgemein gilt m(GL,(C)) =2 Z, n € N,

wie wir spater sehen werden.
[.7.11. BeispIEL. Fiir n € N bezeichne
GLn(R) := {A € M, ,(R) : det A # 0}
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die Gruppe der invertierbaren reellen (n x m)-Matrizen, versehen mit der von
M, (R) = R™ induzierten Teilraumtopologie. Weiters sei

An(R) :={D € My ,(R) : D;; € (0,00) fiir alle 4, und D; ; =0 falls i > j}

die Gruppe der reellen oberen Dreiecksmatrizen mit positiven Eintragungen auf
der Diagonale, versehen mit der von M,, ,(R) = R" induzierten Teilraumtopo-
logie. Der Raum A, (R) ist homoomorph zu R™ x R*»~1V/2 und daher einfach
zusammenhéangend. Schranken wir den Homéomorphismus aus Beispiel 1.7.9 auf
reelle Matrizen ein, so erhalten wir einen Hom6éomorphismus

¢ : 0, xA,(R) = GL,(R), ©(A,D) = AD,

wobei O,, :== {A € M,,,(R) : A'A = I,} die Gruppe der orthogonalen Ma-
trizen bezeichnet, versehen mit der von M, ,(R) induzierten Teilraumtopolo-
gie. Insbesondere sehen wir, dass die kanonische Inklusion ¢ : O, — GL,(R)
einen Isomorphismus ¢, : m(0,) — 71 (GL,(R)) induziert, egal welchen Basis-
punkt in O,, wir verwenden. Beachte, dass die Gruppen O,, und GL,(R) nicht
(weg)zusammenhéingend sind, denn det : GL,(R) — R* ist surjektiv und R* =
R\ {0} nicht wegzusammenhéngend.

[.7.12. BEISPIEL. Es bezeichne GL(R) := {A € GL,(R) : det(4) > 0}
die Gruppe der reellen Matrizen mit positiver Determinante, und es sei SO,, :=
{A € O, : det(A) = 1} die spezielle orthogonale Gruppe. Durch Einschrianken des
Homoomorhismus aus Beispiel 1.7.11 erhalten wir einen Homéomorphismus

¢ : SO, xA,(R) — GL! (R), (A, D) — AD.
Insbesondere sehen wir, dass die kanonische Inklusion ¢ : SO,, — GL;(R) einen
Isomorphsimus ¢, : m(S0,) — m(GL](R)) induziert. Es ist nicht schwer einen
Homéomorphismus SO, = S! zu konstruieren, siche Aufgabe 10. Wir erhalten
daher 7, (GLj (R)) & 7(SO3) = Z. Fiir n > 3 gilt 7,(SO,,) & Zy := Z/27 wie

wir spater sehen werden.

1.7.13. BEISPIEL (Triviales Knotenkomplement). Betrachte X := S\ S*, wo-
bei St C C, $3 C C? und S* C S3 via z — (z,0). Die Abbildung ¢ : X — Cx S*,

o(z,w) = (Z, ﬁ) ist ein Homoomorphismus, es gilt daher m(X) = Z. Genau-
er, die Inklusion f : S' — X, f(w) := (0,w), induziert einen Isomorphismus

fe : m(S') — m(X). Die Schleife I — X, s — (0,e?™*), reprisentiert daher
einen Erzeuger in m (X).

1.8. Homotopieinvarianz. Zwei stetige Abbildungen f,g: X — Y heiflen
homotop falls eine stetige Abbildung H : X x I — Y mit Hy = fund H; = g
existiert. Dabei bezeichnet H; : X — Y die stetige Abbildung H(z) := H(x,t),
t € I. Jede solche Abbildung H wird eine Homotopie von f nach g genannt.
Wir schreiben f ~ g oder f £ g. Ist f: X — Y homotop zu einer konstanten
Abbildung, dh. existiert yo € Y mit f ~ ¢,, wobei ¢, : X — Y, ¢y, (x) = yo,
dann nennen wir f nullhomotop.
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1.8.1. PROPOSITION. Homotop zu sein ist eine Aquivalenzrelation auf der
Menge der stetigen Abbildungen X — Y.

BEWEIS. Der Beweis ist vollig analog zu dem Beweis von Proposition 1.1.1.
Ist f: X — Y stetig, dann gilt = ~ f mit H : X><I — Y, H(x,t) := f(z), also ist
die Relation reflexsiv. Ist f ~ g, dann folgt g =~ f mittels G(z,t) := H(z,1 —t),
also ist die Relation symmetrisch. Gilt f ~ gund g {I: h so definiert

H'(x,2t falls 0 <t < 1/2
H:XxI—Y, Ht)=41w ) alls 02 <1/
H'(z,2t —1) falls1/2<t<1
eine Homotopie von f nach A, dh. f i h, und damit ist die Relation auch
transitiv. Die Stetigkeit von H folgt wieder aus Lemma I.1.2. 0

Die mit obiger Aquivalenzrelation assoziierten Aquivalenzklassen werden Ho-
motopieklassen genannt. Die Menge der Homotopieklassen stetiger Abbildungen
X — Y wird mit [X,Y] bezeichnet. Die von f : X — Y reprisentierte Klasse
werden wir mit [f] bezeichnen.

1.8.2. BEISPIEL. Bezeichnet {*} den einpunktigen Raum, dann koénnen wir
[{*}, X] mit der Menge der Wegzusammenhangskomponenten von X identifizie-
ren. Dabei entspricht [f] € [{x}, X] die (wohldefinierte) Wegzusammenhangs-
komponente von X die f(x) enthélt.

[.8.3. BEMERKUNG. Die Menge der Homotopieklassen [S!, X] héingt eng mit
der Fundamentalgruppe 7 (X) zusammen, siehe Satz 1.8.28 unten.

[.8.4. LEMMA. FEs seien fo, f1: X — Y und go, g1 : Y — Z stetige Abbildun-
gen mit fo ~ f1 und go ~ g1. Dann gilt auch goo fo =~ g1 o f1.

BEWEIS. Es seien F' : X x I — Y und G : Y x I — Z Homotopien mit
fo =~ L f1 und go < g1. Dann liefert H : X x [ — Z H(z,t) :== G(F(x,t),t) eine
Homotopie von gy o fy nach g; o f1, dh. gg o fO g10 f1. 0

[.8.5. BEMERKUNG. Eine stetige Abbildung ¢ : Y7 — Y5 induziert eine Ab-
bildung ¢, : [X, Y]] — [X, Ya], v«([f]) := [¢ o f]. Nach Lemma 1.8.4 ist ¢, wohl-
definiert. Ist ¥ : Yo — Y3 eine weitere stetige Abbildung, dann gilt offensichtlich
(Pop) =viop.: [X, V1] — [X,Y3] und (idy). = idxy). Sind wo, 01 : Y1 — Y
homotop, so gilt (o)« = (¢1)« : [X,Y1] — [X, Y3, siche Lemma 1.8.4. Eine ste-
tige Abbildung ¢ : Xy — X induziert eine Abbildung ¢* : [X1,Y] — [Xs, Y],
©*([f]) := [foyp]. Wieder ist ¢* wegen Lemma 1.8.4 wohldefiniert. Ist ¢ : X5 — X5
eine weitere stetige Abbildung, dann gilt (p o ¥)* = ¥* o p* : [X1,Y] — [X3,Y]
und (idx)* = idpx,y). Sind g, ¢1 : Xo — X; homotop, so gilt (¢o)* = (¢1)*
[X1,Y] — [Xs,Y], siehe Lemma [.8.4. Sind ¢ : Y] — Y5 und ¢ : Xy — X stetig,
dann gilt p, o * = 1* 0 v, : [X1, V1] — [Xa, Yal.
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[.8.6. DEFINITION (Homotopiedquivalenz). Eine stetige Abbildung f : X —
Y wird Homotopiedquivalenz genannt, falls eine stetige Abbildung g : ¥ — X
existiert, sodass go f ~ idx und f o g ~ idy gilt. Zwei topologische Rdume X
und Y heiflen homotopiedquivalent, falls eine Homotopiedquivalenz f : X — Y
existiert. In diesem Fall schreiben wir X ~ Y, und sagen auch X und Y haben
den selben Homotopietyp.

Jeder Homéomorphismus f : X — Y ist eine Homotopiedquivalenz, denn g :=
f~1:Y — X erfiillt ja sogar go f = idy und f o ¢ = idy. Homdomorphe Réume
sind daher stets homotopiedquivalent. Die identische Abbildung idx : X — X
ist eine Homotopiedquivalenz, es gilt daher stets X ~ X. Ist f : X — Y eine
Homotopiedquivalenz und g : ¥ — X mit go f ~ idyx, f o g ~ idy, dann ist
trivialerweise auch ¢g : Y — X eine Homotopiedquivalenz. Aus X ~ Y folgt
daher Y ~ X. Sind f: X — Y und g : Y — Z zwei Homotopiedquivalenzen,
dann ist auch die Komposition go f : X — Z eine Homotopiedquivalenz, siehe
Lemma [.8.4. Aus X ~ Y und Y ~ Z folgt daher stets X ~ Z.

Ein topologischer Raum heif3t kontrahierbar falls er den Homotopietyp des
einpunktigen Raumes {x} hat. Ein topologischer Raum X ist genau dann kon-
trahierbar, wenn die konstante Abbildung X — {x} eine Homotopiedquivalenz
ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn zq € X existiert, sodass die Inklusion
{zo} — X eine Homotopiedquivalenz ist. Offensichtlich ist X kontrahierbar ge-
nau dann, wenn die identische Abbildung idx nullhomotop ist, dh. wenn xq € X
und eine Homotopie H : X x I — X mit Hy = idx und H; = ¢,, existie-
ren, wobei ¢, : X — X, ¢ (2) := 1z, die konstante Abbildung bezeichnet.”
Ein kontrahierbarer Raum muss wegzusammenhéngend sein, denn fiir x € X ist
t — H(x,t) ein Weg von x nach zo. Ist X kontrahierbar und z; € X beliebig,
dann gilt idy ~ ¢,,, dh. die Inklusion {21} — X ist eine Homotopieiquivalenz,
fiir jedes x1 € X. Letzteres folgt aus der Tatsache, dass ein Weg von zy nach z;
als Homotopie zwischen der Inklusion {z,} — X und der Inklusion {z;1} — X
aufgefasst werden kann.

[.8.7. DEFINITION (Deformationsretrakt). Ein Teilraum A eines topologischen
Raumes X heifit Deformationsretrakt von X falls eine Homotopie H : X x [ — X
mit folgenden Eigenschaften existiert: Hy = idx, H1(X) C A und H|s = ida
fiir alle t € I. In diesem Fall wird r := Hy : X — A als Deformationsretrakti-
on bezeichnet, und H wird manchmal eine retrahierende Deformation genannt.
Bezeichnet ¢+ : A — X die kanonische Inklusion, so gilt r o+ = id,, Defor-

mationsretraktionen sind daher Retraktionen. Schlielich ist ¢+ : A — X eine
8

Homotopiedquivalenz, denn idx 2 Lor.
"Es ist nicht verlangt, dass die Homotopie den Punkt xg festhélt, dh. wir verlangen nicht,
dass H(zg,t) = z¢ gilt.
8Wir folgen hier den Definitionen in [15, page 24] oder [4, page 2]. In [14, Definition 2.4.3]
oder [11, page 30] wird dies als strenger Deformationsretrakt bezeichnet. Verlangen wir statt
Hi|a =ida nur Hy|4 = id4 dann erhalten wir den Begriff des schwachen Deformationsretrakts.
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1.8.8. BEISPIEL. Die Sphiire S"~! ist Deformationsretrakt von R™\ {0}, es ist
ndamlich H : R"\ {0} x I — R"\ {0}, H(z,t) :== (1 —t)x+ éx eine retrahierende
Deformation. Insbesondere ist die kanonische Inklusion S"~! — R™ \ {0} eine
Homotopiedquivalenz.

1.8.9. BEISPIEL (Mobiusband). Auf I x [—1,1] betrachte die von (0,y) ~
(1,—y), y € [~1,1], erzeugte Aquivalenzrelation. Der damit assoziierten Quo-
tientenraum M := (I x [—1,1])/~ wird Mdébiusband genannt. Es bezeichne
p: I x[—1,1] — M die kanonische Projektion und S := p(I x {0}). Die retrahie-
rende Deformation H : (I x [=1,1]) x I — I x [-=1,1], H(z,y,t) := (z, (1 —t)y),
faktorisiert zu einer retrahierenden Deformation H : M x I — M, po H, = H,op,
von M auf S. Daher ist S ein Deformationsretrakt von M und die Inklusion
S — M eine Homotopiedquivalenz. Da S homdomorph zu S?! ist, erhalten wir
m (M) = m(S') = Z. Die Schleife I — M, s — p(s,0), reprisentiert einen
Erzeuger von m(M).

[.8.10. BEISPIEL (Sternférmige Teilmengen). Eine Teilmenge X C R™ heifit
sternformig, falls z € X mit folgender Eigenschaft existiert: x € X, ¢t € [0,1] =
tz + (1 —t)z € X. Dies bedeutet gerade, dass die affine Strecke von x nach z
zur Génze in X liegt. Jedes solche z wird ein Zentrum von X genannt. Ist z ein
Zentrum von X, dann ist {z} ein Deformationsretrakt von X eine retrahierende
Deformation ist durch H : X x I — X, H(x,t) := tz + (1 — t)x gegeben.
Insbesondere ist die Inklusion {z} — X eine Homotopiedquivalenz. Sternférmige
Teilmengen sind daher stets kontrahierbar. Dasselbe gilt fiir konvexe Teilmengen,
denn konvexe Teilmengen sind sternférmig, jeder ihrer Punkte ist Zentrum.

[.8.11. BEISPIEL. Ist A Deformationsretrakt von X, und ist B Deformations-
retrakt von Y, dann ist A x B Deformationsretrakt von X x Y. Sind namlich
G:XxI — Xund H : Y x I — Y retrahierende Deformationen von X
auf A bzw. von Y auf B, so ist (z,y,t) — (G(z,t), H(z,t)) eine retrahierende
Deformation von X x Y auf A x B.

[.8.12. BEISPIEL. Die unitdre Gruppe U, ist Deformationsretrakt von GL,(C),
siehe Beispiel 1.7.10 sowie die Beispiele 1.8.10 und 1.8.11. Insbesondere ist die ka-
nonische Inklusion U,, — GL,(C) eine Homotopiedquivalenz.

[.8.13. BEISPIEL. Die orthogonale Gruppe O, ist Deformationsretrakt von
GL,(R), siehe Beispiel 1.7.11 sowie die Beispiele 1.8.10 und 1.8.11. Insbesondere
ist die kanonische Inklusion O,, — GL,(R) eine Homotopieiquivalenz.

[.8.14. BEISPIEL. Die spezielle orthogonale Gruppe SO,, ist Deformations-
retrakt von GL;(R), siehe Beispiel 1.7.12 sowie die Beispiele 1.8.10 und 1.8.11.
Insbesondere ist die kanonische Inklusion SO,, — GL;(R) eine Homotopiefiqui-
valenz.

In diesem Fall ist » : X — A immer noch eine Retraktion, und auch die Inklusion ¢ : A — X
ist eine Homotopiedquivalenz.
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Zwei Abbildungen punktierter Raume f, g : (X, xo) — (Y, yo) heilen homotop
relativ Basispunkt falls eine stetige Abbildung H : [ x X — Y mit Hy = f,
Hy, = g und H(zo,t) = o, fir alle t € I, existiert. Jede solche Abbildung
H heifit eine Homotopie relativ Basispunkt von f nach g. Fiir jedes t € I ist
H: : (X,29) — (Y,v), Hi(z) :== H(x,t), eine Abbildung punktierter Raume.
Wie in Proposition 1.8.1 lisst sich zeigen, dass dies eine Aquivalenzrelation auf
der Menge der Abbildungen punktierter Rédume liefert. Die Aquivalenzklassen
werden wir mit [(X, x¢), (Y, yo)] bezeichnen. Auch Lemma 1.8.4 bleibt sinngemif}
fiir Abbildungen punktierter Ridume richtig. Eine Abbildung punktierter Raume
[ (X,z0) — (Y,y0) wird Homotopieiquivalenz punktierter Rdiume genannt,
falls eine Abbildung punktierter Raume g : (Y,y0) — (X, z¢) existiert, sodass
go f ~idy relativ Basispunkt und f o g ~ idy relativ Basispunkt. In diesem Fall
schreiben wir (X, zq) ~ (Y, yo).

1.8.15. BEISPIEL. Ist A ein Deformationsretrakt von X und zy € A, dann ist

die kanonische Inklusion (A, zy) — (X, x¢) eine Homotopiedquivalenz punktierter
Raume.”

[.8.16. BEISPIEL. Ist (X, zo) ein punktierter Raum, dann kénnen wir die Men-
ge [(5°,1), (X, zo)] mit der Menge der Wegzusammenhangskomponenten von X
identifizieren. Dabei entspricht [f] € [(S°, 1), (X, zo)] die (eindeutig bestimmte)
Wegzusammenhangskomponente von X die f(—1) enthalt.

1.8.17. BEISPIEL. Ist (X, ) ein punktierter Raum, dann kann die Menge
[(S',1), (X, x0)] auf kanonische Art mit 7 (X, xo) identifiziert werden, siehe Pro-
position 1.8.27 unten.

1.8.18. PROPOSITION. (Homotopieinvarianz) Sind ¢, : (X,z0) — (Y, v0)
homotop relativ Basispunkt, dann induzieren diese denselben Homomorphismus
zwischen den Fundamentalgruppen, dh. ¢, = ¥, : (X, zo) — m1 (Y, yo).

BEWEIS. Sei f: I — X eine Schleife bei xq. Weiters sei H : X x [ — Y eine

Homotopie relativ Basispunkt von Hy = ¢ nach H; = ¢. Dannist G: I x [ — Y,
G(s,t) := H(f(s),t), eine Homotopie relativ Endpunkten von Gy = Hpo f = o f
nach Gy = Hyo f =1 o f,also po f < Yo f und damit p.([f]) = [po f] =
[¢ o f] = u([f])- [

1.8.19. BEISPIEL. Betrachte wieder die Abbildungen g4 : (77, x0) — (T, z0)
aus Beispiel 1.7.8, wobei g = (1,...,1) € T™. Aus Proposition 1.8.18 und der

Berechnung des induzierten Homomorphismus in Beispiel 1.7.8 sehen wir, dass
fta und pp nicht homotop relativ Basispunkt sind, falls A # B € M,, ,,(Z).

1.8.20. PROPOSITION. Ist ¢ : (X,z9) — (Y,yo) eine Homotopiediquivalenz
punktierter Ridume, dann induziert diese einen Isomorphimus zwischen den Fun-

damentalgruppen, . : (X, xq) = (Y, o).

st A nur ein schwacher Deformationsretrakt, dann ist die Inklusion (A, zo) — (X, z0) i.A.
keine Homotopiedquivalenz punktierter Rdume.
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BeEWwEIs. Seidazu ) : (Y, y9) — (X, ), sodass Yoy ~ idx relativ Basispunkt
und ¢ o 1) =~ idy relativ Basispunkt. Aus Proposition 1.8.18 folgt v, o ¢, =
(¢ © 90)* = (idX)* = idﬂ'l(XJCo) sowie . 0 P, = (90 © w)* = (idy)* = id7T1(Y7yo)' Also
sind ¢, und 1, zueinander inverse Gruppenisomorphismen. U

1.8.21. PROPOSITION. Es sei H : X x I — Y eine Homotopie, vy € X,
Yo := Ho(xo), 11 := Hy(x0), und es bezeichne h : I — 'Y den Weg h(t) := H(xg,t)
von yo nach y1. Dann gilt (Ho)x = By o (Hy)x : m (X, zo) — m1(X, y0).

BEWEIS. Sei also f : I — X eine Schleife bei zy. Die Abbildung

h(4s) falls 0 < s < t/4,
G:IxI—=Y, G(s,t):= S H(f(355),t) fallst/4 <s<1—1t/2
h(2 — 2s) falls 1 — /2 < s <1,

definiert eine Homotopie relativ Endpunkten in Y von Go = Hp o f nach G, =
(h(Hy o f))h. Also gilt (Ho).([f]) = [Hoo f] = [Go] = [G\] = [h(Hy o f)h] =
Br([Hy o f]) = (Bn o (H1).) ([£]). O

1.8.22. SATZ (Homotopieinvarianz). Ist ¢ : X — Y eine Homotopiedquivalenz
und xo € X, dann ist @, : 7 (X, x0) — m (Y, p(z0)) ein Isomorphismus.

BEWEIS. Da ¢ eine Homtopiedquivalenz ist, existieren eine stetige Abbildung
v Y — X sowie Homotopien H : X x I — X und G : ¥ x I — Y mit
o 2 idy und po g idy. Betrachte den Weg h : I — X, h(t) := H(xo,t) von
¥(¢(xp)) nach g, und den Weg g : I — Y, g(t) := G(p(z0),t) von p(v(p(z0)))
nach ¢(zp). Nach Proposition 1.8.21 gilt
T (Y, cp(:vo))

V.o, = (Yop). = (Ho)x = Bro(Hy)s = ™1 (X, o)

Bro(idx ).« = By sowie g0t = (por)), = 5 i% / gig
(Go)s = B,0(G1)« = Byo(idy). = B,. Da- ’
her kommutiert das nebenstehende Dia- 7, (X () EANS (Y, (o))

gramm. Nach Proposition 1.3.5 ist (3, ein

Isomorphismus, also muss 1, surjektiv sein. Da 3, ein Isomorphismus ist, muss
1, auch injektiv sein. Damit ist 1, ein Isomorphismus, woraus wir nun schlieflen,
dass ¢, : (X, zg) — m (Y, p(x0)) ein Isomorphismus sein muss. O

Px

[.8.23. KOROLLAR. Kontrahierbare Rdume sind einfach zusammenhdngend.

BEWEIS. Ein kontrahierbarer Raum X ist wegzusammenhégend, siehe oben,
und die konstante Abbildung X — {*} ist eine Homotopiefiquivalenz. Nach
Satz 1.8.22 induziert diese einen Isomorphismus m1(X) = w1 ({*}). Aus m({*}) =
0 folgt daher auch m(X) = 0. O

[.8.24. BEMERKUNG. Aus Propostion 1.6.2 folgt, dass wir die Fundamental-
gruppe als eine topologische Invariante wegzusammenhéngender Ridume auffassen
kénnen, dh. homdomorphe wegzusammenhéngende topologische Rdume miissen
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isomorphe Fundamentalgruppen haben. Satz 1.8.22 besagt nun, dass die Funda-
mentalgruppe sogar eine Homotopicinvariante wegzusammenhéngender Raume
liefert, dh. homotopiedquivalente wegzusammenhéingende topologische Raume
miissen isomorphe Fundamentalgruppen haben. In anderen Worten, sind die Fun-
damentalgruppen zweier wegzusammenhéngender Rdume nicht isomorph, dann
konnen die Rdume nicht einmal homotopiedquivalent sein.

[.8.25. BEISPIEL. S™ und T™ sind nicht homotopiedquivalent, n > 2, denn
m(S™) = 0 nach Satz 1.6.7 und 7 (7T") = Z" nach Beispiel 1.7.7, siche auch
Bemerkung 1.8.24.

Ist A ein nichtleerer Teilraum eines topologischen Raumes X, dann schrei-
ben wir X/A fiir den Raum der aus X entsteht wenn wir A zu einem einzigen
Punkt kollabieren. Genauer bezeichnet ~ die von a ~ b, a,b € A, erzeugte Aqui-
valenzrelation auf X, dann definieren wir X/A := X/~ und versehen X/A mit
der Quotiententopologie. Wir erhalten eine stetige Abbildung p : X — X/A, die
als kanonische Projektion bezeichnet wird. Sie bildet ganz A auf einen einzigen
Punkt in X/A ab den wir mit * := p(A) bezeichnen. Wir kénnen den Quotienten
daher auch als punktierten Raum (X/A, %) auffassen.

1.8.26. BEISPIEL (Kegel). Ist X ein topologischer Raum, dann wird
CX = (X x1I)/(X x{0})
der Kegel iiber X genannt. Der Basispunkt {x} ist ein Deformationsretrakt von
CX,die Abbildung H : (X xI)xI — X xI, H(x,s,t) := (z, (1—t)s), faktorisiert
zu einer retrahierenden Deformation von C'X auf {x}. Nach Korollar 1.8.23 ist
CX daher einfach zusammenhéngend.

Unter der Einpunktvereinigung zweier punktierter Raume (X, zo) und (Y, yo)
verstehen wir den punktierten Raum der aus der disjunkten Vereinigung X LY
durch Identifikation der beiden Punkte xq und 3o ensteht. Genauer,

(X, 20) V (Y,90) := (X UY) /{0, Yo}, %)
Die beiden Abbildungen punktierter Raume tx : (X, z9) — (X, 20) V (Y, v0),

ex () = [(2,y0)], und ¢y : (Y, 50) — (X, 20)V (Y, %0), ty (y) := [(20, y)], werden als
kanonische Einbettungen bezeichnet. Beide

sind Homoomorphismen auf ihr Bild, wir (X, o) ox

konnen daher (X, xzg), und ebenso (Y, ), " J{ \

als Teilraum von (X, zg) V (Y,yo) auffas- .

sen. Die Einpunktvereinigung hat die fol- (X, ) V (Y, 40) - — — = - > (Z, z)
gende universelle Eigenschaft. Sind px : LYT

(X, 20) = (Z,20) und py : (Y, 50) — (Z, %) /

zwei Abbildungen punktierter Rdume, dann (Y, yo)

existiert eine eindeutige Abbildung punk-
tierter Raume ¢ : (X, 20)V (Y, 40) — (Z, 20), sodass pory = px und pory = py,
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siehe nebenstehendes Diagramm. Diese Abbildung ist durch ¢(x, o) := px(x),
x € X, und p(zg,y) = @y (y), y € Y, gegeben und wird mit ¢y V ¢y bezeichnet.
Beachte, dass ¢x(x9) = 20 = ¢y (yo) und daher px V ¢y wohldefiniert ist.
Betrachte nun wieder S' C C mit Basispunkt 1 € S!. Weiters bezeichnen
b (SH1) — (SH1) v (SY 1) und ¢ 2 (ST 1) — (SY,1) v (S 1) die beiden
kanonischen Inklusionen. Wir erhalten eine Abbildung punktierter Rdume

11(2?) falls Tmz > 0,
15(2?) falls Tmz < 0.

v: (S 1) — (S 1) v (SH1), v(z) = { (1.8)

Mit Hilfe dieser Abbildung koénnen wir nun eine alternative Beschreibung der
Fundamentalgruppe geben.

[.8.27. PROPOSITION. Ist (X, xq) ein punktierter Raum, dann definiert

U =Uixay: [(S11), (X, 20)] = m(X,2z0),  V([f]) == [fouwl,

eine Bijektion, siehe (1.1). Dartberhinaus gilt V([f])¥([g]) = Y([(f V g) o v])
und V([f])~' = U([f o o]), wobei v die Abbildung aus (1.8) bezeichnet und o :
(S1,1) — (SY, 1) durch o(z) := 271 = z gegeben ist.

BEWEIS. Zunichst ist U wohldefiniert, denn sind f,g: (S*,1) — (X, ) ho-

motop relativ Basispunkt, f i g, dann ist (s,t) — H(wy(s),t) eine Homotopie
relativ Endpunkten von fow; nach gows, also [fowi| = [gow;]| € (X, ). Be-
achte, dass w; : I — S! zu einem Homdomorphismus 7/{0,1} — S faktorisiert.
Daher definiert f +— f ow; eine Bijektion zwischen der Menge der Abbildungen
punktierter Rdume (S',1) — (X, zo) und der Menge der Schleifen bei zq. Es folgt
sofort, dass ¢ surjektiv ist. Wir sehen aber auch, dass H — H o(w; xid;) eine Bi-
jektion zwischen der Menge der basispunkterhaltenden Homotopien S* x I — X
mit H;(1) = xo und der Menge der Homotopien I x I — X relativ Endpunkt z
liefert. Daraus folgt nun auch die Injektivitdt von ¢. Nun zur Beschreibung der
Gruppenstruktur. Fiir f : (S, 1) — (X, xo) gilt U([f]) ™' = [fowi] ' = [fow] =
[fow]=[fooow]=Y(foa]). Ist weiters g : (S*,1) — (X, x0) dann gilt

(F v 9) (0 ((25))) = f((25)) fiir 0 < s < 1.
(FV 9)(ialer(25 — 1)) = glwn(2s — 1)) fir h<s <1,

((f\/g)ovowl)(s) :{

wobei wir wi(s)? = w;(2s) = wi(2s — 1) im ersten Gleichheitszeichen verwendet

haben. Wir schlieen (f V g) ovow; = (f ows)(gowr), also ¥([(fV g)ov]) =
([ f)¥([g])- O
Fiir einen punktierten Raum (X, zo) sei ®(x ,,) durch die Komposition

-1

v X,x
B (x.0p) 1 T1(X, 70) _Xwo), [(S", 1), (X,20)] — [S*, X], (1.9)
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definiert, wobei W(x ., die Abbildung aus Proposition 1.8.27 bezeichnet und
[(S%,1),(X,z0)] — [S, X] einer Homotopieklasse relativ Basispunkt die ent-
sprechende sogenannte freie Homotopieklasse zuordnet.

[.8.28. SATZ. FEs sei X ein wegzusammenhdngender topologischer Raum und
rg € X. Die Abbildung ®(x ) aus (1.9) induziert eine Bijektion zwischen der
Menge der Konjugationsklassen' von (X, z¢) und [S*, X|. Fiir jeden Weg h von
xg = h(0) nach xy = h(1) gilt weiters ®(x 2,) = P(x,20)© Bn, vgl. Proposition 1.3.5.
Schlief$ich gilt . 0 ®(x 20) = Pyip(wo)) © s, fiir jede stetige Abbildung ¢ : X —Y,
vgl. Bemerkung 1.8.5.

BEWEIS. Es sei h: I — X ein Weg von zp := h(0) nach z; := h(1). Weiters
sei f: I — X eine Schleife bei ;. Dann definiert

h(4s +t) falls 0 < s < L4,
G:IxI— X, é’(s,t) = f(%jizl) falls % <s< %’
h(2—2s+1t) falls B <s<1,

eine Homotopie von Gy = (hf)h nach G1 = f. Dies ist i.A. keine Homotopie re-
lativ Endpunkten, es gilt jedoch G(z, t) = h(t), fir i = 0,1 und alle ¢t € I. Daher
faktorisiert G zu einer Homotopie G : S' x I — X, G(wi(s),t) = H(s,t). Wir
erhalten ®(x ,,)([f]) = ®(x.4)([RSR]) € [S?, X], und damit ®(x,,) = P(x.4) © Fn-
Fiir Wege mit h(0) = xy = x1 = h(1) besagt dies gerade, dass konjugierte Ele-
mente in 71 (X, x) auf dasselbe Element in [S?, X] abgebildet werden. Auch die
Surjektivitdt von ®(x ,,) folgt aus dieser Konstruktion. Ist ndmlich f:8' - X
stetig dann finden wir auf Grund des Wegzusammenhangs von X einen Weg
Weg h von h(0) = zo nach h(1) = f(1), und G definiert eine Homotopie zwi-
schen G; = f und der Schleife Gy die wegen Go(1) = x¢ im Bild der Abbildung
[(S%,1),(X,z0)] — [S*, X] liegt. Es bleibt noch zu zeigen, dass ®(x 4, auf der
Menge der Konjugationsklassen injektiv ist. Seien also fy, f1 : I — X Schleifen bei
T, sodass (x 0)([fo]) = P([f1]). Es ist zu zeigen, dass [fo] und [f1] in 71 (X, 20)
konjugiert sind. Nach Voraussetzung existiert eine Homotopie H : S' x [ — X
mit Hyow; = fo und H; ow; = f;. Betrachte nun die Schleife h : I — X,
h(t) := H(1,t), und

h(4s) falls 0 < s < t/4,
F:IxI—X,  F(st)=qHw(i5)t) fallst/4<s<1-1t/2,
h(2 — 2s) falls 1 —¢t/2 < s < 1.

Dies ist eine Homotopie relativ Endpunkten von Fy = Hpow; = fo nach F} =
(h(Hy o wy))h = (hfi)h. Damit ist [fo] = [hfih] = [h][fi][h]7}, also sind [fo]

107wei Elemente g und g, einer Gruppe G heifien konjugiert, falls h € G mit go = hgrh™?
existiert. Dies definiert offensichtlich eine Aquivalenzrelation auf G. Die damit assoziierten
Aquivalenzklassen werden Konjugationsklassen von G genannt.
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und [fi] konjugierte Elemente in 7 (X, o). Die letzte Behauptung, f. o ®(x . =
D (v, f(x0)) © fr, ist offensichtlich. 0J

[.8.29. KOROLLAR (Einfacher Zusammenhang). Fiir einen wegzusammenhdn-
genden topologischen Raum X sind dquivalent:

(i) m(X) =0, dh. X ist einfach zusammenhdingend.
(ii) Jede stetige Abbildung f : S' — X ist nullhomotop.
(iii) Jede stetige Abblidung f : S' — X lisst sich zu einer stetigen Abbildung
F : D? — X fortsetzen, dh. f = Fou, wobeit : S* — D? die kanonische
Inklusion bezeichnet.

BEWEIS. Die Aquivalenz (i)« (ii) folgt aus Satz 1.8.28 und der Beobachtung,
dass die Menge der Aquivalenzklassen einer Gruppe G genau dann einpunktig
ist, wenn G nur aus dem neutralen Element besteht. Betrachte nun die stetige
Abbildung ¢ : S* x I — D? C C, p(z,t) := tz. Existiert eine stetige Abbildung
F:D? — X mit For= f, dann liefert H := Foy : S' x I — X eine Homotopie
von der konstanten Abbildung Hy = cp(y nach H; = F o1 = f. Damit ist die
Implikation (iii)=-(ii) gezeigt. Sei nun umgekehrt H : S' x I — X eine Homotopie
von einer konstanten Abbildung Hy = ¢,, nach H; = f. Beachte, dass ¢ einen
Homgéomorphismus (S x I)/(S* x {0}) = D? induziert. Daher faktorisiert H zu
einer stetigen Abbildung F': D?* — X, F oo = H, fiir die dann Fo. = H, = f
gilt. Damit ist auch die Implikation (ii)=-(iii) gezeigt. O

1.8.30. BEISPIEL. Betrachte wieder die Abbildungen g4 : (77, o) — (17, o)
aus Beispiel 1.7.8, wobei g = (1,...,1) € T™. Selen nun A # B € M,,,(Z). In
Beispiel 1.8.19 haben wir bereits gezeigt, dass 4 und pp nicht homotop relativ
Basispunkt sein kénnen, denn die induzierten Homomorphismen (pa)., (15)x :
T (T", x9) — m(T™, x¢) stimmen nicht iiberein. Mittels Satz 1.8.28 sehen wir
nun, dass auch die induzierten Abbildungen (pa)s, (us)« @ [SL,T"] — [SY,T™]
verschieden sind, denn ®(pn 40y : w1 (T, 29) — [S*,T"] ist bijektiv da m (1™, zo)
abelsch ist. Also kénnen p4 und pp nicht einmal homotop sein, sieche Bemer-
kung 1.8.5. In anderen Worten, die Abbildung M, ,,(Z) — [T™,T"], A — [ual,
ist injektiv. Wir werden spéter sehen, dass diese Abbildung sogar bijektiv ist,
Mo (Z) = [T, T]. Im Fall n =1 folgt dies aus Satz 1.8.31(i) unten.

Es sei f: S* — St stetig. Weiters sei h : I — S ein Weg von h(0) = 1 nach
h(1) = f(1). Betrachte die Gruppenhomomorphismen
Z % m(sh1) 5 m(S' f(1) 2 m(sh1) S 2,
siehe Satz 1.4.1 und Proposition 1.3.5. Nach Bemerkung 1.3.7 ist deren Komposi-
tion unabhingig von der Wahl des Weges h, denn 71(S1) ist abelsch. Als Homo-
morphismus Z — 7Z muss sie durch Multiplikation mit einer ganzen Zahl gegeben

sein. Diese Zahl wird der Abbildungsgrad von f genannt und mit deg(f) € Z
bezeichnet. Es gilt daher 3, (f.(o(k))) = ¢(k deg(f)) fiir alle k € Z.
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1.8.31. SATz. Fiir den Abbildungsgrad stetiger Funktionen S' — St gilt:

(i) deg(f) = deg(g) & f~g.
(i) deg(f o g) = deg(f) deg(g).
(iii) deg(f) =n, falls f(z) = 2", n € Z.
(iv) Ist deg(f) # 0 dann muss f: S* — St surjektiv sein.

BEWEIS. Wir leiten zunéchst eine etwas andere Beschreibung des Abbildungs-
grades her. Wenden wir auf ¢(deg(f)) = Bn(f«(¢(1))) die Abbildung ® g1 1) aus
Satz 1.8.28 an, so erhalten wir (g1 1) 0 @)(deg(f)) = Ps1.1)(Bn(fi((1)))) =
st 1)) (fi(@(1))) = Prsr pay([f © wl]) = [f] € [S?, S']. Nach Satz 1.8.28 ist die
Abbildung ® g1 1y0 ¢ : Z — [Sl S1 bijektiv, denn 7y (S') ist abelsch. Wir erhal-

ten deg(f) = (®s1,1)0 @) ([ f]) woraus nun auch die erste Behauptung folgt.
Nun zu (ii). Da nach Satz 1.8.28 jede stetige Abbildung S* — S! homotop zu
einer den Basispunkt 1 fixierenden Abbildung ist, diirfen wir nach (i) 0.B.d.A.
annehmen f(1) = 1 = g(1). Daher gilt f.(¢(k)) = ¢(kdeg(f)) sowie g.(o(k)) =
¢(kdeg(g)), k € Z. Es folgt (f o g).(¢(k)) = fu(g:((F))) = [fi(d(kdeg(g))) =

¢(kdeg(g)deg(f)), also deg(f o g) = deg(f)deg(g). Behauptung (iii) folgt aus
Beispiel 1.6.5. Um (iv) einzusehen nehmen wir an, dass f : S' — S nicht

surjektiv ist. Dann existiert P € S', sodass f : S' — S'\ {P}, also faktori-
siert f. : m (S, 1) — m (ST \ {P}, f(1)) — m(S*, f(1)). Nach Beispiel 1.6.6 ist
(ST \ {P}) = 0, also stimmt f, mit dem trivialen Homomorphismus iiberein,
es muss daher deg(f) = 0 gelten. O

1.8.32. BEMERKUNG. Fiir stetig differenzierbares f : S' — S* gilt
1 d 1 1 0 27is
= [ oL [,
211 S o, 2 T omi f, f(erm)
Um dies einzusehen sei 0. B d.A. f(1) = 1, siehe Satz 1.8.31(i). Definiere nun

f I — C, f (t) :== 27” Ot I e(Qm )ds Aus dem Hauptsatz der Differential- und

Integralrechnung erhalten wir sofort 2 ( f(e*™*)e ~27f(0) = 0 und daher f(e*™) =

2™/ Insbesondere ist f reellwertig und n = f (1) € Z. Weiters sehen wir, dass

f ein Lift des Weges fowy ist, dh. po f = fowy, siehe (1.2). Da f ein Weg von 0

nach n ist, muss f ~ @, gelten, woraus wir fow; = po f = pow, = w, erhalten.

Damit ist f,([w1]) = [wn] € 71(S', 1), also gilt tatsiichlich deg(f) = n = f(1) =
1

= az
27i J fowy z °

1.9. Der Satz von Seifert—van Kampen. Im Satz von Seifert—van Kam-
pen, siehe Satz 1.9.4 unten, tritt das freie Produkt von Gruppen in Erscheinunug,
wir beginnen daher mit einer Diskussion desselben. Sind G und H zwei Gruppen,
dann gibt es eine Gruppe G H, das sogenannte freie Produkt von G und H, sowie
zwei Gruppenhomomorphlsmen tg:G—G+«Hund 1y : H — GxH die folgende
universelle Figenschaft haben. Sind ¢¢ : G — K und ¢y : H — K zwei Grup-
penhomomorphismen, dann existiert ein eindeutiger Gruppenhomomorphismus
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¢0:G+xH — K mit poig = pgund ¢ oy = ¢y. Diesen Homomorphismus be-
zeichnen wir mit g * g := ¢. Wir werden die Existenz
von G * H in Lemma [.9.1 unten zeigen und wollen sie G e
fiir den Moment als gegeben annehmen. Die universel- ibc\
le Eigenschaft bestimmt das Tripel (G % H,iq,ty) bis
auf kanonischen Isomorphismus eindeutig. Genauer, ist
F' eine Gruppe und sind jg : G — F sowie jy : H — F TU/
zwei Gruppenhomomorphismen die auch diese universel- H 2
le Eigenschaft haben,'' dann gibt es genau einen Grup-
penisomorphismus ¥ : G * H — F mit ¥ o1z = jog und ¥ oty = jg.!
Daraus folgt sofort die Existenz kanonischer Isomorphismen G « H = H x G,
(Gl * GQ) * G5 = Gl * (GQ * GS) sowie {1} *+G =G

Wenden wir die universelle Eigenschaft auf K = G, ¢ = idg und den trivialen
Homomorphismus ¢y = 1 an, so erhalten wir einen Homomorphismus pg : G *
H — G mit pgorg = idg und pgory = 1. Analog lasst sich ein Homomorphismus
pg G+ H— H mit py oty =idy und py o 1 = 1 konstruieren. Insbesondere
sind 1 und ¢y beide injektiv, wir kénnen daher G und H als Untergruppen von
G x H auffassen. Auch erhalten wir einen surjektiven Homomorphismus (pg, py) :
GxH—GxH.

Die Bilder von tg und ty erzeugen die Gruppe G *x H. Bezeichnet namlich
K die von 1¢(G) U ty(H) erzeugte Untergruppe von G x H, dann erhalten wir
aus der universellen Eigenschaft einen Homomorphismus ¢ : G« H — K mit
potig=tgund p oty = tgy. Durch Komposition mit der kanonischen Inklusion
t : K — G * H erhalten wir einen Homomorphismus toy : Gx H — Gx H
mit (top)otg = tg und (1o @) oty = ty. Aus der Eindeutigkeitsaussage der
universellen Eigenschaft folgt ¢ o ¢ = idg.g. Also muss ¢ surjektiv sein, K daher
mit G * H iibereinstimmen. Somit sehen wir, dass G U H die Gruppe G x H
tatséchlich erzeugt. Nun aber zur Konstruktion von G x H.

2

1.9.1. LEMMA. Es seien G, Gruppen, o € A. Dann ezistiert eine Gruppe, die
wir mit xo,cAGo bezeichnen und das freie Produkt der G, mennen, sowie Homo-
morphismen tg : Gg — *aeaGao, B € A, mit folgenden Eigenschaften:

(1) ¢ ist injektiv, wir konnen daher jede der Gruppen Gz als Untergrup-
pe von *q4caGo auffassen und werden die Inklusionen g meist unter-
driicken.

(ii) Upes Ga erzeugt die Gruppe xqeaGq. Jedes Element x # 1 € *,caGa
lasst sich daher in der Form x = ¢y - - - g, mit g; € G,, schreiben. Dabes

Hdh. zu jedem Paar von Homomorphismen g : G — K und ¢y : H — K existiert ein
eindeutiger Homomorphismus ¢ : F' — K mit ¢ 0 jg = pg und o jg = @g.

2Djeser Isomorphismus ist durch ¢ := jg * juz gegeben. Seine Inverse erhalten wir aus der
universellen Eigenschaft von F' angewandt auf ¢ = tg und ¢y = tg. Dass dies tatséchlich
die Inverse liefert folgt dann aus den Eindeutigkeitsaussagen in den universellen Eigenschaften
von G« H und F.
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konnen wir auch erreichen, dass gn, # 1 € G, und o; # o4 flir i =
1,...,n—1. Fine solche Darstellung von x wird reduzierte Darstellung
genannt.

(iii) Die reduzierte Darstellung von x # 1 € *aeaGq ist eindeutig, dh. gilt
g1 Gn = x = hy - hy und sind beide Darstellungen reduziert, g; €
Ga;» by € Gg,, dann folgt n = m, a; = B; und g; = h; fiir alle i =
1,...,n.

(iv) Sind ¢o : Go — K Gruppenhomomorphismen, o € A, dann existiert
genau ein Gruppenhomomorphismus ¢ : x4caGo — K, sodass p o1, =
Y, fiir alle o € A. Wir werden diesen Homomorphismus mit * e 4Pq =
@ bezeichnen.

BEWEIS. Unter einem Wort verstehen wir jede endliche Folge (g1, go,- .., gn)
wobei jedes der g; in einer der Gruppen G, liegt. Auch die Folge der Léange 0 ist
zugelassen und wird als das leere Wort bezeichnet. Ein Wort (g1, ..., ¢g,) heifit
reduziert, falls g; # 1 € G,,, t = 1,...,n, und o; # ;41 fir i =1,...,n — 1.
Insbesondere ist das leere Wort () reduziert. Es bezeichne W die Menge aller
reduzierten Worte, und &(W) die Permutationsgruppe von W, dh. die Menge
der Bijektionen W — W. Fiir « € A und g € GG, definieren wir eine Abbildung
L, : W — W indem wir einem reduzierten Wort (gi,...,¢,) mit g; € G,, ein
Element in W wie folgt zuordnen:

(g1, 9n) falls g = 1,

(9,915, 9n) falls g # 1 und a1 # «,

(991,92, --.,9n) falls g# 1, a1 = v und gg1 # 1,
(92,93,---,9n) fallsg#1, g =aund g, = 1.

Ly(g1,-..,9n) :=

Eine einfache Fallunterscheidung zeigt L, = idy und Ly 0Ly = Ly, fiir alle g, h €
Go. Insbesondere ist L,-1 = (L,)~", jedes L, daher bijektiv. Wir erhalten einen
Gruppenhomomorphismus ¢, : G, — &(W), g — L,. Wenden wir L, auf das
leere Wort () € W an, erhalten wir Lg(()) = (g), falls g # 1, also ist ¢, injektiv.
Definieren wir nun *,caG, als die von (J, .4 ta(Ga) erzeugte Untergruppe in
S (W), dann sind die Behauptungen (i) und (ii) offensichtlich wahr. Nun zu (iii):
Sei also g1+ gn = h1- - hm € *qeaGq mit g; € Gy, und h; € Gg,;, und so,
dass beide Darstellungen reduziert sind. Nach Konstruktion ist Ly, o---0 L, =
Lp,o--0oLp € &(W). Wenden wir diese Permuatation auf das leere Wort
() € W an, dann erhalten wir wegen der Reduziertheit der Darstellungen

(gla--'7gn) = (Lg1 OOLsM)(()) = (Lh1o"'oLhm)(()) = (hlv"-7hm)7

und damit n = m, o; = [§; sowie ¢; = h;, @ = 1...,n. Nun zu (iv): Seien also
Homomorphismen ¢, : G, — K gegeben, a € A. Ist x # 1 € %,c4G, und
T = g1+ gy seine reduzierte Darstellung, g; € G,,, so definieren wir ¢(x) :=
Loy (91) "+ Lay, (gn). Setzen wir noch ¢(1) := 1, dann liefert dies nach (iii) eine
wohldefinierte Abbildung ¢ : *,c4G — K fiir die offensichtlich ¢ o 1, = ¢, gilt,
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a € A. Es bleibt noch zu zeigen, dass ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir
zeigen zunéchst

0(g1+ Gn) = Pay (91) P, (Gn), fiir beliebige g; € G, (1.10)

Wir beweisen (I.10) mittels Induktion nach n. Existiert ein ¢ mit 1 < ¢ <
nund ¢, = 1 € G,,, dann erhalten wir aus ¢,,(g;) = 1 und der Indukti-

onsvoraussetzung @(gi---gn) = @(g1---1 - gn) = Car(G1) 1 Pa,(gn) =
Par(91) -1+ a, (Gn) = Pai(91) - Pa;(9i) -+ Pa, (). Existiert ein ¢ mit 1 <
i <nund a; = a1, so folgt aus ¢a, (¢igi+1) = Pa,(9i)Pay,, (gi+1) und der Induk-
tionsvoraussetzung (g1 - gigi+1° " 9n) = Pai(91) *** Pa,(9igi+1) - Pa,(9n) =
a1 (91) *** Pa; (95)Pasr (Git1) - - Pan (gn). Tritt keiner der beiden Félle ein, dann
war die Darstellung ¢, - - - g, schon reduziert, und es bleibt nichts zu zeigen. Da-
mit ist (I.10) bewiesen, woraus wir nun sofort die Homomorphismus Eigenschaft
von ¢ erhalten. Die Eindeutigkeit von ¢ folgt aus (ii), denn ¢ ist auf einer die
Gruppe erzeugenden Teilmenge durch die ¢, vorgegeben. 0

[.9.2. BEMERKUNG. Das freie Produkt ist weit davon entfernt eine kommuta-
tive Gruppe zu sein. Ist etwa h # 1 € H und g # 1 € G, dann gilt stets gh # hg
im freien Produkt G % H, siche Lemma 1.9.1(iii). Ebenso sehen wir sofort, dass
das Zentrum von G  H trivial ist, wenn nur G # {1} und H # {1}.

[.9.3. BEISPIEL. Ist G eine Gruppe, dann wird die von den Kommutatoren
{ghg='h~': g, h € G} erzeugte Untergruppe die Kommutatoruntergruppe von G
genannt und mit [G, G] bezeichnet. Dies ist stets eine normale Untergruppe von G.
Die Quotientengruppe G** := G//[G, G| wird die Abelisierung von G genannt. Sie
hat folgende universelle Eigenschaft. Ist A eine abelsche Gruppe und ¢ : G — A
ein Homomorphismus, dann existiert genau ein Homomorphismus ¢ : G* — K
mit ** o p = ¢, wobei p : G — G® den kanonischen Homomorphismus der mit
der Quotientengruppe assoziiert ist bezeichnet. Dies folgt aus ¢(ghg 'h™1) =
o(g)p(h)o(g) to(h)™t = 1, denn A ist kommutativ. Fiir die Abelisierung des
freien Produkts gilt, siche Aufgabe 13,

(*aEAGa)ab = @aGA sz'

Fiir das n-fache freie Produkt "Z := Zx- - -*Z erhalten wir daher (Zx- - -*Z)ab &~
Z&® - L =17". Esfolgt «"Z 2 «™Z falls n # m, denn Z" % Z™.

Es seien U,V C X zwei offene Teilmengen mit X = U UV, und es sei x( €
UNYV ein Basispunkt. Betrachte die vier im kommutativen Diagramm links ange-
, deuteten kanonischen '
(U NV, 20) 2 (U, 29)  Inklusionen, i oy = 4 (U NV, 20) 22 1 (U, o)
' ty o jy. Gehen wir zu A
J,J v J,LU den Fundamentalgru- J,(] V) l(LU)*
(V, xo) v (X, x,) Dpen iiber so erhalten m(V, x0) (X, o)
wir induzierte Abbil-
dungen wie im zweiten Diagramm. Nach Propostion 1.6.1 gilt (¢p)« o (ju)s =

(ev )«
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(tv o ju)s = (tv 0 jv )« = (tv)s © (Jv )«, also kommutiert auch dieses Diagramm.
Insbesondere erhalten wir einen Homomorphismus

D= (tp)s * (tv)s : m(U, x0) * w1 (V, 20) — m(X, 20), (L.11)

und jedes der Elementen ((jU)*O') ((jv)*a)fl, o € m((UNV, ), liegt im Kern

. . . _ . . -1
von ®, denn es ist ®(((ju)o)((jv):0)™) = ((tw)«(v)o) ((v)i(iv)o) = 1.
Damit liegt auch der von ihnen erzeugte Normalteiler

N = N({((jU)*a) ((jv)*a)f1 coem(UN V,xg)}> (L.12)
im Kern von @, in Zeichen N C ker(®).

1.9.4. SATZ (Seifert—van Kampen). Fs sei X = U UV wobei U und V' offen
m X sind. Weiters seien U, V sowie U NV wegzusammenhdingend und xy €
UNV. Dann ist ® surjektiv, siche (1.11), und es gilt ker(®) = N, siehe (1.12).
Insbesondere gilt m (X, z0) = (m1 (U, o) * m1(V, 2)) /N

BEWEIS. Um die Notation zu vereinfachen setzen wir Uy := U und Uy := V.
Wir zeigen zunéchst die Surjektivitdt von ®. Sei dazu f : I — X eine Schleife
bei . Da {Uy, Uy} eine offene Uberdeckung von X bildet, ist {f~1(U1), f~'(Us)}
eine offene Uberdeckung des Intervalls I. Nach Lemma 1.4.12 existieren 0 = sy <
s1 << s, =1unday,...,a, € {1,2}, sodass f([s;—1, si]) C U,,, fiir jedes i =
1,...,n. Durch Weglassen gewisser Unterteilungspunkte s; konnen wir erreichen,
dass f(s;) € UyNU; fir allei =0, ..., n, denn wére etwa f(s;) € Uy \ U dann gilt
sowohl f([s;_1,s;]) C Uy als auch f([s;, si41]) € U;. Betrachte die reparametrisier-
ten Einschrankungen f; : [ — U,, C X, fi(s) := f((l—s)si_l +ssz~), i=1,...,n.
Es gilt f ~ fifo--- f, relativ Endpunkten in X, siehe Beispiel 1.1.3. Da U; N U,
wegzusammenhéngend ist, finden wir Wege h; : I — U; N U, von h;(0) = o nach
hi(1) = f;(1) = f(si), 1 = 1,...,n — 1. Weiters seien hy := h, := ¢,, die kon-
stanten Wege. Wir erhalten f ~ (hofihi)(hi fohe)(hafshs) - - (hp_1fuhn) relativ
Endpunkten in X, denn h;h; =~ Cf(s;)- Jeder der Faktoren h;_; f;h; ist eine Schleife
bei z¢ in U,, und definiert daher ein Element o; € m(Us,, zo), 0i = [hi_1fihi],
i=1,...,n. Esfolgt ®(oy---0,) = P(o1) - (o) = [(hofih1) -+ (hn—1fuhn)] =
[f] € m(X, x0), also ist ® surjektiv.

Es bleibt noch zu zeigen ker(®) C N. Seien also fj : I — Up, Schleifen bei xy,
1<k<m,fB,...,0m € {1,2}, sodass ®([f1] - [fm]) =1 € m (X, o). Es ist zu
zeigen, dass [fi] - [fm] =1 € (m1(Uy, x0) * 1 (Us, x0))/N. Betrachte die Schleife
f:1— X, f:= fifa:-- fm. Nach Voraussetzung ist [f] = ®([f1]) - P([fm]) =
O([f1] - - [fm]) = 1 € m1(X, x0). Daher existiert eine Homotopie von Wegen H :
I xI — X von Hy = ¢, nach H; = f. Da {Uy,U,} eine offene Uberdeckung
von X ist, muss auch {H~'(U;), H *(Us)} eine offene Uberdeckung von I x [
sein. Nach Lemma 1.4.12 existieren 0 = sp < 51 < --- < s, = 1l und 0 =, <
ty <--- <t,=1sowie of € {1,2}, sodass H([s;_1,s;] X [t;—1,t;]) C U, fir alle
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1 <4, 5 < n. Betrachte die Wege

T Uy S X ul(s) = H((1— s)si_1 + ssi, ;)
bj:1—-U,CX bl(s) == H((1 — 8)si—1 + ssi,tj_1)
:l—U,CX H(t) == H(sj_1, (1 — t)tj1 + 1)
il —U,CX rl(t) = H (s, (1 — t)t;1 + 1)
Da Hy = f = f,--- f,, diirfen wir durch Ubergang zu einer feineren Zerlegung
von I x I 0.B.d.A. annehmen, dass 0 = iy < i1 < ... < i, = n existieren mit
Qi = == = () und
U U o = fy relativ Endpunkten in Ug,, 1 <k <m. (1.13)

Da das Rechteck [s;_1,s;] X [tj_1,¢;] einfach zusammenhéngend ist, und weil
H([si1, 8] X [tj-1,t5]) C U, folgt

ol ~ b relativ Endpunkten in U_;, 1 <4,j < n. (I.14)

Da U, Uy und U; N Uy wegzusammenhéngend sind, existieren Wege ﬁf I — X,
0 <i,5 < n, mit folgenden Eigenschaften:

(i) BZ(O) = 2o und 63(1) = H(s;, t;).
(11) ﬂzj I — Uaj g X falls H(Si,t]’) S Uaj'

(iii) ¢/ : I — Uy NU; C X, falls H(s;,t;) € Uy N Us.
(iv) B! = ¢y, falls H(s;,t;) = xo.
Betrachte nun die folgenden Schleifen bei zg, siche (i) und (ii):
@ =G ulpl 1 - U, CX, bl =g - U, C X
=B 1 - U, CX,  #=p5 1 - U, C X
Aus (1.14) erhalten wir (8/78/57,) (81w} 5])(B!"'r}B]) = B2} (Hulr]) Bl ~
B~ 1v! 377" relativ Endpunkten in U_;, und daher

FE)A - ] em@m),  1<ijsa (L)
Da H eine Homotopie relativ Endpunkten ist und wegen (iv) gilt
[ZA{] =lem (Ua{,azo) und [fﬂ =1¢€ Wl(Ua%,.To), 1<j<n. (1.16)
Da Hy = ¢,;, und wegen (iv) gilt auch
[l;H =1le W(Ua%,xo), 1<i<n. (L.17)
Aus (1.13) und (iv) erhalten wir

[IALZ%H_J [a?;c,1+2] oo [ﬂ&] = [fk] - Wl(ng,xo), 1< k <m. (Ilg)
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Weiters haben wir die Relationen

[72{_1] = [ZZ] € (7T1(U1,$0) * 771(U2,$0))/N7 1<j<n2<i<n (L19)
Um dies einzusehen unterscheiden wir zwei Fille. Ist o) | = o/, dann gilt offen-
sichtlich [fg_l] = [lﬂ € m(U,;,x0) und damit auch (I1.19). Ist ozg_l =+ ozg, dann

sind #_, und I/ Wege in Uy N Uy, siehe (iii), und (7)) = [ZAﬂ e m (U N Uy, xy),
woraus nun (1.19) folgt, vgl. (I.12). Analog lasst sich zeigen

[ﬁgil} = [?)ﬂ € (71'1(U1,l'0) * 7T'1(Ué,£l§'0))/]\[7 2 Sj S n, 1 S 7 S n. (IQO)
Aus (L.15), (1.16) und (I.19) erhalten wir, in (1 (Uy, zo) * m1(Us, 39)) /N,
(6] (0] = [B] [ad] [A) - [B] e (7] = [ad] - ).
Zusammen mit (1.20) und (1.17) folgt, in (1 (U, o) * m1 (U2, 20)) /N,

[ag] - [an) = 0] - o] = (@] -+ [ ) = oo = o] -+ 8] = 1
Verwenden wir noch (1.18) so erhalten wir schlielich die Relation [f1] - [fm] =1
in (m (U, o) * m (Uz, 20)) /N. Damit ist der Beweis vollsténdig. O

1.9.5. BEIspiEL. Wir wollen nun mit Hilfe von Satz 1.9.4 nochmals verifizieren,
dass S™ einfach zusammenhéngend ist, n > 2, vgl. Satz 1.6.7. Nach Beispiel 1.6.6
sind U := S" \ {N} und V := 5™\ {S} zwei einfach zusammenhéngende offene
Teilmengen von S™ = U U V. Da n > 2, ist U NV wegzusammenhéngend. Aus
Satz 1.9.4 folgt daher m;(S™) = 0.

[.9.6. BEISPIEL (Suspension). Es sei X ein topologischer Raum, und es be-
zeichne ~ die von (z,1) ~ (y,1) und (x,—1) ~ (y, —1) erzeugte Aquivalenzrela-
tion auf X x [-1,1], z,y € X. Der Quotientenraum

5X = (X x [-1,1]) /~

wird die Suspension oder Einhdngung von X genannt. Die Suspension entsteht
daher aus X x [—1,1] indem wir X x {1} zu einem und X x {—1} zu einem ande-
ren Punkt kollabieren. Etwa ist 5™ = S"*! siehe Aufgabe 4. Ist X wegzusam-
menhéngend, dann ist 2X einfach zusammenhéangend. Dies folgt aus Satz 1.9.4 in-
dem wir die offenen Teilmengen U := (X x (—1,1])/~und V := (X x [~1,1)) /~
von XX = U UV betrachten. Beide sind kontrahierbar, vgl. Beispiel 1.8.26, also
einfach zusammenhéngend, siehe Korollar 1.8.23, und es ist UNV = X x (—1,1)
wegzusammenhéngend.

1.9.7. BEISPIEL. Es seien (X, z¢) und (Y, yo) zwei zusammenhéngende punk-
tierte Raume. Weiters sollen offene Umgebungen Uy C X von xp und V5 C Y von
yo existieren, sodass {x} Deformationsretrakt von Uy und {yo} Deformationsre-
trakt von V; ist. Betrachte die Einpunktvereinigung (X VY, *) = (X, zo) V (Y, yo),
und die offenen Teilmengen U := (Uy, xo) V (Y, yo) und V := (X, x0) V (Vo, %0)
von X VY = U UYV. Eine retrahierende Deformation von Uy auf {z(} liefert eine



1.9. DER SATZ VON SEIFERT-VAN KAMPEN 43

retrahierende Deformation von U auf Y. Also ist die Einbettung (Y, yo) — (U, %)
eine Homotopieiquivalenz und induziert daher einen Isomorphismus (Y, o) =
m1(U, %), siehe Proposition 1.8.18. Ebenso induziert die Einbettung (X, z,) —
(V%) einen Isomorphismus 7 (X, zg) = m(V, *). Eine retrahierende Deformati-
on von Uy auf {xy} zusammen mit einer retrahierenden Deformation von V; auf
{yo} liefern eine retrahierende Deformation von U NV = (Uy, zo) V (Vo, yo) auf
{*}. Also ist U NV kontrahierbar und damit einfach zusammenhéngend, siche
Korollar 1.8.23. Aus Satz 1.9.4 folgt daher

T (X, o) V (Y, 90)) = (X, 20) * m1(Y, o).

Insbesondere sehen wir, dass S™ V --- VvV S™ einfach zusammenhéngend ist, falls
n > 2, siche Satz 1.6.7. Wir erhalten aber auch m(S'V -V S') X Z - % Z.
Einpunktvereinigungen von Kreisen konnen also nur dann homotopiedquivalent
(homdomorph) sein, wenn sie gleich viele Faktoren besitzen, siehe Beispiel 1.9.3
und Satz 1.8.22.

[.9.8. BEISPIEL. Es seien Pi,..., P, paarweise verschiedene Punkte in R”.
Der Raum R" \ {Py,..., P;} ist homotopiedquivalent zur Einpunktvereinigung
Sn=ly oo v S mit k Faktoren. Fiir n > 3 ist daher R™ \ {Py,..., P} einfach
zusammenhingend, siehe Satz 1.8.22 und Beispiel 1.9.7. Im Fall n = 2 folgt

Wl(RZ\{Pl,,P]{})%Z**Z

Fiir [ # k sind daher R2\ {P,, ..., B} und R*\{P, ..., P,} nicht homotopiefiqui-
valent, und daher auch nicht homéomorph.

Um die etwas komplizierteren Fundamentalgruppen einigermaflen in den Griff
zu bekommen, wiederholen wir kurz die Darstellung von Gruppen durch Erzeu-
ger und Relationen. Ist S eine Menge, dann nennen wir F(.S) := *,sZ die freie
Gruppe iber S. Zu jedem s € S haben wir einen kanonischen injektiven Homo-
morphismus ¢, : Z — F(S), siche Lemma 1.9.1. Wir bezeichnen ¢4(1) € F(.5) wie-
der mit s. Jedes Element in z # 1 € F(S) lasst sich in der Form x = s§'s5? . .. skn
schreiben, wobei s; € S und k; € Z. Dabei konnen wir auch erreichen, dass alle
k; # 0 und s; # s;11. Unter diesen Voraussetzungen ist die Darstellung dann ein-
deutig, sieche Lemma 1.9.1(iii). Ist K eine Gruppe und fiir jedes s € S ein kg € K
gegeben, dann existiert ein eindeutiger Homomorphismus ¢ : F/(S) — K, sodass
©(s) = ks fiir alle s € S, siche Lemma 1.9.1(iv).

Eine Gruppe G heifit frei falls eine Menge S existiert, sodass G = F'(S). Die
Kardinalzahl £S5 wird der Rang der freien Gruppe G genannt und mit rank(G) be-
zeichnet. Dies ist wohldefiniert, denn aus F(S) = F(S’) folgt @, 4 Z = F(S)* =
F(S")*™ = @, o Z und damit §S = 45’ siche Beispiel 1.9.3.

Ist R C F(S) eine Teilmenge so schreiben wir (S | R) := F(S)/N(R), wobei
N (R) den von R erzeugten Normalteiler in F'(S) bezeichnet. Ist G eine Gruppe
und G = (S | R) dann nennen wir (S | R) eine Prasentation von G mit Erzeugern
S und Relationen R. Sei nun K eine weitere Gruppe und fiir jedes s € S ein
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ks € K gegeben, sodass der durch ¢(s) = k; bestimmte Homomorphismus ¢ :
F(S) — K auf jedem Element von R verschwindet, dh. ¢(r) = 1 € K fiir alle
r € R. Dann ist N (R) C ker(@), also faktorisiert ¢ zu einem Homomorphismus
p:(R|S)=F(S)/N(R) — K mit p(s) = ks.

Eine Gruppe G wird endlich prdsentierbar, geannt, falls eine Prasentation
G = (S| R) mit endlichen Mengen S und R existiert. Ist S = {sy,...,s,} und
R = {ry,...,rm} dann schreiben wir fiir (S | R) auch (s1,...,8, | 71,...,7m)
oder (s1,...,8, | ri=1,...,rym =1).

Jede Gruppe G besitzt die Prasentation G = (S | R) mit S := G und
R = ker(p), wobei ¢ : F(S) — G den durch ¢(g) = g gegebenen Homomor-
phismus bezeichnet. Es faktorisiert ndmlich ¢ zu einem, offensichtlich bijektiven,
Homomorphimus (S | R) = F(S)/N(R) = F(S)/ker(¢) — G.

Falls » € N(R) dann ist N(R) = N (R U {r}) und daher

(S|R)=(S|RU{r}). (1.21)
Ist t ¢ S und w € F(S), dann gilt
(S|R) = (SU{t} | RU{t'w}). (1.22)

Um dies einzusehen, sei ¢ : (S | R) — (SU{t} | RU {t*w}) der durch ¢(s) =
s, s € S, eindeutig bestimmte Homomorphismus. Betrachte weiters den durch
P(s) = s, s € S, und Y(t) = w eindeutig bestimmten Homomorphismus ¢ :
(SU{t} | RuU{t—'w}) — (S| R). Offensichtlich ist 1) o p = id. Es gilt aber auch
pot =id, denn in (SU{t} | RU{¢t'w}) haben wir (v (t)) = w = t.

Sind (S | R) und (S’ | R') zwei endliche Prisentationen derselben Gruppe,
dh. (S| R) = (S" | R'), dann ist es stets moglich durch endlich viele Uberginge
der Art (1.22) und (I.21), die sogenannte Tietze-Prozesse, von der Présentation
(S| R) zu der Présentation (S’ | R) zu gelangen, siehe etwa [14, Satz 5.8.2].

Schlieflich seien noch

(S|R)*(S'| Ry~ (SUS'| RUR) (1.23)

und
(S| R)™=(S|RUK) (1.24)

erwihnt, wobei K = {sts™'t™! : s #t € S}. Der durch ¢(s) = s bestimmte
Homomorphismus ¢ : (S | R) — (S | RU K) faktorisiert ndmlich zu einem
Homomorphismus ¢ : (S | R)*® — (S | RUK) der invers zu dem durch (s) = s
bestimmten Homomorphismus (S | RUK) — (S | R)2" ist, o1 = id, oy = id.

Nun zu einigen Beispielen. Fiir n € Z schreiben wir Z,, := Z/nZ. Dies eine
endliche zyklische Gruppe falls n # 0.

(i) (s | =) =2

i) (s,t| =) =XZx*Z.
(iii) (s,t|sts ) 2 Z D Z.

) (s]s") = Zy,, fir n € Z.

) (s,t| ™ t"Y = Ly, % Ly, fiir m,n € Z.
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(Vl) <S7t | vatnv St371t71> = Zm b Zn, fiir m,n c Z.
(vil) (s,t ] s%t3, s3t1) = 0.

1.9.9. BrIiSPIEL (Kleinsche Flasche). Auf S' x I betrachte die von (z,0) ~
(27, 1) erzeugte Aquivalenzrelation. Der Quotientenraum K := (S* x I)/~ wird
als Kleinsche Flasche bezeichnet. Es sei p : S' x I — K die Quotientenabbildung.
Betrachte nun die offenen Teilmengen U := p((S* \ {—1}) x I) sowie V :=
p((S*\ {1}) x I) von K = U U V. Die Réume U und V sind Mobiusbénder,
vgl. Beispiel 1.8.9, die Schleife a : I — U, a(s) := p(1, s), représentiert einen
Erzeuger in m (U, a(0)) 2 Z, und b: I — V', b(s) := p(—1, s), représentiert einen
Erzeuger in m(V,b(0)) & Z. Fiir den Durchschnitt gilt U NV = (0,7) x S,
die Schleife r := ryry représentiert einen Erzeuger in m (U NV, zq) = Z, wobei
ry: I - UNV,r(s) =p@i,s),und o : I — UNV, rys) := p(—i,s), und
zo = 1(0) € UNV. Weiters seien h, : I — U, ha(s) := p(ie™™*/2,0), und
hy : I — V., hy(s) := p(ie™/2,0), also he(0) = hy(0) = 20, ha(1) = a(0) =
a(1) und hy(1) = b(0) = b(1). Wir erhalten Erzeuger « := [h,ahs] € 71 (U, x0),
B = [hybhy) € T (V,20) und p = [r] € 7 (U N V,x0). Der von der Inklusion
induzierte Homomorphismus 71 (U NV, z) — (U, zo) bildet p auf o? ab, und
der Homomorphismus 7 (U NV, z) — 71(V, zo) bildet p auf 3% ab. Aus Satz 1.9.4
folgt daher (K, x) = (o, 3 | &*372). Eine niitzlichere Darstellung erhalten wir
wie folgt:

m(K) = (a, 8| a’57%) = (a, 8,7 [y af™, &’57%) nach (1.22)
= (a, 8,7 | ava~ly, v laf™, o®F7%) nach (1.21)
= (o, B,7 | ava™ly, v BT nach (1.21)
= <O‘>’V ‘ 047a_17> nach (I1.22)

Wir wollen noch zeige, dass 71 (K) isomorph zu Z x Z ist, wobei Z x Z die Menge
Z xZ mit der Gruppenstruktur (ki,1;)(ko, l2) = (k1+(—1)""ko, I;+13) bezeichnet.'®
In Z x Z gilt die Relation (0,1)(1,0)(0,1)7*(1,0) = (0,0) also bestimmt ¢(a) =
(0,1) und ¢(y) = (1,0) einen Homomorphismus ¢ : (a,7 | aya™v) — Z x Z.
Wegen ¢(vFal) = (1,0)%(0,1)! = (k,1) ist ¢ surjektiv. Aus der Relation ay =
7y~ ta folgt, dass sich jedes Element in z € {a,~ | aya™y) in der Form z = y*a!
schreiben lésst, k, [ € Z. Daraus sehen wir sofort, dass ker(y) = 0, also ist ¢ auch

138ind G und H zwei Gruppen, bezeichnet Aut(H) die Gruppe der Automorphismen von
H, und ist ¢ : G — Aut(H) ein Homomorphismus, dann definiert die Multiplikation (h1,¢1) -
(h2,g2) = (h1pg, (h2),g192) auf der Menge H x G eine Gruppenstruktur. Diese Gruppe wird
mit H X, G bezeichent und ein semidirektes Produkt von H und G genannt. Ihr neutrales
Element ist (1,1), das Inverse von (g, h) ist durch (g,h)™* = (p,-1(h™'),g7") gegeben. Wir
haben einen injektiven Homomorphismus ¢ : H — H %, G, ¢(h) := (h, 1), und einen surjektiven
Homomorphismus p : H 1, G — G, p(h, g) := g. Weiters ist ker(p) = img(¢), und daher H ein
Normalteiler von H i, G. Fiir den trivialen Homomorphismus ¢ = 1 erhalten wir H x, G =
H x G. Das Beispiel im Text oben kommt von ¢ : Z — Aut(Z) = {1}, ¢;(k) = (=1)'k.
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injektiv. Insgesamt folgt

m(K) =2 Z xZ.
Fiir die Abelisierung erhalten wir
(K™ = (a,v ‘ oryoflfy> =~ (o, ‘ ayaty, aya Tty > nach (1.24)
= <oz v ‘ v aya Tty avaly 1> nach (1.21)
= (a,v | 7%, aya 'yt nach (1.21)
=~ (a,y ‘ 0 > nach (1.24)
=~ ((a]=) = (v | 72>)ab nach (1.23)

~ (Z+Z,)" = 267,

Die Kleinsche Flasche ist daher weder zur Sphire S? noch zum Torus 72 homto-
piefiquivalent (homdomorph), denn 7 (S?) = 0 und m(7T?) X Z & Z.

Ist ACY und ¢ : A — X stetig, dann definieren wir
XU, Y= (XUY)/~,

wobei ~ die von a ~ ¢(a), a € A, erzeugte Aquivalenzrelation auf der disjunkten
Vereinigung X 1Y bezeichnet. Wir sagen der Raum X U, Y entsteht aus X durch
Ankleben von Y ldngs ¢. Wir erhalten

zwei kanonische stetige Abbildungen ¢x : X Wx

X > XU,Yund ¢:Y — XU, Y. 7” \

Die Abbildung ¢x ist ein Homéomorphis- = 3y

mus auf ihr Bild, wir konnen X daher als A XUpY — == - - >z

Teilraum von X U, Y auffassen. Weiters \ /

bezeichne ¢4 : A — Y die kanonsische “ by

Inklusion. Der verklebte Raum X U, Y Y

hat folgende universelle Eigenschaft. Sind vx : X — Z und ¢y : Y — Z zwei
stetige Abbildungen mit ¢ x o o = 1y o014 dann existiert eine eindeutige stetige
Abbildung ¢ : X U, Y — Z mit ¢¥x = ¢ orx und ¢y = ¢ o ¢. Wir werden diese
Abbildung mit ¥ x U, ¢y := 1 bezeichnen.

[.9.10. LEMMA. Es sei A ein Deformationsretrakt von Y und ¢ : A — X
stetig. Dann ist 1x(X) ein Deformationsretrakt von X U, Y, und die kanonische
Euinbettung vx : X — X U, Y daher eine Homotopiedquivalenz.

BEWEIS. Essei H : Y xI — Y eine retrahierende Deformation, dh. Hy = idy,
H\(Y) C Aund Hy|4 = ida. Betrachte die Abbildung G : (XUY) x I — XU, Y
die durch G(z,t) := 1x(z), (z,t) € X x I, und G(y,t) = @¢(H(y,t)), (y,t) €
Y x I, definiert ist. Da H;|4 = ida faktorisiert G zu einer stetigen Abbildung
G:(XUy,Y)x T — XU,Y. Wegen Hy = idy ist Gy = idxy,y. Da H (Y) C A
gilt G1(X Uy, Y) C 1x(X). SchlieBlich ist G|, (x) = id,(x) fiir alle t € I. Daher
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ist G eine retrahierende Deformation und tx(X) ein Deformationsretrakt von
XU, Y. O

[.9.11. BEISPIEL (Abbildungszylinder). Es sei ¢ : Y — X stetig, und es be-
zeichne vy : Y — Y x [ die Einbettung ty(y) := (y,1). Wir kénnen ¢ als eine
auf dem Teilraum A := 1y (Y) =Y x {1} de-

finiert Abbildung auffassen. Der Raum Z, := X X Zy,:=XU, (Y xI)
XU, (Y xI) wird der Abbildungszylinder von ¢ )
genannt. Wir erhalten eine kanonische Einbet- v T“"

tung tx : X — Z, und eine stetige Abbildung Y
@Y xI — Z, mit 1x o = @ ory. Offen-
sichtlich ist A ein Deformationsretrakt von Y x I, nach Lemma 1.9.10 ist daher
tx(X) ein Deformationsretrakt von Z, und die Einbettung tx : X — Z, eine
Homotopiedquivalenz. Die Abbildung jy : Y — Z,, jy(y) := ¢(y,0) liefert auch
eine Einbettung von Y in Z,. Diese ist zu tx o ¢ homotop, H : Y x I — Z,,
H(y,t) == ¢(y, ), liefert eine Homotopie von Hy = jy nach H; = oy = tx 0.
Bis auf Homotopie(dquivalenz) kénnen wir daher jede stetige Abbildung als Ein-
bettung auffassen.

1.9.12. BEISPIEL (Abbildungskegel). Es sei ¢ : Y — X stetig. Weiters be-
zeichne CY = (Y x I)/(Y x {0} den Kegel iiber Y, p : Y x I — CY die
Quotientenabbildung, x := p(Y x {0}) die Spitze des Kegels und vy : Y — CY
die Einbettung, ¢y (y) = p(y,1). Wir konnen ¢ als eine auf der Teilmenge A :=
1y (Y) € CY definierte Abbildung betrachten. Der x
Raum C, := X U, CY wird der Abbildungskegel X —=Cpi=XU, CY
von ¢ genannt. Wir erhalten eine kanonische Ein- @ T o
bettung tx : X — C, und eine stetige Abbildung
¢ : CY — C, mit tx o p = @ oy. Beachte, dass Y ey
die Abbildung tx oy : Y — C, nullhomotop ist, denn H : Y x I — C,, H(y,t) :=
¢(p(y,t)) liefert eine Homotopie von der konstanten Abbildung Hy = cg(s) nach
Hy = ¢ oy =u1x op. SchlieBlich ist jy = Hyjo: Y — Cy, jy(y) == ¢(p(y,1/2))
eine Einbettung von Y in C,.

Y x1

ly

1.9.13. SATZ (Fundamentalgruppe des Abbildungskegels). Es seien X, Y zwei
wegzusammenhdngende topologische Raume, ¢ :' Y — X stetig, yo € Y und zy :=
©(yo). Weiters bezeichne v1x : X — C, die kanonische Einbettung, siehe Bei-
spiel 1.9.12. Dann ist der Homomorphismus (vx ). : m (X, 20) — m1(Cy, tx(20))
surjektiv, und sein Kern stimmt mit dem von img(p,) erzeugten Normalteiler
tiberein, wobei @, : m (Y, y0) — m (X, o). Insbesondere gilt

71(04,07 LX(IO)) = m(X, Io)/N<img(<P*))-
BEwEIS. Wir verwenden die Notation aus Beispiel 1.9.12. Betrachte die offene
Teilmenge U := C,\{p(*)} = XU,p(Y x(0,1]). Nach Lemma 1.9.10 ist die kano-

nische Einbettung 1y : X — U eine Homotopiedquivalenz, denn Y x {1} ist Defor-
mationsretrakt von Y x (0, 1] = p(Y x (0, 1]). Die Teilmenge V' := $(p(Y x [0, 1)))



48 I. DIE FUNDAMENTALGRUPPE

ist offen in C, und @[,y xo)) : P(Y x[0,1)) — V ist ein Homéomorphismus. Da-
her ist V' kontrahierbar und 7 (V') = 0. Weiters ist ¢op|y 1) : ¥ x(0,1) = UNV
ein Homoomorphimus und daher die Einbettung jy : ¥ — U NV eine Homoto-
piedquivalenz. Betrachte den Basispunkt z; := jy(yo) € U N V. Aus Satz 1.9.4
folgt, dass die von der Inklusion induzierte Ab-

bildung 71 (U, 1) — m(Cy, 1) surjektiv ist 7 (Y, ) m1(X, o)
und ihr Kern mit dem von img((jy).) erzeug- '

ten Normalteiler {ibereinstimmt, wobei (jy ). : (JY)*i Nl(”{ )
m(Y,y0) — m (U, z1). Betrachte die Homoto- (U, 21) % (U, ux(20))
pie H:Y xI —U, H(y,t) := ¢(p(y,1 —t/2)), -

von Hy = ¢ oty = 1x o p nach H; = jy, und i l

den Weg h : I — U, h(t) = H(yo,t), von 11(Cp 1)~ 711(C, 1 (20))
h(0) = tx(xo) nach h(1) = x;. Nach Proposi- =

tion [.8.21 kommutiert das obere obere Rechteck im nebenstehenden Diagramm,
das untere kommutiert trivialerweise. Es folgt, dass auch der Homomorphismus
(tx)s + m(X,20) — m(Cyp,x(x0)) surjektiv ist, und sein Kern mit dem von
img(y,) erzeugten Normalteiler {ibereinstimmyt. O

Px

1.9.14. KOROLLAR (Ankleben einer Zelle). Fs sei X ein wegzusammenhdngen-
der topologischer Raum, ¢ : S"™™' — X stetig, yo € S, ¢ := ¢(y0) € X, und
es bezeichne v : X — X U, D" die kanonische Einbettung. Dann gilt:

(i) Firn > 3 ist v, - m (X, z9) — m (X U, D", 1(x0)) ein Isomorphismus.

(i) Firn =2 ist v, : m (X, x0) — m(X Uy, D, 1(z0)) surjektiv, und sein
Kern stimmt mit dem von img(p.) erzeugten Normalteiler tiberein, wo-
bei . 2 m(S™Y yo) — m(X, xo). Insbesondere ist w (X U, D™, 1(20)) =
m (X, xo)//\/(img(@*)).

BEWEIS. Beachte, dass CS"~! = D" denn die Abbildung S ! x I — D",
(x,t) — tx, faktorisiert zu einem Homdomorphismus C'S®™! — D". Damit gilt
X U, D" = C,. Fiir n > 2 ist S"! wegzusammenhéngend, aus Satz 1.9.13 folgt
daher die Surjektivitdt von ¢, @ m (X, 20) — m (X U, D™, 1(z0)) und ker(e,) =
N (img(p.)). Fiir n > 3 ist S"! einfach zusammenhéngend, siehe Satz 1.6.7, also
ker(c.) = 0. O

1.9.15. BEISPIEL. Betrachte die Abbildung ¢ : ST — S', o(2) := 2*, k € Z,
und den Raum X := S' U, D% Nach Korollar 1.9.14(ii) induziert die Einbettung
t : S' — X einen Isomorphismus (S, 1)/img(p.) = m(X, (1)) wobei ¢, :
m1(S1, 1) — m (S, 1). Mit Hilfe von Beispiel 1.6.5 sehen wir daher, dass m(X) &
Zy. Die Schleife f := 10wy : I — X, siehe (I.1), reprasentiert einen Erzeuger in
71(X), und es gilt die Relation [f]* = 1.

1.9.16. BEISPIEL (Reeller projektiver Raum). Die Inklusion R® — R™™! in-
duziert eine Einbettung « : RP"™! — RP". Es bezeichne p,, : R**'\ {0} — RP"
die kanonische Projektion. Betrachte die stetige Abbildung ® : D" — RP",
®(x) :=p,(z, /1 — [|z]?). Diese ist surjektiv und auf B" = {z € R" : ||z|| < 1}
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injektiv. Die Einschrinkung ®|gn-1 liefert eine stetige Abbildung ¢ : S"1 —
RP" !, o(z) = pp_1(z), mit ®|gn1 = 1 0 . Wir erhalten eine stetige Abbildung
LU, @ Rp™! U, D" — RP". Diese ist bijektiv, also ein Homéomorphismus.
Wir sehen daher, dass RP" aus RP"™! durch Ankleben einer n-Zelle lings der
kanonischen Projektion ¢ : S"~' — RP""! entsteht,

RP" =~ RP"' U, D".

RP? ist ein einpunktiger Raum, und RP' = D!'/{—1,1} = S'. Insbesondere
7 (RP') = Z. Aus Beispiel 1.9.15 erhalten wir 7 (RP?) Zs. Nach Korol-
lar 1.9.14 induziert die kanonische Einbettung + : RP"~! — RP" einen Isomor-
phismus 7 (RP" ') 2 7r; (RP"), falls n > 3. Mittels Induktion erhalten wir daher
m1(RP") = Zj. Die Schleife f : I — RP", f(s) := p,(cos(ms),sin(rs),0...,0),
reprasentiert einen Erzeuger in m(RP™), n > 1. Fiir n > 2 gilt die Relation

/7P=1

1.9.17. BEISPIEL (Komplexer projektiver Raum). Die Inklusion C* — C"*!
induziert eine Einbettung ¢ : CP"~" — CP". Es bezeichne p,, : C"*'\ {0} — CP"
die kanonische Projektion. Betrachte die stetige Abbildung ® : D** — CP”",
®(2) := pn(z, /1 — [|z]]?). Diese ist surjektiv und auf B** = {z € C": ||z|| < 1}
injektiv. Die Einschrinkung ®|gz2.-1 liefert eine stetige Abbildung ¢ : S?"~1 —
CP" ™, ¢(2) = pn_i1(2), mit ®|g2n—1 = 10 ¢, die die Hopfabbildung genannt wird.
Wir erhalten eine stetige Abbildung « U, ® : CP""' U, D*® — CP". Diese ist
bijektiv, also ein Homéomorphismus. Wir sehen daher, dass CP™ aus CP" ! durch
Ankleben einer 2n-Zelle lings der Hopfabbildung ¢ : S?*~' — CP"! entsteht,

CP" =~ CP"' U, D*",

CPY ist ein einpunktiger Raum, und CP* 22 S? vgl. Beispiel 1.6.8. Nach Korol-
lar 1.9.14 induziert die kanonische Einbettung ¢ : CP"~! — CP" einen Isomor-
phismus 7 (CP"™!) = 7, (CP"), falls n > 1. Mittels Induktion folgt nun, dass
CP" einfach zusammenhéangend ist, fiir alle n € Nj.

1211

1.9.18. KOROLLAR. Zu jeder endlich prisentierbaren Gruppe G existiert ein
wegzusammenhdngender kompakter Hausdorffraum X mit m(X) = G.

BEWEIS. Sei G 2 (s1,...,8, | T1,...,7m) = F({s1,.. ., 8o })/N{r1,...,mm})
eine endliche Prasentation von G. Betrachte die Einpunktvereinigung von n Krei-
sen \/"(S*,1). Nach Beispiel 1.9.7 ist m; (\/"(S",1)) = F({s1,..., sx}). Jede Re-
lation 7; € F(S) kann daher als Element in m (\/"(5*,1)) = [(S*, 1), V"(S',1)]
aufgefasst werden, siehe Proposition 1.8.27. Es sei ¢; : (S',1) — V"(S',1) ei-
ne stetige Abbildung die r; repésentiert, 1 < j < m. Es bildet dann (¢;), :
m(S',1) — m(V"(5',1)) den Erzeuger [w;] € (S, 1) auf r; ab, 1 < j < m.
Betrachte nun ¢ := ¢ V.-V ¢, : V(S 1) — V"(S',1). Das Bild von
ot m (V™S 1) — m(V"(S', 1)) stimmt dann mit der von {ry,...,r,} er-
zeugten Untergruppe iiberein, also ist N (img(¢.)) = N({r1,...,7m}). Kleben
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wir \/™(D? 1) ldngs ¢ an \/"(S1,1) erhalten wir einen wegzusammenhéngenden
kompakten Hausdorffraum X : (\/ 1)) U, (V™(D?1)). Nach Satz 1.9.13
hat X Fundamentalgruppe m(X) & (\/ (S1, 1)) /N (s (m (V™ (S%,1)))) =
F({s1,...ssu})/IN{r1,....rm}) = G. U

[.9.19. BEMERKUNG. Wir werden spéter sehen, dass zu jeder Gruppe G ein,
i.A. nicht kompakter, wegzusammenhéngender Hausdorffraum Raum X existiert,
sodass m (X) = G. Die Konstruktion ist dieselbe nur muss i.A. mit einer Ein-
punktvereinigung unendlich vieler Kreise gestartet und unendlich viele Zellen
angeklebt werden.

Unter einer geschlossenen Fliche verstehen wir einen kompakten, (weg)zu-
sammenhingenden Hausdorffraum der lokal zu R? homdomorph ist, dh. jeder
Punkt besitzt eine zu R? homoomorphe Umgebung.'* Die Sphire S?, der Torus
T2, die projektive Ebene RP? und die Kleinsche Flasche K aus Beispiel 1.9.9 sind
geschlossene Flédchen.

Fiir g € N betrachte die Einpunktvereinigung von 2¢ Kreisen \/*(S*,1) und
bezeichne mit ¢, : (S*,1) — \/*(S*,1) die kanonische Inklusion der k-ten Kom-
ponente, 1 < k < 2¢g. Fir 1 < j < g definiere Schleifen a; : I — \/29(51,1),
a; == t; 0wy, und by : [ — \/*%(S',1), b; := 144; 0 wy. Betrachte schlieBlich die
Schleife ¢ := a1biab; - - - agbg&ggg und fasse sie als Abbildung S* = 1/{0,1} —
V*(S', 1) auf. Der Raum M, := (\/**(S*,1)) U, D? wird die orientierbare Fliche
vom Geschlecht g genannt. Wir setzen noch M, := S?. Es ist leicht einzusehen,
dass jedes M, tatséchlich eine geschlossene Fliche ist, g € Ng. Etwa gilt M; = T2
Aus Korollar 1.9.14 erhalten wir folgende Darstellung ihrer Fundamentalgruppe,

Mg) = <a1’ﬁ1’ s 7a97ﬁ9 | [alaﬁl] T [agaﬁQD

wobei wir die iibliche Notation [a, 3] := aBa~!37! fiir den Kommutator von «
und 3 verwenden. Mittels (I.24) und (I1.21) berechnen wir die Abelisierung,

Wl(Mg)ab = <041,61, s 7a9769 } [a1761] T [Oég,ﬁg], [aiv O‘jL [ﬁlu ﬂj]a [Oéi, 6j]>
= <alaﬁla cee 7ag7ﬁg } [aiaaj]7 [ﬁiaﬁj]a [O‘i7ﬁj]>

~ ab

- <a17617"'7a97ﬁg } _>

> (Zx--x L) =272

Fiir ¢ € N betrachte die Einpunktvereinigung von g Kreisen \/?(S!,1) und

bezeichne die kanonische Inklusion der k-ten Komponente mit ¢ : (S, 1) —
VI(SH1),1 <k <g. Fir 1 <k < g definiere Schleifen a;, : I — \/9(S', 1), aj :=
ti o wy. Fasse die Schleife ¢ := ajaiasas - - - a4a, als Abbildung St~71/{0,1} —
\/?(S,1) auf. Der Raum N, := (\/?(S*, 1)) U, D? wird als die nicht orientierbare
Fléche mit Geschlecht g bezeichnet. Jedes N, ist eine geschlossene Fliche, g € N.

1Dje geschlossenen Fliachen sind daher genau die zusammenhéngenden, kompakten 2-
dimensionalen topologischen Mannigfaltigkeiten ohne Rand.
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Etwa gilt N; = RP? und N, = K, siche Beispiel 1.9.9. Aus Korollar 1.9.14 erhalten
wir fiir die Fundamentalgruppe

m(Ng) = (..., a4 ‘ afaj---al),
und fiir ihre Abelisierung
Wl(Ng)ab & <a1, e ’ a%ag e 043, [, aj]>
= <a1, Qg Y | Y agag - ay, adas - -ozz, [, ozj]>
o <a1, Qg Y ! v v gy, ddag - 043, [, Oéj]>
o <a1, Qg Y | v v ooy - ag, |o, aj]>
> (v, ..., a4 ! v v togag 049>ab
=~ (o, ..., ag-1,7 ’ 72>ab

ab
= ({aul=) %o (ager | =)+ (vh™)
> (Zok- % Lx )" =TI @ Ly
Wir halten diese Resultate in folgendem Korollar fest.

1.9.20. KOROLLAR. Flir die gechlossenen Fldchen gilt:
Wl(Mg) = <a17ﬁ17 s 7Oég7ﬁg } [051761] toe [ag7ﬂg]>7 Wl(Mg)ab = ZQQ’

m(Ng) = (o, ... aq | ajoz---al), T(N)*® 2 797 @ Zy.

Insbesondere sind die Flichen My, N1, My, No, Mo, N3, ... paarweise nicht homo-
topiedquivalent (homéomorph,).

[.9.21. BEMERKUNG. Die geschlossenen Flichen sind vollstéandig klassifiziert,
jede geschlossene Fléche ist zu genau einer der Flachen My, Ny, My, No, Ms, . ..
homdomorph. Die Berechnung der Fundamentalgruppen oben hat gezeigt, dass
eine geschlossene Fldche zu hochstens einer solchen Flache homoéomorph sein
kann. Um zu zeigen, dass sie tatséchlich zu einer Féche dieser Liste homdomorph
ist sind vollig andere Methoden nétig, vgl. Morse Theorie.






II. Uberlagerungen

Jeder hinreichend zusammenhéngende topologische Raum besitzt eine ein-
fach zusammenhingende, die sogenannte universelle Uberlagerung. Geometrische
Strukturen der Basis lassen sich oft in kanonischer Weise auf diese universelle
Uberlagerung liften. Die Fundamentalgruppe der Basis wirkt frei auf der univer-
sellen Uberlagerung und lisst iiblicherweise die gelifteten geometrischen Struk-
turen invariant. Die Uberlagerungstheorie liefert daher ein Werkzeug mit dem
das Studium geometrischer Objekte auf die einfach zusammenhéngende Situa-
tion zuriickgefithrt werden kann. Als Beispiele seien hier nur die Theorie der
Lie-Gruppen, die Riemannschen Flachen und die vollstdndigen Riemannschen
Mannigfaltigkeiten mit konstanter Schnittkriimmung erwéhnt.

Unter schwachen Zusammenhangsvoraussetzungen ist eine vollstdndige Klas-
sifikation der Uberlagerungen eines Raumes mit Hilfe seiner Fundamentalgruppe
moglich. Auch das Liftungsproblem lédsst sich mittels der Fundamentalgruppe
16sen. SchlieBlich kénnen Uberlagerungen dazu verwendet werden die Fundamen-
talgruppen mancher Rdume zu bestimmen.

Einfiihrungen in die Uberlagerungstheorie finden sich etwa in [6, Kapitel IX],
[4, Chapter 1.3], [14, Kapitel 11.6], [10, Kapitel I11.6] oder [11, Chapter 2]. Fiir
eine kurze Darstellung mittels Gruppoiden siehe [9, Chapter 3.

I1.1. Elementare Eigenschaften von Uberlagerungen. Eine surjektive
stetige Abbildung p : X — X wird eine Uberlagerung genannt, falls jeder Punkt
r € X eine offene Umgebung U mit folgender Eigenschaft besitzt: Es existie-
ren eine Indexmenge A und disjunkte offene Teilmengen Uy C X, X e A, mit
p ' U) = yen U,, sodass plg, U, — U ein Homoomorphismus ist, fiir jedes
A € A. In diesem Fall sagen wir U wird gleichméfig von p iiberlagert. In diesem
Zusammenhang werden X als Basis, X als Total- oder Uberlagerungsmum und p
als Uberlagerungsabbildung bezeichnet. Wir sagen auch X ist eine Uberlagerung
von X, wenn aus dem Zusammenhang hervorgeht welche Abbildung p gemeint
ist.

I1.1.1. BEISPIEL. Die Abbildung p: R — S, p(t) := > ist eine Uberlage-
rung, die offenen Teilmengen S* \ {1} und S*\ {—1} werden von p gleichmiBig
iiberlagert, siche Lemma 1.4.8.

Unter einem Isomorphismus zwischen zwei Uberlagerungen p1 X, - X
und po X2 — X verstehen wir einen Homoomorphlsmus Y X1 — XQ fir
den py 0 o = p; gilt. Zwei Uberlagerungen desselben
Raums werden isomorph genannt, falls ein Isomorphis-
mus zwischen ihnen existiert. Ein Isomorphismus von \ /
Uberlagerungen ¢ : X — X wird Automorphismus
oder Decktransformation von X genannt. Die Menge
der Decktransformationen einer Uberlagerung bildet beziiglich der Komposition

von Abbildungen eine Gruppe die mit Deck(p) oder Deck(X) bezeichnet wird.
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I1.1.2. BEMERKUNG. Jede Uberlagerung ist ein lokaler Homdomorphismus
und daher insbesondere eine offene Abbildung.’® Auch ist jede Uberlagerung
p: X — X eine Quotientenabbildung, dh. eine Teilmenge U C X ist genau dann
offen, wenn ihr Urbild p~(U) offen in X ist. Ein surjektiver lokaler Homoomor-
phismus muss i.A. keine Uberlagerung sein, etwa ist p : (0,37) — S*, p(t) := ™,
keine Uberlagerung. Weder 1 € S noch —1 € S! besitzen offene Umgebungen
die von p gleichméfig iiberlagert werden.

I1.1.3. BEISPIEL. Ist F' ein nicht leerer diskreter topologischer Raum, dann
ist die kanonische Projektion px : X x F' — X eine Uberlagerung. Jede Bijektion
7 : F — F liefert eine Decktransformation X x F' — X x F, (z, f) — (z,7(f)).
Wir erhalten einen injektiven Gruppenhomomorphismus &(F') — Deck(px).

I1.1.4. BEISPIEL. Ist p : X — X eine Uberlagerung und A C X ein Teilraum,
dann ist die Einschrénkung pl,-1(4) : p~*(A) — A eine Uberlagerung. Fiir diese

eingeschrinkte Uberlagerung wird auch die Notation X |4 verwendet.

Eine Uberlagerung wird trivial genannt, wenn sie zu einer Uberlagerung py :
X X F — X isomorph ist, siehe Beispiel I1.1.3. Die néchste Proposition zeigt,
dass Uberlagerungen stets lokal trivial sind.

I1.1.5. PROPOSITION. Es sei p : X — X eine Uberlagerung und U C X
eine offene Teilmenge die von p gleichmdf$ig tiberlagert wird. Dann existiert ein
diskreter Raum F und ein Homdéomorphismus ¢ : p ' (U) — U x F, sodass
pu © @ = plp-1wy, wobei py : U x ' — U die kanonische Projektion bezeichnet.

Die eingeschrinkte Uberlagerung X\U 1st daher trivial.

BEWEIS. Da U von p gleichméBig iiberlagert wird existieren eine Indexmen-
ge A und disjunkte offene Teilmengen Uy C X, A € A, mit p™'(U) = ||, Ux
und so, dass p|[~]A : Uy — U ein Homoéomorphismus ist, fiir jedes A\ € A. Wir

versehen A mit der diskreten Topologie und be- "

trachten die Abbildung ¢ : U x A — p~1(U), UxA = pH(U)
Y(x,A) := (plg,) " (x). Offensichtlich ist 1 bijek- \ /

tiv, und es gilt pov = py. Da 1) die offenen Men- bu - P

gen U x{\} homdomorph auf die offenen Mengen
U, abbildet, ist 9 ein Homdomorphismus. Setzen wir F' := A und ¢ := ~!, dann
haben diese die in der Proposition formulierten Eigenschaften. O

I1.1.6. BEMERKUNG. Offensichtlich gilt auch die folgende Umkehrung von
Proposition I1.1.5. Ist p : X — X eine stetige Abbildung und existieren zu jedem

5Eine Abbildung f : Y — Z wird lokaler Homdomorphismus genannt, falls jeder Punkt
y € Y eine offene Umgebung U besitzt die durch f homéomorph auf eine offene Umgebung von
f(y) abgebildet wird. Diese Eigenschaft bleibt dann fiir jede in U enthaltene offene Teilmenge
richtig. Lokale HomGomorphismen sind stetig und offen. Dabei heifit eine Abbildung f : Y — Z
offen, falls sie offene Teilmengen von Y auf offene Teilmengen in Z abbildet.
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Punkt x € X eine offene Umgebung U von z, ein diskreter Raum F' und ein
Homgomorphismus ¢ : p~'(U) — U x F mit pyop = p|,~1(y), dann muss p schon
eine Uberlagerung sein.

Ist p : X — X eine Uberlagerung und z € X, dann wird F, := p~!(z) die
Faser iiber x genannt. Aus der Definition einer Uberlagerung folgt sofort, dass
ihre Fasern diskrete topologische Raume sind. Die Kardinalitdt der Faser iiber
z wird die Blitterzahl der Uberlagerung an der Stelle = genannt. Die Blitter-
zahl einer Uberlagerung definiert eine lokal konstante Funktion auf X. Fiir zu-
sammenhédngendes X muss daher die Blatterzahl konstant sein. Wir sprechen
von einer n-blittrigen oder n-fachen Uberlagerung, falls jede Faser aus genau n
Punkten besteht.

_IL.1.7. BEISPIEL. Jeder Homomorphismus p : )~( — X ist eine ein-bléttrige
Uberlagerung. Umgekehrt muss jede ein-blattrige Uberlagerung ein Homdomor-
phismus sein, sieche Bemerkung I1.1.2.

I1.1.8. BEISPIEL. Die Abbildung p : R — S! aus Beispiel I1.1.1 ist eine
unendlich-bléttrige Uberlagerung. Fiir n € Z ist die Translation 7, : R — R,
To(t) :=t + n, eine Decktransformation. Wir erhalten einen injektiven Gruppen-
homomorphismus Z — Deck(p), n +— 7,.

I1.1.9. BEISPIEL. Fiir n € N ist die Abbildung p, : S* — S, p,(2) := 2",
eine n-blittrige Uberlagerung. Dabei ist S' = {z € C : |z| = 1}. Es bezeichne
G, ={CeC:¢ =1} C 8 C C die Menge der n-ten Einheitswurzeln.
Diese bilden beziiglich der Multiplikation komplexer Zahlen eine zu Z,, isomorphe
Gruppe, ein Isomorphismus ist durch Z, =R G, k] — e?™k/n gegeben. Jedes
¢ € G, definiert eine Decktransformation p; : S' — S, pc(z) := (2. Wegen
Derica = Dai © Dy C1, G € Gy, erhalten wir einen injektiven Homomorphismus

Zn = Gn - DeCk(pn)u C e

I1.1.10. BEISPIEL. Die Abbildung p : C — CX, p(z) := e¥# liefert eine
unendlich-blittrige Uberlagerung. Fiir n € Z ist 7, : C — C, 7,(2) := 2z + n,
eine Decktransformation. Wir erhalten einen injektiven Homomorphismus Z —
Deck(p), n +— 7,. Schrinken wir diese Uberlagerung auf den Teilraum S' C C*
ein, so erhalten wir die Uberlagerung aus Beispiel 11.1.8.

II.1.11. BeispIEL. Fiir n € N ist die Abbildung p, : C* — C*, p,(z) =
2", eine n-bléttrige Uberlagerung. Jede n-te Einheitswurzel ¢ € G,,, siche Bei-
spiel I1.1.9, definiert eine Decktransformation p : C* — C*, p¢(2) := (z. Wieder
haben wir einen injektiven Homomorphismus Z,, = G,, — Deck(p,). Schrianken
wir diese Uberlagerung auf den Teilraum S' C C* ein, so erhalten wir die Uber-
lagerung aus Beispiel 11.1.9.

n

I1.1.12. BEISPIEL. Die Quotientenabbildung p : S™ — RP" ist eine zweiblétt-
rige Uberlagerung. Die sogenannte Antipodalabbildung A : S™ — S™, A(x) := —=,



56 II. UBERLAGERUNGEN

ist eine Decktransformation. Wegen A? = idg» erhalten wir einen injektiven Ho-
momorphismus Zy — Deck(p), [0] — idgn, [1] — A.

11.1.13. BEISPIEL. Sind p : X — X und ¢ : Y — Y zwei Uberlagerungen,
dann ist auch p X ¢ : X x Y — X x Y eine Uberlagerung. Mittels Induktion
folgt, dass endliche Produkte von Uberlagerungen wieder Uberlagerungen sind.
Fiir unendlich viele Faktoren bleibt dies jedoch nicht richtig, siche etwa [11,
Example 2.2.9].

I1.1.14. BEISPIEL. Sind p; : Xj — X Uberlagerungen, j € J, dann ist auch
Lljejpj : I—lje X; — X eine ﬂberlagerung.

_I1.1.15. BEMERKUNG. Die Komposition zweier Uberlagerungen ist i.A. keine
Uberlagerung, siehe etwa [11, Example 2.2.8].

Der Totalraum einer Uberlagerung erbt viele topologische Eigenschaften der
Basis. Auch lassen sich geometrische Strukturen der Basis oft in kanonischer
Weise auf die Uberlagerung liften. Der Rest dieses Abschnitts sei einigen ein-
fachen Beispielen dazu gewidmet. Ein weniger triviales Beispiel werden wir in
Abschnitt 1.8 diskutieren.

I1.1.16. BEISPIEL. Ist X ein Hausdorffraum und p : X — X eine Uberla-
gerung, dann ist auch X Hausdorffsch. Liegen zwei Punkte von X nicht in der
selben Faser so konnen sie auf Grund der Hausdorff Eigenschaft von X durch dis-
junkte offene Umgebungen der Form p~!(U) und p~(V') getrennt werden. Liegen
sie in der gleichen Faser, dann folgt direkt aus der Uberlagerungseigenschaft von
p, dass sie durch disjunkte offene Mengen der Form U A, und U A getrennt werden
konnen.

I1.1.17. BEISPIEL. Ist X ein parakompakter Hausdorffraum und p : X=X
eine Uberlagerung, dann ist auch X ein parakompakter Hausdorffraum. 16 Um dies
einzusehen sei U eine offene Uberdeckung von X. Da die Basis X parakompakt
ist finden wir eine lokal endliche offene Uberdeckung {U;}c; von X, sodass jedes
U; gleichméBig von p iiberlagert wird. Es gibt daher diskrete Rdume F); mit
p1(U;) =2 U; x Fj, siehe Proposition I1.1.5. Es existiert dann auch eine offene
Uberdeckung {V;};e; von X mit V; C Uj fiir jedes j € J. Ist nimlich f; :
X — [0,1], j € J, eine Zerlegung der Eins mit supp(f;) € U;, dann konnen
wir V; := {x € X : fj(z) # 0} verwenden. Beachte, dass V; als abgeschlossene

Wir erinnern uns, dass ein topologischer Raum X parakompakt heifit, falls jede offene
Uberdeckung eine lokal endliche offene Verfeinerung besitzt. Genauer, ist I eine offene Uber-
deckung von X, dann existiert eine offene Uberdeckung V von X die U verfeinert (dh. zu jedem
V €V existiert ein U € Y mit V C U) und lokal endlich ist (dh. jeder Punkt z € X besitzt
eine Umgebung die nur endlich viele der offenen Mengen V' € V schneidet.) Ein Hausdorffraum
ist genau dann parakompakt, wenn jede offene Uberdeckung eine untergeordnete Zerlegung der
Eins besitzt, siehe etwa [6, Kapitel VIII§5] oder [10, Kapitel 1.8.6]. Nach einem Satz von Stone
ist jeder metrisierbare Raum parakompakt, siche [10, Kapitel 1.8.7].
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Teilmenge eines parakompakten Raums selbst parakompakt ist. Damit sind auch
p Y(V;) =2 V; x F; parakomapakt. Fiir jedes j € J existiert daher eine lokal
endliche offene Uberdeckung V; von p~(V}), die die Uberdeckung {U Np~'(V};) :
U e Z;l} verfeinert. Fiir jedes j € J ist dann W = {‘7 Np 1(V;) : V e f)]}
eine offene Uberdeckung von p~'(V;) die die Uberdeckung {U Np 4(V;) : U e
U} verfeinert. Da (J;c, V; = X bildet W := U,
von X die U verfeinert. Es bleibt noch zu zeigen, dass W lokal endlich ist. Mit
{U,},es ist auch {p~'(V;)}jes eine lokal endliche Uberdeckung. Es geniigt daher
zu zeigen, dass zu fixem j € J und & € X eine Umgebung von # existiert die nur
endlich viele der Uberdeckungsmengen in V trifft. Liegt z nicht in p~1(V}) ist
dies offensichtlich, denn p~1(V}) ist abgeschlossen in X. Im Fall # € p~(V}) folgt
dies aus der lokalen Endlichkeit von V Damit ist W eine lokal endliche offene
Verfeinerung von U, und X daher parakompakt.

W eine offene Uberdeckung

I1.1.18. BEISPIEL. Ist X eine topologische Mannigfaltigkeit'” und p : X — X
eine Uberlagerung, dann ist auch X eine topologische Mannigfaltigkeit. Dies folgt
aus Beispiel 1I.1.17 und der Tatsache, dass p ein lokaler Homdomorphismus ist.

I1.1.19. BEISPIEL. Ist X eine glatte Mannigfaltigkeit und p : X — X eine
Uberlagerung, dann gibt es auf X genau eine glatte Struktur die p zu einem
lokalen Diffeomorphismus macht. Jede Decktransformation ist dann ein Diffeo-
morphismus von X.

_ IL.1.20. BEISPIEL. Ist X eine Riemannmannigfaltigkeit und p : X — X eine
Uberlagerung, dann gibt es auf X genau eine Riemannmetrik die p zu einer lokalen
[sometrie macht. Jede Decktransformation ist dann eine Isometrie von X.

[1.1.21. BEISPIEL. Ist X eine symplektische Mannigfaltigkeit und p : X—-X
eine Uberlagerung, dann gibt es auf X genau eine symplektische Struktur die p zu
einem lokalen Symplektomorphismus macht. Jede Decktransformation ist dann
ein Symplektomorphismus von X.

I1.1.22. BEISPIEL. Ist X eine komplexe Mannigfaltigkeit und X — X eine
Uberlagerung, dann gibt es auf X genau eine komplexe Struktur die p zu einem
lokalen Biholomorphismus macht. Jede Decktransformation ist dann ein Biholo-
morphismus von X.

Unter einer topologischen Mannigfaltigkeit verstehen wir einen lokal euklidischen para-
kompakten Hausdorffraum. Dabei wird ein topologischer Raum lokal euklidisch genannt, falls
jeder Punkt eine zu R™ homdéomorphe offene Umgebung besitzt. Mit Hilfe eines Satzes von
Stone lésst sich zeigen, dass ein lokal euklidischer Hausdorffraum genau dann parakompakt
ist, wenn er metrisierbar ist. Wir kénnen topologische Mannigfaltigkeiten daher dquivalent als
metrisierbare lokal euklidische Rdume definieren.
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II.2. Strikt diskontinuierliche Gruppenwirkungen. Unter einer Links-
wirkung einer Gruppe G auf einer Menge X verstehen wir eine Abbildung (die
Wirkung) A : G x X — X, (g,2) — gz :=g-x:= N\(x) := N*(g) := A(g, z) mit
folgenden beiden Eigenschaften:

(i) Fir g, h € Gund z € X gilt g(hz) = (gh)z, dh. A(g, A(h,z)) = A(gh, x).

(ii) Fiir das neutrale Element 1 € G und z € X gilt 1o = x, dh. A\(1,2) = «.

In dieser Situation sagen wir auch die Gruppe G wirkt von links auf der Menge

X. Aus (i) und (ii) folgt x = 1z = (¢ 'g)x = g *(g9x), also A,~1 0 A\, = idx, oder

Ag-1 = (Ag)~'. Daher ist jedes A, bijektiv, also eine Permutation von X. Wegen
(i) ist die Abbildung

G—6(X), grA (IL.1)

ein Gruppenhomomorphismus, wobei &(X) die Gruppe der Permutationen von
X bezeichnet. Umgekehrt definiert jeder Homomorphismus G — &(X) in offen-
sichtlicher Weise eine Linkswirkung von G auf X.

Eine Gruppenwirkung A heifit ¢reu wenn der Homomoprhismus (I1.1) injektiv
ist, wenn also nur das neutrale Element von G trivial, dh. durch die Identitét,
wirkt. I.A. ist der Kern von (II.1) ein Normalteiler N in G und die Wirkung (II.1)
faktorisiert zu einer treuen Wirkung G/N — &(X) der Gruppe G/N auf X.

Eine Gruppenwirkung heifit transitiv falls zu je zwei Punkten x,y € X ein
g € G mit gx = y existiert. Ist x € X, dann nennt man Gz := {gx : g € G} den
Orbit von z. Die Wirkung ist daher transitiv genau dann wenn fiir einen (und
dann jeden) Punkt z € X gilt Gx = X. Fiir g € G ist A\,(Gz) = Gz, also erhalten
wir eine Gruppenwirkung G — &(Gz) der Gruppe G auf dem Orbit Gz. Die
Wirkung von G auf Gz ist stets transitiv. Unter der Isotropiegruppe eines Punktes
x € X verstehen wir die Untergruppe G* := {g € G : gx = z} von G. Diese
besteht daher aus allen Gruppenelementen die den Punkt x stabilisieren und wird
auch Stabilisatoruntergruppe genannt. Wir erhalten eine Bijektion G/G* = Gz,
gG* +— gx, zwischen den Linksnebenklassen'® von G* und dem Orbit Gz.

Eine Gruppenwirkung heifit frei wenn folgendes gilt: Ist ¢ € G und z € X
mit gr = z, dann folgt schon g = 1. In anderen Worten, fiir g # 1 hat A\, € 6(X)
keinen Fixpunkt. Dies ist genau dann der Fall, wenn alle Isotropiegruppen trivial
sind, dh. G* = {1} fiir alle z € X. In diesem Fall erhalten wir fiir jedes z € X
eine Bijektion G = Gz, g — gz, zwischen G und dem Orbit durch .

Unter einer Rechtswirkung von G auf X verstehen wir eine Abbildung p : X x
G— X, (x,9)—xg:=x-g9:=pI(x) = p(g9) := p(x,g), mit x1 = z und (xg)h =
x(gh) fiir alle g,h € G. Ist p : X x G — X eine Rechtswirkung, dann definiert
A Gx X — X, Mg,z) := p(z,g7 "), eine Linkswirkung von G auf X. Alle
mit einer Linkswirkung assozierten Begriffe besitzen daher ein offensichtliches

8Ist G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe, dann definiert ¢, ~ go < 9y g e H
eine Aquivalenzrelation auf G. Thre Aquivalenzklassen sind von der Form gH = {gh : h € H}
und werden Linksnebenklassen von H genannt. Fiir die Menge der Linksnebenklassen schreiben
wir G/H.
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Analogon fiir Rechtswirkungen. Etwa ist eine Rechtswirkung nichts anderes als
ein Anti-Homomorphismus G — &(X).

Unter einer stetigen Linkswirkung einer diskreten Gruppe G auf einem topo-
logischen Raum X verstehen wir eine Linkswirkung A : G x X — X die stetig
ist, wobei G' mit der diskreten Topologie versehen ist. Jedes A, : X — X ist
dann stetig, und wegen (A\,) "' = A,-1 ein Homdomorphismus. Eine stetige Links-
wirkung liefert daher einen Gruppenhomomorphismus G — Homeo(X), g — A,
wobei Homeo(X') die Gruppe der Homéomorphismen von X bezeichnet. Umge-
kehrt definiert jeder solche Gruppenhomomorphismus eine stetige Linkswirkung
der diskreten Gruppe G auf X. Analog sprechen wir von einer stetigen Rechts-
wirkung, falls die Wirkung p : X x G — X stetig ist.

Eine stetige Wirkung einer diskreten Gruppe G auf einem topologischen Raum
X wird strikt diskontinuierlich genannt, wenn jeder Punkt in x € X eine Umge-
bung U besitzt fiir die gilt gU N U = 0, fiir alle g # 1 € G. Offensichtlich muss
eine strikt diskontinuierliche Gruppenwirkung frei sein, die Umkehrung gilt i.A.
jedoch nicht. Aus gU NU = ) folgt gU NhU = ( fiir alle g # h € G. Insbeson-
dere ist die von X auf dem Orbit Gz induzierte Topologie diskret, die Bijektion
G = Gz also ein Homdomorphismus diskreter Rdume. Fiir Wirkungen endlicher
Gruppen ist folgende Beobachtung oft hilfreich.

I1.2.1. PROPOSITION. Jede stetige freie Wirkung einer endlichen diskreten
Gruppe auf einem Hausdorffraum ist strikt diskontinuierlich.

BEWEIS. Sei also GG eine endliche Gruppe die frei und stetig auf einem Haus-
dorffraum X wirkt. Sei nun = € X. Da die Wirkung frei ist, sind die Punkte gz,
g € @G, alle verschieden. Wegen der Hausdorffeigenschaft von X finden wir zu
jedem g # 1 € G eine Umgebung Vg1 von z und eine Umgebung 1/;]2 von gx mit
V) NV = 0. Auf Grund der Stetigkeit der Wirkung ist dann Vj := V! ng~'V?
eine Umgebung von z fir die gV, NV, = () gilt. Wegen der Endlichkeit von G ist
auch U := ﬂg# V, eine Umgebung von z. Nach Konstruktion gilt gU N U = (),
fiir alle g # 1 € G. Also ist die Wirkung strikt diskontinuierlich. O

Eine Linkswirkung von G auf X definiert eine Aquivalenzrelation auf X durch
r ~y < 3dg € G gr =y. Thre Aquivalenzklassen stimmen mit den Orbits
{iberein, es ist also x ~ y genau dann wenn Gz = Gy. Die Menge der Aquiva-
lenzklassen wird als Orbitraum der Wirkung bezeichnet und mit X/G = X/~
bezeichnet. Wir versehen X /G mit der Quotiententopologie, dh. mit der fein-
sten Topologie, sodass die kanonische Projektion p : X — X/G stetig ist. Eine
Teilmenge V' von X/G ist genau dann offen, wenn p~(V) offen in X ist.

I1.2.2. BEISPIEL. Ist G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe, dann
definiert G x H — G, (g, h) — gh, eine Rechtswirkung von H auf G. Thre Orbits
stimmen mit den Linksnebenklassen von H iiberein, siehe oben.

I1.2.3. ProrosITION. Wirkt die Gruppe G strikt diskontinuierlich auf dem
topologischen Raum X, dann ist die kanonische Projektion p : X — X/G eine
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Uberlagerung. Ihre Blitterzahl stimmt mit der Ordnung von G iberein. Jedes
Element von G liefert eine Decktransformation, und wir erhalten einen injektiven
Homomorphismus von Gruppen G — Deck(p).

BEwEIS. Offensichtlich ist p stetig und surjektiv. Weiters ist p eine offene
Abbildung, denn fiir offenes U C X ist auf Grund der Stetigkeit der Wirkung
auch p~'(p(U)) = Uyeq gU offen in X, also p(U) offen in X/G. Sei nun z € X
und U eine offene Umgebung von z, sodass gU N hU = () fiir alle g # h € G.
Dann sind {gU } 4, disjunkte offene Teilmengen in X, und fiir die offene Menge
V= p(U) C X/G gilt p~'(V) = |],eq 9U- SchlieBlich ist fiir jedes g € G die
Einschrankung pl,s : gU — V eine stetige Bijektion, und wegen der Offenheit
von p daher ein Homoomorphismus. Also ist p : X — X/G eine Uberlagerung.
Fir g € G liefert A\, : X — X, A\;(x) := gz, einen Hombomorphismus, und da
offensichtlich auch p o A, = p gilt, ist A; eine Decktransformation. Die Relation
Agh = Ag 0 A, besagt gerade, dass G — Deck(X), g — A;, ein Homomorphismus
ist. Dieser Homomorphismus ist injektiv, denn strikt diskontinuierliche Wirkun-
gen sind stets treu. 0

I1.2.4. BEISPIEL. Die Abbildung Z x R — R, (n,t) — n + t, definiert eine
stetige Linkswirkung der diskreten Gruppe Z auf dem topologischen Raum R.
Diese Wirkung ist strikt diskontinuierlich, denn fiir ¢ € R und 0 # n € Z gilt
(n+U)NU =0, wobei U = (t — 1t + 1). Daher ist die Orbitprojektion R —
R/Z eine Uberlagerung, siehe Proposition I11.2.3. Bis auf den Homéomorphismus
R/7Z = S* ist dies die Uberlagerung aus Beispiel 11.1.8 oben.

I1.2.5. BEISPIEL. Die Abbildung Z" x R" — R™, (k,x) +— k-+x, ist eine strikt
diskontinuierliche Linkswirkung von Z" auf R™. Nach Proposition 11.2.3 ist die
Orbitprojektion p : R® — R"™/Z" eine unendlich-bléttrige Uberlagerung. Beachte,
dass R"/Z" = St x ... x S1 =T vgl. Beispiel 1.7.8.

I1.2.6. BEISPIEL. Es bezeichne wieder (G,, die Gruppe der n-ten Einheitswur-
zeln, n € N, siehe Beispiel I1.1.9 oben. Die Abbildung G,, x S — S, (¢, 2) — (z,
ist eine freie und daher strikt diskontinuierliche Linkswirkung, siche Propositi-
on I1.2.1. Nach Proposition I1.2.3 ist die Orbitprojektion p, : ST — S'/G, eine
n-blittrige Uberlagerung. Fiir den Quotientenraum gilt S*/G,, 22 S*, wir erhalten
daher wieder die Uberlagerung aus Beispiel I1.1.9.

I1.2.7. BEISPIEL. Die Gruppe {—1,1} = Z, wirkt auf der Sphére S™ durch
(£1)x := £z in strikt diskontinuierlicher Weise, siehe Proposition I1.2.1. Nach
Proposition 11.2.3 ist die Orbitprojektion S™ — S™/Zy = RP™ eine zwei-bléttrige
Uberlagerung, vgl. Beispiel 11.1.12 oben.

I1.2.8. BEISPIEL (Linsenrdume). Fiir n € N betrachten wir die Sphére 52"~ C
C". Weiters seien p € N und ¢,...,¢, € Z, sodass p teilerfremd zu g; ist, fiir
jedes 1 < j < n. Es bezeichne G, = Z, die Gruppe der p-ten Einheitswurzeln.
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Eine elementare Rechnung zeigt, dass G, x S?"™1 — S2"71 (. (21,...,2,) =
(C'z1,...,C2,), eine stetige Linkswirkung von G, auf S?"~! definiert. Die-
se Wirkung ist frei. Um dies einzusehen sei k € Z, ( = e2™k/P ¢ G, und
(21, .y 20) € S mit ¢+ (21,...,20) = (21,...,2,). Wihle j, sodass z; # 0.
Aus (¥z; = z; erhalten wir dann e?™ka;/P = 1 also muss p die Zahl kq; teilen.
Da p und ¢; teilerfremd sind, ist p ein Teiler von &, also ¢ = 1 und die Wirkung
tatséchlich frei. Nach Proposition I1.2.1 ist sie daher strikt diskontinuierlich. Ihr
Orbitraum wird als Linsenraum L(p;qi,...,q,) := S*"~1/Z, bezeichnet. Etwa
gilt L(2;1,...,1) = RP*!. Die Orbitprojektion S**' — L(p;qi,...,q,) ist
eine p-bléttrige Uberlagerung, siche Proposition I1.2.3.

11.2.9. BEISPIEL (Kleinsche Flasche). Betrachte die Gruppe Z x Z mit Multi-
plikation (kq,l1)(ko, l3) = (k:l +(=1D)"ky, Iy + lg), vgl. Beispiel 1.9.9. Eine einfache
Rechnung zeigt, dass (k1) - (z,y) := (k + (=1)'z,l + y) eine Linkswirkung von
7 x 7 auf R? definiert. Diese Wirkung ist strikt diskontinuierlich, die Quotien-
tenabbildung R?> — R?/(Z x Z) daher eine unendlich-blittrige Uberlagerung,
siehe Proposition I1.2.3. Der Quotientenraum R?/(Z x Z) ist zur Kleinschen Fla-
sche aus Beispiel 1.9.9 homéomorph.

[1.2.10. BEISPIEL. Die Abbildung A : T? — T2, A(z,w) := (—z,w), erfiillt
A? = idg» und definiert eine freie Wirkung der Gruppe Z, auf 7% = S' x S
Nach Proposition I1.2.1 ist dies eine strikt diskontinuierliche Wirkung, die Quoti-
entenabbildung 7% — T?/Zy daher eine zwei-blittrige Uberlagerung, siche Propo-
sition I1.2.3. Der Quotientenraum 72 /Z, ist zur Kleinschen Flasche homomorph,
siehe Beispiel 1.9.9.

I1.3. Homotopieliftungseigenschaft. Sei p : X — X eine Uberlagerung
und f:Y — X eine stetige Abbildung. Jede stetige Abbildung f:Y — X mit
po f = f wird ein Lift oder eine Hochhebung von f iiber p ge- -
nannt. Es stellt sich nun die Frage unter welchen Umstéanden so X
ein Lift von f existiert. Dieses Problem lésst sich elegant mit Hil- y ip
fe des induzierten Homomorphismus f, : m(Y) — m(X) l6sen,
siehe Satz I1.4.5 unten. Wir beginnen zunéchst damit die Eindeu-
tigkeit eines solchen Lifts zu besprechen. Die néchste Proposition besagt, dass fiir
zusammenhéngendes Y ein Lift von f schon durch den Wert bei einem einzigen
Punkt vollstandig festgelegt ist.

Y4f>X

I1.3.1. PROPOSITION. FEs seien p: X — X eine Uberlagerung, Y zusammen-
hingend und f G:Y — X stetig mit p o f = po g. Existiert ein Punkt yo € Y

mit f(yo) = g(yo), dann gilt schon f =g.

BEWEIS. Betrachte die Teilmenge A := {y eY: f(y) = g(y)}. Da yy € A
ist A # (). Wir zeigen zunichst, dass A offen ist. Sei dazu y € A. Wegen der
Uberlagerungseigenschaft von p, existiert eine Umgebung U von f(y) = §(y),
sodass plg : U — X injektiv ist. Wegen der Stetigkeit von f und § ist W :=
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10 ng- L(U) eine Umgebung von y in Y. Aus po f = pog und der Injektivitit
von pl : U — X folgt flw = §lw. Daher ist W C A und A also offen. SchlieBlich
zeigen wir, dass A auch abgeschlossen ist. Sei dazu y ¢ A, also f(y) # g(y). D

po f =po g gilt jedenfalls p( f(y) =pg ( )). Aus der Uberlagerungselgenschaft
von p erhalten wir disjunkte Umgebung U von f ( ) und V von §(y). Wegen der
Stetigkeit von fund gist W= f~ YU) N g (V) eine Umgebung von y in Y.
Aus UNV = () erhalten wir W C Y \ A, also ist A abgeschlossen. Aus dem
Zusammenhang von Y folgt nun A = Y und daher f = g. 0

I1.3.2. PROPOSITION. Fs sei p : X — X eine Uberlagerung und X zusam-
menhdingend. Dann wirkt die Gruppe der Decktransformationen strikt diskonti-
nuierlich auf X . Insbesondere ist diese Wirkung frei.

BEWEIS. Es sei # € X. Wegen der Uberlagerungselgenschaft von p existiert
eine offene Umgebung U von , sodass ply - U — X injektiv ist. Sei nun ¢ eine
Decktransformation mit ¢(U) N U # . Wir finden daher § € U mit o(j) € U.
Da p o ¢ = p folgt aus der Injektivitét von p|g, dass ¢(9) = §. Aus Propositi-
on T1.3.1 erhalten wir daher ¢ = idg. Also ist die Wirkung von Deck(X) strikt
diskontinuierlich. 0

Jede Uberlagerung hat die Homotopieliftungseigenschaft, siche Satz I1.3.3 un-
ten. Der Beweis ist vollig analog zu dem Beweis von Proposition 1.4.2.

I1.3.3. SaTz (Homotopieliftungseigenschaft). Es seien p : X — X eine Uber-
lagerung, H : Y xI — X eine Homotopie und h:Y — X stetig, sodass pOh Hy.
Dann existiert genau eine Homotopie H:YxI—X mztpOH H und Hy = h.

BEWEIS. Die Eindeutigkeit von H folgt aus Proposition I1.3.1 und dem Zu-
sammenhang von I, denn fiir fixes y € Y ist I — X, t — H,(y) ein stetiger
Lift des Weges I — X, t — Hy(y), mit Anfangspunks Ho(y) = h(y). Nun zur
Konstruktion von H. Aus der Uberlagerungseigenschaft von p erhalten wir eine
offene Uberdeckung {U,}aea von X, sodass jedes U, von p gleichméBig iiberla-
gert wird. Die Beweise von Lemma [.4.9 und 1.4.10 lassen sich miihelos auf die
vorliegende Situation verallgemeinern.

11.3.4. LEMMA. Zu jedem Punkt y € Y existieren eine offene Umgebung N
vony, 0 =ty <t <ty <---<t,=1und ay,...,a, € A, sodass fiir jedes
1=1,....,n giltH(Nx [ti1, ]) CU,,

BEWEIS. Da {U,}aca eine Uberdeckung von X bildet, existiert zu jedem
s € I einayg € Amit H(y,s) € U,,. Da H stetig ist, finden wir zu jedem
s € I eine offene Umgebung N, von y und eine offene Umgebung .J; von s mit
H(N, x J,) C U,,. Klarerweise bildet {.J,}.c; eine offene Uberdeckung von I.
Da I kompakt ist, existieren 0 = tg < t; < --- < t, = 1 und sy,...,s, € [
mit [t;_1,¢;] C JS7 1 < i < n, sieche Lemma [.4.12. Betrachte nun dle offene
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Umgebung N := (_; N, von y. Fiir 1 <4 < n gilt dann H(N x [t;_q,4;]) C
H(Ns. X Js.) CU,, - Mit o; := aj, folgt daher die Behauptung. ]
Y

I1.3.5. LEMMA. Zu jedem y € Y ezistieren eine offene Umgebung V_von
und eine stetige Abbildung G-V x I — X mit po G = Hl|yxr und Go = h]v

BEWEIS. Nach Lemma I1.3.4 existieren eine offene Umgebung N von y, 0 =
to<ti <---<t,=1lund o, ...,qa, € A, sodass

H(N x [ti-1,t;]) C U,,, firi=1,2,...,n. (I11.2)

Da U, von p gleichméflig iiberlagert wird, existiert eine Indexmenge A, disjunkte

offene Teilmengen U}, A € A,, mit p~'(U,) = L en. U} und so, dass ploa U, Ul —

U, ein HomGomorphismus ist, fiir jedes A € A,. Wegen (I1.2) und p o h = Hy ist
p(h(y)) = Hy,(y) € Uy,, also existiert \; € A,, mit h(y) € UAl Betrachte die
offene Umgebung V! := NN h_l(Uéf) von y und die stetige Abblldung

= ~ -~ < -1
GV x [tg, t1] — UL € X, G = (P|g§i) o Hly1xtg,n)-

Offensichtlich gilt p o G! = H|v1 o). Aus Hy = po h erhalten wir po é%o =
Hylvr = pohlyr, und da p auf UQ! injektiv ist folgt G = hy:.

Induktiv fortfahrend erhalten wir offene Umgebungen Viovzo e 2V
von y, und \; € A, sowie stetige Abbildungen G : V¥ x [t;_y,t;] =C U2 C X,
1 <i < n, sodass

po G'=H Vix[ti1,tis étlo = ;L|V1 und éiiﬂ = éi;ll
Betrachte nun die offene~Umgebung V' := V" von y und definiere eine Abbildung
G:V x I — Rdurch Glyyp 4] = Glvxpi4). Da Gy, |v = Gi |y ist dies
wohldefiniert. Aus der Stetlgkelt von G |Vt 1.t und Lemma 1.1.2 folgt, dass G
stetig ist. Aus po G =

yvi firi=2,...,n.

VZX[ 1,4 erhalten wir po G=H lvx1. SchlieBlich folgt
aus G = h|yr auch Gy = h|y. Also hat G alle gewiinschten Eigenschaften. [

Nach Lemma I1.3.5 existiert zu Jedem y € Y eine offene Umgebung V¥ von
y und eine stetige Abbildung GY x I — X mit poGY = H|yuy; und Gy =
h|Vy. Wie im Beweis der Elndeutlgkelt von H, erhalten wir aus Proposition 11.3.1
und dem Zusammenhang von I, dass die Abbildungen G¥ und G¥* auf (VN
VyQ) x I iibereinstimmen miissen, y1,y2 € Y. Es existiert daher eine Abbildung
H:Y xI— X, sodass H|Vy><1 = G, fiir jedes yey. Aus den entsprechenden
Eigenschaften von G folgt sofort po H = H und Hy = h. Auch die Stetigkeit von
H ist offensichtlich, denn die Einschrankungen von H auf die offenen Teilmengen
V¥ x I sind stetig. Damit ist der Beweis von Satz 11.3.3 vollstindig. U

I1.3.6. KorOLLAR (Liften von Wegeg). Es seien p: X — X eine Uberlage-
rung, f 1 — X ein Wegin X und & € X mit p(Z) = f(0). Dann existiert genau
ein Weg f: 1 — X mitpo f=fund f(0) =%
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BEWEIS. Die folgt aus Satz I1.3.3 mit Y = {x}, vgl. Proposition 1.4.5. O
I1.3.7. KOROLLAR. Es seien p: X — X eine Uberlagerunyg, und f,g: 1 — X

zwei Wege die homotop relativ Endpunkten sind. Weiters seien f,g : I — X:
Lifts von [ und g mit gleichem Anfangspunkt f(0) = g(0). Dann sind auch f
und g homotop relative Endpunkten in X . Insbesondere haben f und g denselben

Endpunkt, f(1) = g(1).

BEWEIS Es bezeichne H : I xI — X eine Homotopie relativ Endpunkten von

= fnach H; = g. Nach Satz I1.3.3 existiert eine Homotopie H:IxI — X mit

— fund poH = H. Da fiiri = 0,1 der Weg t — p(H(i,t)) = H(i,t) konstant

ist, muss nach der Eindeutigkeitsaussage in Korollar 11.3.6 auch t +— H(i,t)
konstant in ¢ sein. Also ist H eine Homotopie relativ Endpunkten. Insbesondere
gilt Hy(0) = FIO( 0) = f(0) = §(0). Also ist s — Hi(s) ein Lift von g mit
Anfangspunkt H,(0) = §(0). Aus der Eindeutigkeitsaussage in Korollar 11.3.6
schliefen wir H, = §. Also ist H eine Homotopie relativ Endpunkten von Hy = f
nach H; = §. 0

Es sei p: X — X eine Uberlagerung, zo € X und es bezeichne Foy = p Y(z0)
die Faser iiber xy. Wir erhalten eine Abbildung

Fry x m(X,20) = Fop, (&, [f]) = & [f]:= fz(1) (IL.3)
wobei f; : I — X den eindeutigen Lift von f mit Anfangspunkt fx(O) =T
bezeichnet, vgl. Korollar 11.3.6. Beachte, dass dies nach Korollar I1.3.7 tatséchlich

wohldefiniert ist, denn der Endpunkt fi(l) héngt nur von der Homotopieklasse
von f ab.

11.3.8. PROPOSITION. Istp : X — X eine Uberlagerung und zo € X, dann de-
finiert die Abbildung (11.3) eine Rechtswirkung der Fundamentalgruppe m (X, o)
auf der Faser F,, = p~ (o). Diese Wirkung kommutiert mit der Linkswirkung
der Gruppe der Decktransformationen Deck(X), dh. p(z - 0) = @(Z) - o fiir alle
¢ € Deck(X), & € F, und o € (X, x). Fiir wegzusammenhingendes X ist die
Rechtswirkung (11.3) transitiv.

BeEwEis. Da das neutrale Element 1 € (X, z¢) durch die konstante Schleife
cx, Teprasentiert wird, gilt offensichtlich -1 = 2 fiir jedes 7 € FgﬁO Sind f und g

zwei Schleifen bei xy und & € F,, so folgt (f g) fng fxgx 7], und daher
z-([fllg]) = 2-[f9) = (f9):(1) = (fsgz1n1) (1) = Gap)(1) = (f- [/])-1g]. Dies zeigt,
dass (IL.3) tatséchlich eine Rechtswirkung auf [, definiert. Ist ¢ € Deck(X)
eine Decktransformation so gilt ¢ o f; = fso und wir erhalten ¢(z - [f]) =

o(f(1)) = (po f2)(1) = fom (1) = () - [f], also kommutiert die Rechtswirkung
von 71(X, xo) mit der Linkswirkung der Decktransformationen. Zur Transitivitit:
Ist X wegzusammenhéngend, so finden wir zu zwei gegebenen Punkten T, 7, €
F,, einen Weg f mit f(0) = &, und f(1) = Z;. Da p(iy) = xo = p(Z) ist
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f := po f eine Schleife bei z, und definiert daher ein Element [f] € 71 (X, z).
Nach Konstruktion ist Zg - [f] = #1, die Wirkung also transitiv. O

Unter einer punktierte Uberlagerung verstehen wir eine Abbildung punktier-
ter Riaume p : (X, %) — (X, z0) deren zugrundeliegende Abbildung p: X — X

eine Uberlagerung ist. Punktierte Uberlagerun- 0

gen werden auch Uberlagerung mit Basispunkt (X, Z0) (Y, %)
genannt. Unter einem [somorphismus zwischen /

zwei punktierten Uberlagerungen p : (X ,Tg) — ? !

(X, x0) und ¢ : (Y, o) — (X, xo) verstehen wir (X, 20)

einen Homéomorphismus punktierter Riaume ¢ : (X, %) — (Y, o) mit gop = p.
Existiert so ein Isomorphismus, dann nennen wir die beiden punktierten Uberla-
gerungen isomorph.

I1.3.9. DEFINITION (Charakteristische Untergruppe). Unter der charakteristi-
sche Untergruppe einer punktierten Uberlagerung p : (X, Zo) — (X, xo) verstehen
wir die Untergruppe img(p.) = p.(m1 (X, Zg)) von m1 (X, xo).

I1.3.10. BEMERKUNG. Sind p : (X, &) — (X, z0) und ¢ : (Y, 5) — (X, )
zwei isomorphe punktierte Uberlagerungen, dann stimmen ihre charakteristi-
schen Untergruppen iiberein, denn ist ¢ : (X, %) — (Y, 7o) ein Isomorphimus
punktierter Uberlagerungen, dann folgt p,(m (X, %0)) = (q o @) (71 (X, %)) =
q: (s (m (X, o)) = ¢ (m1 (Y, §o)), siche Proposition 1.6.2.

I1.3.11. PROPOSITION. FEs seip: (X, %) — (X, x0) eine punktierte Uberlage-
rung und es bezeichne Fy, := p~'(xq) die Faser iiber xy. Dann gilt:

(i) Der Homomorphismus p, : (X, To) — m (X, xo) ist injektiv, die cha-
rakteristische Untergruppe p,(m (X, Zg)) daher zu (X, Zg) isomorph.
(i) Fiir eine Schleife f bei zo gilt [f] € p.(71(X, Z0)) genau dann, wenn sie
sich zu einer Schleife bei To liften lisst, dh. f;;o(l) = Zg.
(iii) Die Isotropiegruppe von To beziglich der Rechtswirkung (I11.3) stimmt
mit der charakteristischen Untergruppe p. (i (X, &) tberein. Wir er-
halten daher eine injektive Abbildung

(X, 20)/ps (M1 (X, o)) — Fiy, o Iy -0, (11.4)

wobei 7 (X, x0)/pe(m1(X, &0)) die Menge der Rechtsnebenklassen be-
zeichnet. . .
(iv) Fir o € m (X, z) gilt p.(m (X, Zo - 0)) = 0 (pu(m(X, Z0)))o.

Ist dariberhinaus X wegzusammenhingend, dann gilt weiters:
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(v) Die Abbildung (11.4) ist eine Bijektion. Die Bldtterzahl von p stimmt
daher mit dem Index'®der charakteristischen Untergruppe p*(m(X', Z9))
in m (X, o) dberein.

(vi) Fir zo, 2, € Fy, sind die charakteristischen Untergruppen p.(m (X, Zo))
und p,(m1(X, 1)) konjugiert?® in m (X, o).

(vil) Jede zu p,(mi(X, %)) konjugierte Untergruppe in m (X, o) ist von der
Form p,(m(X, %)) fiir einen geeigneten Punkt &y € Fy,.

(vii) Die Gleichung ¢(io) = Zo - ®(), ¢ € Deck(X), definiert einen injekti-
ven Gruppenhomomorphismus

® : Deck(X) — No (x.00) (0 (1 (X, %0))) /pi (11 (X, F0)). (IL.5)

BEWEIS. Die Aussagen (i) und (ii) folgen sofort aus Korollar I1.3.7. Ad (iii):
Aus (ii) sehen wir, dass die Isotropiegruppe von Z mit der charakteristischen
Untergruppe p, (71 (X, &)) iibereinstimmt. Es folgt daher i - 01 = & - 0y <
To - (0'102_1) =Ty & 010'2_1 & p*(m(X fo)) <~ p*(m(X 530))01 = p*(ﬂl(X,fo))O'Q.
Dies zeigt, dass (I1.4) wohldefiniert und injektiv ist. Ad (iv): Sei f eine Schleife
bei x die o représentiert, und f : I — X ihr Lift mit Anfangspunk f(0) = Z.
Nach Definition ist dann Z, - ¢ = f(1). Nach Proposition 1.3.5 gilt m (X, &) =

Br(mi(X,Z-0)). Es folgt p.(m (X, &o)) = p*(ﬁf(ﬂl(X Fo-0))) = o (p(m (X, Fo-
0)))o~" und damit die Behauptung. Sei nun X wegzusammenhiingend. Nach
Proposition 11.3.8 ist dann die Rechtswirkung von (X, x¢) auf F,, transitiv,
daher (II.4) surjektiv, woraus nun (v) folgt. Aus der Transitivitit der Wir-
kung von m (X, zo) auf F,, zusammen mit (iv) folgt (vi). Auch (vii) folgt so-
fort aus (iv). Wenden wir uns schlieBlich (viii) zu. Sei ¢ € Deck(X). Wegen
der Transitivitdt der Wirkung von 7 (X, zo) auf F,, existiert o € m; (X, o) mit
©(Tg) = Ty - 0. Aus (iv) erhalten wir p*(m(X ©(i0)) = o p.(m(X,%0))0,

nach Bemerkung 11.3.10 gilt aber auch p, (7, (X, ¢(&0))) = ps(m (X, Zo)). Es folgt
o pu(mi(X,70))o = pu(mi(X,30)), also 0 € Ny (x.u) (p+(m1(X,30))). Zusam-
men mit (v) sehen wir daher, dass (%) = T - ®(¢) tatsichlich eine Abbildung
® : Deck(X) — Nz (X.,20) (p*(m(X Z9)) )/p*(m(f(,jo)) definiert. Diese ist injek-
tiv, denn die Wirkung von Deck(X) auf F,, ist frei, siehe Proposition II.3.2. Nach
Proposition 11.3.8 kommutieren die Wirkungen von Deck(X) und (X, zo) auf

der Faser F,. Daher ist Z- ®(po)) = (po1))(Zo) = ¢(To-P(¥)) = @(To) - P(¢) =

Bst G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe, dann wird die Kardinalzahl 4(G/H)
der Indexr von H in G genannt. Der Index einer Untergruppe ist daher die Anzahl der Links-
nebenklassen von H, und dies stimmt mit der Anzahl ihrer Rechtsnebenklassen {iberein.

20Zwei Untergruppen H; und Hs einer Gruppe G werden konjugiert genannt, falls ¢ € G mit
gH g~ = H, existiert. Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Untergruppen
von G.

2Hst G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe, dann heiBt Ng(H) := {9 € G:
gHg™ ' = H} der Normalisator von H in G. Dies ist die grofite Untergruppe von G, die H als
Normalteiler enthélt.



I1.4. LIFTEN VON ABBILDUNGEN 67

(70 B()) - B() = Fo - (B(2)B(¥)), also B(p 0 1) = B(p)@(). Damit ist auch
die Homomorphismuseigenschaft von ® gezeigt. O

I1.4. Liften von Abbildungen. Unter schwachen Zusammenhangsvoraus-
setzungen erlaubt die charakteristische Untergruppe eine vollstdndige Losung
des Liftungsproblems. Wir bendétigen hierfiir den folgenden Zusammenhangsbe-
griff. Ein topologischer Raum X heifit lokal wegzusammenhdngend, falls zu jedem
Punkt z € X und jeder Umgebung U von z, eine wegzusammenhingende Um-
gebung V von z mit V C U existiert. In anderen Worten, jeder Punkt in z € X
besitzt eine Umgebungsbasis aus wegzusammenhéngenden Umgebungen. Ist X
lokal wegzusammenhéngend und U eine offene Umgebung von x € X, dann bil-
den die Punkte in U die sich durch einen Weg in U mit x verbinden lassen
eine offene wegzusammenhédngende Umgebung von z. In einem lokal wegzusam-
menhédngenden Raum besitzt daher jeder Punkt sogar eine Umgebungsbasis aus
offenen wegzusammenhéngenden Umgebungen.

[1.4.1. BEMERKUNG. FEin lokal wegzusammenhégender Raum ist genau dann
wegzusammenhéngend wenn er zusammenhéngend ist. Dies folgt aus der Tatsa-
che, dass in einem lokal wegzusammenhéngenden Raum die Wegzusammenhangs-
komponenten offen und daher auch abgeschlossen sind.

11.4.2. BEMERKUNG. Fiir eine Uberlqgerung p: X — X gilt: X ist genau
dann lokal wegzusammenhéngend wenn X lokal wegzusammenhéngend ist. Dies
folgt aus der Tatsache, dass p ein lokaler HomGomorphismus ist.

[1.4.3. BEISPIEL. Jeder lokal kontrahierbare Raum ist lokal wegzusammen-
héngend. Dabei heifit ein topologischer Raum [lokal kontrahierbar, wenn jeder
Punkt eine Umgebungsbasis kontrahierbarer Umgebungen besitzt, dh. zu jedem
Punkt z und jeder Umgebung U von z existiert eine kontrahierbare Umgebung V'
von x mit V C U. Etwa sind topologische Mannigfaltigkeiten offensichtlich lokal
kontrahierbar und damit auch lokal wegzusammenhéngend.

I1.4.4. BEISPIEL. Bezeichne Z := {0} U{: : n € N} C R und betrachte
X = (I x{0}) U (Z x I). Der Raum X ist wegzusammenhéngend, aber nicht
lokal wegzusammenhéngend. Keiner der Punkte (0,y) € X, y € (0, 1], besitzt
eine Basis aus wegzusammenhéngenden Umgebungen.

I1.4.5. SaTz (Liftungskriterium). Es seip : (X, o) — (X, x0) eine punktierte
Uberlagerung und (Y, yo) ein zusammenhdngender, lokal wegzusammenhdngender
punktierter Raum. Fine Abbildung punktierter Riume f : (Y, yo) — (X, x0) ldsst
sich genau dann zu einer Abbildung punktierter Riume f = (Y,yo) — (X, &)
liften, wenn f.(m1(Y,v0)) in der charakteristischen Untergruppe von p enthalten
ist, dh. wenn gilt f.(m(Y,v0)) C pu(m(X,%0)). In diesem Fall ist der Lift f

eindeutig.
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BEWEIS. Die Bedingung ist offensichtlich notwendig, denn ist f : (Y,y) —
(X, &) ein Lift von f, dann erhalten wir f.(m(Y,50)) = (po f)u(m(Y,10)) =
p(fo(m (Y, 10)) C pu(mi(X, &)). Die Eindeutigkeit des Lifts folgt aus Propositi-
on I.3.1. Nun zur Konstruktion von f . Da'Y wegzusammenhéngend ist, siche Be-
merkung I1.4.1, existiert zu jedem Punkt y € Y ein Weg o : I — Y von ¢(0) = g,
nach o(1) = y. Es ist dann f oo ein Weg in X mit Anfangspunkt (fo0)(0) = xo.
Nach Korollar I1.3.6 lasst sich dieser Weg {iber p zu einem Weg JQ—(/T mit An-
fangspunkt (ffc\)/a)(O) = i liften. Wir setzen f(y) := (f/<\>77)(1) und tiberzeugen
uns zundchst davon, dass dies wohldefiniert, dh. unabhéngig von der Wahl von
o ist. Ist 7 ein weiterer Weg von yo nach y, dann ist f o (o7) = (foo)(foT)
eine Schleife bei g, die sich wegen f.(m(Y,y0)) C p*(m(f( ,Zo)) und Propositi-
on I1.3.11(ii) zu einer Schleife bei Z liften ldsst. Es miissen daher die Endpunkte
von f/C\D_;' und ]75/7' tibereinstimmen, (J??)Tj)( 1) = (f OT)( ), und damit ist f
wohldefiniert. Offensichtlich gilt po f = f und f (yo) = Zo- Es bleibt noch die
Stetigkeit von f zu verifizieren. Sei dazu y € Y und U eine offene Umgebung von
f (y), sodass U := 7r(U ) offen und p|; : U — U ein Homdomorphismus ist. Da f
stetig und Y lokal wegzusammenhéngend ist, existiert eine wegzusammenhéngen-
de Umgebung V' von y mit f(V) C U. Es geniigt zu zeigen f( ) C U. Sei dazu
v € V und a ein Weg in V' von y nach v. Dann ist ca ein Weg von 3y nach v, und
(m)((ph]) Yo foa) der Lift des Weges fo(oa) mit Anfangspunkt Z,. Nach De-

finition von f gilt daher f(v) = ((Foo)(plg) "o foa))(1) = (plg) " (F(v) € U.
Dies zeigt f(V) C U, also ist f stetig. O

[1.4.6. BEMERKUNG. Da p, : m (X,i:o) — m (X, x9) injektiv ist, sieche Propo-
sition I1.3.11(i), ist die Bedingung in Satz I1.4.5 dquivalent zu der Forderung, dass
sich der Homomorphismus f, : 7 (Y, y0) — m1 (X, o) tiber p, zu einem Homomor-
phismus \ : m (Y, y0) — w1 (X, &) liften lisst, dh. p, o A = f,. Das geometrische
Liftungsproblem lésst sich daher genau dann 16sen, wenn das entsprechende al-
gebraische Problem l6sebar ist:

(X7fo) m (X, Zo)
3 7
/f/ ip — /HA/ - ip*
¢ N TS
(Y> 3/0) (X 550) 7T1(Y, yo) - 7T1(X> 950)

I1.4.7. BEISPIEL. Fiirn > 2 und k € Ngilt [S", T*] = 0, dh. je zwei stetige Ab-
bildung S™ — T* sind homotop. Seien dazu f,g: S® — T* stetig. Betrachte die
Uberlagerung p : R¥ — T* aus Beispiel 11.2.5. Da S™ einfach zusammenhéngend
ist, folgt aus Satz 11.4.5 die Existenz stetiger Abbildungen f,§ : S” — R¥ mit
pof=fund po§=g. Da R* kontrahierbar ist, sind f und § homotop. Damit
miissen auch f und g homotop sein.
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I1.4.8. BEISPIEL. Fiir n > 2 und k € N gilt [RP", T*] = 0, dh. je zwei stetige
Abbildungen RP"™ — T* sind homotop. Wir betrachten wieder die Uberlagerung
p: RF — T Da 7 (RP") & Z,, siehe Beispiel 1.9.16, und 7 (T*) = Z*, siche
Beispiel 1.7.7, ist jeder Homomorphismus 71 (RP") — 71 (T*) trivial. Sind also
f.g : RP" — T* stetig, dann existieren f,§ : RP" — ]Rf“ mit po f = f und

po § = g, siche Satz 11.4.5. Da R* kontrahierbar ist, sind f und § homotop, also
miissen auch f und g homotop sein.

Wir nennen eine Uberlagerung p : X — X (weg)zusammenhéingend, falls X
(weg)zusammenhingend ist. Als stetiges Bild von X muss dann auch X (weg)zu-
sammenhéngend sein. Wenn wir im Folgenden von einer zusammenhéngenden
Uberlagerung p : X — X eines lokal wegzusammenhéngenden Raumes X spre-
chen dann impliziert dies, dass X und X beide wegzusammenhiingend und lokal
wegzusammenhéngend sind, siehe die Bemerkungen I1.4.1 und 11.4.2.

11.4.9. KOROLLAR. Zwei zusammenhingende punktierte Uberlagerungen ei-
nes lokal wegzusammenhdngenden punktierten Raums sind genau dann isomorph,
wenn thre charakteristischen Untergruppen tbereinstimmen. In diesem Fall gibt
es genau einen Isomorphismus punktierter Uberlagerungen zwischen ihnen.

BEWEIS. Seien ¢ : (Y, 7)) — (X, xo) und p : (X, %) — (X, z0) zwei zusam-
menhéingende Uberlagerungen von X. Existiert ein Isomorphismus punktierter
Uberlagerungen ¢ : (Y, ) — (X, %), dann miissen die charakteristischen Un-
tergruppen iibereinstimmen, siche Bemerkung I1.3.10. Da der Isomorphismus ¢
als Lift der Abbildung g {iber p interpretiert werden kann, folgt die Eindeutig-
keit des Isomorphismus aus Proposition I1.3.1. Ist andererseits p.(m (X, Zg)) =
¢ (m (Y, §o)) dann folgt aus Satz I1.4.5, dass 5
p und g zu Abbildungen punktierter Rdume ( < 7 R )
p: (X,2) — (Y,9) und ¢ : (Y,%) — o)

(X, Zo) gelifted werden konnen: Es ist dann \ /

q__l o p ein Automorphismus der punktierten (X,

Uberlagerung p, und wegen der Eindeutig- 0)

keit solcher Automorphismen, siche Proposition I1.3.1, muss ' op = id; gelten.
Ebenso folgt p~! o ¢ = idy. Also ist p ein Homdomorphismus und damit der

gesuchte Isomorphismus punktierter Uberlagerungen. U

[1.4.10. KOROLLAR. Fs sei X ein einfach zusammenhdngender und lokal weg-
zusammenhdngender Raum. Dann ist jede zusammenhingende Uberlagerung von
X zu der trivialen ein-blittrigen Uberlagerung idx : X — X isomorph. Weiters
ist jede Uberlagerung von X trivial.

BEWEIS. Die erste Aussage folgt sofort aus Korollar I1.4.9. Seinun p : X — X
eine nicht notwendigerweise zusammenhéngende Uberlagerung Es bezeichnen
X\, A e A, die Wegzusammenhangskomponenten von X und py = = %) X, —
X. Aus dem Wegzusammenhang von X und Korollar 11.3.6 folgt, dass jedes
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: X, — X surjektiv ist. Ist U eine wegzusammenhingende offene Teilmenge
dle von p gleichmiBig tiberlagert wird, dann wird diese auch von py gleichméBig
iiberlagert. Also ist jedes py : Xy — X eine zusammenhéngende Uberlagerung,
und daher ein Homéomorphismus. Es folgt X 2 X x A, also ist p : X — X eine
triviale Uberlagerung. 0J

I1.4.11. KOROLLAR. Es seip : X — X eine zusammenhingende Uberlage-
rung eines lokal wegzusammenhdngenden Raumes X. Weiters seien xq € X und
To,T1 € Fyy = p~'(x0). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Es existiert eine Decktransformation ¢ € Deck(X) mit o(Zo) = 1.
(i) Die Untergruppen p,(m(X,%o)) und p,(m (X, &) stimmen iberein.
(iii) Fir ein (und dann jedes) o € m (X, x9) mit Tog -0 = 1 gilt 0 €
Nﬂ1(X,x0)(p*(W1(X7j0)))' B N R
(iv) Fir einen (und dann jeden) Weg f : I — X von &g nach Z; liegt [po f]
im Normalisator Ny, (x z0) (p+(m1(X, 70))).
(V) Zu jeder Schleife f bei & existiert eine Schleife § bei &y mit po f = pog.

BEWEIS. Die Aquivalenz (i)<(ii) folgt aus Korollar 11.4.9, denn eine Deck-
transformation mit (&) = Z ist ein Isomorphismus punktierter Uberlagerungen
¢ : (X, &) — (X, #). Die Aquivalenz (i)« (iii) folgt aus Proposition I1.3.11(iv).
Die Aquivalenz (iii)<(iv) ist offensichtlich. Die Aquivalenz (ii)«<(v) folgt aus
Proposition I1.3.11(ii). O

I1.4.12. KOROLLAR. FEs sei p : (X, %) — (X,x0) eine zusammenhingende
punktierte Uberlagerung eines lokal wegzusammenhdingenden Raumes X. Dann
ist (I1.5) ein Isomorphismus von Gruppen,

Deck(X) 2 Ny, (x,20) (P (11 (X, 0))) /o (w1 (X, &)

BeweEIs. Nach Proposition I1.3.11(viii) bleibt nur die Surjektivitdt des Ho-
momorphsimus ® : Deck(X) — Ny, (x,20) (p*(m(X Zg)) )/p*(m(f(,io)) zu zeigen.
Sei also 0 € Ny, (x.z0) (P (1 (X, Zo))). Nach Korollar 11.4.11 existiert eine Deck-
transformation ¢ mit ¢(Zg) = o - 0. Es folgt ®(¢) = o, also ist ® surjektiv. O

I1.5. Normale Uberlagerungen. Normale Uberlagerungen sind Uberlage-
rungen mit maximaler Symmetrie. Genauer haben wir folgende Definition. Eine
Uberlagerung p : X — X heiBt normal, wenn fiir je zwei Punkte %, 7 € X
mit p(Zo) = p(#1) eine Decktransformation ¢ € Deck(X) mit ¢(ig) = &, exi-
stiert. Eine Uberlagerung ist also genau dann normal, wenn die Gruppe der
Decktransformationen auf jeder Faser transitiv wirkt. Normale Uberlagerungen
werden manchmal auch als reguldre Uberlagerungen bezeichnet.

I1.5.1. PROPOSITION. Fir eine zusammenhingende Uberlagerung p : X — X
eines lokal wegzusammenhdngenden Raumes X sind dquivalent:

(i) p: X — X ist eine normale Uberlagerung.
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(ii) Fir einen (und dann jeden) Punkt xo € X wirkt die Gruppe der Deck-
transformationen Deck(X) transitiv auf der Faser F,, = p~'(zo).
(iii) Fir einen (und dann jeden) Punkt &y € X ist die charakteristische
Untergruppe p.(m (X o)) ein Normalteiler von m (X, p(Zo)).
(iv) Zu jeder Schleife f in X und jedem Punkt 7 € X mit p(i1) = p(f(0))
existiert eine Schieife § bei &1 mit pog=po f.
In diesem Fall gilt weiters Deck(X) = m (X, p(&0))/pemi(X, &), fiir jedes 7 €
X, und die Blitterzahl von p stimmt mit der Ordnung von Deck(X) iiberein.

BeEwES. In der Aquivalenz (i)<(ii) ist nur zu zeigen, dass wenn Deck(X)
auf der Faser F,, transitiv wirkt dies dann auch fiir jede andere Faser gilt. Sei-
en dazu g und g; mit p(go) = p(y1) und Ty € F,, beliebig. Wihle einen Weg
fo : I — X von fo(0) = §p nach fo(1) = &,. Weiters bezeichne f; : I — X
den eindeutigen Weg mit po f; = po fo und f1(0) = #;, siche Korollar I1.3.6.
Es ist dann auch z; := fl(l) € F,,, nach Voraussetzung existiert daher ei-
ne Decktransformation ¢ mit ¢(Z9) = Z;. Aus der Eindeutigkeitsaussage in
Proposition 11.3.1 folgt ¢ o fo = fl, denn beide Wege liften den Weg p o fg
und sie haben denselben Endpunkt (¢ o fo)(1) = # = fi(1). Dann gilt aber
auch ¢(go) = (p o f0)(0) = f1(0) = §;. Nun zur Implikation (ii)=-(iii): Sei
Fo € X, x9 = p(Zo) und o € m(X,x0). Da die Wirkung der Decktransfor-
mationen auf Fj,, transitiv ist, existiert ¢ € Deck(X) mit ¢(Zy) = & - o.
Nach Korollar 11.4.11 ist daher o € Ny (x40 (p*(m(f(,jo))). Da dies fiir alle
o € m(X,x) gilt muss p.(m (X, 7)) ein Normalteiler von 7 (X, ) sein. Ad
(iii)=(ii): Seien also Zg, & € Fy,. Nach Proposition 11.3.8 existiert o € m (X, xo)
mit &y - 0 = &;. Da p,(m (X, %)) ein Normalteiler von (X, x) ist, gilt ins-
besondere 0 € Ny, (x00)( *<7T1(X,i‘o))). Nach Korollar II.4.11 existiert daher
¢ € Deck(X) mit ¢(#y) = #;. Also wirkt Deck(X) transitiv auf F,,. Schlief-
lich folgt die Aquivalenz (iv)<(ii) aus Korollar 11.4.11. Ist nun p normal und
Zo € X, dann folgt aus Korollar 11.4.12 Deck(X) = m (X, p(Z0))/p.m1(X, Zo),
denn ./\fm (X (o)) (P (1 (X,xo))) = m(X,p(Zg)) da die charakteristische Unter-
gruppe ein Normalteiler ist. Schlieflich ist Deck(X) — p(io), P (o), bijek-
tiv, denn Deck(X) wirkt frei und transitiv auf Fy(zy)- Also stimmt die Blétterzahl
mit der Ordnung von Deck(X) iiberein. O

11.5.2. BEISPIEL. Jede zusammenhingende Uberlagerung eines lokal wegzu-
sammenhingenden Raums mit abelscher Fundamentalgruppe ist eine normale
Uberlagerung, siehe Proposition I1.5.1, denn Untergruppen abelscher Gruppen
sind stets Normalteiler.

I1.5.3. BEISPIEL. Betrachte die normale Uberlagerung p : S* — S, p(2) :=
2", n € N. Thre charakteristische Untergruppe ist nZ C Z = 7;(S'). Aus Propo-
sition 11.5.1 folgt daher Deck(p) = Z/nZ = Zy,.
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I1.5.4. BEISPIEL. Jede einfach zusammenhéngende Uberlagerung p : X —
X eines lokal wegzusammenhéngenden Raums X ist normal, denn die triviale

Untergruppe ist stets ein Normalteiler. In diesem Fall gilt weiters Deck(X) =
m1(X), siehe Proposition I1.5.1.

I1.5.5. BEIsPIEL. Wirkt eine diskrete Gruppe G strikt diskontinuierlich von
links auf einem topologischen Raum X, dann ist die Orbitprojektion p : X —
X/G eine normale Uberlagerung, siche Proposition 11.2.3. Ist X zusammenhin-
gend, dann ist der Homomorphismus G' — Deck(p), g — A, ein Isomorphismus.
Ist ndmlich ¢ eine Decktransformation, € X beliebig und g € G mit p(z) = gz,
dann folgt aus Proposition I1.3.2 schon ¢ = A,. Ist dariiberhinaus X lokal wegzu-
sammenhédmgend, dann gilt G = Deck(p) = m(X/G, p(x0))/p«(m1(X, 20)) fiir je-
des zo € X, siehe Proposition I1.5.1. Ist schliefSlich X einfach zusammenhéngend,
dann folgt G = Deck(p) = m(X/G).

I1.5.6. BEISPIEL. Betrachten wir die Uberlagerung p : S* — S"/Z, = RP",
n > 2, aus Beispiel I1.2.7, so erhalten wir m (RP™) = Deck(p) = Z,, siche Bei-
spiel I1.5.5.

I1.5.7. BEISPIEL. Betrachte wir die Uberlagerung p : "' — S§2"=1/7,
L(p;qi,--.,qn),n > 2, aus Beispiel I1.2.8, dann erhalten wir (L(p; qi, .. - ,qn))
Deck(p) = Z,, siche Beispiel I1.5.5.

11.5.8. BEISPIEL. Betrachte wir die Uberlagerung p : R" — R™/Z™ = T™ aus
siehe Beispiel 11.2.5, so erhalten wir 71 (7") = Deck(p) = Z", siehe Beispiel 11.5.5.

11.5.9. BEISPIEL. Betrachten wir die Uberlagerung p: R? — R?/(ZxZ) = K
aus Beispiel 11.2.9, so erhalten wir m; (K) = Deck(p) = Z x Z, siche Beispiel 11.5.5.

I1.5.10. BEISPIEL. Es bezeichne A : S — S3 die Antipodalabbildung, A(z) :=
—x. Die Abbildung A x A : 83 x S? — S x S3 definiert eine freie Z,-Wirkung auf
53 x $3. Aus Aufgabe 23 folgt (93 x S3)/Z, = SO,. Mit Hilfe von Beispiel 11.5.5
erhalten wir daher m;(SOy) & Z,.

[Pl

I1.6. Konstruktion von Uberlagerungen. Sei (X, z() ein zusammenhén-
gender und lokal wegzusammenhéngender punktierter Raum. Wir haben im letz-
ten Abschnitt gesehen, dass zusammenhéngende punktierte Uberlagerungen von
(X, xo), bis auf Isomorphie, durch ihre charakteristische Untergruppe bestimmt
sind, siche Korollar I1.4.9. Es stellt sich nun die Frage, ob jede Untergruppe von
m1 (X, xg) als charakteristische Untergruppe einer punktierten Uberlagerung von
(X, o) auftritt. Beispielsweise ist m1 (X, o) die charakteristische Untergruppe der
trivialen Uberlagerung idyx : (X,z¢) — (X, 20). Das andere Extrem wire eine
Uberlagerung p : (X ,Zo) — (X, z0) mit trivialer charakteristischer Untergrup-
pe. Da p, : m (X, %) — m (X, xo) stets injektiv ist, siche Proposition I11.3.11(i),
ist dies genau dann der Fall wenn X einfach zusammenhingend ist. Eine solche
Uberlagerung wird universell genannt.
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I1.6.1. DEFINITION (Universelle Uberlagerung). Eine Uberlagerung p : X —
X eines zusammenhéngenden und lokal wegzusammenhéngenden Raums X wird
universell genannt, falls X einfach zusammenhéngend ist.

[1.6.2. BEMERKUNG. Ein zusammenhédngender und lokal wegzusammenhé&n-
gender Raum besitzt, bis auf Isomorphie, hichstens eine universelle Uberlagerung
X — X, siehe Korollar 11.4.9. Wir sprechen daher von der universellen Uberla-
gerung. Eine weitere schwache Zusammenhangseigenschaft der Basis stellt die
Existenz einer universellen Uberlagerungen sicher, siehe Satz 11.6.9 unten. Uni-

verselle Uberlagerungen sind stets normal, und es gilt Deck(X) 2 m;(X), siehe
Beispiel 11.5.4.

I1.6.3. BEISPIEL. Die Abbildung R — S! aus Beispiel 11.2.4 ist die univer-
selle Uberlagerung des Kreises. Ebenso ist R” — T, siehe Beispiel 11.2.5, die
universelle Uberlagerung des Torus. Die Quotientenabbildung S — RP" aus
Beispiel 11.2.7, ist die universelle Uberlagerung des projektiven Raums, n > 2.
Ebenso ist die Quotientenabbildung S?"~! — L(p;q, - . ., q,), siche Beispiel I1.2.8,
die universelle Uberlagerung des Linsenraums, n > 2. Die Abbildung R? —
R?/(Zx7Z) = K aus Beispiel 11.2.9 ist die universelle Uberlagerung der Kleinschen
Flasche. Die Abbildung S® — SOj3 aus Aufgabe 18 ist die universelle Uberlage-
rung von SOj3. Die Abbildung S®x S? — SO, aus Beispiel I1.5.10 ist die universelle
Uberlagerung von SOy.

I1.6.4. BEMERKUNG. Es sei p : (X, %) — (X, z0) eine punktierte univer-
selle Uberlagerung eines lokal wegzusammenhiéingenden Raums X. Weiters sei
H C m(X,z) eine Untergruppe. Es bezeichne ® : Deck(X) — m (X, z0) den
durch ¢(Zg) = Ty - P(¢) gegebenen Isomorphismus. Dann definiert h - & :=
®~1(h) (&) eine strikt diskontinuierlich Linkswirkung von H auf X, siche Pro-
position I1.3.2. Also ist die Orbitprojektion p : (X, &o) — (X /H, o) eine (univer-
selle) Uberlagerung, wobei gy := p(&0), siche Proposition I1.2.3. Die Abbildung
p faktorisiert zu einer surjektiven stetigen Abbildung -

q: (X,/vao) — (X, ), dh. g op = p. Dieses ¢ ist (X,20)

P
eine Uberlagerung, denn jede wegzusammenhingen- \
de offene Teilmenge U C X die von p gleichmifig P (X /H, i)
iiberlagert wird, wird auch von ¢ gleichméaBig {iber- /

q

lagert. Fiir die charakteristische Untergruppe von ¢ (X, 20)
gilt q.(m (X /H,§o)) = H. Betrachte dazu eine Schlei- o

fe f : 1 — X bei 2y und ihren Lift f : I — X mit f(0) = Z. Dann ist
pof:I— X/H der Lift von f iiber ¢ mit Anfangspunkt (5o f)(0) = . Dieser
Lift ist genau dann geschlossen, wenn &g - [f] = f(1) € 5~ (go) = H - &g = & - H
liegt, und dies ist genau dann der Fall wenn [f] € H, denn die Rechtswirkung
von (X, z0) auf Fj, ist frei wegen des einfachen Zusammenhangs von X. Aus
Proposition I1.3.11(ii) folgt daher die Behauptung iiber die charakteristische Un-
tergruppe von q.
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I11.6.5. PROPOSITION (Universalitiit der universellen Uberlagerung). Es sei
p: (X, — (X,z0) eine punktierte universelle Uberlagerung des lokal weg-
zusammenhingenden Raumes X, und es sei q = (Y, 90) — (X, z) eine weitere
zusammenhdingende Uberlagerung. Dann existiert genau eine Abbildung punktier-
ter Riume p: (X, 7o) — (Y, i) mit gop = p, und diese ist eine Uberlagerung.

BEWEIS. Es beizeichne H = ¢.(m1(9,%0)) C m1(X,x¢) die charakteristische
Untergruppe von ¢. Nach Korollar 11.4.9 ist ¢ zu der punktierten Uberlagerung
(X/H, o) — (X, xy) aus Bemerkung I1.6.4 isomorph. O.B.d.A. diirfen wir daher
Y = X/H annehmen. Die Orbitprojektion p : X — X/H ist dann die gesuchte
Uberlagerung. O

Es sei p : X — X eine universelle Uberlagerung und z, € X. Dann existieren
g € Fy,, offene Umgebungen U von To und U von xg, sodass p|g : U—U
ein Homoéomorphismus ist. Die kanonische Inklusion ¢ : U — X lédsst sich dann
als Komposition ¢ = p o (p|g) " schreiben. Aus 7,(X, %)) = 0 folgt nun, dass
te = pso((plg) ')« der triviale Homomorphismus sein muss. Ein Raum kann daher
nur dann eine universelle Uberlagerung besitzen wenn er folgende Eigenschaft hat:

I1.6.6. DEFINITION (Semilokal einfach zusammenhéngend). Ein topologischer
Raum X heift semilokal einfach zusammenhdngend, falls jeder Punkt zo € X
eine Umgebung U besitzt, sodass jede Schleife in U bei xg, in X nullhomotop
ist. In anderen Worten, die kanonische Inklusion U — X induziert den trivialen
Homomorphismus (U, z) — 71 (X, xp).

[1.6.7. BEMERKUNG. Jeder lokal kontrahierbare Raum ist semilokal einfach
zusammenhingend, vgl. Bemerkung I1.4.3. Insbesondere sind topologische Man-
nigfaltigkeiten semilokal einfach zusammenhéingend. Allgemeiner ist jeder lokal
einfach zusammenhéngende Raum auch semilokal einfach zusammenhéngend.
Dabei heifit ein Raum lokal einfach zusammenhéngend falls jeder Punkt eine Um-
gebungsbasis aus einfach zusammenhingenden Umgebungen besitzt. Natiirlich
ist auch jeder einfach zusammenhéngende Raum semilokal einfach zusammen-
héngend.

I1.6.8. BEISPIEL. Der Teilraum X :=J, y{z € R? : |z — || = 2} von R? ist
nicht semilokal einfach zusammenhéngend, der Punkt 0 € X besitzt keine Umge-
bung U deren induzierter Homomorphismus 7 (U) — m1(X) trivial ist. Der Kegel
CX is kontrahierbar, also einfach zusammenhéngend und damit auch semilokal
einfach zusammenhéngend, er ist aber nicht lokal einfach zusammenhéngend.

11.6.9. SATZ (Universelle Uberlagerung). Es sei X ein zusammenhingender,
lokal wegzusammenhdngender und semilokal einfach zusammenhdngender Raum.
Dann existiert eine universelle Uberlagerung p : X — X.
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BEWEIS. Wir fixieren einen Basispunkt zo € X, und definieren X als die
Menge der Homotopieklassen relativ Endpunkten von Wegen in X mit Anfangs-
punkt xg,

X := {Wege ¢ : I — X mit Anfangspunkt (0) = 2}/ ~ .

Ist o ein Weg mit ¢(0) = zo, dann schreiben wir [o] € X fiir die von ihm
reprasentierte Aquivalenzklasse. Offensichtlich ist
p: X — X, p(lo]) = o(1) (IL.6)

eine wohldefinierte Abbildung, die wegen des Wegzusammenhangs von X auch
surjektiv ist. Als Basispunkt in X wihlen wir die Homotopieklasse des konstanten
Weges, Zg := [cy,]. Dann gilt p(Zo) = xo.

Ist [0] € X und U C X offen, dann definieren wir eine Teilmenge U[a] CX
durch

U = {[o7] € X : 7 ein Weg in U mit (1) = 7(0)}.
Wir versehen X mit der grébsten Topologie sodass alle diese Mengen U[U} offen
sind. Eine Abbildung f : Z — X ist also genau dann stetig, wenn fiir jede
der Mengen U[J] das Urbild f~'(Uj,) offen in Z ist. Fiir [o] € Uy N VJQ gilt
(0] € Wiy) € Ujyy) N Vigy), Wobei W := U NV, daher bilden die Mengen U, sogar

eine Basis der Topologie auf X.
Ist v ein Weg in X mit Anfangspunkt v(0) = xo, dann definiert

Fil—=X,  At):=[s s, (IL7)

einen Weg in X mit Anfangspunkt 4(0) = &, und Endpunkt 4(1) = [y]. Die
Stetigkeit von 7 lésst sich leicht mit Hilfe der obigen Beschreibung stetiger Ab-
bildungen nach X verifizieren. Weiters gilt offensichtlich p o 4 = =, also ist 4 ein
Lift von . Daraus folgt nun insbesondere, dass der Raum X wegzusammenhin-
gend ist, denn 4 verbindet den Basispunkt Zo mit [v].

Die Abbildung (IL.6) ist stetig, denn ist 0] € X und U C X offen mit
p([o]) € U, dann ist [o] € Uy, und Upy € p~ (V).

Wir zeigen als néchstes, dass p: X — X tatsiichlich eine Uberlagerung ist.
Sei dazu x € X. Da X lokal wegzusammenhéngend und semilokal einfach zusam-
menhéngend ist, existiert eine wegzusammenhéngende offene Umgebung U von
x mit der Eigenschaft, dass die Inklusion U — X den trivialen Homomorphismus
m(U,z) — 7 (X, z) induziert. Es bezeichne F, = p~*(x) C X, die Menge der
Homotopieklassen von Wegen von zy nach x. Dann gilt zunéchst

Uiy Uy = 0 falls [01] # [0o] € F. (IL.8)

Um dies einzusehen nehmen wir an es gilt U o1] N U 05) 7 0. Dann existieren zwei
Wege 7 und 75 in U mit Anfangspunkt 71(0) = = = 75(0), sodass o177 ~ 0979
relative Endpunkten in X. Da 7 (U,z) — m(X,x) trivial ist, gilt m7 ~ ¢,
relativ Endpunkten in X. Es folgt 01 ~ 01772 =~ 09 relative Endpunkten in X,
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also [01] = [09] € X. Dies zeigt (I1.8). Da U wegzusammenhéngend ist, folgt
sofort p~H(U) = Uojer, Ulo]- Es bleibt noch zu zeigen, dass fiir jedes [o] € F;

p|U[J] : U[a] — U (11.9)

ein Homoomorphismus ist. Wegen des Wegzusammenhangs von U ist (I1.9) sur-
jektiv. Aus der Trivialitdt von m(U,z) — m (X, x), folgt die Injektivitdt von
(IL.9). Da p stetig ist, bleibt blol noch zu zeigen, dass (I1.9) eine offene Abbil-
dung ist. Sei dazu [y] € Upj und W C Uy, offen mit [y] € W. Dann existiert
eine wegzusammenhéingende offene Umgebung V' von ~(1) mit f/[,y] C W. Fiir

diese gilt p(V},)) =V, also ist p(W) 2 V eine Umgebung von p([v]). Dies zeigt,
dass (I1.9) eine offene Abbildung, und damit ein Homéomorphismus ist. Daher
ist (I1.6) tatséchlich eine zusammenhéngende Uberlagerung.

SchlieBlich ist noch (X, &) = 0 zu verifizieren. Nach Proposition 11.3.11(i)
geniigt es p,(m (X, %)) = 0 zu iiberpriifen. Sei also 7 eine Schleife bei o mit
(7] € p.(m1 (X, &)). Nach Proposition I1.3.11(ii) ist der Lift ¥, siche (IL.7), ein
geschlossener Weg, dh. (1) = Zo. Da §(1) = [y], bedeutet dies aber gerade, dass
[v] = 1 € (X, z0). Also ist jedes Element in p,(m (X, &) trivial und daher
p.(m1(X, %)) = 0. Damit ist der Beweis des Satzes vollstindig. O

11.6.10. KOROLLAR. Es sei (X, xg) ein zusammenhdngender, lokal wegzusam-
menhdngender, semilokal einfach zusammenhdingender punktierter Raum, und
H C m(X,z0) eine Untergruppe. Dann existiert eine zusammenhdingende punk-
tierte Uberlagerung p : (X, &) — (X,x0) mit charakteristischer Untergruppe
p*(m(X,a?o)) =H.

BEWEIS. Dies folgt aus Satz I11.6.9 und Bemerkung 11.6.4. U

Aus Korollar IT.4.9 und Korollar I1.6.10 erhalten wir nun folgende vollsténdige
Klassifikation der zusammenhéngenden punktierten Uberlagerungen eines hinrei-
chend zusammenhéngenden punktierten Raums.

I1.6.11. KOROLLAR (Klassifikation punktierter Uberlagerungen). Sei (X, z)
ein zusammenhdngender, lokal wegzusammenhdngender und semilokal einfach zu-
sammenhdngender punktierter Raum. Die Korrespondenz die jeder zusammen-
hingenden punktierten Uberlagerung von (X, xq) ihre charakteristische Unter-
gruppe zuordnet, definiert eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen zu-
sammenhdngender punktierter Uberlagerungen von (X, zo) und den Untergruppen
von m (X, xo).

Ist p: X — X eine wegzusammenhingende Uberlagerung und z, € X, dann
sind die charakteristischen Untergruppen p, (m (X, %)), Zo € Fyy = p~1(z0), al-
le konjugiert in (X, xg), siehe Proposition I1.3.11(vi). Die Konjugationsklasse
der charakteristischen Untergruppe ist daher auch ohne Basispunkt in X wohl-
definiert. Aus Korollar I1.6.11 und Proposition I1.3.11(vii) erhalten wir folgende
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vollstéandige Klassifikation der zusammenhéingenden Uberlagerungen eines hinrei-
chend zusammenhéngenden Raums.

11.6.12. KOROLLAR (Klassifikation von Uberlagerungen). Es sei X ein zu-
sammenhdngender, lokal wegzusammenhdngender, semilokal einfach zusammen-
hingender Raum, und xo € X. Die Korrespondenz die jeder zusammenhdngenden
Uberlagerung von X die Konjugationsklasse ihrer charakteristische Untergruppe
zuordnet, definiert eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen zusammenhdn-

gender Uberlagerungen von X und den Konjugationsklassen von Untergruppen in
T (X, ZL'()) .

11.7. Darstellungen der Fundamentalgruppe. Wir wollen in diesem Ab-
schnitt eine etwas andere Klassifikation der Uberlagerungen diskutieren. Diese
liefert eine genaue Beschreibung aller, nicht notwendigerweise zusammenhéngen-
den, Uberlagerungen eines hinreichend zusammenhéingenden Raums.

Wir erinnern uns, siehe Proposition I1.3.8, dass jede Uberlagerung p : X — X
eine Rechtswirkung der Fundamentalgruppe 71 (X, zo) auf der Faser p~!(xq) de-
finiert, wobei zy € X ein beliebiger Basispunkt ist. Ist ¢ : X — Y ein Iso-
morphismus von Uberlagerungen, ¢ : Y - X , dann liefert die Einschrinkung
von ¢ eine #dquivariante Bijektion ¢g = @|,-1z0) @ P (z0) — ¢ '(x0), dh.
©o(Zo - 0) = @o(To) - o, fiir alle Ty € p~*(zo) und alle o € 71 (X, o). Ist némlich
f: 1 — X eine Schleife bei 2o und f : I — X der Lift iiber p mit Anfangs-
punkt f(0) = Z, dann ist p o f : I — Y der Lift von f iiber ¢ mit Anfangs-

punkt (¢ o f)(0) = po(Zp) woraus sofort die Aquivarianz von ¢, folgt, denn

po(Zo) - [f] = (po f)(1) = wo(f(1)) = wolZo - [f])-

Wir nennen zwei Rechtswirkungen p; : S; x G — S;, @ = 1,2, einer Gruppe G
dquivalent falls eine dquivariante Bijektion ¢ : 57 — S exstiert, dh. ¢(s - g) =
©(s) - g, fiir alle s € S; und alle g € G. Isomorphe Uberlagerungen liefern daher
dquivalenten Rechtswirkungen der Fundamentalgruppe.

I1.7.1. SATZ. Es sei X ein zusammenhdngender, lokal wegzusammenhdngen-
der und semilokal einfach zusammenhdingender Raum und xo € X . Ordnen wir ei-
ner Uberlagerung p : X — X die Rechtswirkung der Fundamentalgruppe 7 (X, x0)
auf der Faser p~'(xq) zu, so erhalten wir eine bijektive Korrespondenz zwischen
der Menge der Isomorphieklassen von Uberlagerungen von X und den Aquiva-
lenzklassen von Rechtswirkungen von m(X, x).

BEWEIS. Zu einer gegebenen Rechtswirkung von m (X, zo) auf einer Men-

ge S konstruieren wir zunéchst eine Uberlagerung p : X — X, sodass die auf
p~!(xg) induzierte Rechtswirkung von 71(X,zq) Aquivalent zu der gegebenen
Wirkung auf S ist. Es bezeichne dazu ¢ : ¥ — X die universelle Uberlage-
rung von X, siehe Satz I1.6.9. Wihle g, € Y mit ¢(fjo) = xo, und bezeichne mit

® : Deck(Y') — m1 (X, x0) den duch ¢(go) = o - () gegebenen Isomorphismus.
Auf Y x S betrachten wir die Linkswirkung o - (g, s) := (®7!(0)(9),s - (7)),
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(7,5) €Y x S, 0 € m(X,z0). Es bezeichne X := (Y x S)/m (X, xy) den Orbit-
raum, und p : X — X die durch p([f, s]) := ¢(§) definierte Abbildung. Beachte,
dass p wohldefiniert, stetig und surjektiv ist. Tatséchlich ist p eine Uberlagerung,
denn jede wegzusammenhéngende offene Teilmenge in X die von ¢ gleichméfig
iiberlagert wird, wird auch von p gleichméfig iiberlagert, sieche Proposition II.1.5.
Die Abbildung ¢ : .S — p~'(x¢), ¥(s) := [Jo, 5] ist eine Bijektion, denn die Wir-
kung von 7 (X, o) auf ¢~'(zo) ist frei und transitiv. Sei nun f : I — X eine
Schleife bei xo, und f : I — Y der Lift mit Anfangspunkt f(0) = §o. Zu gegebe-
nem s € S ist dann I — X, t — [f (), s, ein Lift von f iiber p mit Anfangspunkt

p(s). Es folgt 9(s)-[f] = [F(V). 5] = [fo- 5] = [@ (/) (Go):5] = [fors- /1] =
o(s-[f])- Alsoist ¢ : S — p~!(zp) eine dquivariante Bijektion. Bis auf Aquivalenz
erhalten wir also jede Rechtswirkung von 7 (X, zo) aus einer Uberlagerung von
X, dh. die Korrespondenz ist surjektiv.

Nun zur Injektivitét der Korrespondenz: Es sei p : X — X eine Uberlagerung
und es bezeichnen F := p~!(zy) die Faser iiber z, versehen mit der iiblichen
Rechtswirkung von (X, xg). Es geniigt zu zeigen, dass die oben konstruierte
Uberlagerung (Y x F) /7y (X, x0) — X isomorph zu der Uberlagerung p : X — X
ist. Wir definieren eine Abbildung ¢ : Y x F — X wie folgt. Sind § € Y, und
Zy € F, dann wihlen wir einen Weg f : I — Y von f(0) = fj, nach f(1 )

und bezeichnen mit (go f). den eindeutigen Lift des Weges qo f : [ — X

mit Anfangspunkt Z,. AEf\éund des einfachen Zusammenhangs von Y ist der
Endpunkt ¢(g, 7o) = (go f); (1) unabhingig von der Wahl von f. Ist o €
m1(X, z9) dann gilt (@~ (0)y, Zo - (071)) = (7, o), also faktorisiert ¢ zu einer
Abbildung ¢ : (Y x F)/m (X, z0) — X. Es lésst sich nun leicht verifizieren, dass
¢ ein Isomorphismus von Uberlagerungen ist. U

I1.7.2. BEMERKUNG. Es sei X ein zusammenhéngender, lokal wegzusammen-
héngender und semilokal einfach zusammenhédngender Raum, xq € X, p eine
Rechtsvvlrkung von 71 (X, zg) auf einer Menge S und p : X — X die entsprechen—
de Uberlagerung, siche Satz I1.7.1. Es ist dann X zusammenhéngend genau dann,
wenn p transitiv ist. In diesem Fall stimmt die Konjugationsklasse der Charak-
teristischen Untergruppe von p mit der Konjugationsklasse der Isotropiegruppe
{o € m(X,10) : s- 0 = s} iiberein, wobei s € S beliebig ist.?* Insbesondere ist
p genau dann universell, wenn die Wirkung p transitiv und frei ist. Im transi-
tiven (zusammenhingenden) Fall ist p genau dann eine normale Uberlagerung,
wenn eine (und dann jede) Isotropiegruppe {o € m (X, o) : s- 0 = s} einen
Normalteiler in (X, xq) bildet.

I1.7.3. BEMERKUNG. Es sei G eine Gruppe und S eine Menge. Jeder Rechts-
wirkung p von G auf S kénnen wir eine Linkswirkung A von G auf S zuordnen,

22In diesem Fall sind die Isotropiegruppen von s € S alle konjugiert.
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Mg, s) :== p(s,g~1). Offensichtlich liefert dies eine Bijektion zwischen den Links-
wirkungen von G auf S und den Rechtswirkungen von G auf S. Eine Linkswir-
kung von G auf S ist aber nichts anderes als ein Homomorphismus G — &(5).
Aus Satz I1.7.1 erhalten wir daher eine bijektive Korrespondenz zwischen Iso-
morphieklassen von Uberlagerungen eines Raums (X, o) und Aquivalenzklassen
von Homomorphismen (X, z9) — &(S5). Dabei sind zwei Homomorphismen
i - (X, x0) — S(S;), i = 1,2, Aquivalent, wenn eine Bijektion ¢ : S; — S5
existiert, sodass p o A\;(0) o ™t = \y(0), fiir alle o € (X, 7). Wollen wir alle
Uberlagerungen von (X, zy) mit vorgegebener Blitterzahl bestimmen, geniigt es
daher eine Menge S gegebener Kardinalitit zu wihlen und alle Aquivalenzklas-
sen von Homomorphismen (X, z9) — &(5) zu bestimmen. Dabei sind zwei
Homomorphismen Ay, Ay : m (X, x9) — &(5) dquivalent, falls 7 € &(9) existiert,
sodass 7o Ay (o) o 771 = N\y(0), fiir alle o € 7, (X, x0).

11.7.4. BEispIEL. Wir wollen alle zwei-fachen Uberlagerungen von S Vv S*
bestimmen. Diese stehen in bijektiver Korrespondenz mit Aquivalenzklassen von
Homomorphismen 7 (S* vV §') — &, := &({1,2}), siche Bemerkung I1.7.3. Da
G, = Zs abelsch ist, sind zwei solche Homomorphismen nur dann dquivalent wenn
sie iibereinstimmen. Da 7, (S1V S!) = (a,b | —) stehen diese Homomorphismen in
bijektiver Korrespondenz mit G5 X G5, dabei entspricht einem Homomorphismus
¢ (a,b] =) — 6, das Paar (p(a), (b)) € 62 x 6,.% Es gibt daher genau vier
(Aquivalenzklassen von) Homomorphismen 7 (S* v S') — &, und damit genau
vier Isomorphieklassen zwei-blittriger Uberlagerungen von S' Vv S'. Bis auf eine
sind sie alle zusammenhéngend.

11.7.5. BEISPIEL. Wir wollen alle drei-fachen Uberlagerungen von S* v S*
bestimmen. Diese stehen in bijektiver Korrespondenz mit Aquivalenzklassen von
Homomorphismen m(S'V S') — &3 := &({1,2,3}). Da m(S*'V S') = (a,b | —),
stehen diese Homomorphismen in bijektiver Korrespondenz mit &3 x G3, einem
Homomorphismus ¢ entspricht dabei das Paar (¢(a), p(b)). Mit wenig Aufwand
ldsst sich folgende Liste verifizieren, sie enthélt aus jeder Aquivalenzklasse von
Homomorphismen (Paaren) genau einen Repriisentanten.?*

pl@ || O | 0 | 0 (2012 02)| (12) |(123) | (123) | (123) | (123)

) || O [(A2)[(123)] (O [(12)[(13) ] (123)] () | (12) | (123) | (132)
]zush.Hnein\nein\ ja \nein\nein\ ja\ ja \ ja \ ja \ ja \ ja ‘

Es gibt daher genau 11 drei-fache Uberlagerungen von S'V S*, und 7 davon sind
zusammenhéngend.

23Dies folgt aus der Tatsache, dass wir einen Homomorphimus (a,b| —) auf den Erzeugern
a und b beliebig vorgeben kénnen und er dadurch schon vollstindig festgelegt ist.

24Wir verwenden hier die iibliche Zyklenschreibweise fiir Elemente in &5. Etwa bezeich-
net (12) die Transposition von 1 und 2, (123) bezeichnet eine zyklische Permutation, und ()
bezeichnet die identische Permutation.
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11.7.6. BEISPIEL. Wir wollen alle drei-fachen Uberlagerungen der Kleinschen
Flasche K bestimmen. Wir erinnern uns, dass m(K) = (a,b | a*b™2), siehe
Beispiel 1.9.9. Wieder geniigt es die Aquivalenzklassen von Homomorphismen
{ab | a*b™2) — &3 zu bestimmen. Die Zuordnung ¢ — (p(a), (b)) liefert eine
Bijektion von der Menge der Homomorphismen {(ab | a?b~?) — &3 auf die Men-
ge der Paare (0,7) € 63 x &3 mit 02 = 72. Folgende Liste enthélt aus jeder
Aquivalenzklasse von Homomorphismen (Paaren) genau einen Représentanten.

pla) | O | 0 [(12)](12)](12) ] (123)
p) || O [(2)] O |(12)](13)](123)

’ zush. H nein \ nein \ nein \ nein \ ja \ ja ‘

Es gibt daher, bis auf Isomorphie, genau sechs drei-blittrige Uberlagerungen der
Kleinschen Flasche, und zwei davon sind zusammenhéngend.

I1.8. Uberlagerungen topologischer Gruppen. Eine topologische Grup-
pe ist eine Gruppe G die mit einer Topologie versehen ist, sodass Multiplikation
p:GxG — G, (g,h) — p(g, h) .= ghund Inversionv : G — G, g v(g) := g !
stetig sind.

I1.8.1. BEISPIEL. Jede Untergruppe einer topologischen Gruppe ist beziiglich
der Teilraumtopologie eine topologische Gruppe. Produkte topologischer Grup-
pen sind wieder topologische Gruppen.

I1.8.2. BEISPIEL. Jede Gruppe, versehen mit der diskreten Topologie, ist eine
topologische Gruppe.

[1.8.3. BEeispiEL. R™ und C", versehen mit der iiblichen Topologie, bilden
beziiglich der Addition abelsche topologische Gruppen. Allgemeiner kann jeder
topologische Vektorraum beziiglich der Addition als abelsche topologische Gruppe
aufgefafit werden.

I1.8.4. BE1sPIEL. C* = C\ {0}, versehen mit der von C induzierten Topologie,
bildet beziiglich der Multiplikation komplexer Zahlen eine abelsche topologische
Gruppen. Als Untergruppen con C* sind auch S', R* = R\ {0} und R* = (0, c0)
abelsche topologische Gruppen. Der Torus 7" = St x --- x S! ist eine abelsche
kompakte topologische Gruppe.

I1.8.5. BEISPIEL. Die Matrizengruppen GL,(C) und GL,(R), versehen mit
der von R™ bzw. C" induzierten Topologie, bilden beziiglich der Multiplikation
von Matrizen topologische Gruppen. Daher bilden auch die Untergruppe O,,, U,,,
SO,,, SU,, SL,(R) und SL,(C) topologische Gruppen.

Unter einem H -Raum? verstehen wir einen punktierten Raum (X, e) zusam-

men mit einer Abbildung punktierter Raume p : (X, e) x (X, e) — (X, e), sodass

25 H-Raum, nach Heinz Hopf.
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po (idy, ce) und g o (ce,idy) beide homotop relativ Basispunkt zu idx sind. Da-
bei bezeichnet ¢, : (X,e) — (X, e) die konstante Abbildung, c.(z) := e. Die
Abbildung p wird auch als Multiplikation bezeichnet.

I1.8.6. BEISPIEL. Jede topologische Gruppe ist ein H-Raum. In diesem Fall
gilt sogar po (idyx xc.) = idx und po (c.oidx) = idy, wobei p die Gruppenmul-
tiplikation und e das neutrale Element bezeichnen.

I1.8.7. PROPOSITION (Fundamentalgruppe von H-Réumen). Es sei (X, e) ein
H-Raum mit Multiplikation p : (X, e) x (X, e) — (X, e). Dann stimmt der indu-
zierte Homomorphismus

e (X e) x m(X,e) = m ((X,e) x (X,¢e)) = m(X,e)

mit der Multiplikation in (X, e) dberein, dh. fir o,7 € m(X,e) gilt p.(o,7) =
ot. Insbesondere ist m (X, e) abelsch.

BEWEIS. Es seien f,g : I — X zwei Schleifen bei e. Betrachte die stetige
Abbildung H = po (f xg) : I x I — X, H(s,t) = u(f(s),g(t)). Beachte,
dass H die vier Eckpunkte von I x I auf e abbildet. Weiters seien ¢; : I —
I x1I,u(s) = (s0), 0 :1 — Ix1I, 15(t) := (1,t), und ¢3 : I — I x I,
13(t) := (t,t). Da I x I einfach zusammenhéingend ist, gilt t115 ~ 3 relativ
Endpunkte, also auch (H o ¢1)(H o ty) >~ H o 13 relativ Endpunkte, und damit
[H o t1][H o 1) = [H o] € m(X,e). Wegen (H o 13)(t) = n(f(t),g(t)) ist
[H o 1s] = (], g]) € m(X, e). Da (H o 1)(s) = u(f(5),9(0)) = u(f(s).e) =
(po(idx,ce)o f)(s) ist Houy = po (idx,c.)o f ~idxof = f relativ Enpunkte,
denn p o (idx, c.) ~ idx relativ Basispunkt. Daher gilt [H o ;] = [f] € m (X, e).
Analog folgt aus p o (ce,idx) ~ idx, dass [H o t5] = [¢g] € m (X, e). Insgesamt
erhalten wir [f][g] = [H o t1][H o t3] = [H o 3] = u.([f],[g]), womit die erste
Behauptung bewiesen ist. Seien nun ¢y : I — I X I, 14(t) := (0,¢), und ¢5 : I —
I x1I,5(s) := (s,1). Wie oben folgt 14t5 ~ 13 relativ Endpunkte, [H o ][H o
ts] = [H o us] = p([f],[9]) € m(X,e), [How] =[g], [H o] = [f] und damit
[9][f] = w«([f], [9]), also ist m1 (X, e) abelsch. Der Beweis der Kommutativitét von
71(X, e) kann durch ein etwas algebraischeres Argument ersetzt werden, denn da
die Multiplikation in 7 (X, e) von einer stetigen Abbildung induziert wird muss
sie ein Homomorphismus sein, und dies ist nur fiir abelsche Gruppen moglich,
siehe Bemerkung II.8.8 unten. OJ

I1.8.8. BEMERKUNG. Fiir eine Gruppe I' ist die Multiplikation p: I' x I' — T
genau dann ein Homomorphismus, wenn I' abelsch ist, denn ,u((gl, h1)(go, hg)) =

1(9192, hiha) = g1gahihe und (g1, ha) (g, ho) = gihigaho.

I1.8.9. BEISPIEL. Es sei G eine topologische Gruppe mit neutralem Element
e und Multiplikation u : G x G — G. Da (G,e) durch p zu einem H-Raum
wird, siehe Beispiel 11.8.6, ist die Fundamentalgruppe (G, e) abelsch, siehe Pro-
position I1.8.7. Fiir zwei Schleifen f,g : I — G bei e reprisentiert die Schleife
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po(f,g) : I — G, t— f(t)g(t) = u(f(t), g(t)), das Produkt [f][g] € m (G, e). Wei-
ters stimmt die von der Inversion v : G — G induzierte Abbildung v, : m (G, e) —
(G, e) mit der Inversion in 7 (G, e) iiberein, dh. fiir eine Schleife g : I — G
bei e reprisentiert die Schleife ¢t — (v o g)(t) = g¢(¢t)~' das inverse Element
[g]7! € m1(G, e). Dies folgt aus der Relation ¢, = u o (v,idg), denn mittels Pro-
position I1.8.7 erhalten wir 1 = (c.).0 = (no (v,idg))«0 = (o, 0) = (v.0)o,
also v,0 = o~ ! fiir alle o € m (G, e).

Wir wollen diesen Abschnitt mit zwei Anwendungen des Liftungskriteriums
abschlieflen, siehe Proposition I1.8.10 und Proposition I1.8.11. In beiden Féllen
werden topologische bzw. geometrische Strukturen von der Basis auf den Total-
raum geliftet.

11.8.10. PRoPOSITION (Uberlagerungen von H-Réiumen). Es seip : (X,é) —
(X,e) eine zusammenhingende punktierte Uberlagerung eines lokal wegzusam-
menhdngenden H-Raums mit Multiplikation p: (X, e) x (X,e) — (X,e). Dann
existiert genau eine Abbildung punktierter Riume fi - (X, &) x (X,é) — (X,€)
mit po ji = puo (p x p), und diese macht (X,€) zu einem H-Raum.

BEWwEIS. Fiir den von g o (p x p) : (X,€) x (X,é) — (X,e) induzierten
Homomorphismus gilt (p o (p x p))*(ﬂ'l((X,é) X (X,é))) = L(m(X,8)) x
p*(m(f(,é))) = p.(m(X,€)), denn g, ist die Multiplikation in w1 (X, e), sie-
he Proposition 11.8.7, und p,(m (X, €)) ist eine ) o
Untergruppe. Nach Satz 11.4.5 existiert daher ei- (X,é) x (X e)-->(X,e)
ne eindeutige Abbildung punktierter Réume i :

(X,é)x(X,é) — (X,é) mit poji = po(pxp). Sei lp“’ ip
nun H : X x I — X eine Homotopie relativ Ba- (X,e) x (X,e) LN (X, e)
sispunkt e von Hy = idx nach H; = po(idx, ¢).

Dann ist G := H o (p x id;) : X x I — X eine Homotopie relativ Basispunkt é
von G = p nach Gy = po (idx, ce) op. Nach Satz I1.3.3 existiert eine Homotopie
G : X xI — X mit poG = Gund Gy = id;. Dat — p(G(é, 1)) = G(é,t) = é muss
auch t — G (é,t) konstant in ¢ sein, also ist G eine Homotopie relativ Basispunkt
é. Dapojio(idg, cz) = po(pxp)o(idg,cs) = po(p,pocs) = po(idy, c.)op = poG
folgt fio (idg, cs) = Gy, denn die beiden Abbildungen stimmen bei € iiberein, sie-
he Proposition II.3.1. Damit ist G eine Homotopie relativ Basisunkt von id ¢
nach fio (idg, ;). Ebenso lisst sich idg ~ fi o (cg, idg) zeigen. Also ist (X, ) ein
H-Raum. O

I1.8.11. PROPOSITION (Uberlagerungen topologischer Gruppen). Es sei p :
G — G eine zusammenhingende Uberlagerung einer lokal wegzusammenhingen-
den topologischen Gruppe G mit neutralem Element e. Weiters sei é € G mit
p(€é) = e. Dann gibt es auf G genau eine Gruppenstruktur mit neutralem Element
¢, die G zu einer topologischen Gruppe und p: G — G zu einem Homomorphis-
mus macht. Ist G abelsch, dann auch G.
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BEWEIS. Nach Proposition I1.8.10 gibt es genau eine stetige Abbildung [ :
GxG— Gmitpoji=po(pxp) und fi(é,¢é) = & wobei u: G x G — G die
Multiplikation in G bezeichnet. Insbesondere ist damit die Eindeutigkeitsaussage
gezeigt.

Da die Multiplikation u assotiativ ist, dh. po (u x idg) = p o (idg xpu), folgt
pofio (i xidg) = po(pxp)o(fxidg) = ,uo((poﬂ) ><p) = ,uo((,uo
(po))Xp) =po(pxidg)o(pxpxp) = po (idgxu)o(pxpxp) =
Lo (px (,uo(po))) = po (px (poﬂ)) = po(pxp)o(idg xft) =pofio(ids xfi)
also liften fi o (i x idg) und fi o (idg x /i) dieselbe Abbildung G x G x G — G.
Wir erhalten fio (fi xids) = fio (ids i), denn die beiden Abbildungen stimmen
beim Punkt (€, €, €) iiberein, siehe Proposition I1.3.1. Damit ist fi eine assotiative
Multiplikation.

Da e neutrales Element von G, dh. po (¢, idg) = idg, folgt po fio (czidg) =
po(pxp)o(csids) = po(poce,p) = po(ce,idg)op = idg op = poidgs, also liften
fio(ce,idg) und idg dieselbe Abbildung G — G. Wir erhalten fio (cs, idg) = idg,
denn die beiden Abbildungen stimmen beim Punkt € iiberein. Damit ist € links-
neutrales Element der Multiplikation fi. Analog ldsst sich zeigen, dass € auch
rechts-neutrales Element von /i ist.

Es bezeichne £ : G x G — G x G, k(g,h) :== (h,g), und & : G x G — G x G,
(g, h) = (h,§). Ist G kommutativ, dann gilt g o x = p und es folgt po jio ik =
,LLO(po)OH = IU,ORO(po) po(pxp)=pof, also liften fiok und fi dieselbe
Abbildung G x G — G. Wir erhalten ji o & = fi, denn die beiden Abbildungen
stimmen beim Punkt (&, &) iiberein. Damit ist auch G’ kommutativ.

Es bezeichne nun v : G — G die Inversion, v(g) = g¢~'. Fiir den von
vop: (G,& — (G,e) induzierten Homomorphismus gilt (v o p),(m (G, €)) =
Uy (pu(m1(G, €))) = pu(m1 (G, €)), denn p,(m,(G, €)) ist eine Untergruppe und v, ist
die Inversion in (G, €), sieche Beispiel I1.8.9. Nach Satz I1.4.5 existiert daher eine
stetige Abbildung 7 : G — G mit pov = vop und v(é) =é. Aus po (v,idg) = ¢,
folgt pofio(7,ids) = po(pxp)o(v,ids) = po(por,p) = po(v,idg)op = ccop =
p o cg, also liften fi o (7,ids) und ¢z dieselbe Abbildung G — G. Wir erhalten
i o (7,idg) = ce, denn die beiden Abbildungen stimmen beim Punkt € iiberein.
Damit ist #(§) das Linksinverse von § € G. Ebenso folgt fio (idg, 7) = c¢, also ist
7(g) auch Rechtsinverses von g € G. Damit ist G eine topologische Gruppe. [

I1.8.12. BEMERKUNG. Es seien G und G zwei zusammenhéngende topologi-
sche Gruppen und p : G — G ein Homomorphismus der eine Uberlagerung ist.
Es bezeichnen e € G und é € G die neutralen Elemente. Jedes § € ker(p) = F.
definiert Decktransformationen \; € Deck(G), \;(h) := gh, und p? € Deck(G),
p9(h) := hj. Wegen \;(é ) =9 = p?(€) muss \; = p? gelten, siehe Propositi-
on 11.3.2. Es folgt Gh = hg fiir alle § € ker(p) und h € G. Also liegt ker(p)
im Zentrum C(G) von G. Auch folgt, dass die Decktransformationen transitiv
auf den Fasern von p wirken, also ist p eine normale Uberlagerung. SchlieBlich
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ist ker(p) — Deck(G), § — Az, ein Isomorphismus von Gruppen mit Inversem
Deck(G) — ker(p), ¢ +— ¢(€). Fiir einfach zusammenhéngendes G erhalten wir

insbesondere 71 (G) = Deck(G) = ker(p).



III. Homotopietheorie

IT1.1. Kategorien und Funktoren. Die Kategorientheorie [7] bietet eine
Sprache die sich gut eignet Gemeinsamkeiten in unterschiedlichen Disziplinen der
Mathematik herauszuarbeiten und zu formalisieren. Sie liefert auch eine Moglich-
keit verschiedene Gebiete in transparenter Weise miteinander in Beziehung zu
setzen. Gerade in der algebraischen Topologie wo wir topologischen Rdumen al-
gebraische Gebilde zuordnen ist dies die Sprache der Wahl, und dort wurden die
grundlegenden Begriffe der Kategorientheorie auch erfunden.

Eine Kategorie C besteht aus:

(i) Einer Klasse von Objekten.

(ii) Zu je zwei Objekten X und Y von C, eine Menge C(X,Y). Die Ele-
mente von C(X,Y) werden Morphismen von X nach Y genannt. Ist
f €C(X,Y) so deuten wir dies auch durch f: X — Y an.

(iii) Zu je drei Objekten X,Y und Z von C eine Abbildung, die sogenannte
Komposition auch Verknipfung, C(X,Y) x C(Y,Z) — C(X,Z). Sind
feC(X,Y)und g € C(Y, Z) dann schreiben wir g o f oder gf fiir den
entsprechenden Morphismus in C(X, 7).

Diese Daten miissen den folgenden beiden Axiomen geniigen:

(A1) Zu jedem Objekt X von C existiert ein Morphismus idy € C(X, X),
sodass fiir alle Objekte Y, Z von C und alle Morphismen f € C(X,Y),
g € C(Z,X) stets foidy = f und idy og = ¢ gilt. (neutrale Elemente,
identische Morphismen)

(A2) Fiir Objekte XY, Z und W von C und Morphismen f € C(X,Y), g €
C(Y,Z), h € (Z,W) gilt stets (hog)o f=ho(gof). (Assotiativitit
der Verkniipfung)

[TI.1.1. BEMERKUNG. Ist C eine Kategorie, dann sind die neutralen Elemente
idx durch die Eigenschaft f oidy = f und idx og = g eindeutig bestimmt. Ist
namlich 1x € C(X, X) ein weiterer Morphismus, sodass fiir alle Objekte Y, Z von
C und alle f € C(X,Y), g € C(Z,X) die Relationen foly = fund 1xog =g
gelten, dann folgt 1x = 1y oidy = idy.

Ein Morphismus f € C(X,Y) einer Kategorie C wird ein Isomorphismus ge-
nannt, falls ein Morphismus g € C(Y, X) mit fog = idy und go f = idx exi-
stiert. Im Existenzfall ist so ein Morphismus ¢ eindeutig bestimmt. Ist namlich
h € C(Y, X) ein weiterer Morphismus mit foh = idy und ho f = idy, dann folgt
g = goidy = go(foh) = (gof)oh = idx oh = h. Wir bezeichnen den Morphismus
g daher mit f~! € C(Y, X). Mit f ist natiirlich auch f~! ein Isomorphismus, und
es gilt (f7)™' = f. Sind f; € C(X,Y) und f, € C(Y,Z) zwei Isomorphismen,
dann ist auch f, o f; € C(X, Z) ein Isomorpshimus mit (foo f1)~' = f; o f3 .

II1.1.2. BEMERKUNG. Es sei f € C(X,Y) ein Morphismus einer Kategorie

C. Weiters seien g € C(Y,X) ein Linksinverses von f, dh. g o f = idy, und
85
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h € C(Y, X) sei ein Rechtsinverses von f, dh. f o h =idy. Dann stimmen g und
h iiberein und f ist ein Isomorphismus mit f~! = g = h. Dies folgt wieder aus

g=goidy =go(foh)=(gof)oh=idxoh=h.

I11.1.3. BEISPIEL (Kategorie der Mengen). Wir definieren eine Kategorie Set
wie folgt. Als Objekte nehmen wir alle Mengen. Fiir zwei Objekte, dh. Mengen,
X und Y bestehe die Menge der Morphismen Set(X,Y") aus allen Abbildungen
von X nach Y. Schlieflich ist die Verkniipfung von Morphismen durch die iibliche
Komposition von Abbildungen gegeben. Offensichtlich bildet Set eine Kategorie,
die Kategorie der Mengen und Abbildungen. Die [somorphismen in Set sind genau
die Bijektionen.

I11.1.4. BeispIEL (Kategorie der punktierten Mengen). Ist X eine Menge und
xog € X so bezeichnen wir das Paar (X, x) als punktierte Menge. Unter einer
Abbildung punktierter Mengen f : (X, z9) — (Y, yo) verstehen wir eine Abbil-
dung f : X — Y fiir die f(xg) = yo gilt. Die Klasse der Objekte der Kate-
gorie Sety besteht aus allen punktierten Mengen. Die Menge der Morphismen
Seto((X, xo), (Y, 40)) zwischen zwei Objekten, dh. punktierten Mengen, (X, o)
und (Y, yo) besteht aus allen Abbildungen punktierter Mengen von (X, zy) nach
(Y, yo). Beziiglich der iiblichen Komposition bildet Set, eine Kategorie, die Kate-
gorie der punktierten Mengen. Die Isomorphismen in Sety sind genau die Basis-
punkt bewahrenden Bijektionen.

II1.1.5. BEispIEL (Kategorie der Gruppen). Die Klasse der Objekte der Ka-
tegorie Grp besteht aus allen Gruppen. Fiir zwei Objekte, dh. Gruppen, G und
H besteht die Menge der Morphismen Grp(G, H) aus allen Gruppenhomomor-
phismen von G nach H. Die Verkniipfung von Morphismen ist durch die iibliche
Komposition von Homomorphismen gegeben. Beachte, dass die Komposition von
Homomorphismen wieder ein Homomorphismen ist. Offensichtlich bildet Grp eine
Kategorie, die Kategorie der Gruppen und Homomorphismen. Die Isomorphismen
in Grp sind genau die Gruppenisomorphismen.

II1.1.6. BEIsPIEL (Kategorie der abelschen Gruppen). Die Klasse der Objekte
der Kategorie aGrp besteht aus allen abelschen Gruppen. Die Menge der Mor-
phismen aGrp(A, B) zwischen zwei Objekten, dh. abelschen Gruppen, A und B
besteht aus allen Gruppenhomomorphismen von A nach B. Beziiglich der {ibli-
chen Komposition von Homomorphismen bildet aGrp eine Kategorie, die Kate-
gorie der abelschen Gruppen und Homomorphismen. Die Isomorphismen in aGrp
sind genau die [somorphismen zwischen abelschen Gruppen.

II1.1.7. BEispIEL (Kategorie der K-Vektorraume). Es sei K ein Korper. Die
Klasse der Objekte der Kategorie K-Vsp besteht aus allen K-Vektorrdumen. Die
Menge der Morphismen K-Vsp(V,W) zwischen zwei Objekten, dh. K-Vektor-
rdumen, V und W besteht aus allen K-linearen Abbildungen von V nach W.
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Beziiglich der {iblichen Komposition linearer Abbildungen bildet K-Vsp eine Ka-
tegorie, die Kategorie der K-Vektorrdume und linearen Abbildungen. Die Iso-
morpshimen in K-Vsp sind genau die Isomorphismen von K-Vektorrdumen.

II1.1.8. BEispIEL (Kategorie der topologischen Réume). Die Klasse der Ob-
jekte der Kategorie Top besteht aus allen topologischen Rdumen. Die Menge der
Morphismen Top(X,Y') zwischen zwei Objekten, dh. topologischen Raumen, X
und Y besteht aus allen stetigen Abbildungen von X nach Y. Beziiglich der iibli-
chen Komposition von Abbildungen bildet Top eine Kategorie, die Kategorie der
topologischen Rdume und stetigen Abbildungen. Beachte hier, dass die Komposi-
tion stetiger Abbildungen wieder stetig ist. Die Isomorphismen in Top sind genau
die Homéomorphismen. Ebenso konnen wir die Kategorie der Hausdorffraume,
die Kategorie der kompakten Rdume usw. betrachten.

II1.1.9. BeispIEL (Kategorie der punktierten Rdume). Die Klasse der Objekte
der Kategorie Top, besteht aus allen punktierten Rdumen. Die Menge der Mor-
phismen zwischen zwei Objekten, dh. punktierten Rdumen, (X, x¢) und (Y, y) be-
steht aus allen Abbildungen punktierter Raume (X, z9) — (Y, o). Beziiglich der
iiblichen Komposition von Abbildungen bildet Top,, eine Kategorie, die Kategorie
der punktierten Rdume. Die Isomorphismen in Top, sind genau die Homdomor-
phismen punktierter Raume.

In allen bisher besprochenen Kategorien waren die Objekte Mengen mit ge-
wissen Strukturen (Basispunkt, Gruppenstruktur, Vektorraumstruktur, Topolo-
gie, ...) und die Morphismen waren Abbildungen die diese Struktur bewahren
(Basispunkt erhaltend, mit Gruppenmultiplikation vertraglich, linear, stetig, .. .)
In den folgenden Beispielen sind die Morphismen keine Abbildungen.

I11.1.10. BeispIEL. Die Klasse der Objekte der Kategorie h'Top besteht aus
allen topologischen Raumen. Fiir zwei Objekte, dh. topolgische Rdume, X und Y
besteht die Menge der Morphismen von X nach Y aus allen Homotopieklassen ste-
tiger Abbildungen von X anch Y, dh. hTop(X,Y) = [X, Y], siche Abschnitt I1.8.
Die Verkniipfung von Morphismen ist durch Komposition von Représentanten
definiert, dh. [f] o [g] := [f o g]. Beachte, dass dies nach Lemma 1.8.4 tatséchlich
wohldefiniert ist. Mit dieser Komposition bildet hTop eine Kategorie, die Kate-
gorie der topologischen Rdume und Homotopieklassen stetiger Abbildungen. Die
[somorphismen in hTop sind genau die Homotopiedquivalenzen.

IT1.1.11. BeISpiEL. Die Klasse der Objekte der Kategorie h'Top, besteht aus
allen punktierten Rdumen. Fiir zwei Objekte, dh. punktierte Raume, (X, x¢) und
(Y, yo) besteht die Menge der Morphismen von (X, xy) nach (Y, o) aus allen Ho-
motopieklassen (relativ Basispunkt) punktierter Abbildungen von (X, xy) anch
(Y, v0), dh. hTop((X, xo), (Y, v0)) = [(X, x0), (Y, yo)], siche Abschnitt 1.8. Die Ver-
kniipfung von Morphismen ist durch Komposition von Repriasentanten definiert,
dh. [f] o [g] := [f o g]. Mit dieser Komposition bildet hTop, eine Kategorie, die
Kategorie der punktierten Rdume und Homotopieklassen stetiger Abbildungen.
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Die Isomorphismen in hTop, sind genau die Homotopiedquivalenzen punktierter
Réume.

I11.1.12. BEispieL. Wir kénnen eine Gruppe G auch als Kategorie auffassen.
Diese besitzt nur ein einziges Objekt * und die Menge der Morphismen ist durch
C(x,%) := G festgelegt. Definieren wir die Verkniipfung von Morphismen durch
die Gruppenmultiplikation in G so bildet dies eine Kategorie. Jeder Morphismus
ist ein Isomorphismus, denn jedes Element in G besitzt ein Inverses.

II1.1.13. BEISPIEL (Duale Kategorie). Zu jeder Kategorie C kann eine dual
Kategorie C°P wie folgt definiert werden. Die Klasse der Objekte von C°P stimmt
mit der Klasse der Objekte von C iiberein. Sind X und Y Objekte von C°® dann
ist die Menge der Morphismen durch C°(X,Y) := C(Y, X) definiert. Die Ver-
kniipfung von f € CP(X,Y) mit g € CP(Y,Z) ist durch g ocor f := foc g
definiert, wobei oc die Verkniipfung in C bezeichnet. Offensichtlich bildet C°P
wieder eine Kategorie. Sie wird die zu C duale Kategorie genannt.

Unter einem (kovarianten) Funktor F von einer Kategorie C in eine Kate-
gorie D verstehen wir eine Zuordnung die jedem Objekt X von C ein Objekt
F(X) aus D und jedem Morphismus f € C(X,Y) einen Morphismus F(f) €
D(F(X), F(Y)) zuordnet, sodass

F(idx) =idpixy  und  F(fog)=F(f)o F(g)

fiir beliebige Objekte X,Y,Z von C und beliebige Morphismen g € C(X,Y),
feC(Y,Z) gilt. In diesem Fall schreiben wir auch F': C — D.

II1.1.14. BEMERKUNG. Ist F' : C — D ein Funktor und f € C(X,Y) ein
Isomorphsimus, dann ist auch F(f) € D(F(X),F(Y)) ein Isomorphismus mit
F(f)™ = F(f7'), denn F(f1) o F(f) = F(f™' o f) = F(idx) = idpx) und
F(f)o F(f7) = F(fo f) = F(idy) = idpw).

II1.1.15. BEMERKUNG. Sind F': C — D und G : D — & zwei Funktoren, dann
ist offensichtlich auch GF' : C — &, (GF)(X) := G(F (X)), (GF)(f) := G(F(f))
ein Funktor. Auch haben wir stets einen identischen Funktor id : C — C,id(X) :=
X, id(f) = f.

Unter einem kontravarianten Funktor F von einer Kategorie C in eine Ka-
tegorie D verstehen wir eine Zuordnung die jedem Objekt X von C ein Objekt
F(X) aus D und jedem Morphismus f € C(X,Y’) einen Morphismus F(f) €
D(F(Y), F(X)) zuordnet, sodass

F(idy) =idpey  und  F(fog) = F(g)o F(f)

fiir beliebige Objekte X,Y,Z von C und beliebige Morphismen g € C(X,Y),
f € C(Y,Z) gilt. Ein kontravarianter Funktor von C nach D ist dasselbe wie ein
kovarianter Funktor von C° nach D, siehe Beispiel I11.1.13. Mit Hilfe der duale
Kategorie lassen sich daher kontravariante Funktoren als kovariante auffassen.
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II1.1.16. BEISPIEL (Vergissfunktoren). Eine Reihe kovarianter Funktoren er-
halten wir indem wir gewisse Strukturen vergessen. Ordnen wir etwa einem to-
pologischen Raum die zugrundeliegende Menge zu so erhalten wir einen Funktor
Top — Set. Vergessen wir den Basispunkt eines punktierten Raums so erhalten
wir einen Funktor Top, — Top. Ordnen wir einem Vektorraum die zugrunde-
liegende abelsche Gruppe zu so liefert dies einen Funktor Vsp — aGrp. Ebenso
erhalten wir einen Funktor Grp — Sety indem wir einer Gruppe die zugrunde-
liegende Menge mit dem neutralen Element als Basispunkt zuordnen. SchliefSlich
sei noch der Funktor hTop, — hTop erwéhnt, der einer Homotopieklasse relative
Basispunkt die entsprechende freie Homotopieklasse zuordnet.

I11.1.17. BEISPIEL. Ordnen wir einer stetigen Abbildung die von ihr reprasen-
tierte Homotopieklasse zu so erhalten wir kovariante Funktoren Top — hTop und
Top, — hTop,.

I11.1.18. BEISPIEL (Suspension). Wir kénnen die Suspension als kovarianten
Funktor ¥ : Top — Top auffassen. Einem topologischen Raum X wird dabei
die Einhdngung XX := (X x [—1,1])/~ zugeordnet, siche Beispiel 1.9.6. Ist f :
X — Y stetig dann faktorisiert f x idj_11: X x [=1,1] = Y x [=1,1] zu einer
stetigen Abbildung X f : ¥X — XY. Eine einfache Rechnung zeigt >(f o g) =
(Xf) o (Xg) und X(idy) = idgx, also ist ¥ tatséchlich ein Funktor. Sind f, ¢ :
X — Y homotop, dann gilt auch X f ~ g, die Suspension liefert daher auch
einen Funktor hTop — hTop. Ist (X, zg) ein punktierter Raum, so kénnen wir
Y X mit dem Basispunkt [(z,0)] ausstatten und erhalten Suspensionsfunktoren
Top, — Top, sowie hTop, — hTop,.

II1.1.19. BEIsPIEL (Fundamentalgruppe). Die Fundamentalgruppe definiert
einen kovarianten Funktor m : Top, — Grp. Einem punktierten topologischen
Raum (X, z) wir dabei die Gruppe 7 (X, xy), und einer Abbildung punktierter
Réume f : (X,z9) — (Y,y0) der Gruppenhomomorphismus f, : m (X, z9) —
(Y, y0) zugeordnet, siche Proposition 1.6.1. Die Relationen (f o g). = f. o g.
und (id(x ge))« = idr, (x,0) besagen gerade, dass dies ein kovarianter Funktor ist.
Auf Grund der Homotopieinvarianz, siehe Proposition 1.8.18, kénnen wir die Fun-
damentalgruppe auch als kovarianten Funktor m; : hTop, — Grp auffassen. Die
Isomorphismen in der Kategorie hTop, sind genau die Homotopiedquivalenzen
punktierter Rdume und diese miissen durch den Funktor 7; auf Isomorphismen
in der Kategorie Grp, dh. Gruppenisomorphismen, abgebildet werden, siehe Be-
merkung II1.1.14. Wir erhalten so genau die Aussage von Proposition 1.8.20.

I11.1.20. BEISPIEL. Ordnen wir einem topologischer Raum X, die Algebra
der stetigen Funktionen C'(X,C) und einer stetigen Abbildung ¢ : X — Y den
Algebrahomomorphismus ¢* : C(Y,C) — C(X,C), ¢*(f) := f o, zu so er-
halten wir einen kontravarianten Funktor Top — Alg, denn offensichtlich gilt
(p o h)* = 9* o p*. Dabei bezeichnet Alg die Kategorie der C-Algebren und
Algebrahomomorphismen.
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I1I1.1.21. BEISPIEL. Ordnen wir einem K-Vektorraum V seinen Dualraum
V* = L(V,K) und einer linearen Abbildung ¢ : V' — W die lineare Abbildung
e W = V* zu, p*(\) := Ao, so erhalten wir einen kontravarianten Funktor
K-Vsp — K-Vsp, denn (p o ¢)* = 9" o p*.

I11.1.22. BEISPIEL. Fiir eine Gruppe G bezeichne C(G) die Menge der Kon-
jugationsklassen in G. Da jeder Homomorphismus ¢ : G — H Konjugationsklas-
sen von G in Konjugationsklassen von H abbildet, induziert er eine Abbildung
C(p) : C(G) — C(H). Offensichtlich gilt C(v o ¢) = C(¥) o C(yp), also liefert
dies einen kovarianten Funktor C' : Grp — Set. In jeder Gruppe gibt es eine
ausgezeichnete Konjugationsklasse die nur aus dem neutralen Element besteht.
Wir kénnen diese Konjugationsklasse als Basispunkt in C'(G) verwenden. Offen-
sichtlich bildet C'(p) das ausgezeichnete Element in C'(G) auf das ausgezeichnete
Element in C'(H) ab. Also erhalten wir auch einen Funktor C' : Grp — Sety, vgl.
Beispiel I11.1.4.

I11.1.23. BEISPIEL. Es sei C eine Kategorie und X ein Objekt von C. Wir
defnieren einen Funktor C — Set indem wir einem Objekt Y von C die Menge
C(X,Y) und einem Morphismus f € C(Y1,Ys) die Abbildung f, : C(X,Y;) —
C(X,Y3), filyp) := fop, zuordnen. Wegen (f og).(¢) = (fog)op = fo(gop) =
fe(g:(0)) = (fv 0 g)(p) gilt (f ©g)s = f« o0 gs, also ist dies ein kovarianter
Funktor. Wenden wir dies etwa auf C = hTop und X = S! an, so erhalten wir
einen Funktor hTop — Set der einem topologischen Raum Y die Menge der
freien Homotopieklassen [S*, Y] und einem stetigen f : Y; — Y, die Abbildung
[ [SY, V1] — [S', Y3] zuordnet. Wenden wir die Konstruktion auf C = hTop,
und X = (S',%) an so erhalten wir einen Funktor hTop, — Set der einem
punktierten Raum (Y, y,) die der Fundamentalgruppe zugrundeliegende Menge
(S, %), (Y, yo)] zuordnet, vgl. Proposition 1.8.27.

I11.1.24. BEISPIEL. Es sei C eine Kategorie und Y ein Objekt von C. Wir
definieren einen kontravarianten Funktor C — Set indem wir einem Objekt X
von C die Menge C(X,Y) und einem Morphismus f € C(X;, X3) die Abbildung
f*: C(Xa,Y) — C(X1,Y) zuordnen, f*(¢) := @ o f. Wegen (f o g)*(¢) =
po(fog)=(poflog=yg"(f"(¥)=(g"of")(p)gilt (fog) =g o[, alsoist
dies ein kontravarianter Funktor.

Esseien F': C — D und G : C — D zwei Funktoren. Eine natiirliche Transfor-
mation ¢ von F nach G besteht aus einem Morphismus F(X) X o (X)
vx € D(F(X),G(X)) fiir jedes Objekt X von C, sodass
fiir jeden Morphismus f € C(X,Y) nebenstehendes Dia-  F(y) lc( )
gramm kommutiert, dh. es gilt G(f) o px = py o F(f). oy
Ist px € D(F(X),G(X)) fiir jedes Objekt X von C ein FY) —=G(Y)
Isomorphismus, dann wird ¢ ein natirlicher Isomorphismus zwischen F und G
genannt. In diesem Fall definiert 1x := (px)~! eine natiirliche Transformation
von G nach F.
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I11.1.25. BEISPIEL. Betrachte den Funktor G : K-Vsp — K-Vsp der einem
Vektorraum V' seinen Bidual G(V) := (V*)* und einer linearen Abbildung ¢ :
V' — W ihre Biduale G(\) := (A\*)* zuordnet. Dies stimmt mit dem Quadrat des
kontravarianten Funktors in Beispiel I11.1.21 iiberein. Weiters bezeichne F' := id
den identischen Funktor K-Vsp — K-Vsp. Zu einem Vektorraum V' betrachte
nun die lineare Abbildung ¢y : V. — (V*)* py(v)(A) == Av), v € V, X €
V*. Eine einfache Rechnung zeigt, dass ¢ eine natiirliche Transformation von F
nach G liefert. In der Kategorie der endlich dimensionalen Vektorrdume ist ¢ ein
natiirlicher Isomorphismus zwischen F' und G.

I11.1.26. BEISPIEL. Betrachte den Fundamentalgruppenfunktor m; : Top, —
Grp, siehe Beispiel 111.1.19 sowie den Funktor F': Top, — Grp, der einem punk-
tierten Raum (X, zg) die in Proposition 1.8.27 besprochene Gruppe F(X, zg) :=
[(S',1), (X, x0)], und einer Abbildung punktierter Rdume f : (X, z0) — (Y, o)
den Homomorphismus F(f) := f, zuordnet. Die in Proposition 1.8.27 beschriebe-
ne Abbildung ¥ x4, : T (X, zo) — [(S*,1), (X, )] definiert einen natiirlichen
Isomorphismus zwischen 71 und F'.

[I1.1.27. BEISPIEL. Wir betrachten den Funktor G : Top, — Set, G(X, x¢) :=
(ST, X], G(f) = f.. Weiters sei m : Top, — Grp der Fundamentalgruppen
Funktor und C': Grp — Set der Funktor aus Beispiel I11.1.22. Thre Komposition
liefert einen Funktor F' := C o m : Top, — Set. Die in Satz 1.8.28 besprochene
Abbildung definiert eine natiirliche Transformation von F' anch G. Auf der Ka-
tegorie der wegzusammenhéngenden punktierten Rdume ist dies ein natiirlicher
[somorphismus zwischen F' und G, siehe Satz 1.8.28.

Es sei C eine Kategorie und X,, o € A, eine Menge von Objekten in C.
Unter einem Produkt der X, verstehen wir ein Objekt X von C zusammen mit
Morphismen p, : X — X, die folgende universelle Eigenschaft besitzen. Sind f,, :
Y — X,, a € A, Morphismen von C, dann existiert ein eindeutiger Morphismus
f:Y — X mit p,o f = f, fiir alle « € A. Im Existenzfall ist das Objekt X
und die sogenannten Projektionen p, bis auf kanonische Isomorphie eindeutig
bestimmt, dh. ist X ein Objekt von C und sind p, : X — X, Morphismen die
ebenfalls obige universelle Eigencshaft besitzen, dann existiert ein eindeutiger
Isomorphismus f : X — X, sodass p, o f = pa, fiir alle a € A.

I11.1.28. BEISPIEL (Produkte in Set). Sind X, Mengen, dh. Objekte von Set,
so bildet []; X3 zusammen mit den kanonischen Projektionen p,, : [] 5 X — Xa
ein Produkt in der Kategorie Set.

I11.1.29. BEISPIEL (Produkte in Top). Sind X, topologische Réume, dh. Ob-
jekte von Top, so bildet Hﬁ Xpg, versehen mit der Produkttopologie, zusammen
mit den kanonischen Projektionen p,, : [] 5 Xp — Xo ein Produkt in der Kategorie
Top.
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I11.1.30. BEISPIEL (Produkte in Top,). Sind (X, z,) punktierte Rdume, dh.
Objekte von Topg, so bildet []4;(Xps,25), versehen mit der Produkttopologie,
zusammen mit den kanonischen Projektionen p, : [[4(X3,25) — (Xa,24) ein
Produkt in der Kategorie Top,,.

II1.1.31. BEISPIEL (Produkte in K-Vsp). Sind V,, K-Vektorrdume, dh. Ob-
jekte von K-Vsp, so bildet [] 5V zusammen mit den kanonischen Projektionen
Pa Hﬁ Vs — V, ein Produkt in der Kategorie K-Vsp.

[11.1.32. BEISPIEL (Produkte in Grp). Sind G, Gruppen, dh. Objekte von
Grp, so bildet [ 5 G g, versehen mit der tiblichen komponentenweisen Multiplika-
tion, zusammen mit den kanonischen Projektionen p, : [] 5Gs — G, ein Produkt
in der Kategorie Grp.

I11.1.33. BEISPIEL. Der Fundamentalgruppenfunktor m; : Top, — Grp erhélt
Produkte, dh. er bildet Produkte in Top, auf Produkte in Grp ab. Fiir endliche
Produkte folgt dies aus Proposition 1.7.1. Der Beweis bleibt fiir Produkte beliebig
vieler punktierter Rdume giiltig.

Es sei C eine Kategorie und X,, o € A, eine Menge von Objekten in C.
Unter einem Koprodukt der X, verstehen wir ein Objekt X von C zusammen mit
Morphismen ¢, : X, — X die folgende universelle Eigenschaft haben: Sind f, :
X, — Y, a€e A Morphismen von C, dann existiert ein eindeutiger Morphismus
f: X — Y mit for, = f, fiiralle « € A. Im Existenzfall ist das Objekt X und die
Morphismen ¢, bis auf kanonische Isomorphie eindeutig bestimmt, dh. ist X ein
Objekt von C und sind ¢, : Xo — X Morphismen die ebenfalls obige universelle
Eigenschaft besitzen, dann existiert ein eindeutiger Isomorphismus f : X — X,
sodass f o, = L4, fir alle a € A.

I11.1.34. BEispPIEL (Koprodukte in Set). Sind X, Mengen, dh. Objekte von
Set, dann bildet die disjunkte Vereinigung | | 5 X zusammen mit den kanonischen
Inklusionen ¢, : X, — | | 3 Xp ein Koprodukt in der Kategorie Set.

I11.1.35. BEIsPIEL (Koprodukte in Top). Sind X, topologische Réume, dh.
Objekte von Top, so bildet die disjunkte Vereinigung | | 5 X zusammen mit den
kanonischen Inklusionen ¢, : X, — | | 5 X ein Koprodukt in der Kategorie Top.

I11.1.36. BE1sPIEL (Koprodukte in Top,). Sind (X,,z,) punktierte Raume,
dh. Objekte von Top, so bildet die disjunkte Vereinigung | |;(X3,25) zusammen
mit den kanonischen Inklusionen to : (Xa,za) — |3(Xps, 25) ein Koprodukt in
der Kategorie Top,.

I11.1.37. BEISPIEL (Koprodukte in K-Vsp). Sind V,, K-Vektorrdume, dh. Ob-
jekte von K-Vsp, dann bildet 9 5 Vp zusammen mit den kanonischen Inklusionen
lo: Vo — P 5 Vp ein Koprodukt in der Kategorie K-Vsp.
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I11.1.38. BEISPIEL (Koprodukte in aGrp). Sind A, abelsche Gruppen, dh. Ob-
jekte von aGrp, dann bildet €p 8 Ap zusammen mit den kanonischen Inklusionen
Lo+ Ao — D5 Ap ein Koprodukt in der Kategorie aGrp.

I11.1.39. BEISPIEL (Koprodukte in Grp). Sind G, Gruppen, dh. Objekte von
Grp, so bildet *3Gg zusammen mit den kanonischen Inklusionen ¢, : G, — *3Gpg
ein Koprodukt in der Kategorie Grp.

I11.2. Paare von Riaumen und Homotopie. Unter einem Paar von Rdu-
men verstehen wir (X, A) wobei X ein topologischer Raum und A C X ein
Teilraum ist. Eine Abbildung von Paaren von Raumen f : (X,A) — (Y,B)
ist eine stetige Abbildung f : X — Y mit f(A) C B. Offensichtlich ist die
identische Abbildung idx : (X, A) — (X, A) eine Abbildung von Paaren. Sind
f:(X,A) = (Y,B)und g : (Y, B) — (Z,C) zwei Abbildungen von Paaren, dann
ist auch ihre Komposition go f : (X, A) — (Z,C) eine Abbildung von Paaren.
Paare von Rdumen und Abbildungen von Paaren bilden daher eine Kategorie,
die Verkniipfung von Morphismen ist die iibliche Komposition von Abbildungen.
Wir werden diese Kategorie mit Top? bezeichnen.

[1I.2.1. BEMERKUNG. Wir konnen einem topologischen Raum X das Paar
(X, () zuordnen. Jede stetige Abbildung f : X — Y liefert dann eine Abbildung
von Paaren f : (X,0) — (Y, 0). Diese Zuordnung kann als Funktor Top — Top?
verstanden werden.

II1.2.2. BEMERKUNG. Jedem punktierten Raum (X, zo) kénnen wir das Paar
(X,{xo}) zuordnen. Jede Abbildung punktierter Raume f : (X,z9) — (Y, o)
liefert eine Abbildung von Paaren f : (X, {zo}) — (Y, {yo}). Diese Zuordnung

kann als Funktor Top, — Top? verstanden werden.

Zwei Abbildungen von Paaren f,g : (X, A) — (Y, B) werden homotop ge-
nannt, wenn eine Abbildung H : (X x I, Ax ) — (Y, B) mit Hy = fund H; =g
existiert, mit anderen Worten H(z,0) = f(z), H(z,1) = g(z) und H(a,t) € B
fir alle z € X, a € Aund t € I. Jede solche Abbildung H wird eine Homotopie
von Paaren von f nach g genannt. In diesem Fall schreiben wir f ~ g.

I11.2.3. LEMMA. Homotop zu sein ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge
der Abbildungen von Paaren (X, A) — (Y, B).

Beweis. Ist f : (X,A) — (Y, B) eine Abbildung von Paaren, dann liefert
die konstante Homotopie H : (X x I,A x I) — (X, A), H(z,t) := f(x), eine
Homotopie von f nach f, also ist die Relation reflexsiv. Sind f : (X, A) — (Y, B)
und g : (X,A) — (Y, B) homotop und ist F' : (X x [,A x I) — (Y, B) eine
Homotopie mit Fy = f nach F; = g, dann liefert G : (X x I, A x I) — (Y, B),
G(z,t) :== F(z,1 —t), eine Homotopie von Gy = F; = g nach G; = Fy = f,
also ist die Relation symmetrisch. Sind schliefllich f,g,h : (X, A) — (Y, B),
F:(XXxI[,AxI)— (Y,B)und G: (X xI,AxI)— (Y,B)mit Fy = f, F} = g,
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Gy = g und G = h, so liefert

F(z,2t) falls 0 <t <1/2,

H:(XxLAx]) = Y.B),  Hizt):= {G(m 2% 1) falls1/2<¢<1

eine Homotopie mit Hy = Fy = f und H; = G; = h. Dies zeigt, dass die Relation
auch transitiv ist. U

Die Aquivalenzklassen der Relation in Lemma I11.2.3 werden Homotopie-
klassen von Abbildungen von Paaren genannt. Wir schreiben [(X, A), (Y, B)] fur
die Menge der Homotopieklassen von Abbildungen (X, A) — (Y, B), und [f] €
(X, A), (Y, B)] fir die von f: (X, A) — (Y, B) reprisentierte Klasse.

[I1.2.4. LEMMA. Es seien fo, f1 : (X, A) — (Y, B), 90,91 : (Y,B) — (Z,C)
und fo =~ f1 sowie gy =~ g1. Dann gilt auch gy o fo =~ g1 0 f1.

BeweEis. Nach Voraussetzung existieren Homotopien F' : (X x I, A x I) —
(Y, B) und G : (YX[,BX[) — (Z, C) mit F() = f(), Fl = fl, GO = qo und Gl = 4.
Fiir die Homotopie H : (X x [, A x I) — (Z,C), H(z,t) := G(F(x,t),t), gilt
dann Hy = Gyo Fy = gpo fo und Hy = G0 F} = g1 o fi. 0

Nach Lemma III.2.4 erhalten wir eine wohldefinierte Verkniipfung von Homo-
topieklassen durch Komposition von Représentanten,

(X, A), (Y, B)| x[(Y, B), (£, 0)] = [(X, A),(Z,C)], (], [9]) = [go f]. (IILT)

Mit hTop? bezeichnen wir die Kategorie der Paare von Raumen und Homotopie-
klassen von Abbildungen von Paaren. Die Objekte in hTop? sind alle Paare von
Réaumen, die Menge der Morphismen von (X, A) nach (Y, B) ist [(X, A), (Y, B)].
Die Verkniipfung von Morphismen ist durch (III.1) erklért. Ist g : (Y, B) — (Z,C)
eine Abbildung von Paaren, so schreiben wir

gx - [(X7 A)v (Yv B)] - [<X>A)7 <27 C)]> g*([f]) = [go f]

Ebenso fithren wir die Notation

[ Y. B), (Z,0)] — (X, 4),(Z,C)], f(lgl) :==lgo f]
fiir eine Abbildung von Paaren f: (X, A) — (Y, B) ein.

I11.2.5. BEMERKUNG. Zwei stetige Abbildungen f,g : X — Y sind genau
dann homotop, wenn die Abbildungen von Paaren f, g : (X,0) — (Y, () homotop
sind, dh. [X,Y] = [(X,0), (Y, 0)]

II1.2.6. BEMERKUNG. Zwei Abbildungen punktierter Raume f, g : (X, z¢) —
(Y, yo) sind genau dann homotop relativ Basispunkt, wenn sie als Abbildungen
von Paaren f, g : (X, {zo}) — (¥,{yo}) homotop sind, dh. [(X,z0), (Y, 50)] =

(X, {20 }), (Y, {90})]-
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I111.3. Hohere Homotopiegruppen. Es bezeichne I := [ x --- x I den
n-dimensionalen Wiirfel und 0I™ seinen Rand, dh.

oI ={(s1,...,sy) € I" | Ji: 5, € {0,1}}. (I11.2)

Fiir n = 0 setzen wir [° := {*} und 9I° = (). Beachte auch (I',9I') = (I,0I) =
(1,{0,1}). Ist (X, z0) ein punktierter Raum, dann definieren wir

T (X, o) := [(I",01™), (X, z9)].

Die Elemente in 7, (X, 29) werden durch Abbildungen f : I" — X mit f(0I") C
{zo} représentiert. Zwei solche Abbildungen f, g : (I",0I™) — (X, zo) représene-
tieren das selbe Element in , (X, x¢), falls eine Homotopie H : I" x I — X mit
Ho=f, H =g und H(OI" x I) C {x} existiert. Wir schreiben [f] € 7,(X, xq)
fur das von f(I",0I") — (X, zo) repasentierte Element.

I11.3.1. BEMERKUNG. Ordnen wir [f] € m(X,zo) die Wegzusammenhangs-
komponente die f(x) enthélt zu, erhalten wir eine Bijektion zwischen mo(X, x¢)
und der Menge der Wegzusammenhangskomponenten von X.

11.3.2. BEMERKUNG. Fiir n = 1 besteht [(I*,0I'), (X, xq)] gerade aus den
Homotopieklassen von Schleifen bei zq. Dh. 7,(X, zg) verallgemeinert die der
Fundamentalgruppe zugrundeliegende Menge.

Ist n > 1 und sind f,g : (I",0I") — (X,x0) so wird ihre Konkatenation
fg:(I",0I") — (X, z0) durch

f(2s1,82,...,5n) falls 0 < 57 < 1/2,
g(2s1 —1,89,...,5,) falls 1/2 < s <1,

(F9)(s1se ey 50) i= {

definiert. Beachte, dass fiir s; = 1/2 die beiden Definition iibereinstimmen,
f(1,82,...,8,) = xg = g(0,82,...,8,), denn f und g bilden OI"™ nach z, ab.
Die Stetigkeit der Konkatenation folgt aus Lemma I.1.2. Aus der Beschreibung
des Randes in (III.2) sehen wir, dass fg den Rand 0I™ tatséchlich nach z, ab-
bildet. Im Fall n = 1 liefert diese Konstruktion gerade die Konkatenation von
Wegen aus Abschnitt 1.2.

I11.3.3. LEMMA. Seien n > 1 und fo, f1,90,91 : (I",0I") — (X, ) mit
fo =~ f1 und go ~ g1. Dann gilt auch fir die Konkatenationen fogo ~ f19:1-

BEWEIS. Nach Voraussetzung exsistieren Homotopien F : (I" x I,0I" xI) —
(X,z9) und G : (I" x 1,0I" x I) — (X, zo) mit Fy = fo, F1 = f1, Go = go und
G1=g¢1. Esist dann H : (I" x I,0I" x I) — (X, x),

F(2s1,82,...,8n,1t) falls 0 < 51 <1/2,

H(s1,89,...,8p,1) =
(51,52 Sn 1) {G(251—1’327,,,,Sn) falls 1/2 < s; <1,

eine Homotopie von Hy = FyGy = fogo nach Hy = F1G = fi9;. [l
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Nach Lemma I11.3.3 hingt die Homotopieklasse [fg] € m,(X, o) nur von den
Homotopieklassen [f], [g] € m,(X,zo) ab, wir erhalten daher eine wohldefinierte
Abbildung

(X, 20) X T (X, 20) = m(X, x0),  ([f],[9]) = [fllg] == [fgl.  (IIL3)

Im Fall n = 1 ist dies die Multiplikation der Fundamentalgruppe. Wir werden nun
zeigen, dass (I11.3) fiir jedes n > 1 eine Gruppenstruktur auf m, (X, zo) liefert.

II1.3.4. LEMMA. Es sein > 1 und ¢ : I — [ stetig mit p(0) =
©(1) = 1. Fiir jedes f : (I",0I") — (X, zg) gilt dann f o (¢ X idn-1) =~ f, dh.
[f1=1f o (¢ xidpm-1)] € T (X, 20).

BEWEIS. Die Abbildung H : (I" x I,0I" x I) — (I",01I™),

H(s1,...,8n,t) = ((1 —t)s1 +tp(s1), s2,- .-, sn)

ist eine Homotopie von Hy = id» nach H; = ¢ X idjm-1. Daher ist G := f o
H: (I"x 1,0I" x I) — (X,z9) eine Homotopie von Gy = f o Hy = f nach
Gy =foHy = fo(pxidm-1). O

II1.3.5. LEMMA. FEs sei (X, xq) ein punktierter Raum, n > 1 und es bezeichne
Cop = (1™, 0I") — (X, x0) die konstante Abbildung, cy,(s) = xo. Fir jedes f :
(I™,0I") — (X, o) gilt dann fcyy >~ f =~ ¢y f, dh. [cy] € T (X, z0) ist neutrales
Element fir die Multiplikation (I11.3).

BEWEIS. Wir betrachten ¢ : I — I, p(s) = 2s falls 0 < s < 1/2 und
p(s) =1 falls 1/2 < s < 1. Offensichtlich gilt dann fc,, = f o (¢ X idjm-1) und
daher fc,, ~ f nach Lemma II.3.4. Analog lésst sich c,,f ~ f zeigen. U

II1.3.6. LEMMA. Es sei (X, xq) ein punktierter Raum und n > 1. Fir f, g, h:
(I™,01™) — (X, xq) gilt dann (fg)h ~ f(gh), dh. die Multiplikation (111.3) ist
assoz1ativ.

BEWEIS. Betrachte

25 falls 0 < s < 1/4,
o: I —1, o(s) =< s+1/4 falls 1/4 < s <1/2,
s/2+1/2 falls1/2<s<1.

Eine einfache Rechnung zeigt (fg)h = (f(gh)) o (¢ x idjn-1), also (fg)h =~ f(gh)
nach Lemma III.3.4. ]

II1.3.7. LEMMA. Es sei (X, xg) ein punktierter Raum undn > 1. Fir eine Ab-
bildung f : (I",0I") — (X, xq) sei f: (I",0I") — (X, x0) durch f(s1,...,8,) =
f(1 = s1,89,...,8,) definiert. Dann gilt ff ~ cyy =~ ff, dh. [f] € (X, x0) ist
inverses Element von [f] € m,(X, xo) beziiglich der Multiplikation (I11.3).
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BEWEIS. Die Abbildung H : (I" x I,01" x I) — (X, xo),

f(2s1,82,...,8) falls 0 < 51 <t/2,
H(s1,...,80,t) = ¢ f(t,89,...,5,) falls t/2 < s1 < 1—1/2,
f(2—2s1,89,...,8,) falls1—1/2<s <1,

ist eine Homotoie von Hy = c,, nach H, = ff, also c,, ~ ff. Analog lisst sich

Cyo = f [ zeigen. U
Zusammenfassend erhalten wir
II1.3.8. PROPOSITION. FEs sei (X, x) ein punktierter Raum und n > 1. Dann
definiert (I111.3) eine Gruppenstruktur auf m,(X,xo). Das neutrale Element wird

durch die konstante Abbildung c,, reprdsentiert, das zu [f] inverse Element wird
durch f reprdsentiert.

I11.3.9. DEFINITION (Hohere Homotopiegruppen). Fiir n > 1 heifit 7, (X, x¢)
die n-te Homotopiegruppe des punktierten Raums (X, xg). Dies verallgemeinert
die Fundamentalgruppe (n = 1).

II1.3.10. PROPOSITION. FEs sei (X, xg) ein punktierter Raum und n > 2. Dann
ist (X, o) abelsch.

BeEwEis. Wir betrachten zunéchst die Abbildung ¢ : (1™, 0I") — (I™,0I"),

©(81,82, -+, 8n) := (1 —51,1—59,83,...,5,). Eine einfache Rechnung zeigt sofort
(fop)(gop) = (gf)op, firalle f,g: (I",0I") — (X, x0). Seinun p : (I%,01%) —
(D% 0D?) ein Homdomorphismus mit p(1— sy, 1 —s9) = —p(s1, S2). Etwa kénnen
wir

 2max{|s; — 1/2|,|sy — 1/2|} B (s
p(s1,89) := N RSV CESTE ((s1 —1/2) +i(s2 — 1/2))

verwenden. Es ist dann H : (I"™ x [,0I" x I) — (I",01"),

H(s1,... sn,t) = (p (€™ p(51, 52)), 835, Sn)
eine Homotopie von Hy = id;» nach H; = ¢. Aus Lemma II1.2.4 folgt f ~ f o,
dh. [f] = [fo] € mn(X, xo). Es gilt daher [f][g] = [fopllgop] = [(fop)(gop)] =
[(gf) o] = [gf] = [9][f], also ist m, (X, x) abelsch. O

I11.3.11. BEMERKUNG. Auf Grund von Proposition II1.3.10 notieren wir die
Gruppenstruktur in 7,(X, 2¢), n > 2, von nun an additiv, dh. [f] + [g] = [fg],

0 = [ex] und =[f] = [f].

I11.3.12. BEMERKUNG. L.A. ist es nicht moglich auf 7y(X, zo) in natiirlicher
Weise eine Gruppenstruktur zu definieren. Jedoch représentiert die konstante Ab-
bildung ¢,, : (I°,01°) — (X, z0) ein ausgezeichnetes Element in 7y (X, ). Dieses
enspricht der den Basispunkt xy enthaltenden Wegzusammenhangskomponente
von X vgl. Bemerkung I11.3.1. Wir kénnen mo(X, o) daher als punktierte Menge
auffassen, siche Beispiel II1.1.4. Wir schreiben mo(X, o) = 0 falls mo(X, z¢) nur
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dieses eine Element besitzt. Dies ist genau dann der Fall wenn X wegzusam-
menhéngend ist.

II1.3.13. LEMMA. Ist ¢ : (X, z9) — (Y, y0) eine Abbildung punktierter Rdaume
so definiert ¢, : (X, x0) — T (Y %), p«([f]) := [¢ o f], einen Gruppenho-
momorphismus falls n > 1, bzw. eine Abbildung punktierter Mengen im Fall
n = 0. Sind po, 1 : (X,20) — (Y,y0) homotop relativ Basispunkt, dann gilt
(00)x = (1)« Ist = (Y,yo) — (Z, 20) eine weitere Abbildung punktierter Rdaume,
dann gilt (1 o ). = . 0 ., sowie (d(xze))+ = idr, (X ,20)-

BEWEIS. Dies ist trivial, siche Lemma II1.2.4. O

I11.3.14. BEMERKUNG. Die Homotopiegruppen liefern daher Funktoren 7q :
hTop, — Sety, m : hTop, — Grp und m, : h'Top, — aGrp falls n > 2.

I11.3.15. PROPOSITION. Ist ¢ : (X,z9) — (Y,v0) eine Homotopiedquivalenz
punktierter Riume, dann ist @, : 7,(X, 29) — 7. (Y, y0) ein Isomorphismus.?

BEWEIs. Als Homotopiedquivalenz ist ¢ ein Isomorphismus in der Kategorie
hTop,, vgl. Beispiel IT1.1.11. Da jeder Funktor Isomorphismen auf Isomorphismen
abbildet, sieche Bemerkung III.1.14, muss ¢, ein Isomorphismus sein. U

I11.3.16. BEISPIEL. Ist X eine sternférmige Teilmenge von R* und zy € X
ein Zentrum, dann gilt 7, (X, z9) = 0, fiir alle n > 0. Dies folgt aus Propositi-
on II1.3.15 denn (X, xg) ist homotopiedquivalent zum einpunktigen Raum, dh.

(X, z0) >~ ({0}, o).
[11.3.17. BEMERKUNG. Esseiw : (I",0I") — (D", S"!) ein Homdomorphis-
mus von Paaren. Wir erhalten eine Bijektion
(D", 8", (X, 20)] = m(X,20),  [fl = [fou]

Elemente der Homotopiegruppe 7, (X, o) kénnen daher auch als Homotopieklas-
sen von Abbildungen (D", S"1) — (X, z¢) aufgefasst werden.

I11.3.18. BEMERKUNG. Es sei w: (I",01™) — (S™, so) eine stetige Abbildung
die einen Homéomorphismus punktierter Raume (1™/01™, 01" /0I"™) — (S™, s¢)
induziert. Dann erhalten wir eine Bijektion

[(S”,so), (X, xo)} ~ 1,(X, x0), [f] — [f ow].

Wir konnen die Elemente der Homotopiegruppe 7, (X, zo) daher auch als Homo-
topieklassen von Abbildungen (S, sg) — (X, x) interpretieren.

I11.3.19. SATZ. Es seip: (X, %) — (X, o) eine punktierte Uberlagerung und
n > 2. Dann ist der induzierte Homomorphismus p, : m,(X, Zo) — (X, xg) €in
Isomorphismus.

26Tm Fall n = 0 ist ein Isomorphismus punktierter Mengen gemeint, dh. eine Basispunkt er-
haltende Bijektion, vgl. Beispiel IT1.1.4. Fiir n > 1 ist natiirlich ein Isomorphismus von Gruppen
gemeint.
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BEWEIS. Wir zeigen zunichst, dass p, : m,(X, %) — (X, x0) surjektiv ist.
Sei dazu f : (I",0I") — (X,z0). Aus der Homotopieliftungseigenschaft von
Uberlagerungen siche Satz I1.3.3, erhalten wir eine stetige Abbildung f : I — X
mit po f = f und f(sy,...,Sn_ 1,0) = Ty, fiir alle (s1,...,5,_1) € I""1. Wegen
pof = fist die Einschréinkung f lom = 01" — X ein Lift der konstanten Abbildung
Cyo » OI" — X. Dan > 2 ist 0I" zusammenhéngend. Aus Proposition 11.3.1
folgt daher f(OI") = {&o}. Also definiert f ein Element [f] € m,(Xo, &) fiir
das offensichtlich p,(] f]) = [f] gilt. Nun zur Injektivitdt von p,. Sei also f
(I",0I") — (X, %) mit p.([f]) = 0. Dann existiert eine Homotopie H : (I" x
1,0I" x I) — (X, x0) mit Hy=po fund Hy = ¢,,. Aus Satz I1.3.3 erhalten wir
eine Homotopie H : I" x I — X mit po H = H und Hy = f Die Einschriankung
H lornxr = 01" x I — X ist ein Lift der konstanten Abbildung ¢, : 0I" x I — X.
Da n > 2 ist I" x I zusammenhéngend, aus Proposition II.3.1 folgt daher

H(OI" x I) = {&}, denn Ho(dI") = f(OI") = {Zo}. Also definiert H eine
Homotopie H : (I" x I,0I" x I) — (X, &o). Wegen po H = H ist H; ein Lift
der konstanten Abbildung H; = ¢,, : I" — X. Da H1|8[n = ¢z, : 01" — X muss
H, = cz, gelten, siehe Proposition 11.3.1. Also ist H eine Homotopie von f nach
¢zo, und es gilt daher [f] = 0 € 7, (X, Z). Damit ist auch die Injektivitit von p,
gezeigt. [

I11.3.20. BEISPIEL. Betrachte die Uberlagerung p : (R,0) — (S, 1), p(t) :=
e?™it Nach Beispiel 111.3.16 gilt 7, (R,0) = 0, fiir alle n > 0. Aus Satz 111.3.19
erhalten wir 7, (S',1) = 0, fiir n > 2.

I11.3.21. BEISPIEL. Betrachte die Uberlagerung p : (S*,s) — (RP*, ). Nach
Satz I11.3.19 induziert p Isomorphismen 7,(S*, sq) = 7, (RP*, x), fiir n > 2.

I11.3.22. BEISPIEL. Es bezeichne L eine Linsenraum und p : (5% 55) —
(L, zo) die entsprechende Uberlagerung, siehe Beispiel 11.2.8. Nach Satz I11.3.19
induziert p Isomorphismen 7, (S%*71, s9) & 7, (L, x), fiir n > 2.

I11.3.23. BEISPIEL. Betrachte die universelle Uberlagerung der Kleinschen
Flasche p : (R%* 7o) — (K, zo) aus Beispiel I1.6.3. Nach Beispiel I11.3.16 gilt
7, (R?, 29) = 0, n > 0. Aus Satz I11.3.19 folgt daher 7, (K, zq) = 0, fiir n > 2.

I11.3.24. BEISPIEL. Betrachte die universelle Uberlagerng der orthogonalen
Gruppe p : (53,s0) — (SO3,70) aus Beispiel 11.6.3. Nach Satz I11.3.19 induziert
p Isomorphismen 7,,(S3, s0) = 7, (SO3, z¢), fiir n > 2.

Wir wenden uns nun den Homotopiegruppen von Produktrdumen zu. Seien
also (X,,z,) punktierte Rdume, @ € A. Verwenden wir die von den kanoni-
sche Projektionen po : [[5c4(Xp,75) — (Xa, 2a) induzieren Homomorphismen

(Do)« : Fn(HﬁeA(Xg,xg)> — Tp(Xa, To) als Komponenten erhalten wir einen
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eine Abbildung
((pO‘)*)aeA : 7T-"<]‘_[(‘X'57 l’ﬂ)) - H 7Tn<Xa7 l’a). (1114)

BeA acA
I11.3.25. PROPOSITION. Die Abbildung (111.4) ist ein Isomorphismus.*”

BEwEIS. Wir zeigen zunichst die Surjektivitdt der Abbildung (II1.4). Sei da-
zu ([fal)aca € [loea ™n(Xa, o), wobei fo @ (I",01") — (X4, Z4). Verwenden
wir die fs als Komponenten erhalten wir (fs)gea : (I",0I") — [[5c4(Xs,75)
und damit ein Element f := [(f3)gea] € T (HﬂeA(Xg,xﬂ)). Offensichtlich gilt
(Pa)«(f) = [fa], also wird g durch (IIL.4) auf ([f.])aca abgebildet. Nun zur
Injektivitat. Seien dazu [f],[g] € wn(HﬂeA(Xﬂ,xg)), wobei f,g : (I",0I") —
[15c4(Xs,25). Wir bezeichnen die Komponenten mit f, := p, o f: (I",0I") —
(X, o) und gq 1= paog : (I, 0I") — (Xa, xa), @ € A. Werden [f] und [g] durch
(II1.4) auf das selbe Element abgebildet, dann gilt [f.] = [ga] € T (X4, zs) fiir
alle @« € A. Es existieren daher Homotopien H® : (I" x I,0I" x I) — (Xa, %a)
mit H§ = f, und H}" = g,. Verwenden wir die H“ als Komponenten erhalten wir
eine Homotopie H : (I" x I,0I" X I) — []3c4(Xp, 75) mit Hy = f und H, = g.
Also ist [f] = [g] € 7, (HﬁeA(Xﬁ,ﬂfﬁ)) und (III.4) daher injektiv. O

I11.3.26. BEMERKUNG. Die letzte Proposition besagt, dass der Funktor m,
Produkte erhélt. Das Produkt p, : []5c4(Xpg, 25) — (Xa, 24) in Top, wird unter
T auf (po)s - ﬂn(HﬁeA(Xg,xg)) — 7,(Xa, zo) abgebildet, und dies ist nach
Proposition I11.3.25 ein Produkt in der Kategorie Sety (n = 0), Grp (n = 1) bzw.
aGrp (n > 2).

I11.3.27. BEISPIEL. Fiir den Torus 7% = S* x --- x St gilt m,(T*, x) =
falls n > 2. Dies folgt aus Proposition I11.3.25 und Beispiel I11.3.20.

I11.3.28. BEISPIEL. Betrachten wir die Uberlagerung p : (5% x S2, (s¢, 51))
(SOy4, o) aus Beispiel 11.6.3 dann liefert Satz I11.3.19 ,(S® x S3, (s¢,51))
Tn(SOy, o), falls n > 2. Mittels Proposition I11.3.25 folgt nun 7, (SOy, xo)
(93, 50) X T, (53, 81), fiir n > 2.

=

R R

111.4. Basispunkte. Wir wollen nun untersuchen inwiefern die hoheren Ho-

motopiegruppen vom Basispunkt abhdngen. Wir betrachten dazu den Homoomor-
phismus p : (I",01") — ([3,3]", 0[5, 3]"), p(s) :== 1(s — M) + M, wobei M :=
(3,...,3) den Mittelpunkt von I™ bezeichnet. Weiters sei p : I"\{M} — 91" die

radiale Projektion, dh. der Strahl von M durch z € I"™\ {M} schneidet 91" im

Punkt p(z). Eine explizite Formel dafiir ist p(s) = m(s — M) + M, wobei
(51, -y Sn)|loo := max{|s1], ..., |sn|} die Maximumsnorm bezeichnet. Schliefilich
sei ¢ : I"\{M} — 9[3, 2]" die radiale Projektion, dh. g(s) := m(s—M)jLM.

2"Ein Isomorphismus von Gruppen fiir n > 1, bzw. ein Isomorphismus punktierter Mengen
im Fall n = 0.
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Ist nun v : I — X ein Weg von 7(0) = zo nach v(1) = x; und f : (I",0I") —
(X, x1) dann definieren wir b,(f) : (™, 0I") — (X, x) durch

(s falls s € 1, 3]",
b)) = 4 100 b
Y(2—4|s — Mlls) falls s € I™\[4,2]"
[1I.4.1. LEMMA. Es seien zg,x1 € X, 7,%,7 : I — X Wege von z¢ nach x;
und f, fo, f1,9: (I",0I") — (X, x1). Dann gilt:

(i) Gilt fo ~ f1 dann auch by(fo) ~ by(f1).
(i) Gilt vo >~ v (relativ Endpunkten) dann auch by (f) >~ b, (f).
(iil) Ist wg = x1 und v = ¢y, dann gilt b, (f) = f.
(iv) Ist 7 : I — X ein Weg von x1 nach x4 dann gilt b, (b-(f)) =~ by (f).
(v) by(fg) = by (f)bs(9)-
BEWwEIS. Ad (i): Sei also F': (I" x [,0I" x I) — (X, z1) eine Homotopie von
Fy = fo nach Fy = f;. Dann definiert H : (I"™ x 1,0I" x I) — (X, x),

H(s,t) := F(p~'(s),1) falls s € [1, 3]",
o 7(2 —A4f|s - Mlloo) falls s € I™ \ E, %]n

eine Homotopie von Hy = b,(fy) nach H; = b,(f1). Ad (ii): Seialso H : Ix] — X
eine Homotopie relativ Endpunkten von Hy = vy nach H; = ;. Dann definiert
G:(I"x1,0I" x I) — (X, ),

B F(o~Y(s)) falls s € [l, é]n7
0= {H(z —dl|ls = M|, t) falls s € 2 < 320"

eine Homotopie von Gy = b,,(f) nach G; = b,,(f). Ad (iii): Betrachte die Ho-
motopie R : (I" x I,0I" x I) — (I™,0I"),

R(s,t) := M+ Qi_t(s — M) fallsse€ [i’l _ %]n’
) p(S) falls s € I \ [iv 1— ﬂn,

von Ry = id;» nach

—1 1 31n
pt(s) falls s € [1,3]",
Ry : (I™,0I") — (I, 01" Ri(s) = 474
v (I7,017) — (1", 01%), () {p(s) fallssEI”\[i,%]".

Die Komposition f o R liefert dann eine Homotopie von fo Ry = f nach fo Ry =

be,, (f). Ad (iv): Betrachte die Abbildung ¢ : I — I,
2s falls 0 < s < 1/4,
o(s) = qs—+1 falls 1/4 < s <1/2,

s/2+1/2 falls1/2<s<1,
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und definiere eine Homotopie @ : (I" x I,0I" x I) — (I™,01"),
Qs,) i= (tp(2lls = M) + (1= 1)) (s = M) + M,
von Qg = ids» nach @y : (I™,01") — (I",0I™),

A||ls — M||so(s — M)+ M falls ||s — M| < 1/8,
Qi(s) =9 2ls =M+ 1) (s = M)+ M falls 1/8 < |s — M| < 1/4,
(s =Moo+ (s = M)+ M falls 1/4 <|[s — M| < 1/2.

Es ist nun b, (f) o @ eine Homotopie von b, (f) o Qo = b,,(f) nach b,-(f)oQq =
b,(b-(f)). Ad (v): Betrachte die Homotopie H : (I" x I,0I" x I) — (X, xo),

H(S s t) . (b’y(fcxl))«Q—t)Sl,SQ,...,Sn> fﬁr0§51§1/2,
1y« 8n,t) 1= (b’y(czv1g>)((2—t)81+t—1,82,...,8n) fir 1/2 <s; <1.

Dies ist eine Homotopie von Hy = (b,(fcs,))(by(cz,9)) nach Hy = b,(fg). Zu-
sammen mit (i) folgt b, (fg) = Hi ~ Ho = (by(fca,))(by(cz9)) = by(f)by(g). O

[I1.4.2. PROPOSITION. Es seiy: 1 — X ein Weg von v(0) =z nach y(1) =
z1 und n > 1. Dann ist

By (X, 1) = m(X, o), By([f]) = [by(S)]

ein wohldefinierter Gruppenisomorphismus, der nur von der Homotopieklasse re-
lativ Endpunkten des Weges v abhingt. Seine Inverse ist durch (3,)"" = 35
gegeben, wobei Y(s) = (1 —s). Ist 7 : [ — X ein weiterer Weg von 7(0) = 14
nach 7(1) = x5 dann gilt 5, o B, = B,..

BEWEIS. (3, ist wohldefiniert nach Lemma II1.4.1(i) und héngt wegen Lem-
ma [I1.4.1(ii) nur von der Homotopieklasse [y] ab. Nach Lemma II1.4.1(v) liegt
tatséchlich ein Gruppenhomomorphismus vor. Aus Lemma [I1.4.1(iv) erhalten
wir sofort £, 0 B = B,7. Da vy = ¢y, folgt nun 3, 0 35 = 315 = B¢, = idn,(x.20)
wobei wir im letzten Gleichheitszeichen Lemma I11.4.1(iii) verwendet haben. Ana-
log lasst sich 3503, = idr,(x,2,) zeigen. Also ist 3, tatsichlich ein [somorphismus
mit Inverser (3. O

I11.4.3. BEMERKUNG. Ist X ein wegzusammenhingender Raum und zg, 1 €
X, dann sind die Gruppen 7,(X,zo) und 7,(X, 1) isomorph, wir schreiben in
diesem Fall oft nur m,(X). Beachte jedoch, dass der in Proposition 111.4.2 kon-
struierte Isomorphismus 3, : m, (X, z1) = m,(X, 2¢) von der Wahl einer Homo-
topieklasse [y] von Wegen von zy nach z; abhéngt, und daher nicht natiirlich
ist.

[I1.4.4. DEFINITION (n-facher Zusammenhang). Es sei n > 0. Ein topologi-
scher Raum X heit n-zusammenhdngend falls 7y (X, z9) = 0, fiir alle 0 < k <n
und alle Basispunkte zy € X.
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II1.4.5. BEMERKUNG. Ist X wegzusammenhéngend und gilt (X, z¢) = 0
fiir alle 0 < k < n und einen Basispunkt zy € X, dann ist X schon n-
zusammenhéngend. Dies folgt aus Proposition I11.4.2.

[11.4.6. BEMERKUNG. Ein Raum ist genau dann 0-zusammenhingend, wenn
er wegzusammenhéngend ist. Ein Raum ist genau dann 1-zusammenhéngend,
wenn er einfach zusammenhéngend ist.

I11.4.7. PROPOSITION. Es set H : X x I — Y eine Homotopie und xo € X.
Setze p . =Hy: X =Y, vp:=H: X =Y undvy:1—-Y,~(t) = H(zo,t). Fir
n > 1 gilt dann B0, = g, 7a(X,70) — alY; 9(20)).

BeEWwEIs. Es sei also f : (I",0[") — (X, ) und betrachte die Homotopie
G:(I"xI1,0I"xI)— (X, p(x0)),

JH(f(p7N(s)), 1) falls s € 1, 3],
Gls,1) = {H((xo,t(Z —4|ls — M||«)) falls s e ™\ [1,3]"

Dies ist eine Homotopie von Gy = b%(zo)(cp o f) nach Gy = b,(¢ o f). Es folgt
By(u([f])) = [by (¥ 0 )] = [G1] = [Go] = [be,(,, (P o fll =[po fl=e([f]). O

II1.4.8. PROPOSITION. Es sei ¢ : X — Y eine Homotopiedquivalenz und
xo € X. Dann ist o, : (X, o) — m, (Y, p(20)) ein Isomorphismus, n > 0.

BEWEIS. Nach Voraussetzung existiert eine stetige Abbildung ¢ : ¥ — X,
sowie Homotopien H : X x I — X und G : Y x I — Y, sodass Hy = ¥ o ¢,
H, =1idx, Gy = ¢ oy und ¢ o) = idy. Nach Proposition I11.4.7 haben wir ein
kommutatives Diagramm

(X, 50) — = 10 (Yo p(w0)) — 2 (Vi (o)

(TZ’O )* oY ) x
(idx)*l v iw* (eow) lﬁ[,

7 (X, 20) o 70 (X, (p(20))) —2m 700 (V5 0 (0( 0 (20)))

wobei v : I — X, y(t) :== H(zo,t), und 0 : [ — Y, o(t) := G(p(xg),t). Nach
Proposition I11.4.2 sind 3, und 3, Isomorphismen, also sind auch (¢ o ¢), und
(¢ 0 @), Isomorphismen. Mit (¢ 01)), muss auch v, injektiv sein, und da (¢ o ),
surjektiv ist gilt dies auch fiir ¥,. Wir sehen daher, dass v, ein Isomorphismus
ist. Also muss auch ¢, : m,(X, zg) — T, (Y, p(z0)) ein Isomorphsimus sein. [

[11.4.9. BEMERKUNG. Homotopiedquivalente wegzusammenhéngende Ridume
haben isomorphe Homotopiegruppen. Genauer, ist X ~ Y, 25 € X, yo € Y und
n > 0, dann gilt m,(X,z¢) = 7,(Y,yo). Dies folgt aus Proposition I11.4.8 und
Proposition I111.4.2.

II1.4.10. PROPOSITION. Ist X ein kontrahierbarer Raum und xy € X, dann
gilt 7, (X, 29) =0, n > 0.
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BEWEIS. Dies folgt aus Proposition I11.4.8, denn die kanonische Inklusion
{zo} — X ist eine Homotopiedquivalenz. O

[I1.4.11. PROPOSITION. Ist (X, xq) ein punktierter Raum undn > 1, dann de-
finiert T (X, xo) — Aut(m, (X, x0)), [y] — B, einen Gruppenhomomorphimus.®®

BEWEIS. Dies folgt aus Proposition I11.4.2. O

Es sei R ein Ring mit Eins. Unter einem R-Modul verstehen wir eine abelsche
Gruppe M zusammen mit einer Skalarmultiplikation R x M — M, (r,m) — rm,
die folgende Eigenschaften hat:

(i) r(my + ma) = rmy +1rme, v € R, my,mg € M.

(i) (ry +ro)m =rim+mrom, ri,r9 € R, m € M.

(iii) (ryre)m = ri(rom), ri,r9 € R, m € M.

(iv) Im =m, m € M.
Beachte, dass ein R-Modul nichts anderes als eine abelsche Gruppe M zusam-
men mit einem Ringhomomorphismus R — End(M) ist.? Unter einem R-Mo-
dulhomomorphismus von einem R-Modul M; in einen R-Modul M, verstehen wir
einen Homomorphismus von Gruppen ¢ : M; — M, fiir den p(rm) = rp(m) gilt,
r € R, m € M;. Die R-Moduln und R-Modulhomomorphismen bilden offensicht-
lich eine Kategorie die wir mit R-Mod bezeichnen. Ist R ein Ring mit Eins, dann
bezeichnen wir mit R* := {r € R | 3s € R : rs = sr = 1} die Gruppe der Einhei-
ten von R. Die Gruppenstruktur ist dabei durch die Einschrénkung der Multipika-
tion in R gegeben. Ist M ein R-Modul, dann liefert die Einschréankung der Skalar-
multiplikation einen Homomorphismus R* — Aut(M).3° Sei nun I eine Gruppe.
Betrachte die abelsche Gruppe Z[I'] := D, Z. Elemente in Z[I'] kénnen wir als
endliche formale Linearkombinationen nyy, + - - - + ngye, n; € Z, ; € I', darstel-
len, oder als Funktionen I' — 7Z auffassen, die nur bei endlich vielen Elementen
von I ungleich 0 sind. Die Multiplikation (3 _; n:v:) (32, mjo;) = >, s nim;(vio;)
macht Z[I'] zu einem Ring, dem sogenannten Gruppenring von I'. Beachte, dass
I' C ZI'}*. Die Gruppe I ist genau dann abelsch, wenn der Ring Z[I'| kommu-
tativ ist. Der Gruppenring hat folgende universelle Eigenschaft. Ist R ein wei-
terer Ring und ¢ : I' — R* ein Gruppenhomomorphismus, dann existiert ein
eindeutiger Ringhomomorphismus ¢ : Z[['] — R, sodass @(v) = ¢(v), fiir alle
v € I'. Dieser Ringhomomorphismus ist durch (>, nv:) = Y. nip(7;) gege-
ben. Wir erhalten aus diesen Betrachtungen nun folgenden niitzliche Tatsache.
Ist T' eine Gruppe, M eine abelsche Gruppe und ¢ : I' — Aut(M) ein Grup-
penhomomorphismus, dann existiert eine eindeutige Z[I']-Modulstruktur auf M,

28Fiir eine Gruppe G bezeichnet Aut(G) die Gruppe der Gruppenautomorphismen.

29st M eine abelsche Gruppe, dann bezeichnet End(M) die Menge der Gruppenhomo-
morphismen M — M. Dies ist ein Ring beziiglich punktweiser Addition und Komposition von
Homomorphismen.

30Ist M eine abelsche Gruppe dann bezeichnet Aut(M) die Gruppe der Gruppenautomor-
phismen von M. Beachte Aut(M) = End(M)*.
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sodass ym = (v)(m), v € I', m € M. Nach Obigem existiert ndmlich genau
ein Ringhomomorphismus ¢ : Z[I'| — End(M) mit ¢(v) = ¢(v), und dieser
macht M zu einem Z[I']-Modul. Eine explizitere Formel fiir die Skalarmultipli-
kation ist (D, nivi)m = Y. ni(¢(y;)(m)). Aus Proposition I11.4.11 erhalten wir
daher folgende

I11.4.12. PROPOSITION. FEs sei (X, x) ein punktierter Raum und n > 2. Dann
ist o (X, xo) in natirlicher Weise ein Z[m (X, xo)]-Modul.

I11.4.13. PROPOSITION. FEs set X ein topologischer Raum und n > 0. Dann
sind dquivalent:

(i) m (X, x9) =0 fiir alle g € X.
(i) Jede stetige Abbildung S™ — X ist nullhomotop.
(iii) Jede stetige Abbildung f : S™ — X lisst sich zu einer stetigen Abbildung
f . D" — X fortsetzen, dh. foui = f wobei v : S — D" die
kanonische Inklusion bezeichnet.

BEWEIS. Ad (iii)=-(ii): Sei also f : S” — X, und f: D"*! — X mit fo.=
f. Dann liefert H : S* x I — X, H(z,t) := f(tz), eine Homotopie von der
konstanten Abbildung Hy = ¢ nach H; = fou=f. Ad (ii)=(iii): Sei nun
f:8"— Xund H : S"xI — X eine Homotopie von einer konstanten Abbildung
Hy = ¢, nach H; = f. Die Abbildung ¢ : S"x I — D"* p(x,t) := tx, induziert
einen Homomorphismus (S™ x I)/(S™ x {0}) — D" also existiert eine stetige
Abbildung f : D" — X mit foe = H. Es folgt (fou)(z) = f(z) = f(e(x,1)) =
H(zx,1) = f(x), also ist f die gesuchte stetige Fortsetzung. Ad (i)=-(ii): Dies folgt
aus m,(X,zo) = [(S™ s0), (X, x0)], siche Bemerkung II1.3.18. Ad (ii)=-(i): Sei
f (8" s0) — (X, x0). Nach Voraussetzung existiert z; € X und eine Homotopie
H:S"xI — X von Hy = f nach H; = ¢,,. Betrachte den Weg v : I — X,
v(t) == H(so,t). Nach Proposition II1.4.7 gilt f. = (3, o (cg,)s © T (S™, 50) —
(X, o), wobei ¢, : (S™,s0) — (X,x1) die konstante Abbildung bezeichnet.
Da (cg,)« = 0 und weil 3, ein Isomorphismus ist, folgt 0 = f, : m,(S", s9) —
(X, x9). Nach Bemerkung I11.3.18 gilt daher auch 0 = f, : [(S™, s¢), (S™, s0)] —
[(S™, s0), (X, x0)]. Wenden wir diese Gleichung auf [idg-] € [(S™, so), (S™, so)] an,
so erhalten wir 0 = [f] = f.([ids=]) € [(S™, s0), (X, z0)]. Es folgt daher 0 =
[(Sn7 30)7 <X7 370)] = ﬂn(X> 370)' O

II1.5. Relative Homotopiegruppen. Unter einem Tripel von Rdumen ve-
rstehen wir (X, A, B) wobei X ein topologischer Raum ist und B C A C X.
Eine Abbildung zwischen Tripel von Réumen f : (X;, A;, By) — (Xa, Ay, Bs)
ist eine stetige Abbildung f : X; — Xs, sodass f(A;) C Ay und f(B;) C Bs.
Offensichtlich ist die Komposition von Abbildungen zwischen Tripel wieder eine
Abbildung von Tripel. Tripel von Rdumen und Abbildungen zwischen solchen
Tripel bilden daher eine Kategorie die wir mit Top® bezeichnen.
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Zwei Abbildungen von Tripel f,g : (X1, A1, B1) — (X3, Ay, By) werden ho-
motop genannt, falls eine Homotopie H : (X7 x I, Ay X I, By X I) — (X3, As, B>)
mit Hy = f und H; = g existiert. Wir schreiben in diesem Fall f ~ ¢g. Beachte,
dass Hy : (X1, A1, By) — (X3, Ao, By) eine Abbildungen zwischen Tripel ist, fiir
jedes t € I. Dies liefert eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Abbildungen
von Tripel (X1, Aj, By) — (X3, Ag, By), vgl. Lemma I11.2.3. Die Aquivalenzklas-
sen werden Homotopieklassen von Abbildungen zwischen Tripel genannt. Wir be-
zeichnen die Menge dieser Homotopieklassen mit [(X7, Ay, By), (X2, Ag, Bo)], und
schreiben [f] fiir die von f(X7, A1, B1) — (X2, As, Bs) représentierte Klasse.

Sind fo ~ f1 : (X1, A1, B1) — (X2, A2, B;) und go ~ g1 : (X3, Az, By) —
(X3, Ag, B3) dann sind auch ihre Kompositionen homotop, go o fo ~ g1 0 fi :
(X1, A1, B1) — (X3, As, B3), vgl. Lemma I11.2.4. Wir erhalten daher eine wohl-
definierte Verkniipfung von Homotopieklassen

(X1, A1, B1), (Xo, Az, By)| % [(X2, Az, Ba), (X5, A3, Bs)]
— [(X1, A1, B1), (X3, A3, Bs)], (IIL5)

([f,[g]) = [gof]. Wir bezeichnen mit hTop® die Kategorie der Tripel von Réumen
und Homotopieklassen von Abbildungen zwischen Tripel. Die Verkniipfung von
Morphismen ist durch (II1.5) gegeben.

Unter einem punktierten Paar von Rdumen verstehen wir (X, A, z) wobei
X ein topologischer Raum ist und g € A C X. Eine Abbildung punktierter
Paare f: (X, Ay, x1) — (Xa, Ay, z5) ist eine stetige Abbildung f : X; — X5 mit
f(A1) € Ay und f(z1) = xo. Da die Komposition von Abbildungen punktierter
Paare wieder eine Abbildung punktierter Paare ist erhalten wir eine Kategorie der
punktierten Paare und Abbildungen zwischen punktierten Paaren. Wir werden
diese Kategorie mit Top3 bezeichnen. Ebenso erhalten wir eine Kategorie hTop;
von punktieren Paaren und Homotopieklassen von Abbildungen zwischen punk-
tierten Paaren. Beachte, dass jedes punktierte Paar von Raumen (X, A, zq) auch
als Tripel von Réumen (X, A, {x¢}) aufgefasst werden kann. Die Abbildungen
von punktierten Paaren (X7, Ay, z1) — (X3, Ay, x2) entsprechen genau den Ab-
bildungen von Tripel (X7, A1, {z1}) — (X, As,{z2}). Auch sind zwei Abbildun-
gen zwischen punktierten Paaren genau dann homotop wenn sie es aufgefasst als
Abbildungen zwischen Tripel von Rdumen sind, dh. [(Xl, Aq, 1), (Xo, Ag, xg)] =
[(Xl, Al, {ml}), (X27 Ag, $2)] .

Fiir n > 1 betrachten wir nun das Tripel (I",0I", J"!) wobei J" ! :=
OI™\ (I~ x {0}). Ist (X, A, z9) ein punktiertes Paar von Rdumen und n > 1 so
definieren wir

(X, A o) = [(I", 017, J"7), (X, A, 20)]..

Elemente von 7, (X, A, zy) werden von Abbildungen f: I™ — X mit f(0I") C A
und f(J" ') = {zo} reprisentiert. Zwei solche Abbidungen f und g definieren das
gleiche Element in 7, (X, A, z¢) genau dann wenn eine Homotopie H : ["x [ — X
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existiert, sodass Hy = f, Hy = g, H;(0I") C A und Hy(J" ') = {0} fiir alle
tel.

Ist n > 2 und sind f,g : (I",0I", J"') — (X, A, x¢) so definieren wir ihre
Konkatenation fg: (I",0I", J"') — (X, A, ) durch

f(2s1,82,...,8) falls 0 < 57 < 1/2,

(f9)(s1, 82,0 80) = {9@51 —1,89,...,8,) falls1/2<s <1.

Beachte, dass dies nur fiir n > 2 wohldefiniert ist. Sind fo ~ f, : (1", 01", J" ') —
(X, A, x) und gy ~ ¢ : (I",0I",J"') — (X, A, x9) dann gilt auch fiir die
Konkatenationen fygg >~ fi1g1, vgl. Lemma I11.3.3. Fiir n > 2 erhalten wir daher
eine Multiplikation

(X, A, z0) X (X, A, 20) — m, (X, A, 20), (If1,19]) = [fagl- (I11.6)

III1.5.1. PROPOSITION. Ist (X, A, xzg) ein punktiertes Paar von Rdumen und
n > 2, dann liefert (I111.6) eine Gruppenstruktur auf m,(X, A, x). Das neutrale
Element wird durch die konstante Abbildung c,, : (I", 01", J"1) — (X, A, x0)
reprisentiert, und das Inverse von [f] wird durch f : (I", 0I™, J*7') — (X, A, x),

f(s1,82,...,8,) = f(1 —s1,82,...,8,) reprdsentiert.
BEWEIS. Dies lédsst sich genau wie Proposition I11.3.8 zeigen. U

I11.5.2. DEFINITION (Relative Homotopiegruppen). Die Gruppe 7,(X, A, o)
aus Proposition I11.5.1 wird als n-te relative Homotopiegruppe von (X, A, xq)
bezeichnet, n > 2. In diesem Zusammenhang werden die Homotopiegruppen
(X, 2o) auch absolute Homotopiegruppen genannt.

II1.5.3. PROPOSITION. Es sei (X, A, xg) ein punktiertes Paar von Rdumen
und n > 3. Dann ist m,(X, A, xo) abelsch.

BEWEIS. Der Beweis ist vollig analog zu dem von Proposition I11.3.10. Wegen
der Voraussetzung n > 3 kann die dort konstruierte Homotopie H als Homotopie
von Tripeln H : (I"xI,0I"x I, J"'xI) — (I, 01", J" ') aufgefasst werden. [

I11.5.4. BEMERKUNG. L.A. ist es nicht moglich auf m (X, A, z¢) in natiirli-
cher Weise eine Gruppenstruktur zu definieren. Jedoch représentiert die kon-
stante Abbildung c,, : (I',01", J°) — (X, A, zo) ein ausgezeichnetes Element in
m (X, A, xp). Wir kénnen (X, A, zo) daher als punktierte Menge auffassen. Be-
steht 7 (X, A, 2¢) nur aus diesem einen Element so schreiben wir m (X, A, z) = 0.

II1.5.5. BEMERKUNG. Beachte 7, (X, {zo}, z¢) = m,(X, x¢), die absoluten Ho-
motopiegruppen treten daher als Spezialfille der relativen auf.

Ist ¢ : (X,A,20) — (Y,B,10) eine Abbildung punktierter Paare so erhal-
ten wir eine induzirte Abbildung ¢, : m,(X, A, x0) — 7. (Y, B,w), e«([f]) =
(o fl. Ist ¥ : (Y,B,yo) — (Z,C,z) eine weitere Abbildung punktierter Paa-
re dann gilt offensichtlich (¢ o ), = 1, 0 v, : (X, A, 19) — 7,(Z,C, 2)
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sowie (idx). = idy,(x,4,00)- Homotope Abbildungen punktierter Paare 1)y =~
(X, A x0) — (Y, B,yo) induzieren die gleiche Abbildung (o). = (¢1)« :
(X, A, xg) — 7, (Y, B,yo). All dies funktioniert falls n > 1. Fiir n > 2 ist
0 @ (X, A o) — (Y, B,yo) ein Homomorphismus von Gruppen. Zusammen-
fassend erhalten wir

IT1.5.6. PROPOSITION. Die relativen Homotopiegruppen definieren Funktoren
71 : hTops — Setg, T : hTopg — Grp, und m, : hTopg — aGrp, n > 3.

I11.5.7. BEMERKUNG. Es sei w : (I",0I", J"" ') — (D™, S""! s0) eine stetige
Abbildung die einen Homéomorphismus punktierter Paare

(]n/Jn—l)@]n/Jn—l’ Jn—l/Jn—l) ~ (Dn’ Sn_l,So)
induziert. Wir erhalten eine Bijektion
[(Dna Sn_la 80)7 (X7 A7 $0)} = Wn(Xa A) fL‘o), [f] = [f © C(J]

Elemente von m, (X, A, x¢) kénnen daher als Homotopieklassen von Abbildungen
(D™ S" 1 sg) — (X, A, zo) aufgefasst werden.

II1.5.8. BEMERKUNG. Es sei (X, A) ein Paar von Rdumen und v : I — A
ein Weg von 7(0) = ¢ nach (1) = x;. Ahnlich wie in Abschnitt II11.4 lisst sich
ein Isomorphismus 3, : 7,(X, A, 1) — m,(X, A, 2¢) konstruieren. Fiir wegzusam-
menhéngendes A sind die Homotopiegruppen daher unabhéngig vom Basispunkt,
bis auf Isomorphie. Beachte jedoch, dass dieser [somorphismus nicht natiirlich ist,
da er von der Wahl einer Homotopieklasse von Wegen von zy nach x; abhéngt.
Trotzdem werden wir in diesem Fall oft nur , (X, A) fiir die héheren Homoto-
piegruppen schreiben.

Ist f: (I",0I",J" ') — (X, A, x0) so liefert die Einschrinkung eine Ab-
bildung f|m-1xqoy : ("1 01" ") — (A, xo), (s1,...,80-1) — f(s1,-.,8n-1,0).
Sind fo ~ fi: (I", 01", J" 1) — (X, A, x0), so liefert die Einschrikung einer Ho-
motopie von fy nach f; eine Homotopie fo|n-1x(0y = film-1xqoy : (", 01" ) —
(A, x0). Fiir n > 1 erhalten wir daher eine Abbildung, den sogenannten Rand-
operator,

0:mo(X, A, x0) — mho1(A, 20), A[f]) == [f|1"‘1x{0}}'

Fiir n > 2 ist der Randoperator offensichtlich ein Gruppenhomomorphismus, im
Fall n =1 liefert er eine Abbildung punktierter Mengen.

[11.5.9. BEMERKUNG. Ist [f] € [(D™, 5", s0),(X, A, x0)] = m.(X, A, x0),
wobei f : (D", 8" ! sg) — (X, A, z0), dann reprisentiert die Einschrinkung
flsn-t @ (8™ s0) — (A, z0) das Element [f|gn-1] = O([f]) € mu_1(A, xo) =
(5™, s0), (X, z0)], vgl. Bemerkung I11.5.7 und Bemerkung I11.3.18.

I11.5.10. DEFINITION (Exakte Sequenz). Eine Sequenz von Gruppenhomo-

morphismen

Pk Pk+1
'—>Gk—>Gk+1—>sz+2—>"'
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wird exakt genannt, falls img(pr) = ker(ygy1), fir jedes k. Insbesondere muss
also @r11 0 pr = 0 gelten, denn dies bedeutet gerade img(yy) C ker(ypy1)-

[11.5.11. BEISPIEL. Eine Sequenz der Form 0 %G % Hist genau dann exakt,
wenn ¢ injektiv ist.

I11.5.12. BEISPIEL. Eine Sequenz der Form G % H 2 0ist genau dann exakt,
wenn ¢ surjektiv ist.

I11.5.13. BEISPIEL. Eine Sequenz der Form 0 5 as HY0ist genau dann
exakt, wenn ¢ ein Isomorphismus ist.

I11.5.14. BEMERKUNG. In Definition I11.5.10 werden nur die neutralen Ele-
ment der Gruppen, nicht aber ihre Gruppenstruktur verwendet. Daher macht der
Begriff der Exaktheit auch fiir Sequenzen punktierter Mengen Sinn. Eine Sequenz
von Abbildungen punktierter Mengen

B (Sk,Ik) = (Sk+1,$k+1) SAAZH (Sk+2,$k+2) —

wird exakt genannt, falls img(pr) = (ory1) (xry1), fiir jedes k. Fassen wir eine
Gruppe G mit neutralem Element e als punktierte Menge (G, e) auf, so reprodu-
ziert dies den Exaktheitsbegriff aus Definition I111.5.10.

I11.5.15. SATz (Lange exakte Sequenz eines Paares). Fs sei (X, A, xg) ein
punktiertes Paar von Rédumen. Dann ist die folgende Sequenz exakt:!

L (A o) B (X, ) L5 ma(X, A 1) D w1 (A, 20) B -

- m1(A, 20) By 71 (X, 7o) 7, (X, A, 20) % mo(A, 20) oy o (X, wo)

Dabei sind i, = m,(A,x0) — T (X, x0) und j. : (X, x0) = (X, {z0}, 20) —
(X, A, xg) die von den kanonischen Inklusionen i : (A, xo) — (X, x0) und j :
(X, {z0},m0) — (X, A, x0) induzierten Abbildungen.

BEWEIS. Zur Ezaktheit bei m,(A, x¢). Wir zeigen zunéchst i, o 0 = 0, dh.
img(9) C ker(i,). Sei also [f] € m,41(X, A, xg), wobei f : (I"T1 91" J") —
(X, A, zo). Betrachte die Abbildung g : (I",01") — (X, z0), g(s1,...,8,) =
f(s1,-.+,8n,0). Offensichtlich gilt dann i.(9([f])) = [g] € mn (X, z0). Weiters ist
H(I" x I,0I" x I) — (X, x0), H(s1,...,8n,t) :== f(S1,...,5n,t) eine Homotopie
von Hy = g nach Hy = c¢,,. Es folgt i.(0([f])) = 9] = [cx] = 0 € m(X, z0).
Nun zu der anderen Inklusion ker(i,) C img(0). Sei dazu [f] € 7,(A, xg), wo-
bei f: (I",0I") — (A,xp), mit i.([f]) = 0 € 7, (X, x0). Dann ist f ~ ¢, :
(I™,01™") — (X, xg), es existiert daher eine Homotopie H : (I" x [,0I" x I) —
(X,z0) mit Hy = f und H; = ¢,,. Diese Homotopie definiert eine Abbildung
g : (I orT gy — (X, A x0), (St 8, Sna1) = H(S1,.. ., 80, Sns1)-

31Bis auf die letzten drei Abbildungen sind dies alles Gruppenhomomorphismen. Bei
m1(X, 20), m1 (X, A, zo) und mo(A, zo) ist die Exaktheit wie in Bemerkung IT1.5.14 aufzufassen.
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Fiir das durch g reprisentierte Element [g] € m,(X, A, o) gilt offensichtlich
a(lg) = [Ho) = [1].

Zur Ezaktheit bei m,(X, A, x): Wir zeigen zunéchst 0o j, = 0, dh. img(j.) C
ker(9). Sei dazu [f] € m,(X,xp), wobei f : (I",0I") — (X,xp). Das Ele-
ment 9(j.([f])) € mn_1(A, zo) wird dann durch die Abbildung (I"7', 01" ') —
(A, x0), (S1,--+,80-1) — [f(S1,...,8,-1,0) = o reprisentiert. Es gilt daher
I(J«([f])) = [czy) = 0 € m_1(A, x9). Nun zu der anderen Inklusion ker(9d) C
img(j,). Sei also [f] € m.(X, A, 29) mit f : (I",0I", J" 1) — (X, A, z¢), sodass
I([f]) = 0 € m,_1(A, ). Betrachte die Abbildung g : (1", 0" ') — (A, zy),
g(s1y..ySn-1) = f(s1,...,8n-1,0). Es gilt dann 9([f]) = [g] € mn-1(A4, z). Also
existiert eine Homotopie H : (I"™' x I,0I"' x I) — (A, xy) von Hy = ¢,, nach
H, = g. Es definiert dann G : (I" x I,9I" x I, J" ' x I) — (X, A, z0)

H(s1y. oy Sn_1,1 —t+2s,) falls0<s, <t/2,

f(sl, ey Sno1, 2‘;”_?) falls t/2 < s, <1,

G(S1y. -y 8p,t) = {

eine Homotopie mit Gy = f und G,(0I") = {x¢}. Daher reprisentiert h :
(I",01") — (X, o), h(s1,...,8n) == Gi(s1,...,5,) ein Element [h] € 7, (X, o)
mit (1)) = [Gn]. Es folgt [f] = [Go] = [Ga] = ju([H]) € m(X, A, z0).

Zur Ezaktheit bei m,(X,z0): Um die hier notwendigen Homotopien leich-
ter hinschreiben zu koénnen, verwenden wir die Identifizierungen m,(A,xg) =
(D™, 8" 1), (A, m0)], (X, 1) = [(D™,S"7), (X, 20)] als auch m,(X, A, xy) =
(D™, 8" s0), (X, A, x0)], vgl. die Bemerkungen I11.3.17 und IIL.5.7. Wir zei-
gen zunéchst j, o7, = 0, dh. img(7,) C ker(j.). Sei dazu [f] € m,(A, x¢) wobei
f (D™ S — (A,1). Wir kénnen f als Abbildung g : (D", 8"} s9) —
(X, A, zo) auffassen, es gilt dann j,(i.([f])) = [g] € m.(X, A, z¢). Die Abbildung
H: (D" x I,S" ' xI,sox1I)— (X, A x), H(z,t) := f((1 —t)sg + tx), ist
eine Homotopie von Hy = ¢, nach H; = g. Es folgt j.(i.([f]) = [g] = [cx] =
0 € (X, A, z9). Nun zu der anderen Inklusion ker(j.) C img(i.). Sei dazu
[f] € mu(X,20), wobei f : (D", S" ') — (X, ). Wir konnen f als Abbildung
g: (D", 85"t s0) — (X, A, xp) auffassen, es gilt dann j.([f]) = [g] € m.(X, A, z0).
Ist nun 7, ([f]) = 0, dann existiert eine Homotopie H : (D" X I,S" ' x I, soxI) —
(X, A, z9) mit Hy = g und H; = ¢,,. Die Homotopie G : (D" x I,S"! x I) —
(X7 xO)?

Gla.t) = H(Ql_ta:,t) falls 0 < |z| < 1—1/2,
Bb = H(El‘a:,Q —2[z|) falls1—¢/2 <|z| <1,
erfiillt dann Gy = f und G1(D") = {zo}. Daher kénnen wir G, als Abbildung
h: (D", 8" 1) — (A, x) auffassen, es gilt dann i,([h]) = [G1] = [Go] = [f] €
7Tn<X, .130). ]
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I11.5.16. BEMERKUNG. Die lange exakte Sequenz aus Satz I11.5.15 ist natiilich
in folgendem Sinn. Ist ¢ : (X, A, xy) — (Y, B, yo) eine Abbildung zwischen punk-
tierten Paaren, dann kommutiert das Diagramm

i Tk

o i> Wn(A,fL'O) **> 7TTL(X7 xO) L ﬂ-TL(XJ A,.f()) i> 71-1’L—1(147 x(]) —

AT T
"Lﬂ-n(BﬁUO)L>7Tn(Y7QO)Lﬂ-n(xBﬂUO)4>7Tn—1(B>yO)L>"'

Der Beweis dieser Tatsache ist trivial.

I11.5.17. BEISPIEL. Es sei n € N und sy € S" . Wenden wir Satz I11.5.15 auf
das Paar (D™, S" !, 54) an, so erhalten wir eine lange exakte Sequenz:

- (D", 50) — me(D", S, 50) D w1 (577 50) — w1 (D™, 50) — -+
Nach Beispiel 111.3.16 gilt m (D™, s9) = 0, fiir alle k& > 0. Zusammen mit Bei-
spiel II1.5.13 sehen wir, dass der Randoperator Isomorphismen

O (D™, 8"t 50) =2 m_1(S™Y, 80)

liefert, falls k& > 2. Auch fiir k = 1 ist @ eine Bijektion (D", 8" ! s5) =
mo(S™ 1, 50), wir kénnen dies jedoch nicht aus Beispiel I11.5.13 folgern, denn in
diesem Fall steht keine Gruppenstruktur zur Verfiigung. Im Fall n > 2 folgt
dies aus dem Wegzusammenhang von S™~ ! denn dann gilt mo(S™ !, s9) = 0, wir
erhalten somit eine exakte Sequenz 0 — (D™ S" ! s5) — 0 und dies impli-
ziert sofort m;(D", 8" ! s9) = 0. Im Fall n = 1 besteht (S, s¢) aus zwei Ele-
menten die den beiden Zusammenhangskomponenten von S° entsprechen. Auch
m (D1, 5% s0) hat zwei Elemente, eines wird von der konstanten Abbildung das
andere von der identischen Abbildung représentiert. Die Berechnung der relativen
Homotopiegruppen (D™, S"™1, s0) ist damit vollstéindig auf die Berechnung der
absoluten Homotopiegruppen der Sphéren zuriickgefiihrt.

I11.5.18. BEISPIEL. Beispiel I11.5.17 lasst sich wie folgt verallgemeinern. Es sei
X ein wegzusammenhéngender Raum und CX = (X x I)/(X x {0}) der Kegel
tiber X. Wir fassen X als Teilraum von C'X auf, z — [(z, 1)]. Nach Beispiel 1.8.26
ist C'X kontrahierbar, und daher m(C X, zy) = 0, fiir alle £ € Ny und fiir jeden
Basispunkt xg, siehe Proposition I11.4.10. Wenden wir Satz I11.5.15 auf das Paar
(CX, X, x0) an so erhalten wir eine lange exakte Sequenz:

= m(CX, ) — m(CX, X, x0) 9, Tr—1(X, x0) = me_1(C X, 29) — -

Zusammen mit Beispiel I11.5.13 folgt, dass der Randoperator 0 einen Isomor-
phismus mx(CX, X, 29) = m_1(X,x0) liefert, & > 2. Auch im Fall k¥ = 1 ist
0 eine Bijektion, denn nach Voraussetzung ist X wegzusammenhingend, also
(X, o) = 0, und aus der Exaktheit der langen Sequenz erhalten wir daher
auch m (CX, X, zq) = 0.
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I11.5.19. LEMMA (Fiinfer-Lemma). Es sei

G- Gy 22 Gy 20 Gy 22 G
o
Hl H1 H2 H2 H3 H3 H4 Ha H5

ein kommutatives Diagramm von Gruppenhomomorphismen mit exakten Zeilen.
Weiters seien 1, pa, 4 und ps Isomorphismen. Dann ist auch @3 ein Isomor-
phismus.

BEWwWEIS. Wir zeigen zunédchst die Injektivitat von ¢s. Sei also g3 € G3 mit
v3(g3) = 1. Dann gilt v4(A3(93)) = ps(es(g3)) = ps(l) = 1 und wegen der
Injektivitat von ¢4 somit A\3(g3) = 1. Da die obere Zeile bei G5 exakt ist, existiert
g2 € G2 mit Ay(g2) = gs. Es folgt pa(i02(g2)) = ¢3(Aa(g2)) = ¢s(g3) = 1. Da
die zweite Zeile bei Hy exakt ist, existiert hy € Hy mit py(h1) = ¢2(g2). Auf
Grund der Surjektivitit von ¢ finden wir g; € G; mit ¢1(g1) = hy. Es gilt
dann ¢9(Ai(g1)) = pi(w1(91)) = pmi(h1) = @a(ge), also Ai(g1) = g2, denn
ist injektiv. SchlieBlich erhalten wir g3 = A2(g2) = A2(A1(g1)) = 0, denn wegen
der Exaktheit der oberen Zeile bei Gg gilt Ay o A\; = 0. Also ist 3 injektiv.
Nun zur Surjektivitdt von 3. sei dazu hy € Hjz. Da ¢, surjektiv ist existiert
94 € Gy mit ©4(g4) = p3(hs). Es folgt 5(Ai(94)) = pa(pa(9a)) = pa(ps(hs)) = 1,
denn p4 o u3 = 0 wegen der Exaktheit der unteren Zeile bei Hy. Da @5 injektiv
ist, schlieflen wir Ay4(g4) = 1. Auf Grund der Exaktheit der oberen Zeile bei G4
existiert gs € G mit A3(gs) = ga. Es folgt p13(0s(g5 " )hs) = ps(ws(gz'))us(hs) =
wa(Na(g5 a(ha) = walgr pa(hs) = pa(h3')pa(hy) = 1. Da die untere Zeile
bei Hj exakt ist, existiert hy € Hy mit uy(he) = ¢3(g3')hs. Weiters finden wir
g2 € G mit 5(gs) = ho, denn ¢, ist surjektiv. Wir erhalten somit ¢3(g3Aa(g2)) =

903(93)903(>\2(92)) = 903(93)M2(902(92)) = 903(93)M2(h2) = 903(93)903(93_1)h3 = hs.
Also ist @3 surjektiv. O

I11.5.20. KOROLLAR. Es sei ¢ : (X, A) — (Y, B) eine Abbildung von Paaren,
sodass p : X — Y und ¢|s : A — B beides Homotopiedquivalenzen sind. Dann
ist . @ (X, A, x0) — (Y, B, p(x0)) ein Isomorphismus, fir alle k > 1 und
jeden Basispunkt xo € A.

BEWwWEIS. Nach Bemerkung I11.5.16 haben wir ein kommutatives Diagramm

Wk(A,l”o) s 7Tk<X7 $o) SLLES '/Tk(XaA7$O) 48> 7Tk71(A,9U0) s 7T1<;71(X> ﬂfo)

T A
(B, o) — = 1 (Y, y0) —> 1 (Y, B, o) — 2> w1 (B, o) —— -1 (Y, o)
mit exakten Zeilen, siehe Satz I11.5.15. Dabei ist yo = p(z9) € B.Dap: X =Y

eine Homotopiedquivalenz ist, muss ¢, : m;(X, x9) — m(Y,yo) eine Isomorphis-
mus sein, i > 0, siehe Proposition I11.4.8. Ebenso ist @, : m;(A, xo) — (B, yo) ein
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[somorphismus, ¢ > 0. Nach Lemma II1.5.19 ist daher auch ¢, : m (X, A, xy) —
(Y, B, yo) ein Isomorphismus, k& > 2. Wie sich leicht zeigen ldsst, bleibt dies
auch fiir £ = 1 richtig. O

II1.5.21. LEMMA. FEs sei (X, A) ein Paar von Rdumen und k > 0. Dann sind
dquivalent:

(i) Zu jeder Abbildung f : (D*, S*1) — (X, A) existiert eine Homotopie
H:DFx 1 — X mit Hy= f, H(D¥) C A und H(z,t) = f(x), fiir alle
re Skl undtel.

(ii) Zu jeder Abbildung f : (D*,S*™1) — (X, A) existiert eine Homotopie
H:(D*x I,S*1' x1I)— (X,A) mit Hy = f und H,(D*) C A.

(iii) Zu jeder Abbildung f : (D*,S*1) — (X, A) existiert eine Homotopie
H : (DF x I,5*'x 1) — (X,A) mit Hy = f und so, dass H, eine
konstante Abbildung ist.

(iv) Es gilt mi(X, A, z9) = 0 fiir jeden Basispunkt xq € A fallsk > 1, bzw. im
Fall k =0, jede Wegzusammenhangskomponente von X enthdlt Punkte
aus A.3?

BewEIS. Im Fall & = 0 ist die Aquivalenz dieser Aussagen trivial. Sei also
0.B.d.A. & > 1. Die Implikation (i)=-(ii) ist trivial. Ad (ii)=-(iii): Sei dazu f :
(D*, S*1) — (X, A). Nach Voraussetzung diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dass
f(D*) C A gilt. Es ist dann H(z,t) := f((1 — t)x) eine Homotopie mit den
gewiinschten Eigenschaften. Ad (iii)=-(i): Sei also H : (D*x I, S*"1x 1) — (X, A)
eine Homotopie mit Hy = f und H;(x) = o, fiir alle x € D*. Die Homotopie
G:DFxI— X,

Gla.t) = H(#5x,t) falls 0 < |z| < 1—1t/2,

Tb = H(ﬁx,Z —2[z|) falls1—1¢/2 <|z| <1,

erfiillt dann Gy = f, G1(D*) C A und G(z,t) = f(z) fiir allez € S* L und t € I.
Die Implikation (iv)=>(iii) ist trivial, vgl. Bemerkung I11.5.7. Nun zur Implikation
(iii)=(iv): Sei dazu f : (D* S*1 s5) — (X, A, z9). Wegen Bemerkung I11.5.7
geniigt es eine Homotopie H : (D¥ x I, S*"1 x I) — (X, A) mit Hy = f, Hy = ¢y,
und H (sg,t) = x fur alle t € I zu konstruieren. Nach Voraussetzung diirfen wir
0.B.d.A. annehmen, dass f(D*) C A gilt. Es ist dann H(z,t) := f((1 —t)z +ts)
eine Homotopie mit den gewiinschten Eigenschaften. 0

1
T

I11.5.22. DEFINITION (n-facher Zusammenhang von Paaren). Ein Paar von
Réumen (X, A) heiit n-zusammenhingend, n > 0, falls die vier dquivalenten
Bedingungen aus Lemma II1.5.21 fiir jedes 0 < k < n erfiillt sind.

32Wir haben m(X, A, o) nicht definiert. Dieses Lemma legt jedoch nahe, dass die Aussage
mo(X, A,zp) = 0 gerade bedeuten sollte, dass jede Wegzusammenhangskomponente von X
Punkte aus A enthélt.
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I11.5.23. BEMERKUNG. Ein Paar (X, A) ist daher 0-zusammenhéngend genau
dann, wenn jede Wegzusammenhangskomponente von X Punkte aus A enthélt.
Das Paar (X, A) ist n-zusammenhéngend wenn jede Wegzusammenhangskompo-
nente von X Punkte aus A enthélt und fiir jeden Basispunkt zq € A und jedes
1 <k <ngilt m(X, A, 29) = 0. Nach Bemerkung I11.5.8 geniigt es, dass dies fiir
einen Basispunkt aus jeder Wegzusammenhangskomponente von A erfiillt ist.

I11.5.24. PROPOSITION. Fiir ein Paar (X, A) und n > 0 sind dquivalent:
(i) (X, A) ist n-zusammenhdngend.
(ii) Fiir jeden Basispunkt xo € A induziert die Inklusion Isomorphismen
(A, x0) = (X, zo) fiir 0 < k < n, und eine Surjektion m,(A, xo) —
(X, 20).

BEWEIS. Dies folgt aus der langen exakten Sequenz des Paares (X, A), siehe
Satz II1.5.15. O

Der Rest dieses Abschnitts ist dem Beweis von folgendem Resultat gewidmet.

I11.5.25. SATZ. Es gilt
(i) mx(S™) =0, fir alle 0 < k < n, sowie
(i) 7 (D™, 8" 1) =0, fir alle1 <k < n.
Dh. S™ und das Paar (D", S™1) sind beide (n — 1)-zusammenhdingend.

I11.5.26. LEMMA (Approximation durch glatte Abbildungen). Es sei f : DF —
R™ stetig und € > 0. Dann existiert eine C*°-Abbildung [ : R¥ — R", sodass
1f(x) = f(2)|| <, fir allex € D*.

BEWEIS. Wir setzen zunichst f zu einer stetigen Funktion f : R¥ — R fort,
etwa durch f(z) := f(x/||z|), ||z|| > 1. Da stetige Funktionen auf kompakten
Mengen gleichméfig stetig sind finden wir § > 0, sodass

If(x) — flx —y)|| <e, fiir alle 2 € D* und y € DE. (I11.7)

Hier bezeichnet D = {y € R* : ||y|| < §} den abgeschlossenen Ball mit Radius
§ und Mittelpunkt 0 € R*. Wiihle eine glatte Funktion p : R* — [0, 00) mit
supp(p) € Df, dh. pu(y) = 0 falls ||y|| > 6, und [g p(y)dy = 1. Betrachte nun die

Funktion f : R¥ — R, f:= f x 14,

flz) = N flx —y)uly) dy = N fy)u(x —y) dy. (IT1.8)

Dies sind gewchnliche Riemannintegrale stetiger Funktionen die wegen des kom-
pakten Tragers von p konvergieren. Die Gleichheit der beiden Integrale folgt aus
der Transformationsformel angewandt auf die Substitution y < x —y. Alle par-
tiellen Ableitungen von f existieren, 0;,0;, --- 0;, f = f * (0,0, - - - O, ), dh.

(ailaiQ T allf)('r) = - f(y) ((811812 T ail,u)(x - y))dy
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gegeben. Dies folgt aus der zweiten Integraldarstellung von f in (IIL8) durch
Vertauschen von Integration und Differentiation, was auf Grund des kompakten
Triigers von u gerechtfertigt ist. Insbesondere ist f eine glatte Abbildung. Aus
der ersten Integraldarstellung von f in (II1.8) und Jar 11(y)dy = 1 erhalten wir

f(@) - Fz) = / (f(@) — f(z—))ply) dy = / (F(@) - f(& - 9))uly) dy

RF Dk

wobei die zweite Gleichheit aus supp(p) C D¥ folgt. Zusammen mit (I11.7) erhal-
ten wir

@) = Fll < [ 1) = o=l dy << [ oy ==

8

fiir alle z € D*. O

H1.5.27. LEMMA. Es sei k <n und f : RF — R™ eine glatte Abbildung. Dann
ist R™ \ f(D¥) dicht in R™.

BEWEIS. Es geniigt offensichtlich zu zeigen, dass R™ \ f(I*) dicht in R" ist.
Sei y € R", ¢ > 0 und W der Wiirfel mit Mittelpunkt y und Seitenléinge €. Es
ist W\ f(I*¥) # 0 zu verifizieren. Da glatte Funktionen auf kompakten Mengen
gleichméfig Lipschitzstetig sind existiert eine Konstante C' > 0, sodass

| f(x2) — f(z1)|| < Cllxg — 4], fiir alle 2, v € I*. (I11.9)

Da k < n finden wir N € N mit Nk(%%)n < e". Wir unterteilen ¥ in N* viele
Wiirfel der Seitenldnge 1/N. Ist @ einer dieser Wiirfel, und bezeichnet z( seinen

Mittelpunkt, dann erhalten wir aus (II1.9) die Abschétzung ||f(z) — f(zo)|] <
%E, fiir alle x € Q. Insbesondere ist f(Q) in einem n-dimensionalen Wiirfel mit
Mittelpunkt f(zo) und Seitenlédnge %E enthalten. Wir finden daher N* viele

Wiirfel W; C R" mit Seitenlinge €% und so, dass f (I*) C Uf\:l W;. Fiir das

N
Volumen erhalten wir vol(Ui\fl W;)< N k(%)n < e" = vol(W). Es folgt daher
WA UN, Wi # 0 und weil F(1%) € N, W, auch W\ F(I%) # 0. O

I11.5.28. LEMMA. Es sei k < n und f: (D* D) — (R",R™\ Dy}y). Dann
existiert eine Homotopie H : (D x I,0D* x I) — (R, R™ \ Dyjy) mit Hy = f
und Hy(D*) CR™\ Dy,

BEwEIS. Da f(9D*) kompakt und R™\ Df, offen ist, existiert & > 0 mit
{f(x)+y|zedD |ly| <e} SR"\ Djy. (I11.10)
Nach Lemma II1.5.26 existiert eine glatte Abbildung f : RF — R™ mit
|f(z) — f(z)| <e,  fiirz e D (I11.11)
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Definiere G : (D¥x I,0D*x I) — (R",R™\ D} ,), G(x,t) := f(x)+t(f(z)—f(x)).
Beachte, dass wegen (II11.10) und (II1.11) tatséichlich G¢(OD*) C R™\ D1/2 gilt,
t € I. Offensichtlich ist Gy = f und Gy = f. Nach Lemma II1.5.27 ist R"\ (D)
dicht in R", also existiert yo € By, mit yo ¢ f(D*). Betrachte nun r : R"\ {yo} —
S™Lor(y) = yo + My) 2L, wobei

ly—yoll?
Yo, Y — Y Yo, Y — Yo)*
AMy) = o 0) + o 02> — [lwoll* + 1,
ly — ol ly — ol

dh. r(y) ist der Schnittpunkt des Strahls von g, durch y mit S"~!. Beachte,
dass fir y € R" \ Dy, und ¢ € I stets (1 —t)y +tr(y) € R* \ DY), gilt. Wir

erhalten daher eine Homotopie G : (D* x I, dD*xI) — (R", R™\D7)5), G(z,t) =
(1—t) f(x)+tr(f(x)). Offensichtlich gilt Gy = f und G1(dD*) C S*~! C R™\DY 5.
Setzen wir G und G zusammen, so erhalten wir die gewiinschte Homotopie H. O

BEWEIS vON SATz I11.5.25. Aus Lemma II1.5.28 und Proposition I111.5.24
folgt mp(R",R"\ DY);) = 0 fiir 1 < k < n. Da die Inklusionen D" — R" und
Snt — R™\ D /o Homotopiedquivalenzen sind, erhalten wir (D™, 5" = 0,
fir 1 < k < n, sieche Korollar II1.5.20. Damit ist (ii) gezeigt. Mit Hilfe der
langen exakten Sequenz des Paares (D", S™!) haben wir in Beispiel I11.5.17
(D™, 5" =y (S™71) hergeleitet, k¥ > 1 und n > 0. Aus (ii) folgt daher nun
auch (i). O

I11.6. Faserungen. Eine stetige Abbildung p : £ — B wird Faserung oder
Hurewicz-Faserung genannt wenn sie die Homotopieliftungseigenschaft beziiglich
allen topologischen Rdumen hat, dh. ist H : X x I — B eine Homotopie und
h:X - E stetig mit p o h = H,, dann existiert eine Homotopie H : X x I — E
mit po H = H und Hy = h. Es wird hier nicht verlangt, dass die Homotopie H
eindeutig ist, und sie wird es i.A. auch nicht sein.

I11.6.1. BEISPIEL. Sind B und F’ topologische Rdume, dann ist die kanonische
Projektion p : B x F — B ist eine sogenannte triviale Hurewicz-Faserung. Sei
dazu H : X x I — B eine Homotopie und h : X — B x F mit po h = H,.
Bezeichne die Komponenten von h mit h = (hg, hr). Es gilt dann hp = H.
Setzen wir H : X x [ — B x F, H(x,t) := (H(x,t), hp(z)) dann gilt po H = H
und ffo = (hB, hF) = h.

I11.6.2. BEISPIEL. Jede Uberlagerung ist auch eine Hurewicz-Faserung, siche
Satz 11.3.3.

Eine stetige Abbildung p : E — B wird Serre-Fuaserung genannt wenn sie die
Homotopieliftungseigenschaft beziiglich aller Wiirfel I" hat, dh. ist H : I" X [ —
B eine Homotopie und h:I"— E _stetig mit p o h = Hy, dann existiert eine
Homotopie H : I" x I — E mit po H = H und H, = h.
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I11.6.3. BEISPIEL. Jede Hurewicz-Faserung ist auch eine Serre-Faserung.

Eine stetige Abbildung p : £ — B wird (lokal triviales) Faserbindle genannt,
wenn zu jedem Punkt x € B eine Umgebung U von z, ein topologischer Raum F
und ein Homdomorphismus ¢ : p~1(U) — U x F mit py o = p existieren. Dabei
bezeichnet py : U x F — U die kanonische Projektion. Jeder solche Homéomor-
phsimus ¢ wird als Trivialisierung von p iiber U bezeichnet. Ist x € B so wird
p~Y(z) die Faser iiber z genannt.

[11.6.4. BEIsPIEL. Sind B und F' zwei topologische Rdume, dann ist die ka-
nonische Projektion p : B x ' — B ein Faserbiindel.

I11.6.5. BEMERKUNG. Ist B ein parakompakter Hausdorffraum und p : £ —
B ein Faserbiindel, dann ist p auch eine Hurewicz-Faserung, siche [11, Corolla-
ry 14 in Section 2.7].

I11.6.6. BEMERKUNG. Wirkt eine kompakte Lie Gruppe G frei auf einer glat-
ten Mannigfaltigkeit M, dann ist die Orbitprojektion M — M /G ein Faserbiind-
le, siehe die Vorlesung iiber Differentialgeometrie. Dies liefert eine Menge in-
teressanter Faserbiindel, wir werden von diesem Resultat aber nicht Gebrauch
machen.

II1.6.7. PROPOSITION. Jedes Faserbiindel ist eine Serre-Faserung.

BEWEIS. Es sei p: E — B ein Faserbiindle. Es ist die Homotopieliftunseigen-
schaft fiir Wiirfel I™ zu verifizieren. Sei dazu H : [" x I — B eine Homotopie und
h:I" — E mit poh Hy. Es ist eine Abbildung H:I"xI— EmitpoH =H
und Hy = h zu konstruieren. Wir nechmen zuniichst an, es gibt eine offene Teil-
menge U C B und eine Trivialisierung ¢ : p~'(U) — U x F, py o ¢ = plp-11

mit H(I"™ x I) C U. Dann lisst sich die gesuchte Abbildung H sofort angeben,
]:1(31, S t) =7t (H(sl, . ,sn,t),pp(gp(ﬁ(sl, . ,sn)))),

wobei pr : U x F' — F' die kanonische Projektion bezeichnet. Etwas allgemeiner
lasst sich damit folgendes Problem l6sen. Ist H : X — U stetig, A C X ein
Retrakt und & : A — E mit po h=H |4, dann existiert eine Abblldung H:X —
E mit poH = H und H |4 = h. Um eine solche Abblldung H angeben zu kénnen
wihlen wir eine Retraktion r : X — A und setzen H := ¢~ o (H,ppopohor).
Diese hat dann die gewiinschten Eigenschaften.

Nun zum allgemeinen Fall. Ist £ > 1 dann kénnen wir I x I in k""!-viele
Wiirfel zerlegen,

Qinyoing = [BE ] <o x [B2 8] 5 (82070 G, g € {1, k)
Auf Grund der Kompaktheit von I"™ x I kann k so gewéhlt werden, dass das Bild

H(Qi,....i,.;) jedes solchen Wiirfels in einer offenen Teilmenge U;, . ;, ; von B ent-
halten ist {iber der das Faserbiindel p trivial ist. Nach obigen Bemerkungen lésst
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sich die Einschriinkung Hlg, . zu einer stetigen Abbildung Q;, _;,; — E lif-
ten, wobei dieser Lift auf einem Retrakt von @);,, _;, ; beliebig vorgegeben werden
kann. Damit lasst sich nun der gesuchte Lift H induktiv auf den Wiirfeln Q1,..11,
Q.02 -5 Quip Q21 Q1122 -5 Qu12k -5 Q11k1s Q11k2;
oo Qg o Q12105 oy @k, k. konstruieren. Ist (Q);, ;i einer dieser
Wiirfel und bezeichnet B die Vereinigung von I™ x {0} mit all den Vorgéingern
von @y, ; in dieser Liste, dann ist A :== BN @, ;. ; ein Retrakt von Q;, ;. ;.
Der auf B bereits konstruierte, bzw. durch h vorgegebene, Lift ldsst sich daher
stetig zu einem Lift auf BU Q;,,. ;. ; fortsetzen. O

.....

[I1.6.8. LEMMA. Es sei p : £ — B eine Serre-Faserung. Weiters seien H :
I" — B und h : {”*1 — FE stetig, soglass poh :~H|Jnfl. Dann existiert eine
stetige Abbildung H : I" — E mit po H = H und H| -1 = h.

BEWEIS. Dies folgt aus der Tatsache, dass das Paar (I™, J"~!) homdomorph
zum Paar (1™, 1"! x {0}) ist.

I11.6.9. PROPOSITION. Fs sei p: E — B eine Serre-Faserung, xo € F, by
p(x) und F := p~'(by). Dann induziert p einen Isomorphismus m,(E, F, z)
(B, bo), fir allen > 1.

BeEwEIs. Wir zeigen zunéchst, dass p. : m,(E, F,x¢) — m,(B,by) surjektiv
ist. Sei dazu [f] € m,(B,by), WObel f(",0I") — (B, by). Nach Lemma II1.6.8
existiert eine stetige Abbildung f : ™ — E mit po f = f und f]Jn 1= Cyy-
Es folgt f(@[”) C p'(by) = F, also definiert f : (I",dI", J" ') — (E, F, x)
ein Element [f] € m,(F, F,x,), fir das offensichtlich p.([f]) = [po f] = [f]
gilt. Nun zur Injektivitdt von p.. Seien dazu [f],[g] € m.(E, F,x¢) mit f,g :
(I", 01", J"1) — (E, F, ). Ist p.([f]) = p«(lg]) € mn(B,by), dann existiert eine
Homotopie H : (I" X I,01" x I) — (B,by) von Hy = po f nach H; = pog. Nach
Lemma I11.6.8 existiert eine stetige Abbildung H : I" x I — E mit po H = H,

= f, Hy = gund H|jm-1y; = ¢ Es folgt H(OI" x I) C p~'(by) = F. Also
1st H (I"x I,0I" x I, J"' x I) — (E, F,z) eine Homotopie von f nach g und
damit [f] = [g] € 7Tn<E,F, xo). O

I11.6.10. SATZ (Lange exakte Sequenz einer Faserung). Fs seip: E — B eine

Serre-Faserung, vog € E, by := p(xo) und F = p~*(by). Dann ist die folgende

Sequenz exakt>3

O

R i

2 m(Fy o) 25 (B, m0) 25 1 (B, bo) 2wy (F o) 2

: Z—> 7T1(E,I0) LaN 7T1(B,b0) 3’ 7TO(F, xo) Z—> 7TO<E7 xo) Ean 7T0(B7bo)

Dabei sind i, : m,(F,x0) — mo(E, o) und py : m(E,x¢) — m,(B,by) die von
der Inklusion i : (F,x¢) — (E,x¢) und der Projektion p : (E,z9) — (B, bo)

33Bis auf die letzten drei Abbildungen sind dies alles Gruppenhomomorphismen. Bei
m1(B, by), mo(F, xo) und mo(E, x0) ist die Exaktheit wie in Bemerkung I11.5.14 aufzufassen.
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induzierten Abbildungen. Der Randoperator O : m,(B,by) — m,—1(F, x0) ist durch

. .. (p*)71 apair )
die Komposition m,(B,by) ——— m,(F, F,z9) —— m,_1(F,x) gegeben, wobei

Py (B, Fyx0) — m(B, bo) den Isomorphismus aus Proposition 111.6.9 ist und
orur (B, F,xo) — m,_1(F, x) der Randoperator in der langen exakten Sequenz
des Paares (E, F') bezeichnet, siehe Satz I111.5.15.

BEWEIS. Von der Exaktheit bei mo(FE, xy) abgesehen folgt dies sofort aus
Satz I11.5.15 und der offensichtlichen Tatsache, dass die Komposition 7, (E, z¢) —
T (E, F, o) TaN (B, bo) mit p, : m,(F, x0) — 7, (B, by) ibereinstimmt. Die Ex-
aktheit bei mo(E, xo) ldsst sich ohne Probleme direkt aus der Homotopieliftungs-
eigenschaft herleiten. O

[I1.6.11. BEMERKUNG. Wenden wir Satz I11.6.10 auf eine punktierte Uberla-
gerung p : (X, Z9) — (X, zo) an, vgl. Beispiel I11.6.2, so erhalten wir eine lange
exakte Sequenz

=0 — Wn(X,JN?O) — (X, 29) = 0 — ﬂn,l()?,i’o) — M1 (X, 2p) 50— -

denn aus der Diskretheit der Faser I := p~'(x) folgt m,(F,z9) = 0 fiir alle
n > 1. Fiir Uberlagerungen reduziert sich Satz II1.6.10 daher auf die Aussage
von Satz I11.3.19.

I11.6.12. BEISPIEL (Hopffaserung). Wir betrachten CP" = 5?1/~ vgl. Bei-
spiel 1.6.8, und die Hopffaserung p : S?"*! — CP”, p(z0,..-,2n) = [(205 - - -, Zn)]-
Dies ist ein Faserbiindel mit Fasern homomorph zu S'. Um dies einzusehen
betrachte wir die offene Menge U; := {[(z,...,2,)] : 2z # 0} C CP". Wegen
Ui, U; = CP" geniigt es Trivialisierungen von p iiber U; zu konstruieren. Es gilt
p Y U) ={(20,...,2n) € 5?1 : 2, # 0}. Die Abbildung ; : p~1(U;) — U; x S,
0i(20y -+, 2n) = (p(zo, ey Zn)s %) ist ein Homdomorphismus mit Inverser ;' :

Uy x S' = p Y (Uy), ¢ ([(20, - -, 2a)], A) = %Z;‘(zo, ...y Zn). Also ist ¢; eine Tri-
vialisierung von p iiber U;, und p daher ein Faserbiindel. Nach Proposition II1.6.7
ist p daher eine Serre-Faserung. Aus Satz II1.6.10 erhalten wir eine lange exakte

Sequenz von Homotopiegruppen
o e(SY) = (8P B (CPY) L ey (SY) — - (I11.12)

Fiir k& > 3 ist m(S') = 0 = m,_1(S!), aus der Exaktheit von (II1.12) folgt daher,
dass die Projektion p : $?"*! — CP" Isomorphismen

me(S* ) = 1 (CP™), k>3, n>0, (ITL.13)

induziert, vgl. Beispiel IT11.5.13. Ist n > 1 dann gilt 7 (S*"*!) = 0 = 7(S?)
und die Exaktheit von (III.12) impliziert = (CP") = 0. Daher sind alle CP",

n > 0, einfach zusammenhéngend, vgl. Beispiel 1.9.17. Ist n > 1 so gilt auch
o (S#" ) = 0 = 7, (S*"*1), siehe Satz I11.5.25, und aus der Exaktheit von (II1.12)



120 II1. HOMOTOPIETHEORIE

erhalten wir mo(CP") & m(S') 2 Z, n > 1. Im Fall n = 1 haben wir einen
Homoomorphismus CP! 22 S2 | es folgt daher m5(S5?) & Z sowie

e(S%) =2 7, (S?), k> 3. (I11.14)

I11.6.13. BEMERKUNG. Die Berechnung von m5(5?) in Beispiel I111.6.12 ermé-
glicht es einen Beweis des Brouwerschen Fixpunktsatzes, vgl. Satz 1.5.3, fiir stetige
Abbildungen f : D® — D3 zu geben. Hitte f nimlich keinen Fixpunkt dann
kénnen wir wie im Beweis von Satz 1.5.3 eine Reraktion 7 : D3 — S? definieren,
dh. r o ¢ = idg2 wobei ¢ : S? — D? die kanonische Inklusion bezeichnet. Fiir
die induzierten Homomorphismen zwischen den zweiten Homotopiegruppen folgt
T4 O Ly = idr,(s2) aber auch 7, o1, = 0, denn ma(D3) = 0. Also ist id,(s2) = 0 und
damit auch m(S?) = 0, ein Widerspruch zu m5(S?) = Z.

I11.6.14. BEMERKUNG. Die Tatsache, dass m(S?) # 0, vgl. Beispiel 111.6.12,
erlaubt es auch zu zeigen, dass R?® nicht zu R® homéomorph sein kann, n # 3.
Fiir n < 3 haben wir dies bereits gezeigt, siehe Satz [.7.5. Sei daher n > 3. Wére
f:R"™ — R3 ein Homdomorphismus und P € R", dann liefert die Einschrinkung
von f auch einen Homomorphismus R" \ {P} — R3\ {Q}, Q = f(P). Es
folgt mo(S™™1) 2 my(R™ \ {P}) = m(R3\ {Q}) = mo(S5?). Nach Satz I11.5.25 gilt
(8" 1) = 0 und dies liefert nun einen Widerspruch zu m(S?) = Z. Also kann
es keinen Homdomorphismus f : R* — R3, n > 3, geben.

111.6.15. BEISPIEL. Auf S*+3 C H"*! betrachte die Aquivalenzrelation x ~
y < I\ € H: A\x = y und die Projektion auf den Quotientenraum p : S —
HP" = S4+3 /~ vgl. Aufgabe 17. Die Abbildung p ist ein Faserbiindel mit Fasern
homdéomorph zu S3, siche Aufgabe 29. Aus der damit assozierten langen exakten
Sequenz von Homotopiegruppen folgt, sieche Aufgabe 30,

T (HP™) 22 7,1 (S?) x m(S*?), k>1, n>1. (I11.15)

Insbesondere gilt 7 (HP™) & 7, _1(5%), 1 < k < 4n+2 und 7o (HP") = 7, (HP") =
mo(HP") = m3(HP") = 0, dh. HP" 3-zusammenhéngend, n > 0. Im Fall n = 1
haben wir einen Homomorphismus HP' 22 S* und daher ein Faserbiindel S7 —
S* mit Fasern homdomorph zu S3. Aus (II1.15) erhalten wir in diesem Fall

Te(S*) =2 mp_1(S?) x mp(ST), k> 1. (I11.16)

I11.6.16. BEISPIEL. In Aufgabe 31 wird ein Faserbiindel S — S® mit Fasern
homdomorph zu S7 konsturiert. Aus der ensprechenden langen exakten Sequenz
der Homotopiegruppen erhalten wir

me(S®%) 2 m_1(S7) x m(SY), k> 1. (I11.17)

I11.6.17. BEMERKUNG. Um einen Eindruck der Komplexitét der hoheren Ho-
motopiegruppen zu bekommen seien hier einige Resultate {iber die Homotopie-
gruppen der Sphéren zusammengefasst. Die folgende Tabelle zeigt die Gruppe
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7, (S™) in der k-ten Zeile und n-Spalte.

K\nf1]2 3] 4 |56 78|90/
1 Z| 0 | 0 0 O(0]0[0]0]0]O0
2 0O Z | 0O 0 0 0 0] 0]0]01]0
3 0| Z | Z 0 0 0 0] 0]0701]0
4 0| Zso | Zo Z 0 0 0] 0]0]01]0
5 0| Zgy | Zo Ly Z | 0|00 ,0[0]O0
6 0 | Zao | Zo Ly Zo | Z | O | O 0]0]0
7 0 ZQ ZQ 7. X Z12 ZQ ZQ Z 0 0 0 0
8 0| Zo | Zg | ZgX Ly | Loy | Lo | Zo | Z | 0| 0|0
9 0| Zs | Zg | ZoXZy | Lo |Zos| Zo | Zo | Z | O |0
10 0 Z15 Z15 Z24 X Z3 ZQ 0 Z24 ZQ ZQ Z 0
11 | 0| Zy | Zo Zqs Lo | Z | 0 |Zoy|Zo|Zy| Z

Die erste Spalte haben wir in Satz [.4.1 und Beispiel 111.3.20 verifiziert. In Bei-
spiel I11.6.12 haben 79(S5?) = Z gezeigt. Die Tatsache, dass ab k = 3 die zweite
und dritte Spalte dieser Tabelle iibereinstimmen haben wir in selbigen Beispiel
aus der Hopffaserung S — S? hergeleitet, siche (II1.14). Dass in der rechten
oberen Hailfte dieser Tabelle nur triviale Gruppen anzutreffen sind folgt aus
Satz II1.5.25. Auch die Isomorphismen (III.16) und (IIL.17) sind fiir kleine &
in dieser Tabelle ersichtlich. Auch sei hier auf ein Phidnomen hingewiesen, dass
wir in Abschnitt II1.9 beweisen werden. Ist & > 0 fix und betrachten wir die
Gruppen 71, (S™) dann verleitet die Tabelle oben zu der Vermutung, dass die-
se Gruppen fiir grosse n alle isomorph sind. Dies ist tatsdchlich der Fall, siehe
Bemerkung 111.9.20. Die Eintrédge in der Diagonale der Tabelle, m, (S™) = Z, wer-
den wir in Satz I11.9.11 verifizieren. Die meisten Gruppen in obiger Tabelle sind
endlich. Tatséchlich gilt auf Grund eines Resultats von Serre, dass 7(S™) mit
Ausnahme von m,(S") = Z und my,_1(S*") stets endlich sind.

I11.6.18. BEISPIEL (Homotopiegruppen der orthogonale Gruppen). Betrachte
die Abbildung p : SO,41 — S™, p(A) := Ae;, wobei e; € S™ den ersten Ein-
heitsvektor bezeichnet. Wir wollen zunéchst verifizieren, dass p ein Faserbiindel
mit Fasern homéomorph zu SO,, ist. Wir werden im folgenden SO,, als Unter-
gruppe von SO, auffassen, SO, = {4 € SO, : Ae; = e1} = p~!(ey). Fiir
A, B € SO, gilt offensichtlich p(A) = p(B) genau dann wenn B~'A € SO,,.
Sei nun by € S™ und wahle by,...,b, € S", sodass (by,b1,...,b,) € SOpq;.
Dann ist U := {z € S™ : det(x,by,...,b,) > 0} eine offene Umgebung von
bp. Wir werden nun eine Trivialisierung von p iiber U konstruieren. Wir er-
innern uns dazu, dass SO,11 XA, (R) — GL;(R), (4,D) — AD, einen
Homo6omorphismus definiert, siehe Beispiel 1.7.12. Wir bezeichnen den inversen
Homdomorphismus mit (¢4, ¢2) : GLY, (R) — SO,41 xA,11(R). Es ist dann
0:U — SOp41, 0(x) := 1 (x,by,...,b,), eine stetige Abbildung mit p(o(z)) = «,
fir z € U, denn aus 1 (x,by,...,b,) (2, b1,...,b,) = (2,b,...,b,) und |z| =1
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folgt, dass die erste Spalte von vy(z,by,...,b,) mit dem ersten Einheitvektor
e; iibeeinstimmen muss. Fiir A € p~1(U) erhalten wir p(c(p(A))) = p(A), also
a(p(A))~'p(A) € SO, C SO,1. Wir definieren nun die gesuchte Trivialisierung
durch ¢ : p71(U) — U x SO, ¢(A4) := (p(A),o(p(A))~*A). Dies ist tatséichlich
ein Hom@omorphismus mit Inverser U x SO,, — p~*(U), (z,(§ %)) — o(z) (§ %)
Also ist p : SO, — S™ ein Faserbiindel und daher auch eine Serre Faserung,
siehe Proposition I11.6.7. Aus Satz I11.6.10 erhalten wir eine lange exakte Sequenz
von Homotopiegruppen

o e (S™) D me(S0,) 2 1 (SOna) 25 (ST — - (I11.18)

wobei ¢ : SO, — SO, die Inklusion bezeichnet. Fiir £ = 0 und n > 1 ist
mo(S™) = 0 und wegen der Exaktheit von (II1.18) daher i, : m(SO,,) — 7(SOp11)
surjektiv. Induktiv folgt m(SO,) = 0, denn offensichtlich ist my(SO;) = 0.
Wir sehen daher, dass SO,, fiir jedes n > 1 wegzusammenhéngend ist. Fiir
k42 < nist mpyq1(S") = 0 = m(S™), siehe Satz I11.5.25, wegen der Exakt-
heit von (II1.18) induziert die Inklusion i : SO,, — SO,,;; daher Isomorphismen
T,(SO,) = 1 (SO,11), k + 2 < n. Mittels Induktion folgt

Wk(SOk+2) = wk(SOn), k+2<n. (11119)

Fiir hinreichend grofie n ist daher 7(SO,,) unabhéngig von n, dies wird als Sta-
bilitdt bezeichnet. Etwa erhalten wir

Lo = 771<S03> = 7T1(SO4) = 7'(1(SO5> ...

denn S® — S%/Z, = SOs ist die universelle Uberlagerung von SOs; und daher
71(SO3) = Zy, vgl. die Beispiele I1.5.5 und 11.6.3. Da SOy = St ist 7,(SO,) & Z.
Fiir die stabilen zweiten Homotopiegruppen erhalten wir

0= 72(804) = ’7T2(So5) = 7'('2(806) >... ,

denn aus der Uberlagerung S® x S% — SOy, siehe Beispiel 11.5.10, folgt mittels
Satz 111.3.19 und Satz I11.5.25, mo(SO,) = m(S? x S3) = my(S?) x my(S53) = 0.
Im nicht stabilen Bereich gilt mo(SO3) = 0, denn SO, = St und m,(SO3) = 0,
auf Grund der Uberlagerung S* — SOj.

Da die Inklusion SO, — GL;(R) eine Homotopiedquivalenz ist, siche Bei-
spiel 1.8.14, gilt 7(SO,,) = m,(GL}(R)). Folglich sind alle GL; (R) wegzusam-
menhiingend und es gilt 7 (GL{ (R)) = 0, m(GL; (R)) = Z, m(GL (R)) X Z,
n > 3, sowie mo(GL(R)) = 0, n > 1. Auch die Inklusion SL,(R) — GL}(R) ist
eine Homotopiesiquivalenz und daher mj,(SL,(R)) & 7, (GL} (R)).

Aus dem Wegzusammenhang von SO,, folgt auch, dass O,, genau zwei Weg-
zusammenhangskomponenten besitzt, O, = SO, L{A € O,, : det A = —1}. Ist
B € O, und det B = —1 dann liefert Multiplikation mit B einen Homo&omor-
phismus SO,, = {A € O, : det A = —1}. Es gilt daher m(0O,,) = Zy und
71(0,) =2 m(SO,), 1 < k, egal welchen Basispunkt wir in O,, verwenden. Aus
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(II1.19) erhalten wir daher auch fiir O,, ein Stabilitdtsphénomen,
T (Opy2) = m(On), k+2<mn.

Da die Inklusion O,, — GL,(R) eine Homotpiedquivalenz ist, erhalten wir auch
ensprechende Resultate fiir die Homotopiegruppen von GL,(R). Insbesondere
folgt, dass GL,(R) aus zwei homdomorphen Zusammenhangskomponenten be-
steht, GL,(R) = GL!(R) U GL, (R), wobei GL, = {A € GL,(R) : det A < 0}.
Multiplikation mit B € GL_ (R) liefert einen Homomorphismus GL}(R) =
GL, (R).

Ohne Beweis sei hier noch folgendes Periodizitdtsresultat fiir die stabilen Ho-
motopiegruppen erwahnt:

7Tk+8(o(k+8)+2) = m(Op2).
Dies wird als Bott Periodizitit bezeichnet. Die Gruppen sind durch

k mods| 0| 1|2]3[4]5]6]|7

gegeben. Die ersten drei Spalten folgen aus unseren Berechnungen oben.

I11.6.19. BEIspIEL (Homotopiegruppen der unitiren Gruppen). Nun zur kom-
plexen Version von Beispiel 111.6.18. Betrachte die Abbildung p : U, — S?"*1,
p(A) = Aej, wobei e; € S?F1 C C™! den ersten Einheitsvektor bezeich-
net. Wir verifizieren zunéchst, dass p ein Faserbiindel mit Fasern hom&omorph
zu U, ist. Wir werden im folgenden U, als Untergruppe von U, ., auffassen,
U, = {A € U,y : Aey = e1} = pi(ey). Fir A,B € U, gilt offensicht-
lich p(A) = p(B) genau dann wenn B™'A € U,. Sei nun b, € S** und
wihle by,...,b, € S**1 sodass (by,b1,...,b,) € Upyy. Dann ist V := {z €
S+l det(z, by, ..., b,) # 0} eine offene Umgebung von by. Wir werden nun
eine Trivialisierung von p iiber V' konstruieren. Wir erinnern uns dazu, dass
Upi1 XAy11(C) — GL,11(C), (A, D) — AD, einen Homoomorphismus defi-
niert, siche Beispiel 1.7.10. Wir bezeichnen den inversen Homéomorphismus mit
(Y1,12) + GL,y11(C) — Uy xA,11(C) Es ist dann 0 @ V. — Uy, o(2) =
¥1(2,b1,...,by,), eine stetige Abbildung mit p(c(z)) = z, fiir z € V, denn aus
1(2, b1, ..., bp)a(2, b1, ... by) = (2,b1,...,b,) und |z| = 1 folgt, dass die erste
Spalte von ¥5(z, by, . .., b,) mit dem ersten Einheitvektor e; iibeeinstimmen muss.
Fiir A € p~1(V) erhalten wir p(a(p(A))) = p(A), also o(p(A))~'p(A) € U, C
U, ;1. Wir definieren nun die gesuchte Trivialisierung durch ¢ : p~}(V) — V x U,
¢(A) := (p(A),o(p(A))tA). Dies ist tatséichlich ein Homdomorphismus mit In-
verser V x U, — p 1 (V), (2,(§ %)) — o(2) (§ §)- Also ist p : Upyqy — S ein
Faserbiindel und daher auch eine Serre Faserung, siehe Proposition I11.6.7. Aus
Satz II1.6.10 erhalten wir eine lange exakte Sequenz von Homotopiegruppen

T 7Tk+1(52n+1) o 7(Un) - T (Unt1) = Wk(SQnH) o (111.20)
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wobei ¢ : U, — U,y die Inklusion bezeichnet. Fiir £ = 0 und n > 1 ist
7o(S?" 1) = 0 und wegen der Exaktheit von (II1.20) daher 4, : mo(U,,) — 7o(Upy1)
surjektiv. Induktiv folgt m4(U,) = 0, denn wegen U; = S! ist mo(U;) = 0. Wir
sehen daher, dass U, fiir jedes n > 1 wegzusammenhéngend ist. Fiir £ < 2n — 1
ist 1 (S?T) = 0 = mp (5?1, siehe Satz I11.5.25, wegen der Exaktheit von
(II1.20) induziert die Inklusion ¢ : U, — U,;; daher Isomorphismen m(U,) =
Tk(Upt1), k < 2n — 1. Mittels Induktion folgt

i (Upesr)) = me(Un), [EHL] <, (II1.21)
wobei [%W die kleinste ganze Zahl grofler oder gleich k—;l bezeichnet. Fiir hin-

reichend grofie n ist daher 7, (U,) unabhingig von n, wieder liegt ein Stabi-
litdtsphidnomen vor. Wegen U; 2 ST und (I11.21) erhalten wir

7, = 7T1(U1) = 7T1(U2) = 7T1(U3) =
Da Uy & SU, xS 2 53 x St folgt mo(Us) = mo(S?) X me(S!) = 0 und daher
0 = 7TQ<U1) = 7TQ<U2) = 7TQ<U3) =.

Erinnern wir uns an den Homéomorphismus U, = SU,, xS aus Beispiel 1.7.9,
so erhalten wir m,(U,) & m(SU,,) x m(S). Es folgt mo(SU,,) = 0, dh. alle SU,,
sind wegzusammenhéngend. Aus Z = 7, (U,,) = m(SU,,) x m(Z) = m(SU,) x Z
schliefen wir 7 (SU,,) = 0, n > 1. Daher sind alle SU,, einfach zusammenhéngend.
Fiir k > 2 gilt 7,(SU,,) = m(U,,). Da die kanonischen Inklusionen U,, — GL,(C)
und SU,, — SL,(C) Homotopieiquivalenzen sind erhalten wir m(U,,) = mx(GL,)
und 74 (SU,,) = m(SL,,(C)). Insbesondere ist SL, (C) einfach zusammenhéngend,
fiir jedes n > 1.
Schliefilich sei noch die komplexe Version der Bott Periodizitéit erwéhnt,

Tk+2 (U(<k+§>+1]) = Wk(U(%])a
es gilt daher 7 (U(% 1) = 0 fiir gerades k und m, (U[% ]) = 7 fiir ungerades k.

II1.7. Kofaserungen. Eine stetige Abbildung ¢ : A — X wird Kofaserung
genannt wenn sie folgende Eigenschaft besitzt: Ist Y ein topologischer Raum,
h: X — Y stetigund H : A x I — Y eine Homotopie mit Hy = h o, dann
existiert eine Homotopie H : X x I — Y mit Hy = h und H, o ¢ = H,, fiir
alle t € I. Wir sagen ein Paar (X, A) hat die Homotopieerweiterungseigenschaft
wenn die Inklusion ¢ : A — X eine Kofaserung ist. Dies bedeutet, dass eine auf
A C X definierte Homotopie H : A x I — Y deren Anfangsabbildung H, zu
einer Abbildung 7 : X — Y ausgedehnt ist (dh. h(a) = Ho(a), a € A) zu einer
Homotopie H : X xI — Y fortgesetzt werden kann (dh. H(a,t) = - H(a,t), a € A,
t € I) deren Anfangsabbildung Hy mit h iibereinstimmt (dh. H(z,0) = h(x),
reX.)
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IT1.7.1. BEMERKUNG. Der Begriff der Kofaserungen ist dual zum Begriff der
Faserung. Seidazu ¢t : A — Y, h: X - Y und H : Ax I — Y. Wir bezeich-
nen mit Y’ die Menge der stetigen Abbildungen I — Y. Beachte, dass H als
Abbildung H : A — Y! aufgefasst werden kann, H(a)(t) := H(a,t).** Weiters
bezeichne evy : Y1 — Y die durch Auswertung bei ¢t = 0 gegebene Abbildung.
Die Voraussetzung Hy = h o 1 bedeutet gerade, dass das dussere Quadrat im lin-
ken Diagramm kommutiert, evgoH = ho. Liegt eine Kofaserung vor, dann gibt

es in dieser Situation stets eine Abbil-

y <"y dung H: X xI—Y die, als Abbildung v g
a,’ H : X — Y aufgefasst, beide Dreiecke i 7

evo L7 TL im linken Diagramm kommutativ macht. inml 7 ip

yvi< y Die Kommutativitéit des oberen Dreiecks v xI-1-p

entspricht dabei der Bedingung Hy = h,
und die des unteren Dreiecks der Bedingung H; o « = H,;. Die Dualitdt mit dem
Begriff der Faserung manifestiert sich nun in der Tatsache, dass in der eine Fase-
rung charakterisierende Eigenschaft, siehe das Diagramm rechts, alle Pfeile in die
umgekehrte Richtung zeigen. Dies wird als Eckmann—Hilton Dualitit bezeichnet.

I11.7.2. PROPOSITION. FEine Kofaserung ¢ : A — X ist stets ein Homdomor-
phismus auf ihr Bild, dh. 1 : A — (A) ist ein Homdomorphismus, wobei t(A) mit
der von X induzierten Topologie versehen ist.

BEWEIS. Wir betrachten den Abbildungszylinder Z, = X U (A X I)/(a,1)~u(a)
vgl. Beispiel 1.9.11, sowie die Abbildungen H : Ax I — Z,, H(a,t) := [(a,1—1)],
und h : X — Z,, h(x) := [z]. Dies sind stetige Abbildungen und es gilt hov = H,
denn h(c(a)) = [t(a)] = [(a,1)] = H(a,0) fir a € A. Da ¢ eine Kofaserung
ist existiert eine Homotopie H:XxI — Z, mit ]:IO = h und ]jlt ot = Hy,
t € I. Insbesondere gilt H, o ¢ = H;. Wir erinnern uns, dass H, : A — Z,,
a — [(a,0)], eine Einbettung ist, dh. H; : A — H;(A) ist ein Homéomorphismus.
Es liefert daher (H1)™' o Hi|,(a) : t(A) — Hi(A) — A eine zu ¢ inverse stetige
Abbildung. O

I11.7.3. BEMERKUNG. Auf Grund von Proposition I11.7.2 ist ¢ : A — X
genau dann eine Kofaserung, wenn das Paar (X, :(A4)) die Homotopiecerweite-
rungseigenschaft. Es geniigt daher Paare mit Homotopieerweiterungseigenschaft
zu untersuchen.

II1.7.4. LEMMA. Hat (X, A) die Homotopieerweiterungseigenschaft dann ist
(X x {0}) U (A x I) ein Retrakt von X X I.

BEWEIS. Betrachte die stetigen Abbildungen h : X — (X x {0}) U (A x I),
h(z) := (z,0),und H : AxI — (X x{0})U(AxI), H(a,t) := (a,t). Offensichtlich

34Wir wollen zu diesem Zeitpunkt noch keine Topologie auf Y7 einfiihren, versuchen hier
also nicht die stetigen Abbildungen A x I — Y als die stetigen Abbildungen A — Y/ zu
charakterisieren.
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gilt Hy = h[4, wegen der Homotopieerweiterungseigenschaft von (X, A) existiert
daher eine Homotopie H : X x I — (X x {0}) U (A x I) mit Hy = h und

H| a1 = H. Es folgt H(x,0) = (2,0), z € X, und H(a,t) = (a,t), a € A, t € I,
also ist H eine Retraktion auf (X x {0}) U (A x I). O

II1.7.5. PROPOSITION. Ist X ein Hausdorffraum und hat (X, A) die Homoto-
pieerweiterungseigenschaft, dann ist A ein abgeschlossener Teilraum von X.

BEWEIS. Nach Lemma II1.7.4 existiert eine Retraktion r : X x I — X X I,
sodass (X x{0})U(AXTI) = {(z,t) € X xI :r(x,t) = (z,t)}. Mit X ist auch X x [
ein Hausdorffraum, aus der Stetigkeit von r folgt daher, dass (X x{0})U(AXI) ein
abgeschlossener Teilraum von X x [ ist. Daher ist auch Ax {1} ein abgeschlossener
Teilraum von X x {1}, also A abgeschlossen in X. O

I11.7.6. PROPOSITION. Es sei A ein abgeschlossener Teilraum von X. Dann
hat (X, A) die Homotopieerweiterungseigenschaft genau dann, wenn (X x {0})U
(A x I) ein Retrakt von X x I ist.

BeEWwEIS. Eine Implikation haben wir bereits in Lemma II1.7.4 bewiesen. Sei
nun umgekehrt (X x {0}) U (A x I) ein Retrakt von X x J und r : X x [ —
(X x{0}) U (A x I) eine Retraktion. Um die Homotopieerweiterungseigenschaft
von (X, A) zu verifizieren betrachten wir eine stetige Abbildung A : X — Y
sowie eine Homotopie H : A x I — Y mit Hy = h|4. Definiere eine Abbildung
g: (X x{0})U(AxI)—Y durch g(z,0) := h(z), z € X, und g(a,t) := H(a,t),
a€ A, tel. Wegen Hy = h|, ist dies wohldefiniert. Beachte, dass X x {0} ein
abgeschlossener Teilraum von (X x{0})U(Ax ) ist. Wegen der Abgeschlossenheit
von A, ist auch A x I ein abgeschlossener Teilraum von (X x {0}) U (A x I). Die
Einschrankungen von g auf X x {0} bzw. A x I sind stetig. Nach Lemma 1.1.2
ist daher auch ¢ stetig. Also liefert H := gor : X x I — Y die gewiinschte
Homotopie. 0

II1.7.7. PROPOSITION. Hat das Paar (X,A) die Homotopieerweiterungsei-
genschaft und ist Z ein weiterer topologischer Raum dann hat auch das Paar
(X x Z, A x Z) die Homotopieerweiterungseigenschaft.

BEWEIS. Wir geben den Beweis nur fiir den Fall, dass X ein Hausdorffraum
ist. Nach Lemma II1.7.4 ist (X x {0}) U (A x I) ein Retrakt von X x I. Damit ist
auch (X xZx{0})U(Ax Z xI) ein Retrakt von X x Z x I. Nach Proposition I11.7.6
hat daher auch (X x Z, A x Z) die Homotopieerweiterungseigenschaft. Beachte
hier, dass A ein abgeschlossener Teilraum von X ist, siehe Proposition II1.7.5,
und damit auch A x Z ein abgeschlossener Teilraum von X x Z ist. O

II1.7.8. BEISPIEL. Essei f : X — Y stetigund Zy = (YU(X XI))/(21)~f() der
Abbildungszylinder. Weiters bezeichne ¢ : X UY — Z; die durch «(z) = [(z,0)],
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x € X, und «(y) = [y], y € Y, defnierte Einbettung. Dann ist ¢ eine Ko-
faserung. Fassen wir X U Y als Teilraum in Z; auf dann besagt dies gera-
de, dass das Paar (Zy, X UY) die Homotopieerweiterungseigenschaft hat. Of-
fensichtlich folgt daraus, dass auch (Z;, X) und (Z;,Y) die Homotopieerweite-
rungseigenschaft haben. Bis auf Homotopie(iiquivalenz) kann daher jede Abbil-
dung als Kofaserung betrachtet werden, vgl. Beispiel 1.9.11. Um die Homoto-
pieerweiterungseigenschaft von (Zy, X UY') zu verifizieren betrachten wir die
kanonische Projektion p : Y U (X x I) — Z; und wihlen eine Retraktion
r=(ry,re) I x 1 —IxIauf(Ix{0})U(dI xI). Wir definieren eine stetige
Abbildung 7’ : (YU(X xI))xI — Zyx I durch r'(y,t) := (y,t) fir (y,t) € Y x I,
und 7'(x, s,t) 1= (p(x,rl(s,t)),TQ(s,t)) fir (z,s,t) € X x I x I. Aus ri(1,t) =1
und r(1,¢) = t erhalten wir r/(z, 1,t) = 7'(f(z),t), v € X, t € I, also faktorisiert
r’ zu einer Abbildung " : Zy x I — Zy x I, dh. " =1"0 (p x idy). Mit p ist auch
pxidy s (YU(X xI))xI — Zyx I eine Quotlentenabbildung, siehe [10, Satz 5 in
Kapitel 1.7.9], also ist 7" stetig. Setze W := (Z; x {0}) U (X UY) x 1) C Z; x I.
Nach Konstruktion gilt r/(Z; x I) € W und "y = idw, also ist r” eine Re-
traktion von Z; x I auf W. Da X UY angeschlossen in Z ist, folgt nun aus
Proposition II1.7.6, dass (Zy, X UY') die Homotopieerweiterungseigenschaft hat.

I11.7.9. BEISPIEL. Das Paar (D", S""!) hat die Homotopieerweiterungseigen-
schaft. Dies folgt aus Beispiel I11.7.8, denn D" ist homdomorph zum Abbildungs-
zylinder der konstanten Abbildung S"~! — {*}. Alternativ kénnten wir in diesem
einfach Beispiel auch explizit eine Retraktion r : D" x I — (D" x {0})U(S""! x 1)
angeben und mit Hilfe von Proposition I11.7.6 argumentieren. Das Paar (1™, 0I"™)
ist homdomorph zu (D", 8" ') und hat daher ebenfalls die Homotopieerweite-
rungseigenschaft.

II1.7.10. PROPOSITION. Es habe (X, A) die Homotopieerweiterungseigenschaft
und A sei kontrahierbar. Dann ist die kanonische Projektion p : X — X/A eine
Homotopiedquivalenz.

BEWEIS. Da A kontrahierbar ist existieren ein Punkt ay € A und eine Ho-
motopie H : A x I — A mit Hy = idy und Hi(A) = {ao}. Weiters sei h :
idx : X — X. Auf Grund der Homotopieerweiterungseigenschaft von (X, A) exi-
stiert eine Homotopie H: X xI— X mit H) = h und H|A><I = H. Es folgt
H(a:O)—x H(at)EAundH(a 1) =ap, firallex € X,a € Aund t € I.
Wegen H(a,t) € A faktorisiert H zu einer Abbildung H : X/A x I — X/A, dh.
poH = Ho (pxid;). Beachte, dass H stetig ist, denn p x idr : X x I — X/AxI
ist eine Quotientenabbildung. Da Hl( ) = ag faktorisiert H; zu einer stetigen
Abbildung g : X/A — X, dh. gop = H;. Aus der Surjektivitit von p : X — X/A
folgt nun auch po g = Hy, denn zu z € X/A existiert z € X mit p(r) = z und
daher p(g(2)) —p(g(p( ))) = p(Hi(z)) = Hi(p(z )) Hy(2). Insgesamt erhalten

wir gop = H, : Ho = idx und pog = H; : H, = idx/4. Also ist p eine
Homotopiedquivalenz. 0
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Ist A C X ein Teilraum dann werden zwei stetige Abbildungen f,g: X — Y
homotop relativ A genannt, falls eine Homotopie H : X x I — Y mit Hy = f,
H, = g und H(a) = a existieren, a € A, t € I. Insbesondere miissen f und g
auf A iibereinstimmen. Wir schreiben in diesem Fall f ~ g rel A, und nennen H
eine Homotopie relativ A. Homotop relativ A zu sein ist eine Aquivalenzrelation.
Ist t : A — X eine Kofaserung dann nennen wir zwei Abbildungen f,g: X — Y
homotop relativ A falls sie homotop relativ ¢(A) sind, dh. falls eine Homotopie
H:XxI —-Y mit Hy = f, HH = g und H; o1 = ¢ existiert, t € I, vgl.
Proposition I11.7.2.

IT1.7.11. SATZ. Es seien i : A — X und j : A — Y zwei Kofaserungen.
Weiters ser f : X — Y eine Homotopiedquivalenz mit f o1 = j. Dann existiert
eine stetige Abbildung g : Y — X mit goj =1, go f ~idx rel A und fog ~idy
rel A, dh. es ewistieren Homotopien H : X x I — X und G :Y x I —'Y mut
Hy=gof, H =idx, Go = fog, Gi =idy Hyoi =3 und Gy o j =1 fiir alle
tel.

Wir beginnen den Beweis von Satz II1.7.11 mit einigen Lemmata.

IT1.7.12. LEMMA. FEs seien it : A — X und j : A — Y Kofaserungen und
f: X =Y stetig mit foi = j. Weiters existiere eine stetige Abbildung g : Y — X
mit go f ~idx. Dann existiert eine stetige Abbildung ¢' : Y — X mit g’ oj =1
und ¢’ ~ g.

BEWEIS. Da go f ~ idx existiert eine Homotopie H : X x I — X mit Hy =
go fund H; = idx. Betrachte die Homotopie G : Ax I — X, G := Ho (i x id;).
Offensichtlich ist Gy = Hypoi = go foir=gojund Gy = Hyoi =1. Daj
eine Kofaserung ist, existiert eine Homotopie G : Y x I — X mit Gy = ¢ und
Gy o J = Gy, fir alle t € I. Betrachte nun ¢ := G, : Y — X. Es gilt dann
J =G~ Gy =g via G, undgog—Gloj_Gl_z OJ

II1.7.13. LEMMA. FEs sei i : A — X eine Kofaserung und f : X — X eine
stetige Abbildung, sodass f o1 = 1 und f ~ idx. Dann ezistiert eine stetige
Abbildung k : X — X mit kot =1 und ko f ~idx rel A, dh. es existiert eine
Homotopie H : X x I — X mit Hy=ko f, Hy =idx und Hy o1 = 1.

BEWEIS. Da f ~ idx existiert eine Homotopie F' : X x I — X mit Fy = f
und F; = idx. Betrachte nun die Homotopie G : A x [ — X, G := F o (i x id;).
Da Gy = Fyoi1 = foi =1 = idx oi und weil i eine Kofaserung ist existiert
eine Homotopie G: X xI— X mit Go = idy und Gt o1 = (4. Setzen wir
k=G : X — X, dann gilt ko7 = Gioi =G, = F, 0i = i. Es bleibt noch
ko f ~idx rel A zu zeigen. Fiir die Konstruktion von H betrachten wir zunéchst

G(f(z),1—2s) falls0<s<1/2

[ X xIT—-X l =
x I — X, (z,5) {F(az,2$—1) falls 1/2 < s < 1.
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Beachte, dass | wegen é(f(x), 1-21) = Go(f(x)) = f(x) = Fy(z) = F(x, 21-1)
wohldefiniert und stetig ist, vgl. Lemma I.1.2. Offensichtlich gilt l[j = k o f und
[y = idx. Weiters betrachten wir L : A x I x [ — X,

L(a,s,t) = {é(i(“% 1-2s(1—1)) falls 0 < s < 1/2,

F(i(a),1=2(1—s)(1—1t)) falls1/2<s<1.
Aus Lemma I[.1.2 und é’(i(a), 1-24(1-1) = Gy(i(a)) = Gyla) = Fy(i(a)) =
F(i(a),1-2(1—3)(1—t)) folgt, dass L wohldefiniert und stetig ist. Mit i : A — X
ist auch ¢ x id; : A x I — X x [ eine Kofaserung, siehe Proposition II1.7.7.
Offensichtlich gilt L(a,s,0) = I(i(a),s), also existiert eine Homotopie L : X X
I x I — X mit L(x,s,0) = I(x,s) und L(i(a), s, t) = L(a,s,t), 2 € X, a € A,
s,t € I. Wir konnen nun die gesuchte Homotopie H : X x [ — X durch

L(x,0,3t) falls 0 <t <1/3,

H(z,t) = L(z,3t —1,1) falls 1/3 <t < 2/3,

L(z,1,3—-3t) falls2/3<t<1

definieren. Aus Hy(z) = L(2,0,0) = lo(z) = (k o f)(x) erhalten wir Hy = ko f,

und aus Hy(z) = L(z,1,0) = [l;(z) = x folgt H; = idx. Es bleibt noch H; 0@ =
zu verifizieren. Dies folgt aber sofort aus L(i(a),0,t) = L(a,0,t) = G4(i(a)) =
k(i(a)) = i(a), L(i(a),1,t) = L(a,1,t) = Fi(i(a)) = i(a) und L(i(a),s,1)
L(a,s,1) =1i(a),a € A, s,t € 1.

I11.7.14. LEMMA. FEs seieni : A — X, j : A — Y Kofaserungen und f :
X =Y stetig mit f oi = j. Weiters existiere g : Y — X mit go f ~idx. Dann
existiert auch eine stetige Abbildung g’ : Y — X mit ¢ oj =i und ¢’ o f ~idx
rel A, dh. es existiert eine Homotopie H : X x I — X, Hy = ¢ o f, Hy = idyx,
Hioi=1.

clll

BEWEIS. Nach Lemma II1.7.12 existiert eine stetige Abbildung ¢” : Y — X
mit ¢” o j =i und ¢” o f ~ idy. Offensichtlich gilt (¢” o f) 0 i = i. Wenden wir
Lemma II1.7.13 auf ¢” o f an erhalten wir eine stetige Abbildung & : X — X mit
koi=iund kog”o f ~idx rel A. Fiir ¢ :=kog”":Y — X gilt dann ¢’ o j =i
und ¢’ o f ~ idy rel A. U

BEWEIS vON SATz II1.7.11. Aus Lemma II1.7.14 erhalten wir eine stetige
Abbildung g : Y — X mit goj =i und go f ~ idx rel A, dh. es existiert eine
Homotopie H : X x I — X mit Hy=go f, H =idx und H; o7 = i. Mit f ist
auch g eine Homotopiedquivalenz. Wenden wir nun Lemma II1.7.14 auf g an so
erhalten wir eine stetige Abbildung f': X — Y mit f'oi = j und f'og ~idy rel
A, dh. es existiert eine Homotopie G’ : Y x I — Y mit G, = f'og, G; = idy und
Gjoj = j.Esist nun f'ogo fog ~ fogrel A via der Homotopie G'o ((fog)xidy),
aber auch f"ogo fog~ f'ogrel A via der Homotopie f' o H o (g x id;). Es
folgt fog~ f ogrel Aund damit auch f o g~ idy rel A. U
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Hat ein Paar (X, A) die Homotopieerweiterungseigenschaft so stimmen die
verschiedenen Begriffe von Deformationsretraktionen die wir in Definition 1.8.7
besprochen haben iiberein. Genauer gilt

I11.7.15. KOROLLAR. Das Paar (Y, A) habe die Homotopieerweiterungseigen-
schaft. Dann sind dquivalent:

(i) A ist Deformationsretrakt von Y, dh. es existiert eine Homotopie H :
Y X I —=Y mit Hy=idy, Hi(Y) C A und H|4 = ida fir allet € I.
(ii) A ist schwacher Deformationsretrakt von Y, dh. es ezistiert eine Ho-
motopie H : Y x I —Y mit Hy =idy, Hi(Y) C A und Hi|s = ida.
(iii) Die kanonische Inklusion v : A —'Y ist eine Homotopiedquivalenz.

BeEWwEIS. Die Implikation (i)=-(ii) ist trivial. Ist H eine Homotopie wie in (ii)

und setzen wir r := H; : Y — A, dann gilt ror = id 4 sowie tor = H; g Hy =idy,
also ist ¢ eine Homotopiedquivalenz und damit die Implikation (ii)=-(iii) gezeigt.
Nun zum Beweis von (iii)=-(i). Wenden wir Satz II1.7.11 auf X := A, f =
und die beiden Kofaserungen ¢ :=idy4, j := ¢ an, so erhalten wir eine Homotopie
G:Y xI—=Y mit Go(Y) C A, G; = idy und Gy|4 = ida, t € I. Es ist daher
H(z,t) := G(x,1 —t) die gesuchte retrahierende Deformation. O

I11.7.16. KOROLLAR. FEine stetige Abbildung f : X — Y ist genau dann eine
Homotopiedquivalenz, wenn X Deformationsretrakt von Zy ist. Dabei fassen wir
wieder X als Teilraum des Abbildungszylinders Zy = (Y U(X X 1))/ (z1)~f(z) auf,
z — [(z,0)],

BEWEIS. Es bezeichnen ¢ : X — Z; und j : Y — Z; die kanonischen Einbet-
tungen. Nach Beispiel 1.9.11 ist j eine Homotopiedquivalenz und j o f ~ i. Es ist
daher ¢ eine Homotopiedquivalenz genau dann, wenn f eine ist. Zusammen mit

Korollar TI1.7.15 und Beispiel I11.7.8 folgt die Behauptung. U

II1.7.17. KOROLLAR. Zwe:i topologische Rdume sind genau dann homotopied-
quivalent, wenn ein topologischer Raum Z existiert der sowohl X als auch 'Y als
Deformationsretrakt enthdlt.

BEWEIS. Sind X und Y als Deformationsretrakte in Z eingebettet dann folgt
sofort X ~ Z ~ Y und daher X ~ Y. Sei nun umgekehrt f : X — Y eine
Homotopiedquivalenz und Z; ihr Abbildungszylinder. Nach Korollar II1.7.16 ist
X ein Deformationsretrakt von Z;. Nach Beispiel 1.9.11 ist auch Y ein Deforma-
tionsretrakt von Z;. Also folgt die Behauptung mit Z := Z;. U

II1.8. CW-Komplexe. Ein topologischer Raum wird als n-Zelle bezeich-
net wenn er homéomorph zu R” ist. Einpunktige Rdume sind daher 0-Zellen, die
Intervalle (0,1), (0,00) und (—1,1) sind 1-Zellen, B" = {x € R" : |z|| < 1}
ist eine n-Zelle, n € Ny. Unter einer Zellenzerlegung eines topologischen Raum-
es X verstehen wir eine Familie £ paarweise disjunkter Teilmengen e C X mit
U.ce € = X, sodass jedes e € € eine Zelle ist, dh. es existiert n € Ny mit e = R".



I11.8. CW-KOMPLEXE 131

Das Paar (X, £) wird in diesem Fall als ein zellenzerlegter Raum bezeichnet. Un-
ter dem n-Skelett oder n-Geriist eines zellenzerlegeten Raums (X, E) verstehen
wir den Teilraum X" := Uycpc,, Uece, €, wobei & die Menge der k-Zellen von €
bezeichnet.?® Offensichtlich gilt X° C X! C X2 C --- und Unen, X" = X. Wir
werden einen zellenzerlegten Raum oft nur mit X bezeichnen und die Zellenzerle-
gung &£ in der Notation unterdriicken. Sprechen wir von den Zellen bzw. n-Zellen
des zellenzerlegten Raums so sind die Zellen aus £ bzw. &, gemeint.

II1.8.1. DEFINITION (Charakteristische Abbildung). Es sei X ein zellenzer-
legeter Raum und e eine n-Zelle von X. Eine stetige Abbildung ¢ : D" — X
wird charakteristischen Abbildung fir e genannt, falls die Einschriankung ¢|gn
einen einem Homdomorphismus von B" auf e liefert und p(S™™1) C X"~ gilt.
Die Einschrinkung ¢|gn-1 : S" ! — X" ! wird in diesem Fall als Klebeabbildung
bezeichnet.

IT1.8.2. LEMMA. FEs sei X ein zellenzerlegter Hausdorffraum, e eine n-Zelle
von X und @ : D™ — X eine charakteristische Abbildung fiir e. Dann gilt:
(i) ¢(D") =€, e C X™ und e ist kompakt.
(i) p(S" 1) =¢é\e, e\e C X" ! unde)\ e ist kompakt.

BEWEIS. Als stetiges Bild einer kompakten Menge ist ¢(D™) kompakt und
wegen der Hausdorffeigenschaft von X auch abgeschlossen. Aus ¢(B™) = e und
der Stetigkeit von ¢ folgt e C ¢(D™) C e. Wir erhalten ¢(D") = € womit (i)
gezeigt wire. Nun zu (ii): Beachte, dass o(S" 1) Ne =0, denn (S 1) C X!
und e N X" ' = (. Zusammen mit ¢(B") = e und ¢(D") = e folgt sofort
©(S™ 1) = ¢\ e und damit auch €\ e C X" 1. Als stetiges Bild der kompakten
Menge S™! ist auch e \ e kompakt. U

I11.8.3. BEISPIEL. Betrachte folgende Teilmengen von R%. e; := {(0,1)}, ey :=
{(0,=1)}, es := {(1,0)}, eq4 := {0} x (—=1,1), e5 := (0,1) x {0} und X :=
e1 Uey UegUey Ues. Die Teilmengen e; liefern eine Zellenzerlegung von X mit
0-Zellen e;, e, e3 und 1-Zellen ey, es. Es gilt daher X° = ¢; U ey U ez und
X' = X. Die 1-Zelle e5 kann keine charakteristische Abbildung besitzen, denn
es \ es = {(0,0),(1,0)} ist nicht in X° enthalten, vgl. Lemma II1.8.2(ii).

I11.8.4. BEISPIEL. Betrachte folgende Teilmengen von R2. ¢; := {(0,1)}, ey :=
{(0,=1)}, es := {(1,0)}, eq := {0} x (—=1,1), e5 := {(a,sin(r/x)) : € (0,1)}
und X :=e;UesUezUeygUes. Die Teilmengen e; liefern eine Zellenzerlegung von
X mit 0-Zellen e, e, es und 1-Zellen ey, es. Es gilt daher X% = e; U ey U ez und
X! = X. Die 1-Zelle e5 kann keine charakteristische Abbildung besitzen, denn
es\es = {(1,0)}U({0} x [—1,1]) ist nicht in X° enthalten, vgl. Lemma IT1.8.2(ii).

35Die Dimension einer Zelle ist wohldefiniert, dh. eine n-Zelle kann nicht m-Zelle sein wenn
m # n, siche Satz I11.9.12 unten. Da wir diesen Satz noch nicht zur Verfiigung haben, soll eine
Zellenzerlegung £ auch eine Zerlegung & = | | &, beinhalten, wobei &, nur aus n-Zellen
besteht.

n€Ng
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I11.8.5. DEFINITION (CW-Komplexe). Ein zellenzerlegter Hausdorffraum X
wird CW-Komplex genannt wenn jede Zelle von X eine charakteristische Abbil-
dung besitzt und folgende beiden Axiome erfiillt sind:

(C) Ist e eine Zelle von X so trifft € nur endlich viele andere Zellen.
(W) A C X ist genau dann abgeschlossen, wenn A N é abgeschlossen ist fiir
jede Zelle e von X.

Die Zellenzerlegung wird in diesem Fall als CW-Zerlegung von X bezeichnet.
Besteht die Zellenzerlegung nur aus endlich vielen Zellen so sprechen wir von
einem endlichen CW-Komplex. Gilt X = X" und X # X" ! fiir ein n € Ny
so heifit der CW-Komplex n-dimensional, existiert kein solches n, dann wird er
oo-dimensional genannt.

I11.8.6. BEMERKUNG. Der Begriff des CW-Komplexes wurde von Whitehead
eingefithrt. Die Buchstaben C' und W beziehen sich dabei auf closure finiteness
und weak topology.

[T1.8.7. BEMERKUNG. Ist X ein zellenzerlegter Hausdorffraum mit endlich
vielen Zellen die alle eine charakteristische Abbildung besitzen, dann sind auch
die Axiome (C) und (W) in Definition II1.8.5 erfiillt und X ist ein CW-Komplex.
Fiir (C) ist dies offensichtlich. Um (W) einzusehen seien ey, ..., e die Zellen von
X. Dann gilt offensichtlich X =e;U---Ue, =€, U---Uepalso A=ANX =
AN(e U---Ue,) = (ANep)U- - -U(ANeég). Ist nun jedes ANg; abgeschlossen, dann
muss auch A als endliche Vereinigung abgeschlossener Mengen abgeschlossen sein.
Die Axiome (C) und (W) sind daher nur im Fall unendlich vieler Zellen relevant.

I11.8.8. BEMERKUNG. Ein nichtleerer CW-Komplex muss mindestens eine 0-
Zelle besitzen. Um dies einzusehen nehmen wir indirekt an es gilt X° = (). Weiters
sein € Nmit X® # () und X" ! = ). Jede charakteristische Abbildung einer
n-Zelle muss S™~ ! nach X"~ ! = () abbilden, was wegen S"~! # (), n > 1, einen
Widerspruch liefert.

I11.8.9. BEMERKUNG. Eine Abbildung f : X — Y von einem CW-Komplex X
in einen topologischen Raum Y ist genau dann stetig ist, wenn die Einschrénkung
fle : € = Y stetig ist fiir jede Zelle e von X. Dies folgt sofort aus Axiom (W).

I11.8.10. BEMERKUNG. Eine Teilmenge A eines CW-Komplexes X ist genau
dann abgeschlossen wenn der Durchschnitt AN K mit jeder kompakten Teilmenge
K von X abgeschlossen ist. Dies folgt sofort aus Axiom (W) in Definition II1.8.5
und Lemma II1.8.2(i).

II1.8.11. PROPOSITION. FEs sei X ein CW-Komplex und fiir jede Zelle e von
X sei @ eine charakteristische Abbildung fir e. Fine Abbildung f : X — Y in
einen topologischen Raum Y ist genau dann stetig, wenn die Komposition f o @,
stetig ist, fir jede Zelle e.

BEWEIS. Die eine Implikation ist trivial, mit f ist natiirlich auch jede der
Kompositionen f o ¢, stetig. Sei nun umgekehrt f o ¢, stetig, fiir jede Zelle
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e von X. Weiters sei B C Y abgeschlossen. Es geniigt zu zeigen, dass A :=
f~1(B) abgeschlossen ist. Sei nun e eine n-Zelle von X, also ¢, : D" — X. Nach
Axiom (W) in Definition II1.8.5 geniigt es zu zeigen, dass A N é abgeschlossen
ist. Nach Lemma IT1.8.2(i) gilt ¢(D™) = & und daher auch ANe = p.(¢p;(4)).
Nach Voraussetzung ist ¢ 1(A) = (fop.)~*(B) abgeschlossen, also kompakt. Als
stetige Bild einer kompakten Teilmenge ist daher auch ANe kompakt und damit
abgeschlossen. 0

I11.8.12. BEISPIEL. Jeder diskrete Raum ist in kanonischer Weise ein 0-dim-
ensionaler CW-Komplex.

IT1.8.13. BEISPIEL. Graphen sind 1-dimensionale CW-Komplexe.
111.8.14. BeIspiEL. I = {0} U (0,1) U {1} ist eine CW-Zerlegung von I.

I11.8.15. BEISPIEL. Das Quadrat I x I besitzt eine CW-Zerlegung mit vier
0-Zellen (die Ecken), vier 1-Zellen (die Kanten ohne Ecken) und einer 2-Zelle
(0,1) x (0,1).

I11.8.16. BEISPIEL. R = Z U |J,c,(k, k + 1) ist eine CW-Zerlegung von R
mit unendlich vielen 0-Zellen (die Punkte in Z) und unendlich vielen 1-Zellen
(k,k+1), keZ.

I11.8.17. BEISPIEL (CW-Zerlegung der Sphire). Es sei P € 8™, n > 0. Dann
liefert S™ = {P}U(S™\ {P}) eine CW-Zerlegung von S™ mit einer 0-Zelle P und
einer n-Zelle ™\ {P}.

I11.8.18. BEISPIEL (CW-Zerlegung des Balls). Ist P € S" ' n > 1, dann
liefert D™ = {P} U (S" '\ {P}) U B" eine CW-Zerlegung von D" mit einer
0-Zelle P, einer (n — 1)-Zelle S"~! \ {P} und einer n-Zelle B™.

I11.8.19. BEISPIEL (CW Zerlegung von RP™). Der reelle projektive Raum
RP™ besitzt eine CW-Zerlegung mit einer k-Zelle fiir jedes £ = 0,1, ..., n, siehe
Beispiel 1.9.16.

I11.8.20. BEISPIEL (CW-Zerlegung von CP"). Der komplexe projektive Raum
CP"™ besitzt eine CW-Zerlegung mit einer k-Zelle fiir jedes &k = 0,2,4,...,2n,
siehe Beispiel 1.9.17.

I11.8.21. BEISPIEL (CW-Zerlegung von HP™). Der quaternionische projek-
tive Raum HP™ besitzt eine CW-Zerlegung mit einer k-Zelle fiir jedes & =
0,4,8,...,4n, siche Aufgabe 17.

I11.8.22. BEISPIEL. Die Zerlegung D? = B? U Jp g {P} liefert eine Zellen-
zerlegung von D? mit einer 2-Zelle (das Innere B?) und unendlich vielen 0-Zellen
(jeder Punkt am Rand S*.) Offensichtlich besitzt jede Zelle eine charakteristische
Abbildung und auch Axiom (W) aus Definition 111.8.5 ist erfiillt, denn B? = D?.
Allerdings ist Axiom (C) verletzt, denn der Abschluss der 2-Zelle trifft unendlich
viele Zellen. Also ist dies keine CW-Zerlegung von D2,
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I11.8.23. BEISPIEL. Die Zerlegung D? = {0} U J,cqi{z} U Upegq{rw : 0 <
r < 1} liefert eine Zellenzerlegung von D? mit unendlich vielen 0-Zellen (der
Mittelpunkt und jeder Punkt am Rand S') und unendlich vielen 1-Zellen (jeder
Radius.) Offensichtlich besitzt jede Zelle eine charakteristische Abbildung und
Axiom (C) aus Definition II1.8.5 ist erfiillt. Allerdings ist Axiom (W) verletzt,
denn A = {re" : r € [0,1], 6 € (0,7/2)} ist keine abgeschlossene Teilmen-
ge von D?, aber der Durchschnitt mit dem Abschluss einer beliebigen Zelle ist
abgeschlossen. Also ist dies keine CW-Zerlegung von D?.

II1.8.24. LEMMA. Es sei (X, &) ein CW-Komplex, &' C £ und X' := ] .z €.
Dann sind dquivalent:
(i) (X', &) ist ein CW-Komplex.
(ii) X' ist abgeschlossen in X.
(i) Es gilt e C X' fir jede Zelle e € £'.

BeEwEIs. Ad (i)=-(iii): Es bezeichne ¢ : X’ — X die kanonische Inklusion und
es sei e € £'. Nach Voraussetzung existiert eine charakteristische Abbildung ¢ :
D" — X' fiir die Zelle e von X'. Es ist dann top : D™ — X eine charakteristische
Abbildung fiir die Zelle e von X. Aus Lemma II1.8.2(i) folgt € = (cop)(D™) C X".
Ad (iii)=(ii): Sei e € €. Da X das Axiom (W) erfiilllt geniigt es zu zeigen,
dass X’ N € abgeschlossen in X ist. Da X' = [J..e € und weil X dem Axiom
(C) gentiigt existieren ey,...,e, € & mit X' Ne = (e U---Ue,) Ne. Nach
Voraussetzung gilt ¢; C X', wir erhalten X' Ne C (e;U---Ue,)Ne C X' Ne,
also X' Ne = (e, U---Ue,) Ne und dies ist offensichtlich abgeschlossen in X.
Ad (ii)=(i): Als Teilraum eines Hausdorffraumes ist auch X’ ein Hausdorffraum.
Beachte weiters, dass auf Grund der Abgeschlossenheit von X’ der Abschluss einer
Teilmenge von X’ in X’ mit ihrem Abschluss in X iibereinstimmt. Insbesondere
ist eine Teilmenge von X’ abgeschlossen in X’ genau dann wenn sie abgeschlossen
in X ist. Sei nun e € & und ¢ : D™ — X eine charakteristische Abbildung fiir
die Zelle e von X. Es folgt p(D") C e C X', also ist ¢ auch charakteristische
Abbildung fiir die Zelle e von X’. Damit besitzt jede Zelle der Zellenzerlegung
&' von X' eine charakteristische Abbildung. Axiom (C) fiir X’ folgt sofort aus
Axiom (C) fiir X. Es bleibt noch das Axiom (W) fir (X’,&’) zu verifizieren.
Sei also A C X' sodass A N €& abgeschlossen ist, fiir jede Zelle e € £'. Es ist
zu zeigen, dass A abgeschlossen ist. Da (X, &) Axiom (W) erfiillt geniigt es zu
zeigen, dass A N e abgeschlossen ist, fiir jede Zelle e € £. Fiir die Zellen e € &’
ist dies nach Voraussetzung der Fall. Sei also e € £\ €. Da (X, ) dem Axiom
(C) gentigt existieren ey,...,e, € & mit ANe=AN(e;U---Ue,) Ne. Es folgt
Ane=AnEU---Ug)ne=((Ane)U---U(ANeé,)) Neé und dies ist
abgeschlossen, denn jedes A N é¢; ist abgeschlossen. 0

I11.8.25. DEFINITION (CW-Teilrdume). Es sei (X, E) ein CW-Komplex. Eine
Teilmenge X' von X wird CW-Teilraum genannt, falls sie Vereinigung von Zellen

in € ist, dh. es existiert eine Teilmenge £ C £ mit X’ = |J .. €, und eine der drei
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dquivalenten Bedingungen in Lemma I11.8.24 erfiillt ist. In diesem Fall bezeichnen
wir (X, X') als CW-Paar. Insbesondere ist ein CW-Teilraum in kanonischer Weise
wieder ein CW-Komplex, siche Lemma I11.8.24(i).

I11.8.26. BEMERKUNG. Der Durchschnitt beliebig vieler CW-Teilrdumen von
X ist wieder ein CW-Teilraum von X, siche Lemma II1.8.24(ii).

[11.8.27. BEMERKUNG. Die Vereinigung beliebig vieler CW-Teilrdume von X
ist wieder ein CW-Teilraum von X, siehe Lemma I11.8.24(iii).

[11.8.28. BEMERKUNG. Das n-Skelett X™ eines CW-Komplexes X ist ein CW-
Teilraum von X, siche Lemma I11.8.24(iii) und Lemma II1.8.2(i).

IT1.8.29. BEMERKUNG. Ist X" das n-Skelett eines CW-Komplexes X und
sind ey, A € A, gewisse (n + 1)-Zellen von X, dann ist auch X" U |J,., ex ein
CW-Teilraum von X, siche Lemma I11.8.24(iii) und Lemma I11.8.2(i).

I11.8.30. LEMMA. Jede Zelle eines CW-Komplexes ist in einem endlichen C'W-
Teilraum enthalten.

BeEweEls. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach der Dimension der
Zelle. Fiir 0-Zellen ist die Aussage trivial. Induktiv nehmen wir nun an, dass jede
k-Zelle, 0 < k < n, in einem endlichen CW-Teilraum enthalten ist. Weiters sei
e eine n-Zelle. Nach Lemma II1.8.2(ii) gilt € \ e € X"~ *. Auf Grund von Axiom
(C) existieren endlich viele Zellen ey, ..., e; von X" ! sodasse\e Ce;U---Ue.
Nach Induktionsvoraussetzung liegt jede der Zellen e; in einem endlichen CW-
Teilraum. Die Vereinigung dieser CW-Teilrdume ist ein endlicher CW-Teilraum A
der €\ e enthélt, sieche Bemerkung I11.8.27. Nach Konstruktion gilt ¢ C AUe, also
ist AU e ein endlicher CW-Teilraum der e enthilt, siche Lemma II1.8.24(iii). O

I11.8.31. PROPOSITION. Fine kompakte Teilmenge eines CW-Komplezes ist
stets in einem endlichen CW-Teilraum enthalten.

BEWEIS. Sei also X ein CW-Komplex. Wéhle einen Punkt in jeder Zelle von
X und bezeichne mit P C X die Menge dieser Punkte. Ist A C P eine beliebige
Teilmenge und e eine Zelle von X, dann ist A N e endlich, siche Axiom (C) in
Definition III1.8.5. Aus der Hausdorffeigenschaft von X folgt, dass A N é abge-
schlossen ist. Nach Axiom (W) in Definition II1.8.5 ist daher A abgeschlossen.
Damit ist jede Teilmenge von P abgeschlossen, also tragt P die diskrete Topo-
logie. Sei nun K eine kompakte Teilmenge von X. Dann ist K N P ein diskreter
kompakter Raum, also endlich. Es folgt, dass K nur endlich viele Zellen von
X trifft. Nach Lemma II1.8.30 und Bemerkung II1.8.27 liegt K daher in einem
endlichen CW-Teilraum. 0

[11.8.32. PROPOSITION. Ein CW-Komplex genau dann kompakt, wenn er end-
lich ist.
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BeEweis. Ein endlicher CW-Komplex muss kompakt sein, dies folgt aus Lem-
ma II1.8.2(i) und der Tatsache, dass die Vereinigung endlich vieler kompakter
Teilmengen (die Abschliisse der endlich vielen Zellen) wieder kompakt ist. Die
andere Implikation folgt sofort aus Proposition I11.8.31. U

Ein Hausdorffraum wird lokalkompakt genannt falls jeder Punkt eine kom-
pakte Umgebung besitzt. Ein CW-Komplex heifit lokal endlich falls jeder Punkt
eine Umgebung besitzt die nur endlich viele Zellen trifft.

I11.8.33. PROPOSITION. Ein CW-Komplez ist genau dann lokalkompakt wenn
er lokal endlich ist.

BEWEIS. Es sei X ein CW-Komplex. Ist X lokalkompakt, dann besitzt jeder
Punkt eine kompakte Umgebung und diese liegt in einem endlichen Teilkomplex,
siehe Proposition I11.8.31, also ist X lokal endlich. Sei nun umgekehrt X lokal end-
lich. Dann besitzt jeder Punkt eine Umgebung die nur endlich viele Zellen trifft.
Die Vereinigung der Abschliisse dieser endlich vielen Zellen bildet eine kompakte
Umgebung des Punktes, siche Lemma II1.8.2. 0

I11.8.34. BEMERKUNG. Es sei X ein CW-Komplex. Wihle eine charakteristi-
sche Abbildung D" — X" fiir jede n-Zelle von X und bezeichne ihre disjunkte
Vereinigung mit ¢ : | | D™ — X". Die Einschrankung von ¢ liefert eine stetige
Abbildung ¢ : | ]S — X! Die Abbildung idy»-1 Uy : X" LU || D® — X"
faktorisiert durch die kanonische Projektion p : X" ' U| | D™ — X" ' U, | | D"
zu einer bijektiven stetigen Abbildung

fr=idxa Ugp: X" P Uy | | D" — X7

Da X Axiom (W) geniigt ist idxn-1 Up : X" U| | D™ — X" eine abgeschlossene
Abbildung, dh. Bilder abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen. Damit ist auch
f eine abgeschlossene Abbildung, also ein Homéomorphismus. Wir sehen daher,
dass das n-Skelett eines CW-Komplexes aus dem (n — 1)-Skelett durch Ankleben
von n-Zellen ensteht.

I11.8.35. BEMERKUNG. Ein CW-Komplex ist genau dann wegzusammenhén-

gend, wenn sein 1-Skelett wegzusammenhéngend ist. Dies folgt sofort aus Bemer-
kung II1.8.34 und Proposition II1.8.31.

I11.8.36. BEMERKUNG. FEine Teilemenge A eines CW-Komplexes X ist genau
dann abgeschlossen wenn X" N A fiir jedes n abgeschlossen ist. Aquivalent ist
eine Teilmenge U genau dann offen, wenn X™ N U fiir jedes n offen in X" ist.
Eine Abbildung f : X — Y ist daher genau dann stetig wenn die Einschrénkung
flxn : X™ =Y fiir jeds n stetig ist.

II1.8.37. BEMERKUNG. Ist Y,,_1 C Y, ein Teilraum, n € N, dann schreiben wir
lim Y, fiir die Menge (J,, oy Y» versehen mit folgender Topologie: eine Teilmenge
f—

U C UneN Y, ist genau dann offen wenn U NY,, offen in Y, ist. Dies ist die grobste
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Topologie, sodass die kanonischen Inklusionen Y, — [J, oy Yn alle stetig sind.
Eine Abbildung f : h_r)nYn — Z ist genau dann stetig, wenn die Einschrankungen
fly, : Y, — Z alle stetig sind. Fiir einen CW-Komplex X gilt daher X = lim X",
siehe Bemerkung II1.8.36.

I11.8.38. PROPOSITION. Uberlagerungen von CW-Komplezen sind in kanoni-
scher Weise wieder CW-Kompleze.

BEWEIS. Sei also (X, &) ein CW-Komplex und p : X — X eine Uberlage-
rung. Zunéchst ist mit X auch X ein Hausdorffraum, siche Beispiel 11.1.16. Fiir
jede Zelle e € & ist die Einschréinkung pl,-1(.) : p~!(e) — e eine triviale Uberla-
gerung, siche Korollar 11.4.10. Es existiert daher ein diskreter Raum A und ein
Homoomorphismus p~!(e) = e x A. Jede Wegzusammenhangskomponente von
p~1(e) ist also eine Zelle der gleichen Dimension wie e. Durchliuft e die Zellen in
€ so bilden diese Wegzusammenhangskomponenten eine Zellenzerlegung € von
X. Ist é € & eine n-Zelle von X, dann ist e := p(é) € £ eine n-Zelle von X und
ple : € — e ist ein Homdomorphismus. Weiters gilt offensichtlich p~!(X") = Xn
sowie p(f( ") = X" Ist ¢ : D" — X eine charakteristische Abbildung fiir e dann
liisst sich diese zu einer stetigen Abbildung ¢ : D" — X mit ¢(B™)Né # () liften,
dh. pop = ¢, siehe Satz I1.4.5. Beachte, dass (p|s) ~top|pn ein Lift von |« ist und
daher (pls) "t op|pn = @|pn gilt, siche Proposition I1.3.1. Daher ist ¢|g : B™ — ¢
ein Homdomorphismus. Da auch ¢(S™1) C p~(p(S" 1)) C p (X" 1) = X!
sehen wir, dass ¢ eine charakteristische Abbildung der Zelle € ist. Also besitzt jede
Zelle in € eine charakteristische Abbildung. Nach Lemma II1.8.2(i) ist & kompakt
ist, woraus wir p(¢) = € erhalten, denn es gilt ¢ = p(¢) C p(¢) C € und p(é) ist als
stetiges Bild einer kompakten Menge selbst kompakt und daher abgeschlossen.
Da (X, &) Axiom C geniigt, trifft p(é) = € nur endlich viele Zellen von X. Ist
¢ € & eine Zelle von X dann folgt aus p~'(e’) = ¢’ x A und der Kompaktheit von
¢, dass € nur endlich viele der Zusammenhangskomponenten von p~!(e’) treffen
kann. Es trifft daher & nur endlich viele Zellen in £, also erfiillt auch (X, &) das
Axiom C. SchlieBlich erfiillt (X, ) auch Axiom (W), denn X geniigt dem Axiom
(W) und p ist ein lokaler Homéomorphismus. O

I11.8.39. PROPOSITION. Jeder CW-Komplex ist lokal kontrahierbar.

BEWEIS. Siehe etwa [4, Proposition A.4], [14, Satz 4.3.3] oder [10, Satz auf
Seite 185]. O

I11.8.40. BEMERKUNG. Ein CW-Komplex ist genau dann zusammenhéngend
ist wenn er wegzusammenhéngend ist. Dies folgt aus Proposition I11.8.39.

I11.8.41. BEMERKUNG. Nach Proposition II1.8.39 ist jeder CW-Komplex lo-
kal wegzusammenhéngend und semilokal einfach zusammenhéngend. Die gesamte
Uberlagerungstheorie aus Kapitel IT lisst sich daher auf CW-Komplexe anwen-
den. Insbesondere besitzt jeder zusammenhéngende CW-Komplex eine universelle
Uberlagerung, siehe Satz I1.6.9.
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I11.8.42. PROPOSITION. CW-Komplexe sind normal.®
BEWEIS. Siehe [4, Proposition A.3]. O

I11.8.43. PROPOSITION. Ist (X, A) ein CW-Paar, dann ist auch X/A in ka-
nonischer Weise ein CW-Komplex.

BeEWwEIs. Es bezeichne (X, &) die CW-Zerlegung von X, p : X — X/A die
kanonische Projektion und * := p(A) den ausgezeichneten Punkt in X/A. Aus
Proposition I11.8.42 folgt sofort, dass X/A ein Hausdorffraum ist. Die Bilder
unter der Abbildung p der Zellen in X \ A zusammen mit der 0-Zelle * liefern
eine Zellenzerlegung £ von X/A. Dies sind tatséchlich Zellen, denn p|x\a : X \
A — (X/A)\{x} ist ein Homéomorphismus. Durch Komposition charaktristischer
Abbildungen der Zellen in X \ A mit p erhalten wir charakteristische Abbildungen
fiir die Zellen von X/A. Offensichtlich gentigt die Zellenzerlegung £ Axiom (C).
Nun zu Axiom (W). Es sei B C X/A, sodass BNeé' abgeschlossen ist, fiir alle €’ €

&'. Nach Konstruktion der Zellen von X/A ist auch dann B Np(e) abgeschlossen,

fiir jede Zelle e € €. Aus der Stetigkeit von p folgt daher, dass p~*(B N p(e))

abgeschlossen ist, e € £. Aus der Stetigkeit von p erhalten wir auch p(€) C p(e),

also e C p~*(p(e)). Somit ist p~*(B)Ne = p~*(B)Np~*(p(e))Ne = p~(BNp(e))Ne
abgeschlossen, fiir jede Zelle e € £. Da (X,€) Axiom (W) geniigt, folgt dass
p~1(B) abgeschlossen ist. Daher ist B beziiglich der Quotiententopoologie auf
X /A abgeschlossen, womit auch Axiom (W) fiir (X/A, &) verifiziert ist. O

I11.8.44. BEISPIEL. Es sei X ein CW-Komplex mit n-Zellen ey, A € A. Dann
ist X"/ X" 1 homdomorph zur Einpunktvereinigung von n-Sphiren, genauer,
X Xt =\, (S™, %). Nach Proposition I11.8.43 ist X”/X"~! nimlich ein
CW-Komplex mit einer einzigen 0-Zelle und einer n-Zelle fiir jede n-Zelle von X.
Nach Bemerkung IT1.8.34 ensteht X™/X"~! aus einem einpunktigen Raum durch
Ankleben von n-Zellen.

I11.8.45. BEISPIEL. Es seien (X, x)), A € A, CW-Komplexe mit ausgezeich-
neten 0-Zellen z € X,. Dann ist auch \/,.,(X), 7)) ein CW-Komplex. Dies
folgt aus Proposition I111.8.43, denn der fragliche Raum ensteht aus dem CW-
Komplex [ |, 4 X\ durch Kollabieren des Teilraums A = {z) : A € A}, genauer

VAeA<X>\7 T)) & (|_|>\eA X)\) JA.

I11.8.46. DEFINITION (Zelluldre Abbildungen). Eine stetige Abbildung zwi-
schen CW-Komplexen f : X — Y wird zelluldr genannt falls f(X™) C Y™ gilt,
fiir jedes n € Nj.

I11.8.47. PROPOSITION. Es sei (X, A) ein CW-Paar und f: A —Y eine zel-
luldre Abbildung. Dann ist auch Y Uy X in kanonischer Weise ein CW-Komplexz.

36Ein Hausdorffraum wird normal geannt, wenn je zwei disjunkte abgeschlossene Teil-
mengen durch Umgebungen getrennt werden kénnen. Sind A und B disjunkte abgeschlossene
Teilmengen, dann existieren offene Teilmengen U und V mit ACU, BCV und UNV = 0.
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BEWEIS. Aus Proposition II1.8.42 folgt sofort, dass YUy X ein Hausdorffraum
ist. Die Zellen von Y zusammen mit den Zellen in X'\ A bilden eine Zellenzerlegung
von Y Uy X. Durch Zusammensetzen mit der kanonischen Projektionp : Y LUX —
Y Uy X erhalten wir charakteristische Abbildungen fiir die Zellen von Y Uy X aus
charakteristischen Abbildungen der Zellen in Y und X \ A. Es ist nun nicht schwer
die Axiome (C) und (W) fiir diese Zellenzerlegung von Y Uy X zu verifizieren. [

Ist X ein Hausdorffraum so bezeichnen wir mit X, die Menge X versehen mit
der Topologie in der eine Teilmenge A C X abgeschlossen ist, falls der Durch-
schnitt AN K mit jeder kompakten Teilmenge K von X abgeschlossen ist. Eine
Teilmenge U ist genau dann offen wenn U N K offen in K ist, fiir jede kom-
pakte Teilmenge K von X. Dies ist die feinste Topologie sodass die Inklusionen
kompakter Teilmengen von X stetig sind. Sie wird als die von den kompakten
Teilmengen erzeugte Topologie bezeichnet. Gilt X = X, so heiit der Raum X
kompakt erzeugt.

I11.8.48. BEISPIEL. Jeder lokalkompakte Hausdorffraum kompakt erzeugt. Je-
der CW-Komplex ist kompakt erzeugt, siche Bemerkung I11.8.10.

Die Topologie auf X, ist feiner als die Topologie auf X, dh. die indentische
Abbildung X, — X ist stetig. Beachte auch, dass X und X die selben kompakten
Mengen haben, dh. die identische Abbildung X. — X ist proper. Die von X
bzw. X, auf einer kompakten Teilmenge induzierten Topologien stimmen iiberein.
Beachte, dass die Topologie auf (X x Y). i.A. feiner als die Topologie auf X, x Y.
ist. Es gilt jedoch:

I11.8.49. LEMMA. FEs seien X und Y Hausdorffiume, X = X, und Y lokal-
kompakt. Dann gilt (X xY). =X x Y.

I11.8.50. PROPOSITION. Sind X undY zwei CW-Komplexe, dann ist (X XY,
in kanonischer Weise ein CW-Komplex.

BEWEIS. Es bezeichnen (X, £) und (Y, F) die CW-Zerlegungen von X und Y.
Da B" x B™ = B bildet G := {ex f | e € £, [ € F} eine Zellenzerlegung von
X xY . Fiir das k-Skelett gilt (X xY)* =, X" XY™ Sind ¢ : D" — X und
¥ D™ — Y charakteristische Abbildungen der Zellen e € £ und f € F, dann ist
px1: D"x D™ — X xY eine charakteristische Abbildung der Zelle e x f € G,
denn D" x D™ = D" Wegen der Kompaktheit von e x f = € x f ist e x f
auch eine Zelle in (X x Y'), mit charakteristischer Abbildug ¢ x ¢ : D™ x D™ —
(X xY).. Offensichtlich geniigt G dem Axiom (C). Nun zu Axiom (W). Sei also
A C (X xY),, sodass AN (e x f) abgeschlossen ist, fiir alle e € € und f € F.
Weiters sei K C X x Y kompakt. Es ist die Abgeschlossenheit von A N K zu
zeigen. Es geniigt zu zeigen, dass AN (K7 x Kj) abgeschlossen ist, K := px(K)
und py (K), denn K ist abgeschlossen in K; x Ks. Nach Proposition I11.8.31
existieren endlich viele Zellen ¢; € £ und f; € F mit K; C e; U---Ue, und
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Ky C fiU---U f,. Es folgt AN (K x Ky) = Ui, An (& x f;) und dies ist als
endlich Vereinigung abgeschlossener Teilmengen wieder abgeschlossen. 0

I11.8.51. BEMERKUNG. Sind X und Y CW-Komplexe und X lokal endlich,
dann ist X XY = (X xY),. ein CW-Komplex. Dies folgt aus Proposition I11.8.50,
Lemma II1.8.49, Beispiel I11.8.48 und Proposition I11.8.33.

I11.8.52. BEMERKUNG. Sind X und Y zwei CW-Komplexe mit abzéhlbar vie-
len Zellen, dann ist X x Y = (X xY), ein CW-Komplex, siehe [4, Theorem A.6].

IT1.8.53. BEISPIEL. Es sei X ein CW-Komplex mit Zellenzerlegung £. Nach
Bemerkung I11.8.51 ist X x I ein CW-Komplex. Verwenden wir die Zellenzer-
legung I = {0} U (0,1) U {1} so erhalten wir die folgende CW-Zerlegung von
X xI:

{ex{0}|ec&tu{ex{1}|ecé}u{ex(0,1)]|ec&}

Eine n-Zelle von X liefert daher zwei n-Zellen, e x {0} und ex {1}, und eine (n+1)-
Zelle, ex (0,1), in X x I. Insbesondere ist eine Homotopie H : X x I — Y in einen
beliebigen topologischen Raum Y genau dann stetig, wenn die Einschrénkung
H|xnxr: X" x I — Y fiir jedes n stetig ist, vgl. Bemerkung I11.8.36.

[11.8.54. PROPOSITION. Jedes C'W-Paar hat die Homotopieerweiterungseigen-
schaft.

BEWEIS. Sei also (X, A) ein CW-Paar, h: X - Y und H : A x [ — Y mit
Hy = h|a. Es ist H: X xI—Y mit ﬁI\Axl = H und Hy = h zu konstruieren.
Wir werden unten stetige Abbildungen H™ : (X"UA)x I — Y, n e Ny mit
folgenden Eigenschaften konstrueiren:

H"|(xn-10a)x7 = H" ! (111.22)
Hlywy=H (111.23)
H} = hlxnua (111.24)

Ist dies gelungen so definieren wir H : X x I — Y durch .H|Xn><[ = _F_ln|Xn><[.
Auf Grund von (I11.22) ist H wohldefiniert und stetig, siche Beispiel II1.8.53. Aus
(I11.23) erhalten wir sofort H|s,; = H und aus (I11.24) auch Hy = h.

Wir werden die Abbildungen H" induktiv konstruieren. Fiir n = 0 ist dies
trivial, etwa kénnen wir H%(a,t) := H(a,t) fiir (a,t) € Ax I und H(z,t) := h(x)
fir (z,t) € (X°\ A) x I setzen. Induktiv nehmen wir nun an, dass Abbildungen
H' (X" 'UA)x I — Y mit den gewiinschten Eigenschaften schon konstruiert
sein. Bezeichne mit f : (X" U A) x {0}) U (X"'UA) x I) — Y die durch
flexruayxqor = hlxruay und flxn-10ayx1 1= H" ' definierte Abbildung. Beach-
te, dass f wohldefiniert und stetig ist, denn H" 1 erfiillt (I11.24). Es geniigt nun
zu zeigen, dass ((X"UA) x{0})U((X"'UA) x ) ein Retrakt von (X"UA) x [ ist,
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denn ist r eine entsprechende Retraktion, dann hat H™ := f or alle gewiinschten
Eigenschaften.

Um eine Retraktion r : (X"UA) xI — (X"UA)x{0})U((X"TUA)x ) zu
konstruieren wéhle eine charakteristische Abbildung fiir jede n-Zelle in X \ A und
bezeichnen ihre disjunkte Vereinigung mit ¢ : | | D" — X™. Durch Einschranken
der Abbildung ¢ x id; : | | D™ x I — X" x [ erhalten wir eine Abbildung

gD x {0} U (8" x T) — (X" x {0}) U (X" x ).

Da X x I ein CW-Komplex ist liefert die Abbildung idxn-104yxs Uy (@ X idy)
einen Homoomorphismus

(X"UA) x I (X" "UA) xI)Uy| | D" x .

Wihle wir nun eine Retraktion p : | | D" x I — | (D™ x {0}) U (S™! x I) und
setzen 1 := idxn-104)x1 Uy (¢ © p), so ist dies die gesuchte Retraktion. O

Ein einfach zusammenhéngender 1-dimensionaler CW-Komplex wird Baum
genannt.

II1.8.55. LEMMA. Bdaume sind kontrahierbar.

BEWEIS. Sei also X ein einfach zusammenhéngender 1-dimensionaler CW-
Komplex und zy eine 0-Zelle. Es ist eine stetige Abbildung H : X x I — X
mit Hy = idy und H; = ¢, zu konstruieren. Wir werden die in Beispiel I11.8.53
besprochene CW-Zerlegung von X x I verwenden. Da X wegzusammenhéngend
ist finden wir zu jeder 0-Zelle e von X einen stetigen Weg o, : I — X von
0.(0) = e nach o.(1) = zg. Wir definieren die gesuchte Abbildung H zunichst
auf dem 1-Skelett (X x I)' = (X x{0})U(X x{1})U(X®%T) von X x I durch H' :
(X xI)' - X, HY(z,0) :=x, H'(z,1) := xo und H'(e,t) :=0.(t), v € X, t €I
und e € X, Es bleibt zu zeigen, dass H! zu einer stetigen Abbildung X x [ — X
ausgedehnt werden kann. Wiéhle zu jeder 1-Zelle von X eine charakteristische
Abbildung und bezeichne ihre disjunkte Vereinigung mit ¢ : | | D! — X. Durch
Einschrinken der Abbildung ¢ xid; : D' x I — X x I erhalten wir eine Abbildung
| JO(D*xI) — (X xI)'. Da X x I ein CW-Komplex ist, siehe Beispiel I11.8.53,
liefert die Abbildung idx )1 Uy(p X id;) einen Homéomorphismus

XxI=(XxI)'uy| |D'x1I.

Da X einfach zusammenhéingend ist, lisst sich H' o) : | |O(D' x I) — X zu
einer stetigen Abbildung G : | | D! x I — X fortsetzen, sieche Korollar 1.8.29. Es
ist nun H := H' Uy G die gesuchte Homotopie. O

II1.8.56. BEMERKUNG. Ist X ein endlicher Baum mit kg 0-Zellen und k; 1-
Zellen, dann gilt k; = ko — 1. Dies lésst sich durch Induktion nach der Zahl der 1-
Zellen beweisen. Fiir k1 = 0 ist dies offensichtlich, denn ein zusammenh&mgender
CW-Komplex der nur aus 0-Zellen besteht muss einpunktig sein, dh. ky = 1. Fiir
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den Induktionsschritt wéahlen wir eine 1-Zelle e in X und eine charakteristische
Abbildung ¢ : D! — X fiir e. Aus dem einfachen Zusammenhang von X folgt
o(—1) # ¢(1). Der Teilkomplex A := € von X besitzt daher genau zwei 0-
Zellen und eine 1-Zelle. Weiters liefert ¢ einen Homdomorphismus D' = A, dh.
A ist kontrahierbar. Der CW-Komplex X/A, siehe Proposition I11.8.43, hat daher
ko — 1 viele 0-Zellen und k; — 1 viele 1-Zellen. Nach Proposition II1.7.10 ist die
Projektion X — X/A eine Homotopiedquivalenz, also X/A wieder ein Baum,
siehe auch Proposition II1.8.54. Aus der Induktionsvoraussetzung erhalten wir
nun (ky — 1) = (ko — 1) — 1, also k; = kg — 1.

Unter einem Baum in einem CW-Komplex X verstehen wir einen CW-Teil-
raum von X der ein Baum ist. Ein Baum in X wird aufspannender Baum genannt,
falls er alle 0-Zellen von X enthélt.

[T1.8.57. LEMMA. Jeder zusammenhdingende CW-Komplex besitzt einen auf-
spannenden Baum.

BEWEIS. Es sei X ein zusammenhéngender CW-Komplex. Die Menge aller
Baume in X ist eine teilweise georndete Menge, wobei B < B’ falls B C B’. Ist
{B) : XA € A}, eine linear geordnete®” Menge von Biaumen in X, dann ist auch
B :=J,cs By ein Baum in X. Um dies einzusehen bemerken wir zunéchst, dass
B wieder ein CW-Teilraum ist, siche Bemerkung II1.8.27. Nun zum einfachen
Zusammenhang von B. Ist o eine Schleife in B, dann trifft diese nur endlich
viele Zellen von B, siehe Proposition I11.8.31. Es existieren daher endlich viele
Ai, sodass ¢ in By, U---U B, enthalten ist. Da {B) : A € A} linear geordnet
ist, existiert igp mit By, U --- U By, C By,, Ao := ;. Also liegt die Schleife o
zur Génze in B,,. Nach Voraussetzung ist B), einfach zusammenhéingend, also
lasst sich o in B,, kontrahieren. Also ist jede Schleife in B kontrahierbar und
B daher einfach zusammenhéngend. Zusammenfassend haben wir gezeigt, dass
jede linear geordnete Teilmenge von Bédumen in X eine obere Schranke besitzt.
Aus dem Lemma von Zorn, siehe etwa [6, Anhang], folgt daher die Existenz eines
maximalen Baums B in X, dh. ist B’ ein weiterer Baum in X und B C B’
dann gilt schon B = B’. Wir werden nun zeigen, dass ein maximaler Baum alle
0-Zellen von X enthalten muss. Indirekt angenommen es existiert eine 0-Zelle
2o von X und zg ¢ B. Mit X ist auch das 1-Skelett X! wegzusammenhiingend,
siehe Bemerkung I11.8.35. Es existiert daher ein Weg o : I — X! von ¢(0) € B
nach (1) = zg. Es sei typ := max{t € [ : o(t) € B} und t; := min{t € [ty,1] :
o(t) € X°}. Es existiert dann eine 1-Zelle e von X, sodass die Einschrinkung
Olto,t1] © [to, t1] — € ein Hombomorphismus ist. Der eine Randpunkt o (%) liegt in
BN XY und fiir den andere gilt o(t;) € X°\ B. Es ist daher BUeé ein Baum der
echt grosser als B ist, was der Maximalitdt von B widerspricht. Wir schliefen,
dass B tatséchlich alle 0-Zellen von X enthélt. U

3Tdh. fiir Ay, Ay € A gilt entweder By, < By, oder By, < By, .
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[T1.8.58. PROPOSITION. Jeder zusammenhdngende CW-Komplex ist homoto-
piedquivalent zu einem CW-Komplex mit nur einer 0-Zelle.

BEWEIS. Sei X ein zusammenhingender CW-Komplex. Nach Lemma I11.8.57
existiert ein aufspannender Baum B in X. Nach Propostion I11.8.43 ist X/B ein
CW-Komplex mit nur einer 0-Zelle. Nach Lemma I11.8.55 ist B kontrahierbar. Da
(X, B) die Homotopieerweiterungseigenschaft besitzt, siche Proposition 111.8.54,
folgt nun aus Proposition II1.7.10, dass die Projektion X — X /B eine Homoto-
piedquivalenz ist. 0]

I11.8.59. LEMMA. Es gilt m (\//\GA(Sl,*)) > xyenZ, wobei A eine beliebige
Indexmenge bezeichnet.

BEWEIS. Die Inklusionen der Komponenten (S*, %) — \/,,(S?, *) induzieren
Homomorphismen Z 2 (5%, %) — w1 (\/,c4(S*, ). Aus der universellen Eigen-
schaft des freien Produkts von Gruppen erhalten wir daher einen Homomorphis-
mus #xepZ — 1 (Vyea (1, #)). Fiir endliche Indexmengen A ist dies ein Isomor-
phismus, siehe Beispiel 1.9.7. Wir zeigen nun, dass dies fiir beliebige Indexmengen
richtig bleibt. Die Surjektivitat folgt aus Surjektivitét fiir endliche Indexmengen
und der Tatsache, dass eine Schleife in \/,_, (S, *) schon in einem endlichen Teil
Viea (81 %) € V,ea (St *) liegen muss, A" C A eine endliche Teilmenge, siche
Proposition I11.8.31. Die Injektivitéat folgt aus der Injektivitét fiir endliche Index-
mengen, Lemma 1.9.1(ii) und der Tatsache, dass der von der Inklusion induzier-
te Homomorphismus 71 (\/ycp/ (5%, %)) — 71 (Vea(S*, %)) injektiv ist. Letzteres
folgt aus der Existenz einer Retraktion \/,_, (S*, %) — \/ycu (S, ). O

[11.8.60. PROPOSITION. Die Fundamentlagruppe eines zusammenhdngenden
1-dimensionalen CW-Komplexes ist eine freie Gruppe.

BEWEIS. Sei also X ein zusammenhéngender 1-dimensionaler CW-Komplex.
Nach Proposition I11.8.58 diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dass X nur eine 0-Zelle
besitzt. Es folgt X = X' = X!'/X? 2= \/,_,(S', ), siche Beispiel II1.8.44. Die
Aussage der Proposition folgt nun aus Lemma I11.8.59. U

[I1.8.61. BEMERKUNG. Ist X ein endlicher zusammenhéngender 1-dimensio-
naler CW-Komplex mit kg 0-Zellen und k; 1-Zellen, dann ist 7 (X) frei vom Rang
k1—ko+1. Um dies einzusehen betrachten wir nochmals den Beweis von Propositi-
on I11.8.60. Wihle einen aufspannenden Baum B in X, siehe Proposition I11.8.57.
Da B alle 0-Zellen von X enthélt, besteht B aus kg 0-Zellen und ko — 1 vielen 1-
Zellen, siehe Bemerkung I11.8.56. Der zu X homotopiedquivalente CW-Komplex
X/ B, siehe Beweis von Proposition I11.8.58, ist daher zu der Einpunktvereini-
gung von ki — kg + 1 Kreisen homéomorph, X ~ X/B = \/f;IkOH(Sl, ). Aus
Lemma I11.8.59 folgt nun, dass m;(X) = m (X/B) frei vom Rang k; — ko + 1 ist.

I11.8.62. SATZ. Untergruppen freier Gruppen sind frei.
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BEWEIS. Sei also G = *)cpZ eine freie Gruppe und H C G eine Unter-
gruppe. Betrachte den 1-dimensionalen zusammenhéngenden CW-Komplex X :=
Viea (81 %). Ist zgp € X ein Basispunkt, dann gilt 71 (X, zo) = G, siche Lem-
ma TI1.8.59. Es sei p : (X,%) — (X,z0) eine zusammenhiingende punktierte
Uberlagerung mit charakteristischer Untergruppe H, sieche Korollar 11.6.11 und
Bemerkung 111.8.41. Es gilt daher m (X, %) = H, siche Proposition I11.3.11(i).
Nach Proposition I11.8.38 ist auch X ein 1-dimensionaler CW-Komplex, seine
Fundamentalgruppe nach Proposition 1I1.8.60 daher frei. Somit ist auch H eine
freie Gruppe. U

[11.8.63. BEMERKUNG. Ist GG eine freie Gruppe mit endlichem Rang n, dh.
G=Zx---xZ,und ist H C G eine Untergruppe mit endlichem Index k, dh.
8(G/H) = k, dann ist H eine freie Gruppe vom Rang k(n — 1) + 1. Der Rang
der Untergruppe H ist daher i.A. grosser als der Rang von G. Wir betrachten
dazu nochmals den Beweis von Satz I11.8.62. In dieser Situation besitzt X genau
eine 0-Zelle und n 1-Zellen. Weiters ist p : X — X eine k-bléttrige Uberlagerung,
siehe Proposition 11.3.11(v). Es hat X daher genau k 0-Zellen und kn 1-Zellen.

Nach Bemerkung I11.8.61 muss H = m;(X) daher den Rang kn — k + 1 haben.
II1.9. Die Sitze von Whitehead und Freudenthal.

I11.9.1. SATZ (Zellulére Approximation). Jede stetige Abbildung zwischen CW-
Komplexen ist homotop zu einer zelluldren Abbildung. Ist f : X — Y eine ste-
tige Abbildung zwischen CW-Komplexen und A C X ein CW-Teilraum, sodass

fla : A =Y zelluldr ist, dann existiert eine Homotopie H : X x I — Y mit
Ho=f, H : X =Y zelluldr und Hy|s = [ fir allet € I.

[11.9.2. LEMMA. Es seit) : S™ — A stetig und X := AUy D", Dann ist das
Paar (X, A) n-zusammenhdngend.

BEWEIS. Sei also & < n und f : (I*,0IF) — (X, A) stetig. Nach Lem-
ma II1.5.21 geniigt es eine zu f homotope Abbildung (I*,0I%) — (X,A) zu
konstruieren deren Bild zur Génze in A liegt. Wir werden unten einen Punkt
P € B"! C X und eine zu f homotope Abbildung g : (I*¥,0I%) — (X, A) mit
g(I*) € X \ {P} konstruieren. Ist dies gelungen, dann kénnen wir den Beweis
wie folgt zu Ende fithren. Da S™ ein Deformationsretrakt von D"\ { P} ist und
weil X \ {P} = AU, (D" \ P), ist auch A Deformationsretrakt von X \ {P},
dh. es existiert eine Homotopie H : X \ {P} x I — X \ {P} mit Hy = idx\(p},
H{(X \ {P}) C A und Hy|A = id4. Es liefert dann (I* x I,0I* x I) — (X, A),
(z,t) — H(g(z),t), eine Homotopie von g nach Hyog und es gilt (H,0g)(I*) C A.
Also ist f ~ g homotop zu einer Abbildung deren Bild zur Génze in A liegt.
Nun aber zur Konstruktion von P und g. Es bezeichne U := X \ Df/gl und
V = B"! C X, also UUV = X. Wir unterteilen I* in endlich viele Wiirfel
Q1, .., Qn, sodass fir jeden dieser Wiirfel entweder f(Q;) C U oder f(Q;) CV
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gilt. Mit Hilfe von Lemma IT1.5.26 ist es nicht schwer eine zu f homotope Ab-
bildung ¢ : (I*,0I*) — (X, A) zu konstruieren, sodass g auf einer Umgebung
jedes Wiirfels @; mit f(Q;) C V glatt ist. Aus Lemma II1.5.27 folgt dann, dass
V' \ g(I*) nicht leer ist, also einen Punkt P enthélt. O

I11.9.3. PROPOSITION. Fiir einen CW-Komplex X ist das Paar (X, X™) n-
zusammenhdngend.

BEWEIS. Es sei k& < n und f : (D* S* 1) — (X, X") stetig. Nach Lem-
ma I11.5.21 geniigt es eine Homotopie H : (D* x I,S*1 x I) — (X, X") zu
konstruieren mit Hy = f und H;(D*) C A. Nach Proposition I11.8.31, diirfen wir
0.B.dA. X =X"Ue; U---Ue annehmen, wobei ey, ..., e endlich viele Zellen
von X sind, deren Dimension grosser als n ist. Nach Lemma II1.9.2 ist f homo-
top zu einer Abbildung (D¥, S*71) — (X, X™) deren Bild in X Ue; U---Ue_;
enthalten ist. Sukzessives Anwenden von Lemma I11.9.2 liefert schliefflich eine zu
f homotope Abbildung (D¥, S¥1) — (X, X™) deren Bild in X" liegt. O

BEWEIS vON SATz IT1.9.1. Wir konstrueiren zunéchst Abbildungen H" :
(X"UA) x I =Y mit folgenden Eigenschaften:

H"|(xn-10ayx = H"™ (111.25)
Hy = flxnua (111.26)
H)la=fla (111.27)

HY(X™) C Y™ (111.28)

Ist dies gelungen, so definieren wir H : X x I — Y durch H|xnyxs := H"|xnx71.
Wegen (I11.25) und Beispiel 111.8.53 ist dies wohldefiniert und stetig. Aus (I111.26)
erhalten wir Hy = f, aus (I11.27) H;|4 = f, und aus (II1.28) folgt, dass H; eine
zelluldre Abbildug ist.

Wir konstruieren die Abbildungen H™ induktiv. Fiir n = 0 ist dies trivial,
zu x € X°\ A wihlen wir einen Weg o, : I — Y von 0,(0) = f(x) nach
o.(1) € Y° Setzen wir nun H(a,t) := f(a) und H%(z,t) := 0,(t), a € A,
tel, ze X%\ A, dann hat H? alle gewiinschten Eigenschaften. Sei nun H"!
schon konstruiert. Zu jeder n-Zelle in X \ A wihlen wir ein charakteristische
Abbildung und bezeichnen ihre diskunkte Vereinigung mit ¢ : | | D" — X"
Durch Einschrianken der Abbildung ¢ x id; : | | D™ x I — X™ x I erhalten wir
eine Abbildung

Y| D x {0} U (8" x ) — (X" x {0}) U (X" x ).
Da X x I ein CW-Komplex ist liefert die Abbildung idxnuayxr Uy(p X id;) einen
Homo6omorphismus
(X"UA)x = (X" TUA)x TU,| | D" x 1.

Betrachte nun die durch g|xnx (o} = f|x» und g|xn-1x; := H" | xn-1,; gegebenen
Abbildung ¢ : (X" x {0})U(X" ' xI) — Y.Da H* ! die Relation (II1.26) erfiillt
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ist dies wohldefiniert und stetig. Nach Proposition I11.9.3 ldsst sich die Abbildung,
siehe (II1.28),

goth:| (D" x {0 U ("7 x I),8" " x {1}) — (Y, Y"!) — (Y, V™)

zu einer stetigen Abbildung G : | |(D™ x I, D™ x {1}) — (Y,Y™) ausdehnen, vgl.
Lemma II1.5.21. Setzen wir nun H" := H" ' U, G so hat diese Abbildung alle
gewiinschten Eigenschaften. 0

I11.9.4. DEFINITION (Schwache Homotopieadquivalenz). Eine stetige Abbil-
dung f: X — Y wird schwache Homotopiediquivalenz genannt, falls sie fiir jedes
n € Ny und jeden Basispunkt xy € X einen Isomorphismus f, : m,(X, ) —
(Y, f(x0)) induziert.

I11.9.5. BEMERKUNG. Nach Proposition II1.4.8 ist jede Homotopiedquiva-
lenz auch eine schwache Homotopiedquivalenz. Ein Satz von Whitehead besagt,
dass fiir Abbildungen zwischen CW-Komplexen auch die Umkehrung gilt, vgl.
Satz I11.9.7 unten. Wir bemerken noch, dass jede zu einer schwachen Homoto-
piedquivalenz homotope Abbildung selbst eine schwache Homotopiedquivalenz ist
und, dass auch die Komposition von schwachen Homotopiedquivalenzen wieder
eine schwache Homotopiedquivalenz ist, vgl. Aufgabe 27.

I11.9.6. LEMMA. Es sei (X, A) ein CW-Paar und (Y, B) ein Paar von Rdumen
mit B # 0. Fiir jedes n fiir das es eine n-Zelle in X \ A gibt und jeden Basispunkt
yo € B seim, (Y, B,yo) = 0. Dann ist jede Abbildung f : (X, A) — (Y, B) homotop
rel. A zu einer Abbildung X — B, dh. es existiert eine Homotopie H : X xI — 'Y
mit Hy= f, Hi(X) C B und H(a,t) = f(a) fira€ A undt € I.

BEWEIS. Wir werden unten stetige Abbildungen H" : (X" UA) x [ — Y mit
folgenden Eigenschaften konstruieren:

H"[xn-10ayx7 = H"™! (I11.29)
Hy = fxnua (111.30)

HY|4 = fla (ITL.31)
HY(X™)C B (I11.32)

Ist dies gelungen, dann definieren wir H : X x I — Y durch H|xny; = H"|xnx;-
Nach (II1.29) und Beispiel I11.8.53 ist H wohldefiniert und stetig. Aus (II1.30)
erhalten wir Hy = f, aus (II1.31) folgt H;|a = f und aus (II1.32) schlieflich
H,(X) C B.

Wir konstruieren H" induktiv. Fiir n = 0 ist dies trivial. Zu z € X°\ A
wéhlen wir einen Weg o, : I — Y von 0,(0) = f(z) nach 0,(1) € B. Setzen
wir H(a,t) := f(a) und H(z,t) := 0,(t), a € A, t € I, z € X"\ A, so hat
HO alle gewiinschten Eigenschaften. Sei nun H"~! schon konstruiert. Zu jeder
n-Zelle in X \ A wihlen wir ein charakteristische Abbildung und bezeichnen ihre
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diskunkte Vereinigung mit ¢ : | | D™ — X". Durch Einschrinken der Abbildung
@ xidy: || D" x I — X" x I erhalten wir eine Abbildung

Y| D x {0} U (8" x ) — (X" x {0}) U (X" x ).

Da X x I ein CW-Komplex ist liefert die Abbildung id(xnua)xr Uy (¢ x idy) einen
Homo6omorphismus

(X"UA)x = (X" TUA)x TU,| | D" x 1.

Betrachte nun die durch g|xnx (o} = f|xn und g|xn-1x; := H" | xn-1,; gegebenen
Abbildung g : (X" x {0})U(X" 1 xT) — Y. Da H" ! die Relation (IT1.30) erfiillt
ist dies wohldefiniert und stetig. Weiters gilt g(X™! x {1}) C B, siehe (II1.32).
Da m,(Y, B) = 0 lasst sich

got:| |(D" x {0})u ("7 x I),8" " x {1}) — (Y, B)

zu einer stetigen Abbildung G : [ |(D™ x I,D" x {1}) — (Y, B) ausdehnen,
vgl. Lemma II1.5.21. Setzen wir nun H™ := H" ' U, G so diese Abbildung alle
gewiinschten Eigenschaften. O

I11.9.7. SATZ (Whitehead). Jede schwache Homotopiedquivalenz zwischen CW
Komplexen ist eine Homotopiedquivalenz. Ist (X, A) ein CW-Paar und die In-
klusion A — X eine schwache Homotopiedquivalenz, dann ist A ein Deformati-
onsretrakt von X.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst die Aussage iiber die Inklusion von CW-Teil-
rdumen. Da die Inklusion A — X eine schwache Homotopieéquivalenz ist, erhal-
ten wir aus der langen exakten Sequenz des Paares (X, A), siche Satz I11.5.15,
sofort 7,(X, A, z9) = 0, fiir jeden Basispunkt zo € A und alle n € N. Wenden
wir nun Lemma I11.9.6 auf die identische Abbildung idyx : (X, A) — (X, A) an
so erhalten wir eine Homotopie H : X x [ — X mit Hy = idx, H;(X) C A und
Hy|4 =idy4. Also ist Hy : X — A eine Deformationsretraktion von X auf A.

Nun zur ersten Aussage. Sei also f : X — Y eine schwache Homotopiedqui-
valenz zwischen CW-Komplexen. O.B.d.A. diirfen wir f als zelluldr annehmen,
sieche Satz II1.9.1. Nach Proposition II1.8.47 ist der Abbildungszylinder Z; =
Y Uy (X x I) ein CW-Komplex, siche auch Beispiel II1.8.53. Es bezeichnen

x 1 X — Zfund vy : Y — Z; die kanonischen Einbettungen. Wir erinnern
uns, dass ¢ty eine Homotopiedquivalenz ist und tx =~ 1y o f gilt. Mit f ist daher
auch ¢x eine schwache Homotopiedquivalenz. Nach dem schon beiwesenen Teil des
Satzes ist X also ein Deformationsretrakt von Z;. Insbesondere ist ¢x eine Homo-

topiedquivalenz. Aus tx ~ ty o f folgt nun, dass auch f eine Homotopiedquivalenz
ist. 0
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I11.9.8. BEMERKUNG. Whiteheads Satz besagt nicht, dass zwei CW-Komplexe
mit isomorphen Homotopiegruppen schon homotopieiquivalent sein miissen. Et-
wa haben X := RP? und Y := S? x RP* isomorphe Homotopiegruppen, sind
aber nicht homotopieéquivalent.

I11.9.9. SATz (Exzision). Es sei X ein CW-Kompler, A C X und B C Y
zwei CW-Teilrdume, sodass X = AU B und C := AN B # 0. Weiters sei
(A, C) n-zusammenhdngend und (B, C) m-zusammenhdngend, n,m > 0. Dann
ist der von der Inklusion induzierte Homomorphismus (A, C) — mi(X, B) ein
Isomorphismus fiir k < m 4+ n und eine Surjektion fir k =n + m.

BEWEIS. Siehe etwa |4, Theorem 4.23] oder [9, Chapter 11.1]. O

Wir erinnern uns an die Suspension, siehe Beispiel I11.1.18. Ist (X, z) ein
punktierter Raum so erhalten wir auf Grund von ¥£.5* = S**! Homomorphismen

Y me( X, xo) — mee1 (X, x0). (I11.33)

Reprisentiert f : (S*, %) — (X, z¢) ein Element in 7 (X, 7¢) so wird X([f]) durch
die Abbildung Xf : (S¥+1 %) — (XX, zp) reprisentiert. An dieser Stelle sei auch
nochmals auf die Einbettung X — XX, z — [(x,0)], hingewiesen, sie erlaubt es
den Basispunkt xy € X auch als Basispunkt zy € XX aufzufassen.

I11.9.10. SATZ (Freudenthal). FEs sei X ein (n— 1)-zusammenhdngender CW-
Komplex, n > 1, und o € X. Dann ist (111.33) ein Isomorphismus fir k < 2n—1
und eine Surjektion fir k = 2n — 1.

BEWEIS. Betrachte die Teilmengen C, := X x [0,1]/(X x {1}) und C_ :=
X x[—1,0]/(X x{—=1}) von X X. Offensichtlich gilt XX = C, UC_ und C,NC_ =
X C ¥X. Versehen wir das Intervall mit der CW-Zerlegung [—1,1] = {-1} U
(—1,0)U{0}U(0,1)U{1} erhalten wir eine CW-Zerlegung von X x [—1, 1], siehe
Beispiel 111.8.53, und damit eine CW-Zerlegung
von ©X, siche Proposition I11.8.43. Es sind dann ~ m(C4, X) — mp (XX, C)
C_ und C; CW-Teilrdiume von X X. Aus der QJ/ 5 ﬁT
Kontrahierbarkeit der Kegeln C'. und der lan-
gen exakten Sequenz der Paare (Cy, X) erhalten — m_1(X) (XX)
wir Isomorphismen 0 : mx(Cy, X) = m_1(X).

Insbesondere ist (Cy, X) n-zusammenhéngend. Nach Satz I11.9.9 ist die obere
horizontale Abbildung im Diagramm ein Isomorphismus fiir £ < 2n und sur-
jektiv falls k£ = 2n. Aus der Kontrahierbarkeit von C'_ und der langen exakten
Sequenz des Paares (XX, C_) folgt, dass auch die rechte vertikale Abbildung im
Diagramm ein Isomorphismus ist. Es bleibt daher zu zeigen, dass dieses Dia-
gramm kommutiert. Sei dazu f : S¥~! — X eine Abbildung die ein Element in
me_1(X) darstellt. Schrinken wir ihre Suspension Xf : S*¥ — ¥X auf die obere
Hemisphire von S* und identifizieren diese mit D* so erhalten wir eine Abbildung
g: (DF,S¥1) — (C*, X) und damit eine Element [g] € m(C, X) fiir das offen-
sichtlich d([g]) = [f] gilt. Betrachten wir nun [g] € m, (XX, C_), dann stimmt dies
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mit dem Bild von [Xf] € m(XX) unter der Abbildung m(XX) — 7 (XX, C_)
iiberein. 0

I11.9.11. SATZ. Es gilt m,(S™) = Z.

BEWEIS. Aus Satz I11.9.10 und 5% = S*+1 erhalten wir Isomorphismen
T9(5%) =2 14(S%) = my(S*) = - -
Nach Beispiel 111.6.12 gilt 75(S?) = Z. O
I11.9.12. SATZ. Firn # m sind R™ und R™ nicht homdomorph.

BEWEIS. Sei also n < m. Indirekt angenommen es existiert ein Homdomor-
phismus ¢ : R* — R™. Wihle P € R" und setze @) := ¢(P). Dann liefert die
Einschrankung von ¢ einen Homéomorphismus R \ {P} = R™ \ {@Q}. Daher
sind "1 und S™~! homotopieiquivalent, denn R¥\ {x} ~ S*~!. Zusammen mit
Satz I11.9.11 und Satz I11.5.25 erhalten wir den Widerspruch Z = 7, _;(S"!) =
Wn_l(Sm_l) =0. O

111.9.13. BEMERKUNG. Auf Grund von Satz I11.9.12 ist die Dimension einer
topologischer Mannigfaltigkeit ein wohldefinierter Begriff.

111.9.14. SATZ. S™ ist nicht Retrakt von D™,

BEWEIS. Es bezeichne ¢ : S — D" die kanonische Inklusion. Indirekt
angenommen es gibe eine Retraktion r : D" — S" ro . = idg.. Dann gilt
idy, (sm) = (rot)y = 1oL, =0:m,(S") — m,(D"™) — m,(S™), denn m,(D") =
0. Es folgt m,(S™) = 0 und dies widerspricht Satz I11.9.11. O

I11.9.15. SATZ (Brouwerscher Fixpunktsatz). Jede stetige Abbildung D™ — D"
besitzt einen Fizpunkt.

BEWEIS. Indirekt angenommen f : D" — D" hétte keinen Fixpunkt. Wie
im Beweis von Satz 1.5.3 lisst sich mittels f eine Retraktion von D™ auf S"~!
konstruieren, was Satz 111.9.14 widerspricht. 0

Ist (X,z0) ein punktierter Raum und [f] € 7 (X, x¢) wobei f : (S*, %) —
(X, 70), so kénnen wir auch die freie Homotopieklasse [f] € [S*, X] betrachten.
Dies liefert eine Abbildung

d (X, mo) — [S¥, X], [f] = [f]. (I11.34)
I11.9.16. LEMMA. Fiir einfach zusammenhdngende Réaume ist (111.34) bijektiv.

BEWEIS. Sei also (X, z) ein einfach zusammenhéngender punktierter Raum
und * € S* ein Basispunkt. Wir zeigen zunichst die Surjektivitit von ®. Sei also
f:S* - X. Da X wegzusammenhingend ist, finden wir einen Weg o : I — X
von ¢(0) = f(x) nach (1) = zo. Da das Paar (S*,{*}) die Homotopieerwei-
terungseigenschaft besitzt, sieche Proposition I11.8.54, existiert eine Homotopie
H: S*xI — X mit H) = f und Hy(*) = o(t), t € I. Die Abbildung
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g = Hy : S¥ — X ist daher homotop zu g, dh. [f] = [g] € [S*, X], erfiillt
aber auch g(x) = Hy(x) = o(1) = x¢. Also definiert g ein Element [g] € 74 (X, z¢)
fiir das offensichtlich ®([g]) = [f] gilt. Nun zur Injektivitdt von ®. Seien also
frg: (S, %) — (X, zo) mit ®([f]) = ®([g]), dh. [f] = [g] € [S*, X]. Es existiert
daher eine Homotopie H : S* x I — X mit Hy = f und H, = g. Betrachte
die Schleife o : I — X, o(t) := Hy(x). Da X einfach zusammenhéngend ist,
existiert eine Homotopie relativ Endpunkten G : I x I — X, G(¢,0) = o(t),
G(t,1) = G(0,s) = G(1,s) = wg, s,t € 1. Wegen der Homotopieerweiterungsei-
genschaft des Paares (S* x I, (S* x {0})U ({*} x I)U(S* x {1})), siehe Propositi-
on I11.8.54, existiert eine Homotopie H : S¥ x I x I — X mit [:I(x, t,0) = H(z,t),
f[(:mo,s) = f(x), ﬁ(:ﬂ,l,s) = ¢g(z) und H(x,t,s) = G(t,s), = € S* st € I.
Betrachten wir nun F : S¥ x I — X, F(x,t) := H(x,t,1), dann gilt Fy = f,
Fy = g und F,(x) = zg, dh. [f] = [g] € m(X, x0). O

Nach Lemma I11.9.16 ist ® : 7,,(S™, %) — [S™, S"] eine Bijektion, siche (I11.34).
Dies bleibt auch fiir n = 1 richtig, siche Abschnitt 1.8. Ist nun f : S™ — S™ ei-
ne stetige Abbildung so induziert diese eine Abbildung f. : [S™, S"] — [S™, S"],
f«([g]) := [f o g], und wir erhalten eine Abbildung ® 1o f, o ® : 7,(S™ *) —
T, (S™, *). Flir Basispunkt erhaltende Abbildungen stimmt dies mit dem induzier-
ten Homomorphismus f, : m,(S™, %) — m,(S™, x) tiberein. Nach Lemma I11.9.16
ist jede stetige Abbildung S™ — S™ homotop zu einer Basispunkt erhalten-
den, folglich ist ®~! o f, o ® ein Homomorphismus, fiir alle stetigen f, denn
®~1 o f, o ® hiingt offensichtlich nur von der Homomtopieklasse von f ab. Nach
Satz 111.9.11 muss dieser Homomorphismus durch Multiplikation mit einer gan-
zen Zahl gegeben sein, dh. es existiert genau eine Zahl deg(f) € Z, sodass
(@ 1o f.o®)(o) = deg(f) - o, fiir alle 0 € 7,(S™, *). Diese Zahl deg(f) € Z
wird der Abbildungsgrad der Abbildung f : S™ — S™ genannt.

I11.9.17. SATz (Abbildungsgrad). Fir den Abbildungsgrad stetiger Abbildun-
gen S™ — S™ qilt:

(i) deg(f) = deg(g) genau dann wenn f ~ g.
(ii) deg(f o g) = deg(f) deg(g)-
(i) deg(%/) = dea(/).
(iv) Ist deg(f) # 0 so muss [ surjektiv sein.
(v) deg(idgn) = 1.

BEwEIS. Ad (i): Sind f und g homotop so induzieren sie dieselbe Abbildung
fe = g« 2 [S™,8"] — [S™, 58", es folgt daher @ 1o f,0o® = &1 og, o® und
damit deg(f) = deg(g). Gilt umgekehrt deg(f) = deg(g), dann auch ®~' o f, o
® = & 'og, o® und daher f, = g, : [S",S"] — [S",S"]. Wenden wir f,
und g, auf das Element [idgn] € [S™,S"] an, so erhalten wir [f] = [g]. Also
sind f und g homotop. Behauptung (ii) folgt sofort aus der trivialen Tatsache
P lo(fog)yo® = (P lof,od)o(P tog,od). Behautpung (iii) folgt aus den
offensichtlichen Relationen Yo® = ®oX und (X f),0X = Yo f, sowie der Tatsache,
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dass 3 : m,(S™, %) — T,41(S™!, %) ein Isomorphismus ist, siehe Satz I11.9.10. Um
(iv) einzusehen, nehmen wir an f : S™ — S™ ist nicht surjektiv. Dann existiert ein
Punkt P € S" und f: S™ — S™\ {P}. Wegen der Kontrahierbarkeit von S™\{P}
ist f daher homotop zu einer konstanten Abbildung und damit deg(f) = 0.
SchlieBlich ist die Behauptung (v) trivial. O

I11.9.18. BEMERKUNG. Eine orthogonale Abbildung ¢ € O,,;1 definiert eine
stetige Abbildung ¢ : S™ — S™ und fiir diese gilt deg(yp) = det(y). Da O,
nur zwei Zusammenhangskomponenten hat geniigt es wegen Satz 111.9.17(i) den
Fall der Spiegelung ¢(zo, x1,...,2,) = (—xo,21,...,2T,) zu betrachten. Wegen
Satz I11.9.17(iii) geniigt es dies fiir die Spiegelung ¢(z¢, 1) = (—xo, 1) zu zei-
gen, siehe Satz 1.8.31(iii). Fiir die sogenannte Antipodalabbildung A : S™ — S™,
A(z) := —=z, folgt deg(A) = (—1)""!. Insbesondere, siche Satz I11.9.17(i), ist bei
geradem n die Antipodalabbildung A : S™ — S™ nicht zur identischen Abbildung
idg» : S™ — S™ homotop.

I11.9.19. SATZ (Satz vom Igel). Ist n gerade, dann besitzt jedes stetige Vek-
torfeld auf S™ eine Nullstelle.

BEWEIS. Wir nehmen indirekt an es existiert eine stetige Abbildun f : S™ —
R™™ mit (f(z),z) =0 und f(z) #£ 0, fiir alle z € S™. Dann definiert

H:S"xI— 8" H(z,t) := cos(mt)x + sin(wt)‘igg‘

eine Homotopie von Hy = idg» nach H; = A, wobei A : S™ — S A(x) := —=x,
die Antipodalabbildung bezeichnet. Fiir gerades n ist die Antipodalabbildung
aber nicht zur identischen Abbildung homotop, siehe Bemerkung I11.9.18, und
wir erhalten einen Widerspruch. [l

I11.9.20. BEMERKUNG. Ist X ein CW-Komplex, dann ist XX zusammen-
hingend. Aus Satz I11.9.10 folgt, dass die zweifache Suspension YX2X := Y2 X
1-zusammenhéngend ist. Induktiv erhalten wir aus Satz I11.9.10, dass die n-fache
Suspension ¥"X := YY" 1X (n — 1)-zusammenhiingend ist. Weiters folgt aus
Satz 111.9.10, dass der Homomorphismus 3 : 7 (2"X) — 7511 (X" 1 X) ein Iso-
morphismus ist, £ < 2n + 1. Wir erhalten eine Folge von Homomorhismen

Wk(X) i 7Tk+1(2X) i 7Tk+2(Z2X) e '7Tk+n(EnX> i 7Tk+n+1(2n+lX) —

die ab n = k + 2 alle Isomorphismen sind. Unter der k-ten stabilen Homotopie-
gruppe von X verstehen wir die Gruppe

Th(X) 1= Moo (BM2X) 2y (B X), nz=k+2.
Vor allem die stabilen Homotopiegruppen der Sphéren

T = Th(S°) = Mopya(S*?) = mpyn(S™), n>k+2,

38Unter einem stetigen Vektorfeld auf S™ verstehn wir eine stetige Abbildung f : S" —
R sodass (f(z),z) = 0, fiir alle z € S™.
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~

spielen eine wichtige Rolle. Aus Satz I11.9.10 erhalten wir etwa 7 = Z. Einige
Resultate sind in folgender Tabelle zusammengefasst:

ko[ 123 |4]5/6] 7| s | 9 |10
T2 | Z ] Z2 | Z2 | Zaa | 0] 0| Za | Zam | Za X Za | Za X 2 % 2 | e

I11.9.21. BEMERKUNG. In Beispiel II1.6.12 haben wir gesehen, dass die Hopffa-
serung S* — S? Isomorphismen 7 (S%) 2 7(S?) induziert, k > 3, siehe (II1.14).
Aus Satz I11.9.11 folgt daher m3(S?) = Z, die Hopffaserung S® — S? repriisen-
tiert einen Erzeuger dieser Gruppe. In Aufgabe 30 haben wir aus der Hopffase-
rung ST — S* Isomorphismen ;,(S%) & 7,_1(S?) x m(S7), k > 1, konstruiert.
Es folgt, dass 77(5%) ein Element unendlicher Ordnung enthélt, insbesondere ist
77(S%) # 0. In Aufgabe 31 haben wir die Hopffaserung S'* — S® verwendet um
Isomorphismen 71,(S'®) x 7,1 (S7) =& 74 (S®), k > 1, zu konstruieren. Es folgt, dass
m15(S®) ein Element unendlicher Ordnung besitzt, insbesondere ist m5(.5%) # 0.
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Ubungsaufgaben
Zu Kapitel 1.

1. AUFGABE. Es bezeichne I := [0,1] C R das kompakte Einheitsintervall.
Auf I x I betrachte die von (z,0) ~ (x,1), x € I, und (0,y) ~ (1,y), y € I,
erzeugte Aquivalenzrelation, und den damit assozierten Quotientenraum X :=
(I x I)/~. Zeige, dass die Abbildung f : I x I — S' x St, f(z,y) := (e*"i*, 2™¥)
einen Homdomorphismus (I x )/~ 2 S x S induziert. Dabei bezeichnet S :=
{z € C: |z| = 1} den Einheitskreis.

2. AUFGABE. Es seien R > r > 0. Betrachte den durch
P {2 € B (VTR R) 4 22 = r0)

gegebenen Teilraum (Fliche) des R3. Fertige eine Skizze von T an, und konstruiere
einen Homdomorphismus zwischen 7" und S! x S*.

3. AUFGABE. Es seien X und Y zwei topologische Rdume und A, B C Y zwei
abgeschlossene Teilmengen mit AUB = Y. Zeige, dass eine Abbildung f : Y — X
genau dann stetig ist, wenn die Einschrankungen f|4: A — X und f|p: B — X
beide stetig sind, vgl. Lemma 1.1.2.

4. AUFGABE. Es sei n € Ny und S" := {z € R"" : ||z|]| = 1} die Ein-
heitssphire. Auf S™ x [—1, 1] betrachte die von (z,1) ~ (y,1) und (z,—1) ~
(y, —1) erzeugte Aquivalenzrelation, z,y € S”. Zeige, dass der Quotientenraum
(8™ x [—1,1])/~ homdomorph zu S™! ist. Fertige Skizzen an!

5. AUFGABE. Eine Teilmenge X C R" wird sternférmig genannt, falls z € X
mit folgender Eigenschaft existiert: x € X, t € [0,1] = (1 —t)z +tz € X, d.h.
wenn die affine Strecke von x nach z zur Génze in X liegt, fiir jedes x € X. Jedes
solche z wird ein Zentrum von X genannt. Zeige, dass sternférmige Teilmengen
einfach zusammenhéngend sind. Schliefle, dass die geschlitzte Ebene C \ (—o0, 0]
einfach zusammenhéngend ist.

6. AUFGABE. Es seien h,h' : I — X zwei Wege von zy := h(0) = h’(0) nach
xy := h(1) = I'(1). Zeige, dass (), = By falls h ~ h'. Zeige weiters, dass 3, = O
genau dann, wenn [hh'] im Zentrum von 7 (X, xg) liegt, vgl. Bemerkung 1.3.7.

7. AUFGABE. Fiihre die Details in Beispiel 1.6.9 aus. Zeige insbesondere, dass
SU, hom6omorph zu S® und daher einfach zusammenhéngend ist.

8. AUFGABE. Fiihre die Details in Beispiel 1.6.8 aus. Zeige insbesondere, dass
CP" := (C"*'\ {0})/~ ein kompakter Hausdorffraum ist, und CP' = S? gilt.
SchlieBe, dass CP* einfach zusammenhingend ist.

9. AUFGABE. Es sei A C R" ein affiner Teilraum der Kodimension k :=

n — dim A. Zeige, dass R™" \ A einfach zusammenhéngend ist, falls & > 3. Im

Fall k = 2 zeige weiters, dass m (R" \ A) = Z, and gib eine Schleife in R \ A
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an, die einen Erzeuger von 7 (R" \ A) représentiert. Hinweis: Konstruiere einen
Homéomorphismus R \ A = (R*\ {0}) x Rdim4,

10. AUFGABE. Fiihre die Details in Beispiel 1.7.12 aus. Zeige insbesonde-
re, dass SO, xA,(R) homdomorph zu GL;(R) ist und schliefie, dass die kano-
nische Inklusion SO,, — GL;(R) einen Isomorphismus der Fundamentalgrup-
pen induziert. Konstruiere einen Homdomorphismus SO, = S! und schliee
71 (GLy (R)) = 7m,(SO2) = Z. Gib auch eine Schleife in SO, an die einen Er-
zeuger von m1(SOs) reprisentiert.

11. AUFGABE. Essei f: X — Y stetig. Zeige f ist eine Homotopiedquivalenz
genau dann, wenn stetige Abbildungen ¢ : Y — X und h : Y — X existieren,
sodass go f ~idx and foh ~idy.

12. AUFGABE. Es sei Z := {0} U {2 : n € N} C R, und betrachte den
folgenden Teilraum X := (ZxI)U(Ix{0}) C R?. Weiters seien P := (0,0) € X,
Q:=(0,1) € X und A :=1 x {0} C X. Zeige, dass A ein Deformationsretrakt
von X ist. Zeige, dass { P} ein Deformationsretrakt von X ist. Schliele, dass X
kontrahierbar und die Inklusion {Q} — X eine Homotopiedquivalenz ist. Zeige,
dass {@} nicht Deformationsretrakt von X ist.

13. AUFGABE. Es seien GG, Gruppen, a € A. Zeige, dass (*aeAGa)ab =
D1 G2, wobei H*® := H/[H, H] die Abelisierung der Gruppe H bezeichnet.

14. AUFGABE. Verwende den Satz von Seifert—van Kampen um zu zeige, dass
die Fundamentalgruppe von X := (S! x S1)/({1} x S!) isomorph zu Z ist. Gib
eine Schleife in X an, die einen Erzeuger von 7 (X) repriisentiert.

15. AUFGABE. Es seien M; und Ms zwei zusammenhédngende topologische
Mannigfaltigkeiten der Dimension n. Wihle offene Teilmengen U; C M;, Homé-
omorphismen ¢; : U; — R™ und setze M, = M, \ ¢; {(B™), i = 1,2. Betrachte
A = p;1(S" 1) C M, und die Abbildung ¢ : A — My, ¢ = @7 0 p,. Definiere
die zusammenhéngende Summe von M; und My durch M {M, = Ml Uy MQ.
Zeige, dass Mi4M; eine zusammenhéngende topologische Mannigfaltigkeit der

Dimension n ist. Verwende den Satz von Seifert-van Kampen um 7 (M;§My) =
w1 (My) * w1 (Ms) zu zeigen, falls n > 3.

Zu Kapitel 1II.

16. AUFGABE (Hamiltons Quaternionen). Es bezeichne H die Menge aller
(2 x 2)-Matrizen mit komplexen Eintragungen der Form ( %, %), z,w € C. Zeige,
dass H beziiglich Addition und Multiplikation von Matrizen alle Korperaxiome
bis auf die Kommutativitat der Multiplikation erfiillt. Setze

Li=(§9), i=0(%), i=(%%), k=(%).
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Zeige, dass {1,1,]j,k} eine Basis des H zugrundeliegenden reellen Vektorraums
bildet. Verifiziere auch i = j> = k* = —1 sowie

ij=k, jk=i, ki=j, ji=-k kj=-i, ik=—j.

Wir haben Algebrahomomorphismen C — H, z +— (%), und R — H, a +— (&9).
Die zu = € H konjugierte Quaternion wird durch z := x* definiert, wobei x*
die konjugiert Transponierte der Matrix x bezeichnet. Etwa ist 1 = 1, i = —i,
j=—-jand k = —k. Zeige z =z, t + y = T + 9 und 7y = ¢z fiir alle z,y € H,
und az = az fiir alle @ € R und x € H. Zeige weiters £ = x genau dann,
wenn xz € R C H. Der Realteil von = € H ist durch Re(z) = (x + 2)/2 =
tr(z)/2 € R definiert, etwa gilt Re(1) = 1 und Re(i) = Re(j) = Re(k) = 0. Zeige
Re(zy) = Re(yz) fur alle z,y € H. Zeige, dass (z,y) := Re(xy) ein Euklidisches
inneres Produkt auf H definiert beziiglich dem {1, 1, j, k} eine Orthonormalbasis
bildet. Verifiziere (zy, z) = (y,zz), (yx,z) = (y, 2Z) sowie (Z,y) = (z,y), fir
alle z,y, z, € H. Zeige, dass fiir die assozierte Norm |z|* := (z,x) = 2T = Tz gilt
|zy| = |x||y|. SchlieBe, dass sich die Multiplikation in H zu einer Gruppenstruktur
auf $3 = {z € H: |z| = 1} einschriinkt. Zeige auch, dass diese Gruppe mit SU,
iibereinstimmt.

17. AUFGABE. Wir betrachten H" = H x - - - x H als links H-Modul, dh. fiir A €
H and (z1,...,x,) € H" setzen wir A(z1,...,x,) = (Ax1,...,Az,). Zeige, dass
r ~y< 3N € H: \r =y eine Aquivalenzrelation auf H"*'\ {0} definiert. Zeige,
dass der Quotientenraum HP" := (H"™ \ {0})/~ ein kompakter Hausdorffraum
ist. Konstruiere eine stetige Abbildung ¢ : S~ — HP" !, sodass

HP" = HP"' U, D"
Schliefle, dass HP" fiir alle n > 0 einfach zusammenhéngend ist.

18. AUFGABE. Betrachte S* CHund [:= 1t ={zx e H: 7 = -z} @ R3.
Zeige, dass fiir x € S® und y € T der Ausdruck A\,(y) := zyZ eine R-lineare
Abbildung A, : T — T definiert. Zeige, dass A, beziiglich der Einschréinkung des
Euklidischen inneren Produkts auf H eine Isometrie ist. Schliefle, dass wir eine
Abbildung ) : S3 — SOj3 erhalten. Zeige, dass \ ein surjektiver Gruppenhomo-
morphismus mit Kern ker(\) = {£1} ist. Zeige, dass A zu einem Homd&omor-
phismus RP? = SO; faktorisiert und schlieBe, dass S® — SOs eine zwei-blitt-
rige Uberlagerung ist. Insbesondere erhalten wir m(SOs) = Zo. Hinweis: Fiir
x # £1 € S? ist die Isometrie A\, eine Rotation um die von x — z aufgespann-
te Achse um den Winkel 2 arccos(Re(x)). Um dies einzusehen verifiziere a) die
Punkte auf dem von z — z aufgespannten Teilraum sind Fixpunkte von A,; b)
fir y € I mit (y,x — ) = 0 haben wir (y,x) = 0, also yz = xy und daher
2(0:(v),y) = 2%yy + yyz* = 2(2(Re(z))? — 1)|y|* c) verwende die Relation
arccos(2t? — 1) = 2arccos(t), 0 <t < 1, um zu zeigen, dass der Winkel zwischen
Az(y) und y mit 2 arccos(Re(x)) iibereinstimmt.
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19. AUFGABE. Es seien n,p € N, n > 2, q1,...,q, € Z, sodass p und ¢; tei-
lerfremd sind, fiir alle : = 1,...,n. Bezeichne den damit assozierten Linsenraum
mit L := L(p;q1,...,qn), und bezeichne die Kleinsche Flasche durch K. Zeige
[L, K] =0, dh. je zwei stetige Abbildungen L — K sind homotop. Hinweis: Zei-
ge, dass jeder Homomorphismus 7 (L) — 1 (K) trivial sein muss, und verwende
die Uberlagerung R? — K.

20. AUFGABE. Es sei p : (X, %) — (X, z0) eine punktierte Uberlagerung und
(Y, yo) ein einfach zusammenhéngender, lokal wegzusammenhéngender punktier-
ter Raum. Zeige, dass die Abbildung p, : [(Y,10), (X,%0)] — [(Y,u0), (X, z0)],
p«([f]) == [po f], eine Bijektion ist. SchlieBe, dass die zwei-fache Uberlagerung p :
S* — RP* cine Bijektion p, : [(S™, 40), (S*, 0)] = [(S™, %), (RP*, 20)] induziert,
k,n € N, n > 2. Dabei sind y, € S™, &y € S* beliebig und z, := p(Z,) € RP*

21. AUFGABE. Es bezeichne Y die orientierbare Fliche mit Geschlecht 2. Wir
erinnern uns, dass m (%) = <a,b, c,d ‘ abcflbflcdcfld*w7 siehe Korollar 1.9.20.
Bestimme die Anzahl der Isomorphieklassen zwei-blittriger Uberlagerungen von
. Wieviele davon sind zusammenhéngend. Hinweis: Zihle die Aquivalenzklassen
der Darstellungen von (X)) auf der Menge {1, 2}.

22. AUFGABE. Es bezeichne L = S?"!/Z, einen Linsenraum. Wir erinnern
uns, dass m(L) = Z,, siche Beispiel 11.5.7. Bestimme die Anzahl der Isomor-
phieklassen zusammenhingender (punktierter) Uberlagerungen von L. Hinweis:
Untergruppen zyklischer Gruppen sind zyklisch.

23. AUFGABE. Fiir z,y € S* C H betrachte die Abbildung A,, : H —
H, A\;,(2) := zzy. Zeige, dass jedes \,, eine R-lineare Isometrie beziiglich des
Euklidischen inneren Produkts auf H ist, vgl. Aufgabe 16. Schliefle, dass wir eine
stetige Abbildungn X : S% x % — SO(H) = SOy erhalten. Zeige, dass A ein
surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern ker(A) = {(1,1), (=1, —1)} = Z,
ist. Zeige, dass A zu einem Homdomorphismus (S® x S%)/Z, = SO, faktorisiert,
wobei das nicht-triviale Element in Zy durch (z,y) — (—z, —y) auf S® x 5% wirkt.
Folgere, dass A : S x S — SO, eine zwei-fache (die universelle) Uberlagerung
von SOy ist. Folgere auch 71(SOy4) & Zy. Hinweis um die Surjektivitit von \ zu
zeigen: Zu A € SO, finde z € S? mit (A, 10 A)(1) = 1 und verwende Aufgabe 18.

Zu Kapitel III.

24. AUFGABE. Es sei (X, e) ein H-Raum mit Multiplikation p : (X, e) x
(X,e) — (X, e). Zeige, dass der induzierte Homomorphismus

o (X, ) X mp (X, €) = m (X, e) X (X, e)) = ma(X, e)
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mit der Multiplikation in 7, (X, e) tibereinstimmt, n > 1. Hinweis: Zeige, dass

fir f,g: (I",0I") — (X, e) die Abbildung H : (I" x [,0I" x I) — (X, e),

H(si,...,8p,t):=
,u(f((l —I—t)81,52,...,sn),g((1 —t)sl,SQ,...,sn)) s1<1/2,
,u(f((l —t)s1 +t,s9,... 7sn),g((l +t)s1 —t, s9,.. .,sn)) 1/2 < sy,

eine Homotopie zwischen p o (f, g) und der Konkatenation von p o (idx,c.) o f
mit p o (c.,idx) o g definiert. Hier bezeichnet ¢, : (X, e) — (X, e) die konstante
Abbildung, c.(z) = e.

25. AUFGABE. Es sei (X,e) ein H-Raum mit Multiplikation p : (X,e) x
(X,e) — (X,e). Zeige, dass die (X, e)-Wirkung auf 7,(X,e) trivial ist, dh.
By(0) = o, fir alle vy € m(X, e) und alle 0 € m,(X,€), n > 1. Hinweis: Zu einer
Schleife  bei e betrachte die Homotope H : X xI — X, H(x,t) := p(x,~(t)), und
bestimme die Homomorphismen (Hy)., (H1). : m(X,e) — m,(X,e). Beachte,
dass die Homotopie H nicht den Basispunkt e bewahrt.

26. AUFGABE. Es sei p : (X, %) — (X,z0) eine punktierte Uberlagerung,
90 € A C X und A := p~'(A). Zeige, dass p Isomorphismen m,(X, A, &) =
(X, A, o), n > 2, induziert. Hinweis: Wende das Fiinfer Lemma auf die langen
exakten Sequenzen von Homotopiegruppen der Paare (X, A) und (X' fl) an. Fir
den Fall n = 2 zeige, dass p einen Isomorphismus zwischen dem Kern von i, :
m1(A, %) — m (X, %) und dem Kern von ¢, : m(A,x9) — m (X, xo) induziert,
wobei ¢ : A — X und 7 : A — X die kanonischen Inklusionen bezeichnen.

27. AUFGABE. Eine stetige Abbildung ¢ : Y — X wird n-Aquivalenz genannt,
n € Ny, falls fiir jeden Basispunkt yo € Y die folgenden Bedingungen erfiillt
sind: ¢, @ (Y, %0) — (X, ¢(y0)) ist ein Isomorphismus fir 0 < k < n, und
0e + T(Yoyo) — m(X, ©(yo)) ist surjektiv. Die Abbildung ¢ wird schwache
Aquivalenz genannt, falls sie eine n-Aquivalenz ist, fiir jedes n. Zeige:

(i) Eine Komposition von n- Aquivalenzen ist eine n- Aqmvalenz

(ii) Jede zu einer n- Aquivalenz homotope Abblldung ist eine n-Aquivalenz.

(iii) Jede Homotopiedquivalenz ist eine schwache Aquivalenz.

(iv) Die Inklusion eines Teilraums ¢ : A — X ist eine n-Aquivalenz genau
dann, wenn das Paar (X, A) n-zusammenhéngend ist.

(v) ¢ : Y — X ist einen n-Aquivalenz genau dann, wenn das Paar (Z,,Y)
n-zusammenhéangend ist. Hier bezeichnet Z, = (X U (Y x I))/(y1)~e(y)
den Abbildungszylinder von ¢, und Y wird als Teilraum von Z, be-
trachtet, y — [(y,0)], cf. Beispiel 1.9.11.

28. AUFGABE. Betrachte die Kleinsche Flasche K = (S x I)/~, wobei
(2,0) ~ (271, 1). Zeige, dass die kanonische Projektion S x I — I zu einem

Faserbiindel p : K — I/{0,1} = S faktorisiert dessen Fasern homdomorph zu
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St sind. Verwende die assozierte lange exakte Sequenz von Homotopiegruppen
um zu zeigen:
(i) m(K) =0, fiir alle k > 2.
(ii) Es existiert eine exakte Sequenz 0 — Z - 1, (K) % Z — 0.
(iii) Wahle einen Homomorphismus ¢ : Z — m;(K) mit p o 0 = idz und
verifiziere, dass ¢ : Z X Z — m(K), ¥(k,1) := 1(k)o(l), bijektiv ist.
(iv) Zeige, dass die Formel o(I)c(k)o(l)™' = 1(¢(1)(k)) einen Homomorphis-
mus ¢ : Z — Aut(Z) definiert, der nicht von der Wahl von o abhéngt.
(v) SchlieBe, dass ¥(ki,l1)¢(ke, lo) = (ki + @(l)(k2),li + b)), fiir alle
(k)l,ll), (kQ,lQ) € Z X 1.
(vi) Zeige ¢(1) # idy.
(vii) SchlieBe ¢(1) = (—1)"idz, und daher m(K) X Z x Z.
Dies ist eine weitere Moglichkeit die Fundamentalgruppe der Kleinschen Flasche
zu bestimmen.

29. AUFGABE. Betrachte S C H" und p : $**3 — HP", vgl. Aufga-
be 17. Zeige, dass p ein Faserbiindel mit zu S® homdomorphen Fasern ist. Zei-
ge mit Hilfe der entsprechenden langen exakten Sequenz von Homotopiegruppen
i (HP") = 7,1 (S?), fiir 1 < k < 4n+2. Schliefe, dass HP" 3-zusammenhéngend
ist, dh. mo(HP") = m (HP") = my(HP") = m3(HP") = 0. Zeige, dass wir im Fall
n = 1 ein Faserbiindel p : ST — S% und Isomorphismen 7;(S%) = m;,_1(S?)
erhalten, k =1,2,3,4,5,6.

30. AUFGABE. Es seip: F — B eine Serre Faserung, zo € E, by := p(zo) und
F = p~!(by) die Faser iiber by. Weiters sei die Inklusion der Faser ¢ : (F,z) —
(E, zo) homotop relativ Basispunkt zq zur konstanten Abbildung c,,. Zeige, dass

0 — (B, 20) L5 (B, by) 2 w1 (F, 20) — 0

exakt ist, & > 1. Fiir k > 2 konstruiere einen Homomorphismus o : m;_1 (F, x9) —
Tx(B,by) mit 0 o 0 = idx, | (5. Zeige, dass p, + o einen Isomorphismus

T (E, o) X mp_1(F, 20) = m(B, bo)
liefert, k > 2. Wende dies auf die Hopffaserung aus Aufgabe 29 an und zeige,
T (HP™) 22 71,1 (S?) x mp(S*™1?)  sowie m(S?) = mp_1(S?) x m(ST)

fiir alle £ > 1 und n > 1. Hinweis zur Konstruktion von o: Es geniigt einen
Homomorphismus ¢ : m_1(F, ) — m(E, F,zo) mit OP*" o ¢ = ids, ,(rag) 20
konstruieren, wobei 9P%" : m(E, F,z¢) — mp_1(F,z) den Randoperator in der
langen exakten Sequenz des Paares (E, F') bezeichnet. Sei nun H : FF x [ — E
eine Homotopie relativ Basispunkt von Hy, = ¢ nach H; = c;,. Représentiert
[ (IF1 011y — (F,x0) ein Element [f] € mx_1(F, 2¢) dann kénnen wir ([f])
durch das von (I* 0I* J*) — (E, F,x0), (s1,...,8%) — H(f(s1,...,5k_1), 58),
reprasentierte Element in 7 (E, F, zo) definieren.
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31. AUFGABE. Konstruiere ein Faserbiindel p : S — 5% dessen Fasern
homoéomorph zu S7 sind. Betrachte dazu auf dem R-Vektorraum O := H x H
die Multiplikation (al,bl) . (a2,b2) = ((Ilag — ngl,blﬁg + bgal), ai,bi c H.
(Dies ist eine nicht-assotiative Algebra, die sogenannten Cayley Oktonionen.)
Fiir z = (a,b) € O setze z := (a, —b) und |z| := +/|a|? + |b|?, die iibliche Euklidi-
sche Norm. Mittels der Einbettung R C Q, r + (r,0), fassen wir reellen Zahlen
als Oktonionen auf. Beachte, dass Multiplikation mit r € R C O und Skalar-
multiplikation r iibereinstimmen. Verifiziere die folgenden Aussagen, z,w € O,
reR:

<

z = zr und r(zw) = (rz)w = z(rw).
z=7zz= 2]~
st 0 7é z dann erfiillt 27! := z/|z|? die Relationen zz7! = 2712 = 1.
i ,7Z=rzund (z71)71 = 2.
(v zw| |z||w], zw = wz und (zw)~ ! =w 271
(Vi) (zw)@ = 2(ww) and (zw)w™" = 2.

Es bezeichne O, := O U {00} die Einpunktkompaktifizierung von O, die
offenen Umgebungen von oo sind die Komplemente der kompakten Teilmengen
von Q. Zeige O, = S%, oder allgemeiner, R"U{oo} = S™.% Betrachte S C OxQ
und definiere eine Abbildung

(i)
(ii)
(iif)

)
)

= N

(iv

’\_ NH

p:SY = O,

( ) zoz; ' falls 2, # 0, und
20, 21) 1=
P2, %1 00 falls z; = 0.

Zeige, dass p stetig ist. Zeige, dass
p:p (0)=0xS,  @(z,2):= (202" 21/|2)

eine Trivialisierung von p iiber O C O, ist, dessen Inverse durch folgende Formel
gegeben ist:

1.0 xS — p H0), ¢ Mz, w) = (2w, w) [/ |zw]? + |w]?.

Zeige, dass v : Oy — Oy, v(2) := 271 v(0) := 0o, v(o0) := 0 ein Hombomor-
phismus ist, v o v = idg, . Verifiziere po 7 = v o p, wobei 7 : S¥ — S1° den
durch 7(z9, 1) := (21, 20) gegebenen Homéomorphismus bezeichnet, 7o7 = idgis.
Schliefe, dass (v x idg7) o ¢ o T eine Trivialisierung von p iiber O \ {0} liefert
und, dass p daher ein Faserbiindel ist. Verwende Aufgabe 30 um die folgenden
Isomorphismen herzuleiten,

7T]€<Sl5) X 7Tk_1(S7) = Wk(SS), k > 1.
Insbesondere erhalten wir 74 (S%) = 7,1 (S7), fiir 1 < k < 14.

39Hinweis: Die stereographische Projektion S™ \ {P} — R" ist proper (dh. Urbilder kom-
pakter Mengen sind kompakt) und lésst sich daher zu einer stetigen Abbildung S™ — R™U{oc0}
fortsetzen.
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