I. Die Fundamentalgruppe

Der Begriff des einfachen Zusammenhangs ist in mehreren Gebieten der Ma-
thematik anzutreffen. Etwa besagt der Riemannsche Abbildungssatz, dass jedes
einfach zusammenhéngende Gebiet in C biholomorph zu C oder der Einheitsschei-
be E = {z € C: |z| < 1} ist. Etwas allgemeiner, jede einfach zusammenhéngende
Riemannsche Fliache (d.h. komplexe 1-dimensionale Mannigfaltigkeit) ist zu ge-
nau einer der Flichen C, E oder CP' biholomorph.

Ein Resultat aus der Theorie der Lie-Gruppen besagt, dass fiir eine einfach
zusammenhéngende Lie-Gruppe G und jede weitere Lie-Gruppe H die Abbil-
dung die einem Lie-Gruppenhomomorphismus G — H den entsprechenden Lie-
Algebrenhomomorphismus g — b zuordnet bijektiv ist. Daher sind zwei ein-
fach zusammenhéngende Lie-Gruppen genau dann isomorph wenn es ihre Lie-
Algebren sind. Damit ist die Klassifikation der einfach zusammenhéngenden Lie-
Gruppen auf die Klassifikation der Lie-Algebren zuriickgefiihrt.

Eine vollstindige einfach zusammenhédngende n-dimensionale Riemannsche
Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkrimmung (0.B.d.A. k = —1,0,1) ist
isometrisch zu R™ (falls k = 0, euklidische Geometrie), S™ (falls k = 1, sphérische
Geometrie) oder H" (falls k = —1, hyperbolische Geometrie).

Jedem (zusammenhéngenden) topologischen Raum mit Basispunkt kann sei-
ne Fundamentalgruppe zugeordnet werden. Thre Elemente sind Homotopieklassen
geschlossener Wege beim Basispunkt, die Konkatenation von Wegen liefert die
Gruppenstruktur. Ein zusammenhédngender Raum ist einfach zusammenhéngend
genau dann, wenn seine Fundamentalgruppe trivial ist. Die Fundamentalgruppe
liefert daher eine feine Abstufung zwischen den beiden Begriften einfach zusam-
menhdngend und nicht einfach zusammenhdngend.

Die Fundamentalgruppe ist eine topologische Invariante, dh. hom&omorphe
zusammenhéngende Rdume haben isomorphe Fundamentalgruppen. Gelingt es
von zwei Rdumen die Fundamentalgruppen auszurechnen, und sind diese nicht
isomorph, dann waren die beiden Rédume nicht homéomorph. Da die Fundamen-
talgruppe eine Homotopieinvariante ist, ldsst sich sogar schlieflen, dass die beiden
R&ume nicht einmal homotopiedquivalent sein kénnen. Dies macht die Fundamen-
talgruppe fiir die Topologie interessant.

Mit Hilfe des Satzes von Seifert—van Kampen kann fiir einige interessante
Réume die Fundamentalgruppe tatsidchlich bestimmt werden. Etwa lassen sich die
Fundamentalgruppen der geschlossenen Fléachen berechnen, woraus dann folgt,
dass geschlossene Fléchen unterschiedlichen Geschlechts nicht homotopiedquiva-
lent, und daher auch nicht homéomorph sind. Andere Beipiele kommen aus der
Knotentheorie, haben die Komplemente zweier Knoten in R? nicht-isomorphe
Fundamentalgruppen, dann kénnen die Knoten nicht dquivalent sein.
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Die Fundamentalgruppe hat gute funktorielle Eigenschaften, stetigen Abbil-
dungen zwischen Raumen entsprechen Homomorphismen zwischen ihren Fun-
damentalgruppen. Dies ist eine typische Situation in der algebraischen Topolo-
gie: topologischen Raumen werden algebraische Objekte (Gruppen, Ringe, ...)
zugeordnet, stetige Abbildungen entsprechen dabei in funktorieller Weise Ho-
momorphismen zwischen diesen Objekte. Weitere Beipiele solcher topologischer
Invarianten liefern die hoheren Homotopiegruppen, die Homologiegruppen oder
der Kohomologiering.

Die Berechnung der Fundamentalgruppe des Kreises, 7, (S*) = Z, fiihrt rasch
zu einem Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra und auch zu einem Beweis
des Browerschen Fixpunktsatzes fiir stetige Abbildungen D? — D?. Sie erlaubt
es auch fiir stetige Abbildungen S* — S! einen Abbildungsgrad zu definieren.
Fiir stetig differenzierbare Abbildungen kann dieser auch als Integral geschrieben
werden und liefert daher ein erstes einfaches Beispiel fiir den Zusammenhang
zwischen Analysis und Topologie.

Der in diesem Kapitel behandelte Stoff ist Standardmaterial das sich in vie-
len Lehrbiichern findet. Die Darstellung hier orientiert sich eng an jenen in [4,
Chapter 1] und [13, Kapitel 5], es seien aber auch [8], [10] und [14] erwihnt.

I.1. Homotopie von Wegen. Es sei X ein topologischer Raum. Weiters be-
zeichne [ := [0, 1] C R das kompakte Einheitsintervall versehen mit der {iblichen
Teilraumtopologie. Unter einem Weg in X verstehen wir eine stetige Abbildung
f: 1 — X. Wir nennen f einen Weg von f(0) nach f(1). Stimmen die beiden
Endpunkte eines Weges f iiberein, dh. gilt f(0) = = = f(1), dann wird f ein
geschlossener Weg oder eine Schleife bei x genannt. Ist © € X, dann bezeichnen
wir mit ¢, : [ — X den konstanten Weg, c,(s) := .

Unter einer Homotopie von Wegen in X verstehen wir eine stetige Abbildung
H:IxI— X,sodass H(0,t) = zo und H(1,t) = x1; unabhéngig von t sind. Fiir
jedes t € I ist dann H; : I — X, Hy(s) := H(s,t), ein Weg von H;(0) = 7 nach
Hy(1) = x1. Zwei Wege f,g : I — X heilen homotop falls eine Homotopie von
Wegen H : I x I — X existiert, sodass Hy = f und H; = g, dh. H(s,0) = f(s)
und H(s,1) = g(s) fiir alle s € I. In diesem Fall wird H eine Homotopie von f

H
nach ¢ genannt, und wir schreiben f ~ g oder f ~ ¢g. Um zu betonen, dass die
Endpunkte fix sind, sprechen wir auch von einer Homotopie relativ Endpunkten
und sagen f ist homotop zu g relativ Endpunkten.

I.1.1. PROPOSITION. Homotop zu sein ist eine Aquivalenzrelation auf der
Menge der Wege in X.

BEWEIS. Zur Reflexivitit: Ist f ein Weg in X, dann ist H : [ x [ — X,
H(s,t) := f(s), eine Homotopie relativ Endpunkten von Hy = f nach H; = f,

also gilt f 2 f. Zur Symmetrie: Sei also f £ g. Dann ist G : [ x I — X,
G(s,t) := H(s,1—t) eine Homotopie relativ Endpunkten von Gy = H; = ¢ nach
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G o . . H/ H//
G, = Hy = f, also gilt g ~ f. Zur Transitivitit: Seien also f ~ g und g ~ h.

Dann ist
H'(s,2t) falls 0 <t <1/2

H:IxI—X H(s,t) :=
x I — X, (s,7) {H//(S,Qt_l) falls 1/2 <t <1

eine Homotopie relativ Endpunkten von Hy = H) = f nach H; = H{ = h, also
gilt f £ h. Die Stetigkeit von H folgt aus Lemma 1.1.2 unten. O

Die Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation ~ heiflen Homotopieklassen.
Wir schreiben [f] fiir die Homotopieklasse eines Weges f.

[.1.2. LEMMA. Es seien X und Y zwei topologische Riume und f:Y — X
eine Abbildung. Weiters seien A und B zwei abgeschlossene Teilmengen von Y,
sodass Y = AU B. In dieser Situation qilt: f ist genau dann stetig, wenn die
FEinschrinkungen f|a: A — X und f|g: B — X beide stetig sind.

BEWwWEIS. Mit f sind natiirlich auch die Einschrinkungen f|4 und f|p stetig.
Es bleibt daher zu zeigen, dass aus der Stetigkeit der Einschriankungen auch die
Stetigkeit von f folgt. Sei dazu C' eine abgeschlossene Teilmenge von X und
D = f7YC) C Y. Es ist zu zeigen, dass D in Y abgeschlossen ist. Aus der
Stetigkeit von f|4 folgt, dass DNA = f|;'(D) abgeschlossen in A ist. Da A in'Y
abgeschlossen ist folgt, dass D N A auch in Y abgeschlossen ist. Ebenso folgt aus
der Stetigkeit von f|p und der Abgeschlossenheit von B, dass DN B abgeschlossen
in Y ist. Also ist auch ihre Vereinigung (DN A)U(DNB)=DN(AUB)=D
abgeschlossen in Y. 0

[.1.3. BEISPIEL. Ist f: I — X ein Weg und ¢ : I — [ stetig mit ¢(0) =0
und ¢(1) = 1, dann gilt f o ~ f. Es ist ndmlich H : [ x I — X, H(s,t) :=
F((1 = t)p(s) + ts) eine Homotopie relativ Endpunkten von Hy = f o ¢ nach
H, = f. Beachte, dass (1 —t)¢(s) +ts stets in [ liegt und H daher wohldefiniert
1st.

[.1.4. BEISPIEL. Es sei X C R” eine konvexe Teilmenge und f,g: I — X zwei
Wege mit f(0) = ¢(0) und f(1) = ¢g(1). Dann gilt f ~ g, denn H : [ x [ — X,
H(s,t) :== (1 —1t)f(s) + tg(s), ist eine Homotopie relativ Endpunkten von H, =
f nach H; = g. Beachte, dass wegen der Konvexitdt von X diese Homotopie
tatsdchlich Werte in X hat.

I1.2. Konstruktionen mit Wegen. Es sei X ein topologischer Raum. Sind
f und g zwei Wege in X mit f(1) = ¢g(0), dann ist
f(2s) falls 0 < s <1/2

fg:I—X. (fg)ls) = {9(25_1) falls 1/2 < s < 1

ein Weg von f(0) nach ¢g(1). Er wird der Produktweg, die Konkatenation oder
auch Zusammensetzung von f und g genannt.
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[.2.1. LEMMA. Es seien fo, fi, go und g1 Wege in X, sodass fo >~ f1, g0 =~ g1,
fo(1) = go(0) und daher auch fi1(1) = g1(0). Dann gilt fogo =~ fig1.
BEwWEIS. Sind F': I x I — X und G : [ x I — X Homotopien von Wegen

F a
mit fy >~ f1 und go ~ g1, dann definiert

F(2s,t) falls 0 < s < 1/2,

H:IxI—X,  H(st):=
X I — X, (s,1) {G(Qg_u) falls 1/2 < s <1,

eine Homotopie relativ Endpunkten von Hy = fygo nach Hy = f;g;. Die Stetigkeit
von H folgt wieder aus Lemma 1.1.2. O

[.2.2. LEMMA. Sind f, g und h drei Wege in X mit f(1) = ¢g(0) und g(1) =
h(0), dann gilt (fg)h ~ f(gh).
BEWEIS. (fg)h ist eine Reparametrisierung von f(gh), denn es gilt (fg)h =
(f(gh)) © ¢ mit
23 falls 0 < s < 1/4,
o: 1 —1, o(s) =< s+1/4 falls 1/4 < s <1/2, und
s/2+1/2 falls1/2 < s < 1.

Aus Beispiel 1.1.3 folgt daher (fg)h ~ f(gh). O

[.2.3. LEMMA. FEs sei f ein Weg in X und x := f(0), y := f(1). Dann gilt
fiir die Konkatenationen mit den konstanten Wegen fc, ~ f sowie c,f ~ f.

BEWEIS. Der Weg f¢, ist eine Reparametrisierung von f, denn es gilt fc, =
f o mit
2s falls 0 < s<1/2, und
I — 1T = - ’
pil= Lol {1 falls 1/2 < s < 1.
Aus Beispiel 1.1.3 folgt daher fc, ~ f. Analog lésst sich ¢, f ~ f zeigen. U

Fiir einen Weg f : I — X ist f: I — X, f(s) := f(1 — s), ein Weg von f(1)
nach f(0). Er wird als der zu f inverse Weg bezeichnet.
1.2.4. LEMMA. Es sei f ein Weg in X und x := f(0), y := f(1). Dann gilt
ff~c,und ff ~c,.
BEWEIS. Es ist
f(2s) falls 0 < s <t/2,
H:IxI—X, H(s,t) = ¢ f(t) falls t/2 < s < 1—1t/2,
f(2—2s) falls1—1t/2<s<1,

eine Homotopie relativ Endpunkten von Hy = ¢, nach H; = f f. Die Stetigkeit
von H folgt wieder aus Lemma I.1.2. Analog lédsst sich ff ~ ¢, zeigen. O
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I.3. Definition der Fundamentalgruppe. Sei X ein topologischer Raum
und xy € X ein Basispunkt. Mit m (X, x¢) bezeichnen wir die Menge aller Ho-
motopieklassen geschlossener Wege bei xy, genauer

(X, z0) == {Wege f: I — X mit f(0) =z = f(1)}/ =~

wobei ~ die in Abschnitt I.1 besprochene Aquivalenzrelation der Homotopie re-
lativ Endpunkten bezeichnet. Ist f ein Weg in X mit f(0) = 2o = f(1) dann
schreiben wir [f] fiir seine Aquivalenzklasse in 7 (X, xo). Nach Lemma 1.2.1 de-
finiert die Konkatenation von Wegen eine Multiplikation

m(X, 20) X M (X, o) — m(X,m0),  ([f],[9]) = [f]lg] == [fg]

die nach Lemma 1.2.2 assotiativ ist, ([f][g])[k] = [f]([g][h]). Die Aquivalenzklasse
des konstanten Weges ¢, ist nach Lemma I.2.3 neutrales Element dieser Multi-
plikation, [f][cs,] = [f] = [czo][f]- Nach Lemma 1.2.4 gilt weiters [f][f] = [cs,] =
[£1[f]. Zusammenfassend erhalten wir

[.3.1. PROPOSITION. Die Konkatenation von Wegen definiert auf m (X, xo)
eine Gruppenstruktur, [f]lg] = [fg]. Das neutrale Element wird durch den kon-
stanten Weg c,, reprisentiert, 1 = [cy,]. Das zu [f] inverse Element wird durch
den inversen Weg reprisentiert, [f]™* = [f].

[.3.2. DEFINITION (Fundamentalgruppe). Die Gruppe m(X, z¢) wird als die
Fundamentalgruppe oder erste Homotopiegruppe von X beim Basispunkt zy be-
zeichnet.

1.3.3. BEMERKUNG. Die Gruppe (X, xg) ist i.A. nicht kommutativ und wird
daher i.A. multiplikativ notiert. Insbesondere schreiben wir 1 € m (X, z¢) fiir das
neutrale Element und o~' fiir das Inverse von o € (X, ). Ist die Funda-
mentalgruppe abelsch, so wird sie manchmal auch additiv notiert. Ist sie trivial,
dh. besteht sie nur aus dem neutralen Element (X, z9) = {1}, dann wird dies
tiblicherweise durch die additive Schreibweise (X, zo) = 0 ausgedriickt.

[.3.4. BEISPIEL. Ist X C R” eine konvexe Teilmenge und xzy € X so gilt
1 (X, x9) = 0, siehe Beispiel 1.1.4.

Wir wenden uns nun der Frage zu, inwiefern die Fundamentalgruppe (X, )
eines Raumes X vom Basispunkt xgy abhéngt.

[.3.5. PROPOSITION. Es sei h: I — X ein Weg und zy := h(0), 2, := h(1).
Dann definiert By, : m (X, x1) — m(X,20), Bu([f]) := [hfh], einen Isomorphis-
mus von Gruppen, ﬂ,:l = 0.

BEWEIS. Nach den Beobachtungen in Abschnitt 1.2 ist 3, Wohldeﬁnigrt,{und
fic [f],lg] € m(X,21) gilt Bu([fllg]) = [hfgh] = [hfes,gh] = [hfhhgh] =

[(Rf)h] oder Br([f]) =

!Genaugenommen miissten wir hier Klammern setzten, 8y ([f]) =
] und [h(fh)] aber iiberein.

[R(fh)], nach Lemma 1.2.2 stimmen die Homotopieklassen [(hf)h
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[hfh][hgh] = Br([f1)Br([g]), also ist B, ein Gruppenhomomorphismus. Verwenden
wir noch die triviale Tatsache h = h so erhalten wir (35 0 3;)([f]) = Bz ([hfh]) =
[hhfhh] = [hhfhh] = [c4, fcz,] = [f]. Daher gilt 8; o 3, = idq (x4 Eben-
so ldsst sich (3, o B = idy, (x,4,) zeigen, also sind 3, und (3;, zueinander inverse
Gruppenisomorphismen. O

[.3.6. BEMERKUNG. Sind zy und z; zwei Basispunkte in X die in derselben
Wegzusammenhangskomponente von X liegen, dann sind nach Proposition 1.3.5
die Gruppen (X, zg) und 7 (X, z1) isomorph. Fiir wegzusammenhéngendes X
schreiben wir daher oft auch m(X). Liegen zo und z; nicht in derselben Wegzu-
sammenhangskomponente, dann diirfen wir uns i.A. keinerlei Relation zwischen
den Gruppen 71 (X, z) und m (X, x1) erwarten.

[.3.7. BEMERKUNG. Der Isomorphismus (), aus Proposition 1.3.5 héngt nur
von der Homotopieklasse von h ab, dh. aus h ~ h' folgt (3, = By. Genauer, fiir
zwei Wege h, b von xg nach x; gilt 8, = (B genau dann, wenn [hh'] im Zentrum?
Z(m1 (X, x9)) der Fundamentalgruppe liegt, vgl. Aufgabe 6. Ist m (X, zo) nicht
abelsch, dann gilt Z(m (X, z0)) # m(X,z0) und der in Proposition 1.3.5 kon-
struierte Isomorphismus hangt tatséchlich von [h] ab. Ist die Fundamentalgruppe
nicht abelsch, erhalten wir daher keine kanonische Idendifikation von m (X, xq)
mit m (X, x7).

[.3.8. DEFINITION (Einfacher Zusammenhang). Ein wegzusammenhéngender
topologischer Raum X heifit einfach zusammenhdingend, falls w1 (X) = 0.

[.3.9. BEISPIEL. Jede konvexe Teilmenge von R"™ ist einfach zusammenhén-
gend, siehe Beispiel 1.3.4.

[.3.10. PROPOSITION. Fiir einen topologischer Raum X sind dquivalent:

(i) X st einfach zusammenhdngend.
(ii) Zu je zwei Punkten xo,x1 € X gibt es genau eine Homotopieklasse von
Wegen von xy nach x.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst (i)=-(ii): Seien dazu xy, 21 € X. Aus dem Weg-
zusammenhang von X folgt, dass es zumindest eine Homotopieklasse von Wegen
von zy nach x; gibt. Sind f,g : I — X zwei Wege von zy nach x;, dann ist
fg eine Schleife bei zy die wegen (X, z9) = 0 homotop zum konstanten Weg
Cpo S€IN muss, fg ~ c,y. Es folgt f ~ fc,, ~ f(39) ~ (fg)g =~ cuyg =~ g, also
kann es hochstens eine Homotopieklasse von Wegen von xy nach z; geben. Nun
zur Implikation (ii)=(i): Da eine Homotopieklasse von Wegen von xy nach x;
existiert, muss X wegzusammenhéngend sein. Betrachten wir nun z; = xg, so
folgt m1 (X, z9) = 0 aus der Annahme, dass nur eine Homotopieklasse von Wegen
von x nach x; existiert. O

2Das Zentrum einer Gruppe G ist Z(G) := {g € G | Vh € G : gh = hg}. Das Zentrum ist
stets ein abelscher Normalteiler. Es gilt Z(G) = G genau dann, wenn G abelsch ist.
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I[.4. Die Fundamentalgruppe des Kreises. Wir wollen in diesen Ab-
schnitt die Fundamentalgruppe von S' := {z € C : |z| = 1} bestimmen. Als
Basispunkt verwenden wir zy := 1 € S1. Fiir n € Z betrachten wir den Weg
= cos(2mns) + isin(27ns). (L.1)

wy I — ST wn(s) = *mns

Da w,(0) = w,(1) = 1 ist jedes w, eine Schleife bei zy und definiert daher eine
Homotopieklasse [wy,] € m1(S1) := m (S, x0).
1.4.1. SATz. Die Abbildung ¢ : Z — m(S'), ¢(n) := [wy], siehe (1.1), ist ein
Isomorphismus von Gruppen, m (S') 2 Z.
Fiir den Beweis von Satz 1.4.1 betrachten wir die Abbildung
p:R— S, p(s) = €™, (I.2)

Drei Eigenschaften von p werden wesentlich in den Beweis von Satz [.4.1 einge-
hen. Erstens ist der Definitionsbereich R einfach zusammenhéngend, siche Bei-
spiel 1.3.9, weiters ist p~1(2¢) = Z C R und schlieBlich hat p die sogenannte
Homotopieliftungseigenschaft.

1.4.2. PROPOSITION (Homotopieliftungseigenschaft). Es seien H : Y xI — S*

und h:Y >R stetig mit po h = H,. Dann existiert genau eine stetige Abbildung
H:YxI—RmitpoH =H und Hy=h.?

[.4.3. BEMERKUNG. Bezeichnen wir mit 1o : Y — Y X I, 1(y) = (y,0),
die Inklusion bei 0, so lasst sich die Aussage von Proposition 1.4.2 schon an
nebenstehenden Diagramm veranschaulichen. Die Vorausset- 1
zung in Proposition [.4.2 besagt gerade, dass das auflere Qua- Y — P R
drat kommutiert, dh. die Komposition p o i stimmt mit der LOJ/ EI/H// l p
Komposition H o ¢y iiberein. Die Konklusion von Propositi- v } _H_ g1

on [.4.2 besagt nun, dass eine eindeutige stetige Abbildung
H Y x I — R existiert, die die beiden Dreiecke kommutativ macht, dh. die
Komposition H o ¢y stimmt mit A iiberein, und p o H stimmt mit H {iberein.

[.4.4. BEMERKUNG. Sind f: X — S! und f : X — R stetige Abbildungen
mit po f = f, dann wird f ein Lift von f genannt. In diesem Fall sagen wir
auch f kann iiber p zu einer stetigen Abbildung f geliftet werden. Nicht jede
Abbildung lisst sich stetige iiber p liften, etwa besitzt die identische Abbildung
idg1 : ST — S! keinen Lift, siehe Satz 1.4.1. Existiert ein Lift f von f, dann ist
dieser nicht eindeutig, denn durch Translation mit ganzen Zahlen erhalten wir
unendlich viele weitere Lifte.

Wir verschieben den Beweis von Proposition 1.4.2 auf das Ende dieses Ab-
schnittes und betrachten zunéchst die folgenden beiden Spezialfille Y = {x}, der
einpunktige Raum, sowie Y = I, siehe die Propositionen 1.4.5 und 1.4.7 unten.

3t G : Y x I — X eine Abbildung und ¢ € I so schreiben wir Gy : Y — X fiir die
durch Gi(y) := G(y,1) definierte Abbildung. In dieser Proposition also Hy(y) := H(y,0) und

Ho(y) :== H(y,0).
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1.4.5. PROPOSITION. Es sei f: 1 — S' ein Weg und & € R mit p(&) = f(0).
Dann existiert genau ein Weg f: 1 — R mitpo f = f und f(0) = Z.

BEWEIS. Wenden wir Proposition 1.4.2 auf den einpunktigen Raum Y := {x},
die Abbildung h : {*} — R, h(x) := %, und H : {x} x I — S, H(x,t) := f(t), an
so erhalten wir eine eindeutige stetige Abbildung H : {*} xI — R die po H = H
und Hy = h erfiillt. Offensichtlich hat dann f(t) := H(x,t) alle gewiinschten
Eigenschaften. U

[.4.6. BEISPIEL. Fiir die Wege @,, : [ — R, @,(s) :=ns, n € Z, gilt ©,(0) =0,
On(l) = n und p o @, = w,. Insbesondere ist @, ein Lift von w,, siehe (I.1).
Beachte, dass @,, nur fiir n = 0 geschlossen ist. Wir werden die Wege @,, auch im
Beweis von Satz [.4.1 unten verwenden.

1.4.7. PROPOSITION. Es sei h : I — R ein Weg und H : I x I — S* eine

Homotopie von Wegen mit Hy = po]z. Dann existiert eine eindeutige Homotopie
von Wegen H: I x I — R mitpo H= H und Hy = h.

BEWEIS. Wenden wir Proposition 1.4.2 mit Y := [ an, so erhalten wir eine
eindeutige stetige Abbildung H : I x I — R mit po H = H und Hy = h. Es
ist noch zu zeigen, dass H eine Homotopie relativ Endpunkten ist. Fiir ¢ = 0,1
betrachten wir dazu den Weg &; : I — R, &;(t) := H(i,t). Aus po H = H folgt
(pod;)(t) = H(i,t) und dies ist konstant in ¢, da H eine Homotopie von Wegen ist.
Aus Hy = h erhalten wir weiters &;(0) = H(i,0) = h(i). Aus der Eindeutigkeits-
aussage in Proposition 1.4.5 folgt daher, dass ; mit dem konstanten Weg Chi)

iibereinstimmen muss. Also ist H tatséchlich eine Homotopie von Wegen. U

BEWEIS VON SATz 1.4.1. Zur Surjektivitit von ¢: Sei f : I — S* eine Schlei-
fe bei zy = 1. Zu zeigen ist, dass n € Z mit ¢(n) = [f] existiert. Nach Propo-
sition 1.4.5, und da p(0) = =z, existiert ein Weg f : I — R mit po f = f und
£(0) = 0. Da p(f(1)) = f(1) = x, und weil p~'(zo) = Z, muss f(1) ganzzahlig
sein, n := f(l) € Z. Beobachte nun, dass f und w,, aus Beispiel 1.4.6 beides Wege
in R sind die bei 0 starten und bei n enden. Aus dem einfachen Zusammenhang

von R, siehe Beispiel 1.3.9, und Proposition 1.3.10 erhalten wir eine Homotopie
vonWegenH:IxIﬁRmitJ)ngf. Es ist dann po H : I x I — S! eine

Homotopie von Wegen mit w,, = p o @, P! pof=f, also ¢(n) = [w.] = [f].
Zur Ingektivitdt von ¢: Seien also m,n € Z und ¢(m) = ¢(n). Zu zeigen ist
n =m. Da ¢(m) = ¢(n) existiert eine Homotopie von Wegen H : I x [ — S mit

H N . . .
W =~ wy,. Nach Proposition 1.4.7, und da p o @,, = w,,, existiert eine Homotopie

von Wegen H:IxI— R mit po fl = H und Hy = &,,. Da f[ die Endpunkte
fixiert gilt insbesondere H;(0) = Ho(0) = @, (0) = 0 und Hy(1) = Ho(1) =

Om(1) = m. Weiters ist p o Hy = Hy = w,. Aus der Eindeutigkeitsaussage in
Proposition 1.4.5 folgt daher H; = @,,, und wir erhalten m = H,(1) = ©,(1) = n.
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Zur Homomorphismus Eigenschaft von ¢: Seien m,n € 7Z. Es ist zu zeigen
d(m+n) = ¢(m)o(n). Betrachte dazu die Translation 7, : R — R, 7,,,(s) := m+s.
Dann ist @, (7, © @) ein Weg in R der bei 0 startet und bei m + n endet.
Auch @, ist ein Weg von 0 nach m + n. Da R einfach zusammenhéngend ist,

H
schlieflen wir, siehe Proposition 1.3.10, @1 =~ O (Tim © @), fiir eine Homotopie

von Wegen H : I x I — R. Es folgt wyypn = P 0 Omgn el po (wm(rm o wn)) =

(po@m)(poTmow,) = (Podn)(pow,) = wnwn, also Wyin ~ wyw, und damit
d(m+mn) = d(m)o(n). U

Es bleibt schliellich noch Proposition 1.4.2 zu beweisen. Wir beginnen mit
einigen Lemmata. Fiir den Rest des Abschnitts seien H : Y x I — § ! und
h:Y =R stetig mit p o h = H, wie in Proposition 1.4.2.

1.4.8. LEMMA (Uberlagerungseigenschaft). Es ezistieren offene Teilmengen
U, C S' und offene Teilmengen Ul C R, a € {0,1}, j € Z, mit folgenden
FEigenschaften:

(D%UM:§.~

(i) p M (Un) = U, U3

@)WﬂUk 0, falls j # k.

(iv) plgs Ul — U, ist ein Homdomorphismus.

BEWEIS. Setzen wir Uy := S*\ {1} und U; := S'\ {1}, so ist {Upy, U;}
eine offene Uberdeckung von S*, und es gilt p~*(Uy) = R\ Z sowie p~'(U;) =
R\ (3 +Z). Die Intervalle Ul = (j,j+1) und U7 = (j — 1,J+13),J € Z, haben
dann die gewiinschten Eigenschaften. U

[.4.9. LEMMA. Zu jedem Punkt y € Y existieren eine offene Umgebung N
vony, 0 =ty <t; <ty <---<t,=1unda,...,a, € {0,1}, sodass fiir jedes
i:L”wnWHﬂNxhl,DC%Z

BEWEIS. Zu jedem s € [ existiert as € {0,1} mit H(y,s) € U,,, siehe
Lemma [.4.8(i). Da H stetig ist, finden wir zu jedem s € I eine offene Umgebung
N, von y und eine offene Umgebung Js von s mit H (N, x Js) C U,,. Klarerweise
bildet {J}scs eine offene Uberdeckung von I. Da I kompakt ist, existieren 0 =
o<t <---<t,=1und s1,...,8, € I mit [t;_1,t;] C J;,, 1 < i < n, siehe
Lemma 1.4.12 unten. Betrachte nun die offene Umgebung N := (), N;, von y.
Fir 1 < ¢ < n gilt dann H(Nx [ti1, ]) CH(N X J. ) C Ua,,- Mit a; = oy,
folgt daher die Behauptung. U

[.4.10. LEMMA. Zu jedem y € Y ewistieren eine offene Umgebung V von y
und eine stetige Abbildung G :V x I — R mit po G = H|ywr und Gy = h|V

BEWwWEIS. Nach Lemma [.4.9 existieren eine offene Umgebung N von y, 0 =
to<ty <--+-<t,=1lund ay,...,a, € {0,1}, sodass

H(N x [ti_1,t]) C Uy, firi=1,2,...,n. (1.3)
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Wegen (I.3) und p o h = Hy ist p(h(y)) = Hy(y) € Us,,, also existiert j; € Z
mit h(y) € Ui, siche Lemma 1.4.8(ii). Betrachte die offene Umgebung V! :=

a1

N N h~Y(U3) von y und die Abbildung
él : Vl X [to,tl] — Ug;l Q R, él = (p‘f]jl)_l @) H‘le[to ]

Nach (I.3) und Lemma 1.4.8(iv) ist G* wohldefiniert und stetig. Offensichtlich gilt
po Gl = Hlvixjy s Aus Hy = poh erhalten wir poGt = Hy |y = pohlyr, und
da p auf 0331 injektiv ist folgt Glo = h|V1.

Wegen (1.3) und p o G' = Hlvixro,n) ist (G, (y)) = Hy,(y) € Us,,, also
existiert j, € Z mit G (y) € € UZ2, siche Lemma 1.4.8(ii). Betrachte die offene

)

Umgebung V2 := V' N (G},)"1(U2) von y und die Abbildung
GQ . V2 X [tl,tg] — ng Q R, é2 = (p|0i22)_1 @) H|V2><[t1,t2]~

Nach (I.3) und Lemma 1.4.8(iv) ist G2 wohldefiniert und stetig. Offensichtlich gilt
poG? = Hl|yzujs, 1y Bs folgt po G2 = Hy|v2 = po Gl vz, und da p auf U2
injektiv ist, erhalten wir fol = G§1|V1.

Induktiv fortfahrend erhalten wir offene Umgebungen ViovzZo...DoVn
von y und stetige Abbildungen G* : V* x [t;_1,t;] =C UZ C R, 1 <i < n, sodass
po G = H‘Vix[ti Lt él = il‘vl und é; = é;_llh/z fliri=2,...,n
Betrachte nun die offene Umgebung V := V" von y und definiere eine Abbildung
G:V x I — R durch G|thz L] = = |Vt 1, Da Gt v = Gi 11|v ist dies
wohldefiniert. Aus der Stetlgkelt von G |Vt 1,6 und Lemma 1.1.2 folgt, dass G
stetig ist. Aus po G = H|yiy x[ti1 4 €rhalten wir p o G=H lvx1. Schliefllich folgt
aus G%O = h|y1 auch Gy = h|y. Also hat G alle gewiischten Eigenschaften. O

[.4.11. LEMMA. Sind £, : 1 — R zwei Wege mit pof = pog und f(0) = §(0),
dann gilt f = g.

BEwEIs. Wir betrachten die Menge Z := {s el f( } Da f und
g beide stetig sind, ist Z eine abgeschlossene Teilmenge von I. Da £(0) = §(0)
ist 0 € Z, also Z # (). Wir werden unten zeigen, dass Z auch offen in I ist. Aus
dem Zusammenhang von I folgt dann Z = I, also f = §. Um die Offenheit von
I zu zeigen, sei s € Z. Nach Lemma [.4.8 existieren o € {O 1} und j € Z mit
f(s) =q(s ) € Ui. Betrachte die offene Umgebung W := f~1(U7) N g~1(U7) von
s.Dapof=pog und da p\Ué Ul — U, injektiv ist, siche Lemma L.4.8(iv),

erhalten wir fly = §lw. Also ist W C Z und daher Z offen in I. O
BEWEIS VON PROPOSITION 1.4.2. Nach Lemma [.4.10 existiert zu jedem y €

Y eine offene Umgebung V¥ von y und eine stetige Abbildung G¥ : V¥ x I — R
mit poGY = H|yyx; und G = h|vy Sind yy, y2 € Y, so stimmen die Abbildungen
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G¥ und G¥* auf (V¥' N V¥) x I iiberein, denn ist y € V¥ N V¥ dann gilt fiir
die Wege f: I — R, f(t) = G¥(y,t), und §: [ — R, g(t) == G (y,t) sowohl
(po f)(t) = H(y,t) = (pog)(t), t € I, als auch f(0) = h(y) = §(0), und daher
G¥ (y,t) = f(t) = g(t) = G¥(y,t) fiir alle t € I, siche Lemma 1.4.11. Wir erhal-
ten daher eine Abbildung H : Y x I — R, sodass H|yvy; = GY, fiir jedes y € Y.
Da die Einschriinkung von H auf jede der offenen Mengen V¥ x I stetig ist, muss
H stetig sein. Aus p o Gv = H lvuxs erhalten wir p o H=H. Schheﬁhch folgt
aus GY = hlyv auch Hy = h. Damit ist die Existenz der Abbildung H in Propo-
sition 1.4.2 gezeigt. Es bleibt noch die Eindeutigkeit zu verifizieren. Seien dazu
H'H?:Y xI — Rmit poH' = H = poH? und H} = h = H?. Zuy € Y betrach-
ten wir die Wege f:I =R, f(t):=H(y,t),und §: I — R, g(t) = H?(y,1).
Dann gilt (po f)(t) = H(y,t) = (pog)(t), t € I, sowie f(0) = h(y) = §(0). Aus

Lemma [.4.11 folgt daher H'(y,t) = f(t) = g(t) = H?(y,t) fiir alle t € I, also
stimmen H' und H? iiberein. U

Im Beweis von Lemma 1.4.9 haben wir von der Lebesguesche Uberdeckungs-
zahl Gebrauch gemacht, und wollen daher dieses elementare Resultat kurz wie-
derholen.

1.4.12. LEMMA (Uberdeckungszahl von Lebesgue). Es sei (X,d) ein kompak-
ter metrischer Raum undU eine offene Uberdeckung von X . Dann existiert e > 0,
sodass jeder Ball mit Radius € zur Ginze in einer der Uberdeckungsmengen von
U enthalten ist. Genauer, fir jedes x € X existiert U € U mit B.(z) C U, wobei
B.(z) :={y € X :d(x,y) < e} den offenen Ball mit Mittelpunkt x und Radius ¢
bezeichnet.

BEWEIS. Da U eine offene Uberdeckung von X bildet, existiert zu jedem
x € Xeinr, >0und U, € U mit By, () C U,. Die Bille B, (z) bilden
eine offene Uberdeckung von X. Wegen der Kompaktheit von X iiberdecken
schon endlich viele davon ganz X, dh. B,, (21)U---UB,, (r,)= X fiir gewisse
x1,..., T, € X. Wir zeigen nun, dass € := min{r,,,...,r,, } > 0 die gewiinschte
Eigenschaft besitzt. Sei dazu z € X. Wihle 1 < i < n mit € B,,(z;). Aus
der Dreiecksungleichung folgt B, () C By (x;), und daher B.(x) C B,,(z) C
Bo,. (x;) C U,,. Also liegt B.(z) zur Génze in der Uberdeckungsmenge U,,. O

I.5. Erste Anwendungen. Eine Teilmenge A eines topologischen Raumes
X heifit Retrakt von X, falls eine stetige Abbildung r : X — A existiert mit
r(x) = x fir alle x € A. Jede solche Abbildung r wird Retraktion von X auf A
genannt. Fine Retraktion ist also nichts anderes als eine stetige Linksinverse der
kanonischen Inklusion ¢ : A — X, dh. r o = idy4.

Es bezeichne

D":={z eR": ||z]| <1}
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den abgeschlossenen n-dimensionalen Finheitsball, versehen mit der von R"™ in-
duzieten Teilraumtopologie. Weiters bezeichne

S"i={z e R :|jz|| =1}

die n-dimensionale Einheitssphdre, versehen mit der von R"*! induzierten Teil-
raumtopologie. Beachte, dass S"! ein Teilraum von D™ ist, S"~! C D", Etwa ist
S0 ={-1,1} CR und D' = [-1,1] C R. Da D' zusammenhiingend ist, kann es
keine Retraktion von D! auf S° geben, jede stetige Abbildung 7 : D' — S° muss
entweder konstant 1 oder konstant —1 sein.

1.5.1. SATZ. S! ist nicht Retrakt von D?, dh. es gibt keine stetige Abbildung
r: D? — S mit r(z) =z fiir alle v € S*.

BEWEIS. Indirekt angenommen 7 : D? — S% ist eine Retraktion von D? auf
S, dh. r ot = idg1 wobei ¢ : S' — D? die kanonische Inklusion bezeichnet.
Wir fassen S' und D? als Teilriume von C = R? auf, und verwenden zy := 1 €
St C D? C C als Basispunkt. Betrachte die Schleife w; : I — S, w(s) 1= 2™,
siehe (I.1). Da D? einfach zusammenhiingend ist, siche Beispiel 1.3.9, existiert

H
eine Homotopie von Wegen H : I x I — D? mit 1 ow; =~ ¢,,. Es ist dann

roH :IxI— S'eine Homotopie von Wegen in S*. Mittels r o v = idg: folgt
oH
Wi =T oLow " ro Czy = Cazy, also représentiert w; das neutrale Element in

m1(SY, xp). Dies widerspricht aber Satz 1.4.1, also kann S* nicht Retrakt von D?
sein. U

[.5.2. BEMERKUNG. Die Aussage von Satz 1.5.1 bleibt auch in héheren Di-
mensionen richtig, S"~! ist nicht Retrakt von D", n € N. Wir werden dies spiter
zeigen, die Fundamentalgruppe reicht hierfiir nicht aus.

1.5.3. SATZ (Brouwerscher Fixpunktsatz). Jede stetige Abbildung f : D* — D?
besitzt einen Fizpunkt.

BEWEIS. Indirekt angenommen f : D?> — D? hat keinen Fixpunkt. Dann
kénnen wir eine stetige Abbildung r : D? — S definieren, indem wir x € D?
den eindeutig bestimmten Schnittpunkt des Halbstrahls {x +¢(x — f(x)) : t > 0}
mit S zuordnen. Eine einfache Rechnung zeigt, dass diese Abbildung durch die
Formel r : D? — S*, r(z) := a+t(x)(z— f(x)) gegeben ist, wobei t : D* — [0, o0),

(@ @) =)+ (o @) = a) + (L= [o) | (a) — o
(@) = 2] |

In dieser Darstellung ist auch die Stetigkeit von r evident. Fiir z € St gilt r(z) =
x, denn aus 1 > }f(:c)‘z = |z+ f(2) —55‘2 = ‘:)3}2 +2(z, f(x) —z) + | f(2) —:L'}2 >
1+2(z, f(z) — ) + 0 folgt (z, f(z) — ) < 0 und damit ¢(z) = 0. Also ist r eine
Retraktion von D? auf S!, ein Widerspruch zu Satz 1.5.1. Daher muss f einen
Fixpunkt besizten. U

t(z) :
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[.5.4. BEMERKUNG. Auch Satz 1.5.3 bleibt in beliebigen Dimensionen rich-
tig, jede stetige Abbildung f : D™ — D™ besitzt einen Fixpunkt, n € N. Fiir
n = 1 folgt dies aus dem Zwischenwertsatz der Analysis. Fiir n > 2 werden wir
dies mit Hilfe derselben Konstruktion aus der héherdimensionalen Version von
Satz [.5.1 herleiten, vgl. Bemerkung 1.5.2. Es ldsst sich auch umgekehrt Satz 1.5.1
auf elementare Weise aus Satz 1.5.3 herleiten, denn setzen wir eine Retraktion
r: D* — S! mit einer Drehung p : S' — S! zusammen, wiirden wir eine fix-
punktfreie Abbildung ¢ o por: D> — D? erhalten.

[.5.5. SATZ (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht konstante Polynom
mit komplexen Koeffizienten besitzt eine Nullstelle in C.

BEWEIS. Sei also
p(2) = ap2" + ap_12""" + -+ a1z + aq, n>0,a €C, a,#0
ein Polynom und p(z) # 0 fiir alle z € C. Zu zeigen ist n = 0. Die Schleife

ple) /p(1)
f:I— St f(s) = =71
)= Jp(e) (1)

definiert ein Element [f] € 7 (S, zg), wobei g := 1 € S*. Die Abbildung

H:IxI— S H(s,t) := |pEt22:3;£E §|

ist eine Homotopie relativ Endpunkten von Hy = ¢,, nach H; = f. Daher re-
prisentiert f das neutrale Element in (S, 7). Andererseits ist

G:1xI—C*:=C\{0}
é(S, t) = tnp(e%ris/t) _ ane27rins + tan_1€27ri(n—1)s I tn—1a1€27ris + tnao
eine stetige Abbildung, und

G:IxI— S G(s,t) := G(s: )/Q(O,t)

|G (s.4)/G(0,1)]
definiert eine Homotopie relative Endpunkten von Gy = w, nach G; = f,
vgl. (L1). Also gilt [w,] = [f] € m (S, 2p), und daher ist auch [w,] das neu-
trale Element in m;(S', z). Aus Satz [.4.1 folgt nun n = 0. O

I.6. Induzierte Homomorphismen. Unter einem punktierten Raum ver-
stehen wir ein Paar (X, z,) wobei X ein topologischer Raum und zy € X ein
Basispunkt ist. Punktierte Rdume werden auch als Rdume mit Basispunkt be-
zeichnet. Jedem punktierten Raum (X, z) haben wir in Abschnitt 1.3 seine Fun-
damentalgruppe (X, zg) zugeordnet.

Sind (X, zp) und (Y, yy) zwei punktierte Rdume und ist ¢ : X — Y stetig
mit p(z9) = Yo, dann nennen wir ¢ eine Abbildung punktierter Riume oder auch
basispunkterhaltende stetige Abbildung und schreiben ¢ : (X, zo) — (Y, o). Ist
¥ (Y,yo) — (Z,2) eine weitere Abbildung punktierter Radume, dann ist auch
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die Komposition ¢ o ¢ : (X, x9) — (Z, 29) eine Abbildung punktierter Riume.
Die identische Abbildung idx : (X, xg) — (X, x¢) ist basispunkterhaltend. Unter
einem Homoomorphismus punktierter Rdume verstehen wir einen basispunkter-
haltenden Hom6omorphismus.

[.6.1. PROPOSITION. FEine Abbildung punktierter Riume ¢ : (X, x¢) — (Y, yo)
induziert einen Gruppenhomomorphismus @, : m (X, z0) — m (Y, y0), p«([f]) :==
oo fl. Ist ¥ : (Y,y0) — (Z, 20) eine weitere Abbildung punktierter Raume, dann
gilt (Y o @), = 1, 0 @, sowie (idx ), = idr, (x,z0)-

BEWEIS. Sei also ¢ : (X, z9) — (Y,yo) eine Abbildung punktierter Réume,
und f eine Schleife bei zy. Dann ist ¢ o f eine Schleife bei yq. Sind fy, f1 zwei
Schleife bei x¢ mit fy 2 fi,s0ist oo H : I x I — Y eine Homtopie von Wegen mit

o fo e wo f1, also [po fo] = [po fi] € m (Y, yo). Dies zeigt, dass ¢, wohldefiniert

ist. Fiir zwei Schleifen f, g bei xq gilt offensichtlich o (fg) = (po f)(pog), also
ist ¢, ein Homomorphismus. Die verbleibenden Aussagen sind trivial. U

1.6.2. PROPOSITION. Ist ¢ : (X, z9) — (Y,yo) ein Homéomorphismus punk-
tierter Rdaume, so ist die induzierte Abbildung ¢. : m (X, z9) — m(Y,y0) ein
Isomorphismus.

BEWEIS. Es bezeichne ¢! : (Y yo) — (X, 7) die Umkehrabbildung. Aus
Proposition 1.6.1 erhalten wir (¢™'), 0 ¢, = (¢7' 0 ). = (idx)s = idm(x.20)
sowie p, 0 (p7 1), = (po e ). = (idy)s = ids(v,y). Daher sind ¢, und (p1).
zueinander inverse Gruppenisomorphismen. U

[.6.3. BEMERKUNG. Sind ¢, ¢ : (X, z9) — (Y, y0) zwei Hombomorphismen
punktierter Rdume, dann stimmen die induzierten Isomorphismen ¢, und v, i.A.
nicht {iberein, siehe etwa Beispiel 1.6.5 unten.

[.6.4. PROPOSITION. Fs sei (X, xq) ein punktierter Raum und es bezeichne Xg
die Wegzusammenhangskomponente von xy. Dann induzierte die kanonische In-

klusion 1 : (Xo, x9) — (X, o) einen Isomorphismus v, : (X0, zo) — m1(X, %o).

BEWEIS. Zur Surjektivitit von t,: Ist f : I — X eine Schleife bei x(, dann
liegt diese zur Génze in Xy und kann daher als Schleife f': I — X, aufgefasst
werden, ¢ o f' = f. Diese reprisentiert ein Element [f'] € m (X, ) fiir das
offensichtlich ¢, [f'] = [co f'] = [f] gilt. Zur Injektivitit von v.: Es sei f': I — X,
eine Schleife bei xy mit . [f'] = 1 € m (X, xp). Dann existiert eine Homotopie

relativ Endpunkten H : I x1 — X mit cof’ 2 Cxzo- Da I x I wegzusammenhéngend
ist, nimmt A nur Werte in X, an, kann daher als Homotopie H' : I x I — X,

aufgefasst werden, 1 o H' = H. Aus der Injektivitat von ¢ folgt f’ z Cro, alSO ist
[f'] =1 € m(Xo, o), und ¢, daher injektiv. O
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1.6.5. BEISPIEL. Betrachte S' = {2z € C : |z] = 1} und den Basispunkt
1o = 1 € S, Fiir k € Z bezeichne p;, : (S*,29) — (S, 20), p(z) := 2*. Die in-
duzierte Abbildung (pg)s : 71 (S, 2g) — 71 (S, xg) erfiillt
dann (gb‘l o (pr)« © gb) (n) = kn, n € Z, wobei ¢ : Z — Z—i>7r1(51’x0)

m1(SY, y) den Isomorphismus aus Satz 1.4.1 bezeichnet. -
Es ist némlich (pg o wy)(s) = (627rins)k _ p2mikns _ Wien(3), k l(pk)*
vgl. (I.1), und daher (¢‘1O(pk)*0¢)(n) — ¢_1((pk)*[wn]) _ 7 _i> (ST, o)
& H[pr o wn]) = ¢ Hwin] = kn. In anderen Worten, das -

nebenstehende Diagramm ist kommutativ, wobei Z . 7 den Gruppenhomomor-
phismus bezeichnet der durch Multiplikation mit £ gegeben ist, n — nk. Beachte,
dass p; und p_; beides Homoéomorphismen sind, die induzierten Homomorphis-
men (p;), und (p_1), aber nicht iibereinstimmen.

1.6.6. BEISPIEL. S™ \ {P} ist homomorph zu R™ und daher einfach zusam-
menhéngend, P € S, n € Ny. Um dies einzusehen betrachten wir zunéchst die
Inversion mit Pol P,

n 2

|z — P]?
Eine einfache Rechnung zeigt 1/1% = vp o Vp = idgn+1\{p}, insbesondere ist vp ein
Homdoomorphismus. Weiters gilt

vp : R"\ {P} — R"™\ {P}, vp(x) == P (v — P).

4z, P)

|z — PJ?

und daher ist vp(z) € S™ genau dann, wenn x € P+ = {z € R** : (2, P) = 0}.
Die Einschrinkung von vp liefert daher einen Homéomorphismus

op: P S"\{P},  gp(a)=P+

lvp(@)* =1+

2
Pt
Dieser Homoéomorphismus wird die stereographische Projektion mit Pol P ge-
nannt.? Als Hyperebene in R"*! ist P+ homoomorph zu R", daher ist auch
S™\ {P} homoomorph zu R". Nach Proposition 1.6.2 und Beispiel 1.3.9 ist daher
S™\ {P} einfach zusammenhéngend.

1.6.7. SATZ. S™ ist einfach zusammenhdngend, fir n > 2.

BEWEIS. Bezeichne mit N := (1,0,...,0) € S™ den Nordpol und mit zy :=
S = (=1,0,...,0) € S™ den Siidpol. Weiters betrachte die offenen Teilmengen
U:=8"\{N} und V := 5™\ {S}. Nach Beispiel 1.6.6 ist w1 (U, z9) = 0, es geniigt
daher zu zeigen, dass die von der kanonischen Inklusion ¢ : (U, zo) — (5™, zo) in-
duzierte Abbildung ¢, : m (U, xg) — m1(S™, xg) surjektiv ist. Sei dazu f: [ — S”
eine Schleife bei xy. Es ist zu zeigen, dass f homotop relativ Endpunkten zu ei-
ner Schleife in U ist. Da {U, V'} eine offene Uberdeckung von S™ ist, bilden auch

4Unter der stereographischen Projektion wird iiblicherweise die stereographische Projektion
mit Pol P =N = (1,0,...,0) € S™ verstanden.
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die beiden Mengen f~1(U) und f~'(V) eine offene Uberdeckung des Intervalls I.
Nach Lemma 1.4.12 finden wir daher 0 = sg < $1 < - -+ < s,,, = 1, sodass fiir jedes
i=1,...,m entweder f([s;—1,s;]) CU oder f([si—1,5:]) C V gilt. Durch Weglas-
sen gewisser s; konnen wir erreichen, dass f(s;) # N, fiir jedes 0 < i < m, denn
ist f(s;) = N dann muss f([s;_1,s;]) €V und f([s;, s;x1]) C V gelten. Betrachte
die reparametrisierten Einschrankungen f; : [ — S™, fi(s) := f((l —s)si_l—l—ssi),
1 =1,2,...,m. Nach Beispiel 1.1.3 gilt dann f ~ fif>--- f,,, wobei wir wieder
auf die Klammersetzung verzichten, da sie fiir die Aussage unwesentlich ist, vgl.
Lemma [.2.2. Es geniigt nun zu zeigen, dass jedes f; homotop relativ Endpunk-
ten zu einem Weg in U ist, denn dann ist auch f homotop relativ Endpunkten
zu einer Schkeife in U, siehe Lemma 1.2.1. Fiir die ¢ mit f([s;—1,s;]) C U ist
nichts zu zeigen. Betrachten wir also ein i mit f([s;_1,s;]) C V, dh. f;(I) C V.
Die stereographischen Projektion ¢g : R® = S+ — S"\ {S} = V aus Bei-
spiel 1.6.6 ist ein Homdomorphismus mit ¢g(0) = N. Also ist ¢g'o fi: [ — R"
ein Weg in R™ und es gilt (p5' o £i)(0) # 0 # (¢5' o fi)(1), denn f(s;) # N.
Da n > 2 finden wir einen Weg g; : I — R™\ {0} mit ¢;(0) = (¢5" o f;)(0) und
9i(1) = (5" o f;)(1). Nach Konstruktion ist pgo g; ein Weg in V' \ {N} C U. Da
R" einfach zusammenhéngend ist, sind die beiden Wege gogl o f; und g; homotop
relativ Endpunkten in R", siehe Proposition 1.3.10, also sind auch f; und g o g;
homotop relativ Endpunkten in V' C S™. U

[.6.8. BEISPIEL. Wir erinnern uns, dass CP™ die Menge aller 1-dimensionalen
komplexen linearen Teilrdiume von C"*! bezeichnet, n € Ny. Fiihren wir auf
C™*+1\ {0} die Aquivalenzrelation v ~ w < 3\ € C : A = w ein, dann kénnen
wir CP" mit (C™™\ {0})/~ identifizieren, Cv < [v]. Wir versehen CP" mit der
Quotiententopologie,

CP" = (T {0})/~.

Betrachten wir 52" als Teilraum von C"*!, 521 = {4 € C*™ : ||v|| = 1}, dann
induziert die kanonische Inklusion S?**! — C"*1\ {0} einen Homdomorphismus
S+l 22 (CH\ {0})/~. Seine Inverse ist die von der radialen Projektion
Crt\ {0} — Sl v - ﬁv, induzierte stetige Abbildung (C"'\ {0})/~ —
S2+1 /. Da S?"*! kompakt ist, und da auch die Aquivalenzklassen in S+
abgeschlossen sind, sehen wir, dass CP™ ein kompakter Hausdorffraum ist. CP°
ist ein einpunktiger Raum. CP! ist homdomorph zu S? und daher einfach zu-
sammenhéngend, siehe Satz 1.6.7 und Proposition 1.6.2. Tatséchlich induziert die
Abbildung ¢ : 5% — % ¢(z,w) = (2zw, |w|* — |z|*), einen Homdomorphis-
mus S/~ = S? siehe Aufgabe 8. Wir werden spéter sehen, dass CP" einfach
zusammenhéngend ist, fiir jedes n € Ny, siehe Beispiel 1.9.17 unten.

[.6.9. BEIsPIEL. Fiir n € N betrachte die spezielle unitare Gruppe

SU,, := {U € Mpyen(C) : U*U = I,,, detU =1},
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versehen mit der von M,,,(C) = C" induzierten Teilraumtopologie. Hier be-
zeichnet [, € SU, die (n x n)-Einheitsmatrix. Da durch stetige Gleichungen
gegeben, ist SU,, abgeschlossen in C™. Da die Spalten einer unitdren Matrix
Einheitsvektoren bilden, ist SU,, C C"” auch beschrinkt. Nach dem Satz von
Heine—Borel ist SU,, daher kompakt. SU; ist ein einpunktiger Raum. SUs; ist
homéomorph zu S? und daher einfach zusammenhingend, siehe Satz 1.6.7 und
Proposition 1.6.2. Um einen Homéomorphismus S% = SU, anzugeben betrachten
wir S% als Teilraum von C?, S = {(z,w) € C?: |2|* + |w|* = 1}. Es ist dann

@ :S% — SU,, o(z,w) == (z __U_J)

w z

ein Homoomorphismus, siehe Aufgabe 7. Wir werden spéter sehen, dass SU,,
einfach zusammenhégend ist, fiir jedes n € N.

1.6.10. SATZ. Es emistiert keine stetige Abbildung f : S* — St mit f(—z) =
—f(z) fiir alle x € S*.

BEWEIS. Wir gehen indirekt vor und nehmen an f : S? — S ist eine ste-
tige Abbidung mit f(—xz) = —f(x) fiir alle z € S%. Weiters betrachten wir die
Inklusion von S' als Aquator in S2, ¢ : (S',20) — (S?,v0), ¢(2) := (2,0), wobei
79 = 1 € S' C C den iiblichen Basispunkt bezeichnet und wir yo := t(zg) € S?
als Basispunkt von S? C C x R = R? verwenden. Die Abbildung g : S? — S*,
g(y) == f(y)/f(yo), ist dann basispunkterhaltend, g : (52, yo) — (S*,zg), und
hat ebenfalls die Eigenschaft g(—y) = —g(y), y € S% SchlieBllich betrachten
wir die Komposition h := go ¢ : (S', z9) — (S, ), fiir die dann natiirlich
h(—z) = —h(z) gilt, z € S'. Betrachte nun den induzierten Homomorphismus

h* Z7T1(Sl,l’0) —>7T1(Sl,l’0). (I4)

Nach Satz 1.6.7 ist m1(S?,39) = 0, aus h, = (got). = g.ot, folgt daher, dass h, mit
dem trivialen (konstanten) Homomorphismus tibereinstimmt. Unter Verwendung
der Relation h(—z) = —h(z) werden wir nun einen Widerspruch herleiten indem
wir zeigen, dass (I.4) nicht der triviale Homomorphismus sein kann.
Dazu betrachten wir wieder die Schleife wy : I — S!, siehe (I.1). D
w1)(0) = h(zg) = xo = p(0) existiert ein Weg fL I — Rmit poh =
und h(0) = 0, siehe Proposition 1.4.5. Es gilt p(h(i)) = h(wi(3)) = h(—z

—h(xg) = —1, also existiert ¢ € Z mit 71(%) = ¢ + 5. Weiters ist
h(3+3)=h(3)+q+3  firallesel (L5)
Um dies einzusehen betrachte die durch die beiden Seiten dieser Gleichung ge-

gebenen Wege a,8 : I — R, a(s) = h(3 + 1), B(s) == h(5) + ¢+ 3. Da

a()—iz() ¢+ % und §5(0) = ﬁ(0)+q+%—q+—sehenwu" dassa
und 8 beim gleichen Punkt starten, a(0) = 5(0). Fiir s € I gilt

(
(poa)(s) = p(h(5 +3)) = hwr(5 + 1)) = (=1 (3)) = =h(en(3)),

a (ho
how
)
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wobei wir im letzten Gleichheitszeichen die Relation h(—z) = —h(z) verwendet
haben. Andererseits gilt auch
(poB)(s) =p(h(3) +a+3) =p(h(3) +3) = —p(h(3)) = —h(n(3)).

Daher liften o und 3 denselben Weg in S', dh. po a = po 3. Aus der Eindeu-
tigkeitsaussage in Proposition 1.4.5 erhalten wir daher v = ( womit (1.5) gezeigt
wiire. Setzen wir in (I5) s = 1 so erhalten wir A(1) = h(3) + ¢+ 3 =2¢+ 1 #0.
Da R einfach zusammenhingend ist, schlieBen wir / ~ Wag+1, wobei Wy, : I — R,
Wn(s) := ns, siche Beispiel 1.4.6. Durch Komposition mit p erhalten wir how; =
poh~po Dog+1 = Wagt1, also h.([wi]) = [h o w;] = [waogy1]. Aus Satz 1.4.1 folgt
nun, dass h,([w;]) nicht das neutrale Element in m1(S*, z) sein kann. Also ist
der induzierte Homomorphismus (I1.4) nicht trivial und wir erhalten einen Wider-
spruch. Daher kann es keine stetige Abbildung f : S? — S! mit f(—z) = —f(x)
geben. 0

[.6.11. BEMERKUNG. Wir werden spéater sehen, dass Satz 1.6.10 in hoheren
Dimensionen richtig bleibt: ist f : ™ — S™ stetig und f(—z) = —f(x) fir
alle x € S™, dann muss m < n sein. Fiir m < n existieren tatséchlich solche
Abbildungen, etwa f : S™ — S™ f(x):= (z,0,...,0).

1.6.12. SATZ (Borsuk—Ulam). Ist f : S? — R? eine stetige Abbildung, dann
ezistiert x € S* mit f(z) = f(—=x).

BEWEIS. Indirekt angenommen es gilt f(z) # f(—=z) fiir alle z € S?. Die
stetige Abbildung

x) — f(—=x
9:52_)51’ g(:)s): f() f( )
|f(2) = f(=x)|
erfiillt dann g(—x) = —g(z) und wir erhalten einen Widerspruch zu Satz 1.6.10.
Also muss x € S? mit f(z) = f(—=x) existieren. O

1.6.13. BEMERKUNG. Inbesondere sehen wir, dass es nicht moglich ist S? in-
jektiv und stetig nach R? abzubilden, dh. S? kann nicht homdomorph zu einem
Teilraum von R? sein. Auch Satz 1.6.12 bleibt in héheren Dimensionen richtig: ist
f: 8™ — R™ eine stetige Abbildung, dann existiert z € S™ mit f(z) = f(—x).
Dies folgt analog aus der Verallgemeinerung von Satz 1.6.10. Umgekehrt ldsst
sich Satz 1.6.10 auf elementare Weise aus Satz 1.6.12 herleiten, denn eine stetige
Abbildung f : S? — S! mit f(—z) = —f(z) konnen wir als stetige Abbildung
S? — R? auffassen fiir die dann sicherlich f(x) # f(—x) gilt.

I.7. Produkte. Wir wollen in diesem Abschnitt untersuchen wie die Funda-
mentalgruppe eines Produktraumes mit den Fundamentalgruppen der Faktoren
zusammenhéngt. Sind (X, zo) und (Y, yo) zwel punktierte Riume, dann ist auch

(X, z0) X (Y, 0) == (X XY, (!L"o,yo))
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ein punktierter Raum, der als das Produkt der punktierten Rdume (X, xy) und
(Y, yo) bezeichnet wird. Die Projektionen auf die beiden Komponenten liefern
zwei Abbildungen punktierter Raume py : (X, zo) x (Y,y0) — (X,z0) und
py (X, z0) X (Y,90) — (Y, 90), die als kanonische Projektionen bezeichnet wer-
den. Das Produkt punktierter Rdume hat die folgende universelle Figenschaft:
Ist (Z, z9) ein weiterer punktierter Raum

und sind ¢y : (Z,20) — (X, o) sowie (X, x)

vy : (Z,20) — (Y, y0) zwei Abbildungen / Tp
punktierter Rdume, dann existiert eine 5 *
eindeutige Abbildung punktierter Rau- (Z,2) - — — = == (X, x0) X (Y, y0)
me ¢ : (Z,z9) — (X, 29) X (Y, y0), sodass
px 0@ = px und py o p = py gilt. Das x lpy
nebenstehende kommutative Diagramm (Y, o)
soll dies verdeutlichen. Diese Abbildung
@ ist durch p(z,y) = (px(x), py(x)) gegeben und wird mit (¢x, ¢y ) bezeichnet.
Das Produkt punktierter Rdume ist durch seine universelle Eigenschaft bis auf
kanonischen Homoomorphismus eindeutig bestimmt. Genauer meinen wir hier
folgendes: Sei (P,pg) ein punktierter Raum und seien 7wx : (P,py) — (X, x0)
und 7wy : (P,po) — (Y,y0) zwei Abbildungen punktierter Rdume die eben-
falls die universelle Eigenschaft haben, dh. zu je zwei Abbildungen punktierter
Réume ¢x : (Z,z0) — (X,z0) und ¢y : (Z,20) — (Y,yo) gibt es eine ein-
deutige Abbildung punktierter Raume ¢ : (Z,z9) — (P,po) mit mx o ¢ = px
und 7y o ¢ = @y. Dann gibt es genau einen Homoomorphismus punktierter
Réume ¢ : (P,py) — (X,20) x (Y,y0) mit px 09 = 7x und py o¢p = my.”
Das Tripel ((P, po),WX,Wy) kann daher in kanonischer Weise mit dem Tripel
((X, x9) X (Y, yo),px,py) identifiziert werden.

Sind G und H zwei Gruppen, dann ist G x H beziiglich komponentenwei-
ser Multiplikation wieder eine Gruppe. Die beiden kanonischen Projektionen
pg:G X H — Gund py : G x H— H sind Gruppen-

homomorphismen. Das Produkt G x H hat die folgen- e G
de unwverselle Eigenschaft: Sind ¢g : K — G und g : / TIDG
K — H zwei Gruppenhomomorphismen, dann existiert [ Fe Gx H
genau ein Gruppenhomomorphismus ¢ : K — G x H

mit pgoy = ¢g und py oy = wy. Dieser Homomorphi- \ lPH
mus ist durch (k) = (pa(k), ou(k)) gegeben und wird YH H

mit (g, pg) bezeichnet. Das Produkt von Gruppen ist
bis auf kanonischen Isomorphimus durch seine universelle Eigenschaft eindeutig

SWir erhalten ¢ indem wir die universelle Eigenschaft von (X, zo) x (Y, y0) auf ox = 7x
und ¢y = my anwenden. Die Umkehrabbildung von ¢ erhalten wir indem wir die universelle
Eigenschaft von (P,pg) auf px = px und ¢y = py anwenden. Dass dies tatséchlich die Um-
kehrabbildung liefert folgt dann aus der Eindeutigkeitsaussage in der universellen Eigenschaft
von (P,po) angewandt auf px = wx und py = 7y, sowie der Eindeutigkeitsaussage in der
universellen Eigenschaft von (X, zg) x (Y, yo) angewandt auf o x = px und vy = py.
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bestimmt. Genauer, sei P eine Gruppe und seien ng : P — G sowie 7y : P — H
zwei Homomorphismen die ebenfalls die universelle Eigenschaft besitzen, dh. zu
je zwei Homomorphismen ¢ : K — G und ¢y : K — H existiert ein eindeu-
tiger Homomorphismus ¢ : K — P mit ng o ¢ = ¢g und 7y o ¢ = ¢py. Dann
existiert ein eindeutiger Isomorphismus ¢ : P — G x H mit pg o ¢ = 7 und
pg o = 7.5 Das Tripel (P, TG, 7TH) kann daher in kanonischer Weise mit dem
Tripel (G x H, pq, pH) identifiziert werden.

Nun aber zur Fundamentalgruppe des Produkts (X, zg) x (Y, o). Die kano-
nischen Projektionen induzieren zwei Gruppenhomomorphismen:

(px)* 17?1((X, 930) X (Y, yo)) - 7r1(X,:170), [f] = (PX)*([f]) = [PX Of]

(py )« m((X,20) x (Yogo)) — m(Yiwo),  [f] = (pv)<([f]) = [py o f]
Wir erhalten einen Gruppenhomomorphismus

((px)ss (pv)s) = M (X, 20) X (Vi) — m1(X, o) X m (Y, 50), (16)
der durch [f] — ([pX o f],[py o f]) gegeben ist.

1.7.1. PROPOSITION. Fiir punktierte Raume (X, xo) und (Y, yo) ist (1.6) ein
Isomorphismus von Gruppen. Seine Inverse ist durch ([fX], [fy]) = [(fx, fy)]
gegeben.

BEWEIS. Zur Surjektivitit: Es sei ([fx], [fy]) € m (X, zo) x m(Y, ). Dann
ist f:= (fx,fy): I — X x Y eine Schleife bei (xg,y) und offensichtlich gilt
((pX)*, (py)*)([f]) = ([px o fl,[pyo f]) = ([fx], [fy]). Also ist (1.6) surjektiv. Zur
Injektivitit: Sei also [f] € m ((X,z0) x (Y, y0)), sodass ((px )« (py)«)([f]) =1 €
T (X, 2o)xm (Y, y0). Dannist [pxof] =1 € m (X, z0) und [pyof] =1 € m (Y, yo).
Also existiert eine Homotopie relativ Endpunkten HX : I x I — X von px o f
nach c¢,,, und eine Homotopie relativ Endpunkten HY : [ x I — Y von py o f
nach c,,. Es definiert dann H := (HX,HY) : I x I — X x Y eine Homotopie
relativ Endpunkten von f nach ¢y, ). Damit ist [f] =1 € m (X, z0) % (Y, 40))
und (I1.6) also injektiv. O

[.7.2. BEISPIEL. Fiir m,n > 2 ist S™ x S™ einfach zusammenhéngend. Dies
folgt aus Satz 1.6.7 und Proposition 1.7.1.

[.7.3. BEMERKUNG. Ist m(Y,y9) = 0, dann induzieren die Projektion px
und die Inklusion ¢ : (X, x9) — (X,2z0) X (Y,%), t(z) := (x,¥0), zueinander
inverse Gruppenisomorphismen (px ). : m1 ((X, z9) x (Y, %)) — m (X, 20) und
b s (X, m9) — m (X, 20) x (Y, 90)). Dies folgt sofort aus Proposition 1.7.1.

[.7.4. BEISPIEL. Fiir P € R™ ist ¢ : ™! x (0,00) — R"\ {P}, p(x,t) :=
P + tx, ein Homoéomorphismus. Mit Hilfe von Satz 1.6.7 und Proposition 1.7.1
sehen wir, dass R" \ {P} einfach zusammenhéngend ist, falls n > 3. Ist n = 2

SWir erhalten ) und seine Umkehrabbildung véllig analog zu der Konstruktion fiir Produkte
punktierter Raume.
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so gilt m (R?\ {P}) = Z nach Satz I.4.1 und Proposition 1.7.1. Genauer, und fiir
P =0, sehen wir, dass die Inklusion ¢ : S' — C* := C\ {0} einen Isomorphismus
Ly : m(S?) — m(C*) induziert, siche Bemerkung 1.7.3 Im Fall n = 1 ist R*\ {P}
nicht (weg)zusammenhéingend, also auch nicht einfach zusammenhéngend.

1.7.5. SATZ. R? ist nicht homdomorph zu R™, fiir 2 # n.

BEWEIS. Fiir n = 0 ist dies trivial, denn R ist ein einpunktiger Raum
withrend R? natiirlich mehr als einen Punkt besitzt. Es geniigt daher den Fall
n € N zu betrachten. Wir gehen indirekt vor und nehmen an ¢ : R? — R"
wiire ein Homoomorphismus, 2 # n € N. Wihle einen Punkt P € R? und setze
Q = ¢(P). Die Einschréinkung ¢|g2\(py : R? \ {P} — R"\ {Q} ist dann eben-
falls ein Hom6omorphismus. Nach Beispiel 1.7.4 ist aber R™\ {@Q} einfach zusam-
menhéngend withrend R?\ { P} nicht einfach zusammenhiingend ist. Wir erhalten
also einen Widerspruch, siehe Proposition 1.6.2. Daher kann kein Homéomorphis-
mus ¢ : R? — R" existieren. U

[.7.6. BEMERKUNG. Es gilt allgemein R™ 22 R", falls m # n. Wir werden
dies spéter zeigen, die Fundamentalgruppe reicht hierfiir nicht aus. Es ist iibri-
gens leicht zu sehen, dass R™ und R™ nur dann diffeomorph sein konnen, wenn
m = n gilt. Ist ndmlich ¢ : R™ — R" ein Diffeomorphismus und zy € R™ belie-
big, dann folgt aus der Kettenregel, dass die Jacobimatrix D, ¢ einen linearen
Isomorphismus zwischen R™ und R” liefert, und dies ist natiirlich nur fir m = n
moglich.

1.7.7. BEISPIEL. Fiir n € N bezeichnen wir mit
T = 8' x ... x St

den n-dimensionalen Torus. Aus Proposition 1.7.1 und Satz 1.4.1 folgt mittels
Induktion 7y (7T") = Z™ = Z x --- x Z. Ein expliziter Isomorphismus ist durch
¢ 7" — m(T"), ¢(k) := |wk], gegeben. Hierbei bezeichnet wy, : I — T™ den
Weg wy(s) = (er™hs . e?™hns) k= (ky,...,k,) € Z", und als Basispunkt
verwenden wir (1,...,1) € ST x --- x S = T™. Insbesondere sehen wir, dass S*
nicht homéomorph zu T2 sein kann, denn die Fundamentalgruppen m;(S?) = 0
und 7 (7?) = Z? sind nicht isomorph, siehe Satz 1.6.7 und Proposition 1.6.2.

1.7.8. BEISPIEL. Auf R” betrachte die Aquivalenzrelation z ~ y < 3k € Z" :
y = x + k. Die Abbildung p : R™ — T, p(z1,...,x,) = (271, e*on)
induziert einen Homoomorphismus R"/~ = T™. Wir kénnen den Torus daher
auch als Quotient von R" verstehen. Mit M,, ,(Z) bezeichnen wir die Menge
aller ganzzahligen (n x n)-Matrizen. Jedes A € M,, ,(Z) definiert eine stetige
(lineare) Abbildung s : R*" — R" fia(z) := Ax. Beachte, dass aus z ~ y
auch fia(x) ~ fia(y) folgt. Daher faktorisiert fi4 zu einer stetigen Abbildung
pa T — T" pofig = pa o p. Beachte auch, dass us den Basispunkt p(0) =
(1,...,1) € T™ festhilt, denn fi4(0) = 0. Wir wollen nun die induzierten Grup-
penhomomorphismen (g4)s : 7 (7T") — 7 (T™) bestimmen. Genauer wollen wir
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zeigen, dass (¢! o (ua)s 0 @)(k) = Ak gilt, k € Z", wobei ¢ : Z" — m(T™)
den Isomorphismus aus Beispiel 1.7.7 bezeichnet. In anderen Worten, wir wollen
zeigen, dass das nebenstehende Diagramm kommutiert. Fiir k& € Z" betrach-
ten wir den Weg @y : I — R", &(s) := sk. Offen-

sichtlich gilt dann p o @, = wy, wobei wy, : [ — T™ " —i>7T1(T")
den Weg aus Beispiel 1.7.7 bezeichnet. Weiteres haben LA N l(““‘)*
wir die Relation fig o Wy = wa. Wir erhalten daraus o

HAOWL = [UAOPOWE = PO jlg0Wy = POWar = Wag, also 7" —m (T™)

[naowy] = [war]. Somit ist ((114).00) (k) = (pa)«([wi]) =
[pa o wi] = [wak] = ¢(Ak), und die Behauptung bewiesen. Fiir A, B € M,, ,(Z)
gilt pap = pa o pp, denn figp = fis o fip. Schrinken wir uns auf invertierbare
A € GL,(Z) = {A € M,,,, : det A = £1} ein, so erhalten wir einen interes-
santen Homomorphismus GL,(Z) — Homeo(T™), A +— 4, wobei Homeo(X) die
Gruppe der Homéomorphismen eines topologischen Raumes X bezeichnet.

1.7.9. BEISPIEL. Fir n € N bezeichne
U, :={U € M,.,(C) | U"U = I,,}

die Gruppe der unitéren (n x n)-Matrizen versehen mit der von M,, ,(C) = C"
induzierten Teilraumtopologie. Etwa ist U; = S*. Die Abbildung

2

oS xSU, - U,  o(zU) = (é ! )U

n—1
ist ein Homdomorphismus mit Inverser ¢~ (U) = (det U, (“§Y ;2 ) U), siche
Beispiel 1.6.9. Aus Proposition 1.7.1 und Satz 1.4.1 folgt m (U,) = Z x m(SU,,),
wobei wir die Einheitsmatrix I,, € SU,, C U,, als Basispunkt verwenden. Zusam-
men mit Beispiel 1.6.9 erhalten wir insbesondere 71 (Uy) = Z. Die Schleife I — Us,
S (ezgis ?), repréasentiert einen Erzeuger in 71 (Us). Allgemein gilt m(U,) = Z,
n € N, wie wir spéter zeigen werden.

1.7.10. BEISPIEL. Fiir n € N bezeichne
GL,(C) := {A € M, ,(C) - det A # 0}

die Gruppe der invertierbaren (n x n)-Matrizen mit komplexen Eintragungen,
versehen mit der von M,, ,(C) = C* induzierten Teilraumtopologie. Weiters sei

A,(C) = {D e M, ,(C): D;; € (0,00) fiir alle 4, und D, ; = 0 falls ¢ > j}

die Gruppe der komplexen oberen Dreiecksmatrizen mit positiven reellen Ein-
tragungen auf der Diagonale, versehen mit der von M,, ,(C) = C" induzierten
Teilraumtopologie. Der Raum A, (C) ist homdomorph zu R™ x C*"~1/2 und
daher einfach zusammenhéngend. Die Abbildung

0 Uy xAn(C) = GL,(C), (U, D) :=UD (L.7)

ist sicherlich wohldefiniert und stetig. Auch ist leicht einzusehen, dass ¢ injektiv
ist, denn aus U;D; = UsDy, U; € U,, D; € A,(C), folgt Uy 'U; = DyD;* €
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U, NA,(C) ={1I,}, also U; = Uy und D; = D,. Tatséchlich ist (1.7) ein Homoo-
morphismus. Dies folgt aus dem Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfah-
ren wie folgt. Sei A = (vq|vs| - -+ |v,) € GL,(C) mit Spalten v; € C". Definiere
rekursiv

121 = U Uy = |a1‘a1

~ 1~

Ug 1= Vg — <U27U1>U1 Ug = wuz

~ 1~

U = Ok — (U, n)un — -+ = (Ug, Up—1) U1 Uk 7= [k

~ 1~

Uy, := Uy — (Up, )y — »++ — (Up, Up—1)Up—1 Up = Triin

Nach Konstruktion bildet (uq,...,u,) eine Orthonormalbasis von C", also ist

) ) )

1 (A) = (ug|ug| - - - |u,) € Uy,. Dies liefert eine stetige Abbildung v, : GL,(C) —
U,, A +— 1(A). Beachte weiters, dass

(Ul‘UQ‘ cee |un)4 = (’01"02‘ e |Un)J D1N1D2N2 e DTLNTJL

1 (4) =4 €an(©)
wobei Di, Ny € A,,(C) durch
1 —(vg,u1) )
1 —(vpup1) e
Dy, = ! und N, = o

1
gegeben sind. Daher ist ¢1(A)™*A = (D\Ny---D,N,)™ ! € A,(C) und wir er-
halten eine stetige Abbildung ¥y : GL,(C) — A,(C), ¥s(A) = 1 (A)TA.
Setzten wir ¢ = (¢1,%9) : GL,(C) — U, xA,(C), dann gilt offensichtlich
@ o1 = idqr, (o), also ist (L.7) surjektiv. Zusammen mit der Injektivitdt von
(I.7) folgt, dass ¢ die Umkehrabbildung von ¢ ist. Also ist (I.7) tatséchlich ein
Homd&omorphismus. Da A, (C) einfach zusammenhéngend ist folgt nun, dass die
kanonische Inklusion ¢ : U, — GL,(C) einen Isomorphismus ¢, : m(U,) —
m(GL,(C)) induziert, siche Bemerkung 1.7.3. Zusammen mit Beispiel 1.7.9 er-
halten wir m;(GL2(C)) = 7 (Uy) = Z. Allgemein gilt m (GL,(C)) = Z, n € N,

wie wir spéter sehen werden.
[.7.11. BEISPIEL. Fiir n € N bezeichne

GLA(R) := {A € M, ,(R) : det A # 0}



26 I. DIE FUNDAMENTALGRUPPE

die Gruppe der invertierbaren reellen (n X n)-Matrizen, versehen mit der von
Myn(R) = R" induzierten Teilraumtopologie. Weiters sei

An(R) :={D € M,,(R) : D;; € (0,00) fiir alle ¢, und D; ; =0 falls i > j}

die Gruppe der reellen oberen Dreiecksmatrizen mit positiven Eintragungen auf
der Diagonale, versehen mit der von M, ,,(R) = R* induzierten Teilraumtopo-
logie. Der Raum A, (R) ist homéomorph zu R™ x R™™~1/2 und daher einfach
zusammenhéngend. Schranken wir den Homéomorphismus aus Beispiel 1.7.9 auf
reelle Matrizen ein, so erhalten wir einen Hom6éomorphismus

¢ : 0, xA,(R) — GL,(R), ©(A,D) = AD,

wobei O,, := {A € M,,,(R) : A'A = I,} die Gruppe der orthogonalen Ma-
trizen bezeichnet, versehen mit der von M, ,(R) induzierten Teilraumtopolo-
gie. Insbesondere sehen wir, dass die kanonische Inklusion ¢ : O,, — GL,(R)
einen Isomorphismus ¢, : m(0,) — 7 (GL,(R)) induziert, egal welchen Basis-
punkt in O,, wir verwenden. Beachte, dass die Gruppen O,, und GL,(R) nicht
(weg)zusammenhéngend sind, denn det : GL,(R) — R* ist surjektiv und R* =
R\ {0} nicht wegzusammenhéngend.

1.7.12. BEISPIEL. Es bezeichne GL!(R) := {4 € GL,(R) : det(A) > 0}
die Gruppe der reellen Matrizen mit positiver Determinante, und es sei SO,, :=
{A € O, : det(A) = 1} die spezielle orthogonale Gruppe. Durch Einschrénken des
Homdoomorhismus aus Beispiel 1.7.11 erhalten wir einen Homéomorphismus

¢ : S0, xA,(R) — GL(R), (A, D) — AD.

Insbesondere sehen wir, dass die kanonische Inklusion ¢ : SO,, — GL'(R) einen
Isomorphsimus ¢, : m(SO,) — m (GL/(R)) induziert. Es ist nicht schwer einen
Homoéomorphismus SO, = S! zu konstruieren, siche Aufgabe 10. Wir erhalten
daher 7 (GL] (R)) & 71(SO2) & Z. Fiir n > 3 gilt 7,(SO,,) & Zy := Z/27 wie
wir spéter sehen werden.

1.7.13. BEISPIEL (Triviales Knotenkomplement). Betrachte X := S3\ S, wo-
bei ST C C, S* C C*und S* C S3 via z — (2,0). Die Abbildung ¢ : X — Cx S,

o(z,w) = (Z, ﬁ) ist ein Homéomorphismus, es gilt daher m(X) = Z. Genau-
er, die Inklusion f : S* — X, f(w) := (0,w), induziert einen Isomorphismus

fv : m(SY) — m(X). Die Schleife I — X, s — (0, e?™), reprisentiert daher
einen Erzeuger in 7 (X).

1.8. Homotopieinvarianz. Zwei stetige Abbildungen f,g: X — Y heiflen
homotop falls eine stetige Abbildung H : X x I — Y mit Hy = fund H; = g
existiert. Dabei bezeichnet H; : X — Y die stetige Abbildung H(z) := H(x,t),
t € I. Jede solche Abbildung H wird eine Homotopie von f nach g genannt.
Wir schreiben f ~ g oder f £ g. Ist f: X — Y homotop zu einer konstanten
Abbildung, dh. existiert yo € Y mit f ~ ¢,  wobei ¢,y : X — Y, ¢, (x) := vo,
dann nennen wir f nullhomotop.
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1.8.1. PROPOSITION. Homotop zu sein ist eine Aquivalenzrelation auf der
Menge der stetigen Abbildungen X — Y.

BEWEIS. Der Beweis ist vollig analog zu dem Beweis von Proposition 1.1.1.
Ist f: X — Y stetig, dann gilt [~ < f mit H : X><I — Y, H(z,t) = f(z), also ist
die Relation reflexsiv. Ist f ~ g, dann folgt g =~ f mittels G(z,t) := H(z,1 —t),
also ist die Relation symmetrisch. Gilt f ~ 2 g und g L h so definiert

! <t<
H XxIY Hz.t) = H'(z,2t) falls 0 <t <1/2
H'(z,2t —1) falls1/2<t<1
eine Homotopie von f nach h, dh. f 2 h, und damit ist die Relation auch
transitiv. Die Stetigkeit von H folgt wieder aus Lemma I.1.2. O

Die mit obiger Aquivalenzrelation assoziierten Aquivalenzklassen werden Ho-
motopieklassen genannt. Die Menge der Homotopieklassen stetiger Abbildungen
X — Y wird mit [X,Y] bezeichnet. Die von f : X — Y repriisentierte Klasse
werden wir mit [f] bezeichnen.

[.8.2. BEISPIEL. Bezeichnet {*} den einpunktigen Raum, dann kénnen wir
[{*}, X] mit der Menge der Wegzusammenhangskomponenten von X identifizie-
ren. Dabei entspricht [f] € [{}, X] die (wohldefinierte) Wegzusammenhangs-
komponente von X die f(x) enthlt.

[.8.3. BEMERKUNG. Die Menge der Homotopieklassen [S!, X] héingt eng mit
der Fundamentalgruppe 7 (X) zusammen, siehe Satz 1.8.28 unten.

[.8.4. LEMMA. Es seien fo, f1: X — Y und go,91 : Y — Z stetige Abbildun-
gen mit fo ~ f1 und gy >~ g1. Dann gilt auch ggo fo >~ g1 o f1.

BEWEIS. Es seien FF' : X X I — Y und G : Y x I — Z Homotopien mit
fo ~ < f1 und go g g1. Dann liefert H : X x [ — Z H(z,t) == G(F(x,t),t) eine
Homotopie von gy o fy nach g; o f1, dh. gg o fO g10 f1. O

[.8.5. BEMERKUNG. Eine stetige Abbildung ¢ : Y7 — Y5 induziert eine Ab-
bildung ¢, : [X, Y] — [X, Ys], v.([f]) := [¢ o f]. Nach Lemma 1.8.4 ist ¢, wohl-
definiert. Ist ¥ : Y5 — Y3 eine weitere stetige Abbildung, dann gilt offensichtlich
(o) =1, 0¢,: [X,Y1] = [X,Y3] und (idy). = idjx y]. Sind g, 1 : Y1 — Y5
homotop, so gilt (o)« = (¢1)« : [X,Y1] — [X, Y3, siche Lemma 1.8.4. Eine ste-
tige Abbildung ¢ : Xy — X induziert eine Abbildung ¢* : [X1,Y] — [Xs, Y],
©*([f]) := [foy]. Wieder ist ¢* wegen Lemma [.8.4 wohldefiniert. Ist ¢ : X5 — X5
eine weitere stetige Abbildung, dann gilt (p o) = ¢¥* o p* : [X1,Y] — [X5,Y]
und (idx)* = idjx,y). Sind g, ¢1 : Xo — X; homotop, so gilt (¢o)* = (¢1)*
[X1,Y] — [Xs, Y], sieche Lemma [.8.4. Sind ¢ : Y] — Y5 und ¢ : Xy — X stetig,
dann gilt @, o * =* o p, : [X1, Y]] — [Xo, Y5l
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[.8.6. DEFINITION (Homotopiedquivalenz). Eine stetige Abbildung f : X —
Y wird Homotopiedquivalenz genannt, falls eine stetige Abbildung g : ¥ — X
existiert, sodass go f ~ idx und f o g ~ idy gilt. Zwei topologische Rdume X
und Y heiflen homotopiediquivalent, falls eine Homotopiedquivalenz f : X — Y
existiert. In diesem Fall schreiben wir X ~ Y, und sagen auch X und Y haben
den selben Homotopietyp.

Jeder Homéomorphismus f : X — Y ist eine Homotopiedquivalenz, denn g :=
f~1:Y — X erfiillt ja sogar go f = idy und f o ¢ = idy. Homdomorphe Réume
sind daher stets homotopieiquivalent. Die identische Abbildung idx : X — X
ist eine Homotopiedquivalenz, es gilt daher stets X ~ X. Ist f : X — Y eine
Homotopiedquivalenz und g : ¥ — X mit go f ~ idyx, f o g ~ idy, dann ist
trivialerweise auch g : Y — X eine Homotopiedquivalenz. Aus X ~ Y folgt
daher Y ~ X. Sind f: X — Y und g : Y — Z zwei Homotopiedquivalenzen,
dann ist auch die Komposition go f : X — Z eine Homotopiedquivalenz, siehe
Lemma [.8.4. Aus X ~ Y und Y ~ Z folgt daher stets X ~ Z.

Ein topologischer Raum heifit kontrahierbar falls er den Homotopietyp des
einpunktigen Raumes {x} hat. Ein topologischer Raum X ist genau dann kon-
trahierbar, wenn die konstante Abbildung X — {*} eine Homotopiedquivalenz
ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn zy € X existiert, sodass die Inklusion
{zo} — X eine Homotopiedquivalenz ist. Offensichtlich ist X kontrahierbar ge-
nau dann, wenn die identische Abbildung idx nullhomotop ist, dh. wenn xq € X
und eine Homotopie H : X x I — X mit Hy = idx und H; = ¢,, existie-
ren, wobei ¢, : X — X, ¢, (z) := z¢, die konstante Abbildung bezeichnet.”
Ein kontrahierbarer Raum muss wegzusammenhéngend sein, denn fiir x € X ist
t — H(x,t) ein Weg von x nach x. Ist X kontrahierbar und z; € X beliebig,
dann gilt idx ~ ¢,,, dh. die Inklusion {z;} — X ist eine Homotopiedquivalenz,
fiir jedes x1 € X. Letzteres folgt aus der Tatsache, dass ein Weg von xgy nach x;
als Homotopie zwischen der Inklusion {zy} — X und der Inklusion {z;} — X
aufgefasst werden kann.

[.8.7. DEFINITION (Deformationsretrakt). Ein Teilraum A eines topologischen
Raumes X heifit Deformationsretrakt von X falls eine Homotopie H : X x [ — X
mit folgenden Eigenschaften existiert: Hy = idx, H1(X) C A und Hy|s = ida
fiir alle t € I. In diesem Fall wird r := H; : X — A als Deformationsretrakti-
on bezeichnet, und H wird manchmal eine retrahierende Deformation genannt.
Bezeichnet + : A — X die kanonische Inklusion, so gilt r o+ = idy, Defor-

mationsretraktionen sind daher Retraktionen. Schlielich ist ¢« : A — X eine
C . H

Homotopiedquivalenz, denn idy ~ ¢ o 7.8

"Es ist nicht verlangt, dass die Homotopie den Punkt z( festhilt, dh. wir verlangen nicht,
dass H(zg,t) = xg gilt.

8Wir folgen hier den Definitionen in [14, page 24] oder [4, page 2]. In [13, Definition 2.4.3]
oder [10, page 30] wird dies als strenger Deformationsretrakt bezeichnet. Verlangen wir statt
H:|4 = ida nur Hy|4 = id4 dann erhalten wir den Begriff des schwachen Deformationsretrakts.
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1.8.8. BEISPIEL. Die Sphiire S"~! ist Deformationsretrakt von R™\ {0}, es ist
ndmlich H : R"\ {0} x I — R"\ {0}, H(z,t) := (1—t)x+ ﬁx eine retrahierende
Deformation. Insbesondere ist die kanonische Inklusion S"~' — R" \ {0} eine
Homotopiedquivalenz.

1.8.9. BEISPIEL (Mobiusband). Auf I x [—1,1] betrachte die von (0,y) ~
(1,—y), y € [~1,1], erzeugte Aquivalenzrelation. Der damit assoziierten Quo-
tientenraum M := (I x [—1,1])/~ wird Mdébiusband genannt. Es bezeichne
p: I x[—1,1] — M die kanonische Projektion und S := p(I x {0}). Die retrahie-
rende Deformation H : (I x [=1,1]) x I — I x [=1,1], H(z,y,t) == (z, (1 —t)y),
faktorisiert zu einer retrahierenden Deformation H : M x I — M, po H, = H,op,
von M auf S. Daher ist S ein Deformationsretrakt von M und die Inklusion
S — M eine Homotopiedquivalenz. Da S homomorph zu S* ist, erhalten wir
m (M) = 7,(S') = Z. Die Schleife I — M, s — p(s,0), repriisentiert einen
Erzeuger von 7y (M).

[.8.10. BEISPIEL (Sternférmige Teilmengen). Eine Teilmenge X C R™ heifit
sternformig, falls z € X mit folgender Eigenschaft existiert: x € X, ¢ € [0,1] =
tz+ (1 —t)z € X. Dies bedeutet gerade, dass die affine Strecke von z nach z
zur Génze in X liegt. Jedes solche z wird ein Zentrum von X genannt. Ist z ein
Zentrum von X, dann ist {z} ein Deformationsretrakt von X, eine retrahierende
Deformation ist durch H : X x I — X, H(x,t) := tz + (1 — t)x gegeben.
Insbesondere ist die Inklusion {z} — X eine Homotopiedquivalenz. Sternférmige
Teilmengen sind daher stets kontrahierbar. Dasselbe gilt fiir konvexe Teilmengen,
denn konvexe Teilmengen sind sternférmig, jeder ihrer Punkte ist Zentrum.

1.8.11. BEISPIEL. Ist A Deformationsretrakt von X, und ist B Deformations-
retrakt von Y, dann ist A x B Deformationsretrakt von X x Y. Sind namlich
G:XxI — Xund H : Y x I — Y retrahierende Deformationen von X
auf A bzw. von Y auf B, so ist (z,y,t) — (G(z,t), H(x,t)) eine retrahierende
Deformation von X x Y auf A x B.

[.8.12. BEISPIEL. Die unitire Gruppe U, ist Deformationsretrakt von GL,,(C),
siehe Beispiel 1.7.10 sowie die Beispiele [.8.10 und 1.8.11. Insbesondere ist die ka-
nonische Inklusion U,, — GL,(C) eine Homotopiesiquivalenz.

[.8.13. BEISPIEL. Die orthogonale Gruppe O, ist Deformationsretrakt von
GL,(R), siehe Beispiel 1.7.11 sowie die Beispiele 1.8.10 und 1.8.11. Insbesondere
ist die kanonische Inklusion O,, — GL,(R) eine Homotopieiquivalenz.

[.8.14. BEISPIEL. Die spezielle orthogonale Gruppe SO,, ist Deformations-
retrakt von GL'(R), siehe Beispiel 1.7.12 sowie die Beispiele 1.8.10 und 1.8.11.
Insbesondere ist die kanonische Inklusion SO,, — GL}(R) eine Homotopiesiqui-
valenz.

In diesem Fall ist  : X — A immer noch eine Retraktion, und auch die Inklusion ¢ : A — X
ist eine Homotopiedquivalenz.
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Zwei Abbildungen punktierter Raume f, g : (X, x9) — (Y, y0) heien homotop
relativ Basispunkt falls eine stetige Abbildung H : [ x X — Y mit Hy = f,
Hy, = g und H(xg,t) = yo, fiir alle t € I, existiert. Jede solche Abbildung
H heifit eine Homotopie relativ Basispunkt von f nach g. Fiir jedes t € [ ist
Hy : (X,20) — (Y,v), Hi(z) :== H(x,t), eine Abbildung punktierter Raume.
Wie in Proposition 1.8.1 lisst sich zeigen, dass dies eine Aquivalenzrelation auf
der Menge der Abbildungen punktierter Rédume liefert. Die Aquivalenzklassen
werden wir mit [(X, zo), (Y, yo)] bezeichnen. Auch Lemma 1.8.4 bleibt sinngemés8
fiir Abbildungen punktierter Rdume richtig. Eine Abbildung punktierter Raume
f @ (X,x) — (Y,y0) wird Homotopiedquivalenz punktierter Rdume genannt,
falls eine Abbildung punktierter Raume ¢ : (Y, y9) — (X, o) existiert, sodass
go f ~idy relativ Basispunkt und f o g ~ idy relativ Basispunkt. In diesem Fall
schreiben wir (X, zq) ~ (Y, yo).

[.8.15. BEISPIEL. Ist A ein Deformationsretrakt von X und zy € A, dann ist

die kanonische Inklusion (A, z9) — (X, o) eine Homotopiedquivalenz punktierter
Riume.’

[.8.16. BEISPIEL. Ist (X, z) ein punktierter Raum, dann kénnen wir die Men-
ge [(S°,1), (X, zo)] mit der Menge der Wegzusammenhangskomponenten von X
identifizieren. Dabei entspricht [f] € [(S°, 1), (X, zo)] die (eindeutig bestimmte)
Wegzusammenhangskomponente von X die f(—1) enthélt.

[.8.17. BEISPIEL. Ist (X, () ein punktierter Raum, dann kann die Menge
[(S',1), (X, 20)] auf kanonische Art mit 7, (X, zo) identifiziert werden, siehe Pro-
position 1.8.27 unten.

1.8.18. PROPOSITION. (Homotopieinvarianz) Sind ¢, : (X, z9) — (Y, v0)
homotop relativ Basispunkt, dann induzieren diese denselben Homomorphismus
zwischen den Fundamentalgruppen, dh. @, = 1, : 1 (X, z0) — m1 (Y, yo).

BEWEIS. Sei f: I — X eine Schleife bei xy. Weiters sei H : X x I — Y eine
Homotopie relativ Basispunkt von Hy = ¢ nach H; = ¢. Dannist G: I x[ — Y,
G(s,t) := H(f(s),t), eine Homotopie relativ Endpunkten von Gy = Hypo f = @o f
nach Gy = Hy o f = o f, also o f & o f und damit . ([f]) = [p o f] =
[¢ o f] = ([f])- O

1.8.19. BEISPIEL. Betrachte wieder die Abbildungen g4 : (77, x¢) — (T, z0)
aus Beispiel 1.7.8, wobei zg = (1,...,1) € T™. Aus Proposition 1.8.18 und der

Berechnung des induzierten Homomorphismus in Beispiel 1.7.8 sehen wir, dass
fta und pp nicht homotop relativ Basispunkt sind, falls A # B € M, ,,(Z).

1.8.20. PROPOSITION. Ist ¢ : (X,z9) — (Y,y0) eine Homotopiedquivalenz
punktierter Ridume, dann induziert diese einen Isomorphimus zwischen den Fun-

damentalgruppen, . : (X, xg) =R m (Y, v0)-

st A nur ein schwacher Deformationsretrakt, dann ist die Inklusion (A, zo) — (X, ) i.A.
keine Homotopiedquivalenz punktierter Rdume.
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BEWEIS. Seidazu v : (Y, yo) — (X, xp), sodass Yoy ~ idy relativ Basispunkt
und ¢ o 1 ~ idy relativ Basispunkt. Aus Proposition 1.8.18 folgt v, o ¢, =
W © 90)* = (idX)* = id7r1(X,900) sowie . 0 P, = (90 © ¢)* = (idY)* = id7T1(Y7yo)' Also
sind ¢, und 1, zueinander inverse Gruppenisomorphismen. U

[.8.21. PROPOSITION. Es sei H : X x I — Y eine Homotopie, vo € X,
Yo := Ho(xo), y1 := Hy(x0), und es bezeichne h : [ — 'Y den Weg h(t) := H(xg,t)
von yo nach y1. Dann gilt (Ho)s = By o (Hy)s : m (X, 20) — m (X, yo).

BEWEIS. Sei also f : I — X eine Schleife bei xy. Die Abbildung

h(4s) falls 0 < s < t/4,
G:IxI-—Y, G(s,t) = Q H(f($50),t) fallst/4 <s<1—1t/2,
h(2 — 2s) falls 1 —¢t/2 < s <1,

definiert eine Homotopie relativ Endpunkten in Y von Gy = Hy o f nach G =
(h(Hy o f)h. Also gilt (Ho).([f]) = [Ho o ] = [Go] = [G1] = [h(Hy o f)h] =
Bu([Hy o f]) = (B o (H1).) ([f])- U

1.8.22. SATZ (Homotopieinvarianz). Ist ¢ : X — Y eine Homotopiediquivalenz
und xo € X, dann ist o, : 7 (X, o) — T (Y, p(x0)) ein Isomorphismus.

BEWEIS. Da ¢ eine Homtopiedquivalenz ist, existieren eine stetige Abbildung
v Y — X sowie Homotopien H : X x I — X und G : Y x I — Y mit

bopZidy und potp < idy. Betrachte den Weg h : I — X, h(t) := H(xo,t) von
$((w0)) nach o, und den Weg g : I — Y, g(t) := Glp(zo), £) von @(b(e(r0)))
nach ¢p(xg). Nach Proposition 1.8.21 gilt

T (Y, ¢(x0))

Puop. = (o). = (Ho)w = fro(Hi). = m1 (X, o)

Biolidx). = B sowie p,01h, = (o)), = e e
(GO)* - ﬁgo(Gl)* - /Ggo(idY)* = ﬁg‘ Da- ’
her kommutiert das nebenstehende Dia- 7, (X, ¢¢($0)) LA (Y, gpmp(xo))

gramm. Nach Proposition 1.3.5 ist (3, ein

Isomorphismus, also muss 1, surjektiv sein. Da 3, ein Isomorphismus ist, muss
1, auch injektiv sein. Damit ist 1, ein [somorphismus, woraus wir nun schlieflen,
dass ¢, : m1 (X, z9) — m (Y, ¢(x0)) ein Isomorphismus sein muss. O

Px

[.8.23. KOROLLAR. Kontrahierbare Riume sind einfach zusammenhdngend.

BEWEIS. Ein kontrahierbarer Raum X ist wegzusammenhégend, siehe oben,
und die konstante Abbildung X — {x} ist eine Homotopiedquivalenz. Nach
Satz 1.8.22 induziert diese einen Isomorphismus m1(X) = m1({*}). Aus m ({*}) =
0 folgt daher auch m (X) = 0. O

[.8.24. BEMERKUNG. Aus Propostion 1.6.2 folgt, dass wir die Fundamental-
gruppe als eine topologische Invariante wegzusammenhéngender Raume auffassen
konnen, dh. homéomorphe wegzusammenhéngende topologische Rdume miissen
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isomorphe Fundamentalgruppen haben. Satz 1.8.22 besagt nun, dass die Funda-
mentalgruppe sogar eine Homotopieinvariante wegzusammenhédngender Raume
liefert, dh. homotopiedquivalente wegzusammenhéngende topologische Réaume
miissen isomorphe Fundamentalgruppen haben. In anderen Worten, sind die Fun-
damentalgruppen zweier wegzusammenhéngender Rédume nicht isomorph, dann
konnen die Rdume nicht einmal homotopiedquivalent sein.

[.8.25. BEISPIEL. S™ und T™ sind nicht homotopiedquivalent, n > 2, denn
m(S™) = 0 nach Satz 1.6.7 und 7 (7") = Z" nach Beispiel 1.7.7, siche auch
Bemerkung 1.8.24.

Ist A ein nichtleerer Teilraum eines topologischen Raumes X, dann schrei-
ben wir X/A fiir den Raum der aus X entsteht wenn wir A zu einem einzigen
Punkt kollabieren. Genauer bezeichnet ~ die von a ~ b, a,b € A, erzeugte Aqui-
valenzrelation auf X, dann definieren wir X/A := X/~ und versehen X/A mit
der Quotiententopologie. Wir erhalten eine stetige Abbildung p : X — X/A, die
als kanonische Projektion bezeichnet wird. Sie bildet ganz A auf einen einzigen
Punkt in X/A ab den wir mit * := p(A) bezeichnen. Wir kénnen den Quotienten
daher auch als punktierten Raum (X/A, %) auffassen.

1.8.26. BEISPIEL (Kegel). Ist X ein topologischer Raum, dann wird
CX := (X xI)/(X x{0})
der Kegel iiber X genannt. Der Basispunkt {*} ist ein Deformationsretrakt von
CX,die Abbildung H : (X xI)xI — X xI, H(x,s,t) := (z, (1—t)s), faktorisiert

zu einer retrahierenden Deformation von C'X auf {*}. Nach Korollar 1.8.23 ist
CX daher einfach zusammenhéngend.

Unter der Einpunktvereinigung zweier punktierter Raume (X, zo) und (Y, yo)
verstehen wir den punktierten Raum der aus der disjunkten Vereinigung X LY
durch Identifikation der beiden Punkte xq und yg ensteht. Genauer,

(X, m0) V (Yyo) := (X UY)/{zo, 50}, *).
Die beiden Abbildungen punktierter Raume tx : (X, z0) — (X, x0) V (Y, 90),

LX('T) = [(Iu yO)]7 und by : (}/7 yO) - (X7 .Z’(])\/(Y, yO)v LY(y) = [(SL’(], y)]? werden als
kanonische Einbettungen bezeichnet. Beide

sind Homoomorphismen auf ihr Bild, wir (X, o) ox

konnen daher (X, xzq), und ebenso (Y, ), " J{ \

als Teilraum von (X, zg) V (Y,yo) auffas- 5

sen. Die Einpunktvereinigung hat die fol- (X, z0) V (Y, 40) = - — = - > (Z, z)
gende wuniverselle Figenschaft. Sind px : LYT

(X, 20) = (Z, 20) und py : (Y, y0) — (Z, 20) /

zwei Abbildungen punktierter Rdume, dann (Y, y0)

existiert eine eindeutige Abbildung punk-
tierter Raume ¢ : (X, z0) V (Y, y0) — (Z, 20), sodass porx = px und poiy = py,
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sieche nebenstehendes Diagramm. Diese Abbildung ist durch ¢(x,y0) := px(x),
x € X, und ¢(zo,y) := @y (y), y € Y, gegeben und wird mit px V py bezeichnet.
Beachte, dass ¢x(z9) = 20 = ¢y (yo) und daher px V py wohldefiniert ist.
Betrachte nun wieder S' C C mit Basispunkt 1 € S!. Weiters bezeichnen
1 (SH1) — (SYL1) v (S 1) und ¢p (ST 1) — (S, 1) v (S 1) die beiden

kanonischen Inklusionen. Wir erhalten eine Abbildung punktierter Raume

11(2%) falls Imz > 0,
12(z%) falls Imz < 0.

v: (S 1) — (S 1) v (SH1), v(z) = { (L8)

Mit Hilfe dieser Abbildung kénnen wir nun eine alternative Beschreibung der
Fundamentalgruppe geben.

[.8.27. PROPOSITION. Ist (X, xq) ein punktierter Raum, dann definiert

U= Wixa : [(S11), (X, m)] = m(X,2z0),  U([f]) == [fouwl,

eine Bijektion, siehe (1.1). Dariberhinaus gilt V([f])¥([g]) = V([(f V g) o v])
und V([f])™' = U([f o g]), wobei v die Abbildung aus (1.8) bezeichnet und o :
(S1,1) — (SY, 1) durch o(z) := 271 = z gegeben ist.

BEWEIS. Zunichst ist ¥ wohldefiniert, denn sind f, g : (S',1) — (X, x0) ho-

motop relativ Basispunkt, f A g, dann ist (s,t) — H(wq(s),t) eine Homotopie
relativ Endpunkten von fow; nach gows, also [fow| = [gow;]| € m (X, z). Be-
achte, dass w; : I — S! zu einem Homdomorphismus I/{0,1} — S! faktorisiert.
Daher definiert f — f ow; eine Bijektion zwischen der Menge der Abbildungen
punktierter Rdume (S',1) — (X, zg) und der Menge der Schleifen bei xq. Es folgt
sofort, dass ¢ surjektiv ist. Wir sehen aber auch, dass H — H o (w; xid;) eine Bi-
jektion zwischen der Menge der basispunkterhaltenden Homotopien S! x I — X
mit H;(1) = zo und der Menge der Homotopien I x I — X relativ Endpunkt
liefert. Daraus folgt nun auch die Injektivitdt von ¢. Nun zur Beschreibung der
Gruppenstruktur. Fiir f : (S*,1) — (X, xo) gilt U([f]) ™' = [fowi] ' = [fow] =
[fow]=[fooow]=Y(foo]). Ist weiters g : (S*,1) — (X, x0) dann gilt

(f vV g)(n(wi(2s))) = fwi(2s)) fir0<s
(f Vg)(a(wi(2s = 1)) = g(wr(2s — 1)) fir 5 <'s

wobei wir wi(s)? = wy(2s) = wi(2s — 1) im ersten Gleichheitszeichen verwendet
haben. Wir schlieBen (f V g) ovow; = (f ow)(gowr), also U([(fV g)ov]) =
U

V(D (lgl)-

Fiir einen punktierten Raum (X, zo) sei ®(x ) durch die Komposition

((fVg)ovowr)(s) = {

oL
D(x o) T (X, w0) —=2 [(S1,1), (X, 20)] — [ST, X], (1.9)
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definiert, wobei W(x ., die Abbildung aus Proposition 1.8.27 bezeichnet und
[(S%,1),(X,20)] — [S", X] einer Homotopieklasse relativ Basispunkt die ent-
sprechende sogenannte freie Homotopieklasse zuordnet.

[.8.28. SATZ. Es sei X ein wegzusammenhdngender topologischer Raum und
rg € X. Die Abbildung ®(x .,y aus (1.9) induziert eine Bijektion zwischen der
Menge der Konjugationsklassen'™ von (X, z¢) und [SY, X|. Fiir jeden Weg h von
xo = h(0) nach xy = h(1) gilt weiters ®(x 2,y = P(x,20)° Bn, vgl. Proposition 1.3.5.
Schliefich gilt . 0 @ (x 20y = Pvip(ao)) © P, fiir jede stetige Abbildung p : X —Y,
vgl. Bemerkung 1.8.5.

BEwEIS. Es sei h: I — X ein Weg von x := h(0) nach z; := h(1). Weiters
sei f: I — X eine Schleife bei ;. Dann definiert

h(4s +t) falls 0 < s < L,
GiIxI—X. Gl ={/(55) s <s<
h(2—2s+1t) falls I <s<1,

eine Homotopie von Gy = (hf)h nach Gy = f. Dies ist i.A. keine Homotopie re-
lativ Endpunkten, es gilt jedoch G(i,t) = h(t), fiir i = 0,1 und alle ¢ € I. Daher
faktorisiert G zu einer Homotopie G : S* x I — X, G(wi(s),t) = H(s,t). Wir
erhalten @(x ,,)([f]) = P(x.z0)([RSR]) € [S*, X], und damit ®(x 4,) = P(x,20) © On-
Fiir Wege mit h(0) = xy = x1 = h(1) besagt dies gerade, dass konjugierte Ele-
mente in 7 (X, xg) auf dasselbe Element in [S!, X| abgebildet werden. Auch die
Surjektivitidt von ®(x ,,) folgt aus dieser Konstruktion. Ist ndmlich f:8t =X
stetig dann finden wir auf Grund des Wegzusammenhangs von X einen Weg
Weg h von h(0) = xy nach h(1) = f(1), und G definiert eine Homotopie zwi-
schen Gy = f und der Schleife Gy die wegen Go(1) = xo im Bild der Abbildung
[(S%,1), (X, 20)] — [S*, X] liegt. Es bleibt noch zu zeigen, dass ®(x ,,) auf der
Menge der Konjugationsklassen injektiv ist. Seien also fy, f1 : I — X Schleifen bei
To, sodass @ x z0)([fo]) = ®([f1]). Es ist zu zeigen, dass [fo] und [f1] in 7 (X, 20)
konjugiert sind. Nach Voraussetzung existiert eine Homotopie H : S x I — X
mit Hyow; = fo und H; ow; = f;. Betrachte nun die Schleife h : I — X,
h(t) := H(1,t), und

h(4s) falls 0 < s < t/4,
F:IxI—X, F(s,t) := H(wl(is_gi),t) falls t/4 < s <1—1t/2,
h(2 — 2s) falls 1 —t/2 < s < 1.

Dies ist eine Homotopie relativ Endpunkten von Fy = Hpow; = fo nach F} =
(h(Hy o wy))h = (hfi)h. Damit ist [fo] = [hfih] = [h][fi][h]7}, also sind [fo]

107 wei Elemente g; und go einer Gruppe G heifien konjugiert, falls h € G mit gy = hgih™!
existiert. Dies definiert offensichtlich eine Aquivalenzrelation auf G. Die damit assoziierten
Aquivalenzklassen werden Konjugationsklassen von G genannt.
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und [f;] konjugierte Elemente in 71 (X, x¢). Die letzte Behauptung, f. o ®(x ., =
D (v f(w0)) © fr, ist offensichtlich. L]

[.8.29. KOROLLAR (Einfacher Zusammenhang). Fir einen wegzusammenhdn-
genden topologischen Raum X sind dquivalent:

(i) m(X) =0, dh. X ist einfach zusammenhdingend.
(ii) Jede stetige Abbildung f : S — X ist nullhomotop.
(iii) Jede stetige Abblidung f : S — X lisst sich zu einer stetigen Abbildung
F : D? — X fortsetzen, dh. f = Fou, wobeir: S* — D? die kanonische
Inklusion bezeichnet.

BewEIS. Die Aquivalenz (i)« (ii) folgt aus Satz 1.8.28 und der Beobachtung,
dass die Menge der Aquivalenzklassen einer Gruppe G genau dann einpunktig
ist, wenn G nur aus dem neutralen Element besteht. Betrachte nun die stetige
Abbildung ¢ : S* x I — D? C C, p(z,t) := tz. Existiert eine stetige Abbildung
F:D? — X mit For = f, dann liefert H := Foyp : S* x I — X eine Homotopie
von der konstanten Abbildung Hy = cp@) nach H; = F or = f. Damit ist die
Implikation (iii)=-(ii) gezeigt. Sei nun umgekehrt H : S' x I — X eine Homotopie
von einer konstanten Abbildung Hy = c¢,, nach H; = f. Beachte, dass ¢ einen
Homgomorphismus (S* x I)/(S* x {0}) & D? induziert. Daher faktorisiert H zu
einer stetigen Abbildung F': D? — X, F o = H, fiir die dann For = H, = f
gilt. Damit ist auch die Implikation (ii)=-(iii) gezeigt. O

1.8.30. BEISPIEL. Betrachte wieder die Abbildungen 4 : (7™, xo) — (1™, x0)
aus Beispiel 1.7.8, wobei 2y = (1,...,1) € T™. Selen nun A # B € M,, ,(Z). In
Beispiel 1.8.19 haben wir bereits gezeigt, dass 4 und pp nicht homotop relativ
Basispunkt sein konnen, denn die induzierten Homomorphismen (p4)«, (15)« :
m(T", xy) — m(T", o) stimmen nicht iiberein. Mittels Satz 1.8.28 sehen wir
nun, dass auch die induzierten Abbildungen (pa)«, (up)« : [S*,T"] — [S',T"]
verschieden sind, denn ®gn 40y @ 1 (T, o) — [S*,T"] ist bijektiv da w1 (T, zo)
abelsch ist. Also kénnen p4 und pp nicht einmal homotop sein, siehe Bemer-
kung I.8.5. In anderen Worten, die Abbildung M,, ,,(Z) — [T",T"], A — [pal,
ist injektiv. Wir werden spéater sehen, dass diese Abbildung sogar bijektiv ist,
Mn(Z) = [T, T™]. Im Fall n =1 folgt dies aus Satz 1.8.31(i) unten.

Es sei f: 81 — S! stetig. Weiters sei h: [ — S* ein Weg von h(0) = 1 nach

h(1) = f(1). Betrachte die Gruppenhomomorphismen
7 % m(Sh1) 5 mst, F() 2 st 1) Y 7,

siehe Satz 1.4.1 und Proposition 1.3.5. Nach Bemerkung 1.3.7 ist deren Komposi-
tion unabhingig von der Wahl des Weges h, denn 7;(S') ist abelsch. Als Homo-
morphismus Z — Z muss sie durch Multiplikation mit einer ganzen Zahl gegeben
sein. Diese Zahl wird der Abbildungsgrad von f genannt und mit deg(f) € Z
bezeichnet. Es gilt daher 3, (f.(o(k))) = ¢(kdeg(f)) fiir alle k € Z.
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1.8.31. SATZ. Fiir den Abbildungsgrad stetiger Funktionen S* — St gilt:

(i) deg(f) = deg(g) & f~g.
(i) deg(f o g) = deg(f) deg(g).
(iii) deg(f) =n, falls f(z) = 2", n € Z.
(iv) Ist deg(f) # 0 dann muss f : S* — St surjektiv sein.

BEWEIS. Wir leiten zunéchst eine etwas andere Beschreibung des Abbildungs-
grades her. Wenden wir auf ¢(deg(f)) = Bn(f(¢(1))) die Abbildung ® g1 1) aus
Satz 1.8.28 an, so erhalten wir (®s1 1) 0 @)(deg(f)) = P51y (Bn(fi((1)))) =
(I)(Sl’f(l))(f*(qb(l))) @(51 ([f o wl]) [f] S [Sl, Sl] Nach Satz 1.8.28 ist die
Abbildung ®g11y0 ¢ : Z — [S S1] bijektiv, denn 71 (S') ist abelsch. Wir erhal-
ten deg(f) = (P11 © qb)_l([f]) woraus nun auch die erste Behauptung folgt.
Nun zu (ii). Da nach Satz 1.8.28 jede stetige Abbildung S' — S* homotop zu
einer den Basispunkt 1 fixierenden Abbildung ist, diirfen wir nach (i) 0.B.d.A.
annehmen f(1) = 1 = g(1). Daher gilt f.(¢(k)) = ¢(kdeg(f)) sowie g.(o(k)) =
¢(kdeg(g)), k € Z. Es folgt (f 0 g).(¢(k)) = fulg(d(k))) = fuld(kdeg(g))) =

¢(kdeg(g) deg(f)), also deg(f o g) = deg(f)deg(g). Behauptung (iii) folgt aus
Beispiel 1.6.5. Um (iv) einzusehen nehmen wir an, dass f : S — S! nicht

surjektiv ist. Dann existiert P € S', sodass f : S' — S'\ {P}, also faktori-
siert f. : m (S, 1) — m (ST \ {P}, f(1)) — m(S*, f(1)). Nach Beispiel 1.6.6 ist
(ST \ {P}) = 0, also stimmt f, mit dem trivialen Homomorphismus {iberein,
es muss daher deg(f) = 0 gelten. O
1.8.32. BEMERKUNG. Fiir stetig differenzierbares f : St — S! gilt
1 dz 1 [P L2f(e*)
deg(f) = 55 /f T T o), e

Um dies einzusehen sei o. B d A f (1) = 1, siehe Satz 1.8.31(i). Definiere nun

.f [ - C f = 27” fo f(627'rls

Integralrechnung erhalten wir sofort 2 ( f (e2mit)e=2mif M) = 0 und daher f(e*™) =
27r1f

) ds. Aus dem Hauptsatz der Differential- und

. Insbesondere ist f reellwertlg und n := f(1) € Z. Weiters sehen wir, dass
f ein Lift des Weges fowy ist, dh. po f = fowy, siehe (1.2). Da f ein Weg von 0
nach n ist, muss f ~ W, gelten, woraus wir fow; = po f = pow, = w, erhalten.
Damit ist fi([w1]) = [wa] € m1 (S, 1), also gilt tatséichlich deg(f) =n = f(1) =
ﬁ fow1 %

1.9. Der Satz von Seifert—van Kampen. Im Satz von Seifert-van Kam-
pen, siehe Satz 1.9.4 unten, tritt das freie Produkt von Gruppen in Erscheinunug,
wir beginnen daher mit einer Diskussion desselben. Sind G und H zwei Gruppen,
dann gibt es eine Gruppe G H, das sogenannte freie Produkt von G und H, sowie
zwei Gruppenhomomorphismen tg : G — G+ H und 1y : H — G« H die folgende
universelle Eigenschaft haben. Sind ¢¢ : G — K und pg : H — K zwei Grup-
penhomomorphismen, dann existiert ein eindeutiger Gruppenhomomorphismus
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p:GxH — K mit poig=¢e und ¢ oty = ¢p. Diesen Homomorphismus be-
zeichnen wir mit g * ¢y := ¢. Wir werden die Existenz
von G * H in Lemma [.9.1 unten zeigen und wollen sie G vc
fiir den Moment als gegeben annehmen. Die universel- lbc\\
le Eigenschaft bestimmt das Tripel (G * H,iq,ty) bis e
auf kanonischen Isomorphismus eindeutig. Genauer, ist
F' eine Gruppe und sind jg : G — F sowie jy : H — F T”/
zwei Gruppenhomomorphismen die auch diese universel- PH
le Eigenschaft haben,!* dann gibt es genau einen Grup-
penisomorphismus ¢ : G * H — F mit ¥ o1 = jg und 9 oty = jy.!
Daraus folgt sofort die Existenz kanonischer Isomorphismen G « H = H * G,
(Gl * Gg) * Gg = Gl * (G2 * Gg) sowie {1} *xG =G

Wenden wir die universelle Eigenschaft auf K = G, ¢ = idg und den trivialen
Homomorphismus ¢y = 1 an, so erhalten wir einen Homomorphismus pg : G *
H — G mit pgotg = idg und pgory = 1. Analog lasst sich ein Homomorphismus
py : Gx H— H mit pg oty = idy und py o tg = 1 konstruieren. Insbesondere
sind (¢ und ¢y beide injektiv, wir konnen daher G und H als Untergruppen von
G x H auffassen. Auch erhalten wir einen surjektiven Homomorphismus (pg, py) :
GxH—GxH.

Die Bilder von (g und ty erzeugen die Gruppe G x H. Bezeichnet namlich
K die von 1g(G) Uty (H) erzeugte Untergruppe von G * H, dann erhalten wir
aus der universellen Eigenschaft einen Homomorphismus ¢ : G * H — K mit
potg=tgund p oty = ty. Durch Komposition mit der kanonischen Inklusion
L : K — G x H erhalten wir einen Homomorphismus to ¢y : Gx H — G * H
mit (1o p)otg = tg und (Lo ) oty = ty. Aus der Eindeutigkeitsaussage der
universellen Eigenschaft folgt ¢+ o ¢ = idg.g. Also muss ¢ surjektiv sein, K daher
mit G x H iibereinstimmen. Somit sehen wir, dass G U H die Gruppe G * H
tatsichlich erzeugt. Nun aber zur Konstruktion von G x H.

2

[.9.1. LEMMA. Es seien G, Gruppen, o € A. Dann existiert eine Gruppe, die
wir mit e AGo, bezeichnen und das freie Produkt der G, mennen, sowie Homo-
morphismen tg : Gg — *0eaGa, B € A, mit folgenden Eigenschaften:

(1) vg ist injektiv, wir konnen daher jede der Gruppen Gg als Untergrup-
pe von *q,ecaAGo auffassen und werden die Inklusionen tg meist unter-
driicken.

(ii) Upea Ga erzeugt die Gruppe *qcaGo. Jedes Element x # 1 € *qeaGq
lasst sich daher in der Form x = gy - - - g, mit g; € G, schreiben. Dabei

Hdh. zu jedem Paar von Homomorphismen g : G — K und ¢y : H — K existiert ein
eindeutiger Homomorphismus ¢ : F' — K mit ¢ o jg = ¢g und 9o jg = ¢g.

2Djeser Isomorphismus ist durch ¢ := jg * jg gegeben. Seine Inverse erhalten wir aus der
universellen Eigenschaft von F' angewandt auf o = t¢ und g = ty. Dass dies tatséichlich
die Inverse liefert folgt dann aus den Eindeutigkeitsaussagen in den universellen Eigenschaften
von G« H und F.
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konnen wir auch erreichen, dass go, # 1 € G,, und o; # ;1 fir i =
1,...,n—1. Fine solche Darstellung von x wird reduzierte Darstellung
genannt.

(iii) Die reduzierte Darstellung von x # 1 € %4c4G, ist eindeutig, dh. gilt
g1 Gn = x = hy---hy und sind beide Darstellungen reduziert, g; €
Ga;r hy € Gg;, dann folgt n = m, a; = B; und g; = h; fiir alle i =
1,...,n.

(iv) Sind ¢, : Go — K Gruppenhomomorphismen, o € A, dann existiert
genau ein Gruppenhomomorphismus ¢ : xacaGo — K, sodass ¢ o 1, =
Yo, flir alle o € A. Wir werden diesen Homomorphismus mit *,c a@q =
@ bezeichnen.

BEWEIS. Unter einem Wort verstehen wir jede endliche Folge (g1, go, - -, gn)
wobei jedes der g; in einer der Gruppen G,, liegt. Auch die Folge der Lange 0 ist
zugelassen und wird als das leere Wort bezeichnet. Ein Wort (g1, ..., ¢,) heifit
reduziert, falls ¢; # 1 € G,,, t = 1,...,n,und o; # ;41 fir i =1,...,n — 1.
Insbesondere ist das leere Wort () reduziert. Es bezeichne W die Menge aller
reduzierten Worte, und &(W) die Permutationsgruppe von W, dh. die Menge
der Bijektionen W — W. Fiir a € A und g € G, definieren wir eine Abbildung
L, : W — W indem wir einem reduzierten Wort (g1, ...,¢,) mit g; € G,, ein
Element in W wie folgt zuordnen:

(g1, 9n) falls g = 1,

(9,915, 9n) falls g # 1 und ;1 # «,

(991,92 -+ 9s) falls g # 1, a1 = aund gg1 # 1,
(92,93,---,9n) fallsg#1, g =aund gg; = 1.

Ly(g1,-..,9n) =

Eine einfache Fallunterscheidung zeigt L, = idy und Ly o L, = Ly, fiir alle g, h €
Go. Insbesondere ist L,-1 = (L)™', jedes L, daher bijektiv. Wir erhalten einen
Gruppenhomomorphismus ¢, : Go — &(W), g — L,. Wenden wir L, auf das
leere Wort () € W an, erhalten wir Ly(()) = (g), falls g # 1, also ist ¢, injektiv.
Definieren wir nun *,caGy als die von (J, ¢4 ta(Ga) erzeugte Untergruppe in
S (W), dann sind die Behauptungen (i) und (ii) offensichtlich wahr. Nun zu (iii):
Sei also g1+ gn = h1--hm € %qeaGq mit g; € Gy, und h; € Gg,, und so,
dass beide Darstellungen reduziert sind. Nach Konstruktion ist L, o---0 L, =
Ly, 0---0Lp, € &(W). Wenden wir diese Permuatation auf das leere Wort
() € W an, dann erhalten wir wegen der Reduziertheit der Darstellungen

(gla . -->gn) = (Lg1 O OLQn)(()) = (Lh1 S oLh'm)(()) = (hla . "ahm)a

und damit n = m, o; = §; sowie g; = h;, @ = 1...,n. Nun zu (iv): Seien also
Homomorphismen ¢, : G, — K gegeben, a € A. Ist x # 1 € %,4e4G, und
T = g1--- gy seine reduzierte Darstellung, g; € G,,, so definieren wir ¢(x) :=
Loy (91) ** Loy, (gn). Setzen wir noch ¢(1) := 1, dann liefert dies nach (iii) eine
wohldefinierte Abbildung ¢ : *,c4G, — K fiir die offensichtlich ¢ o ¢, = @, gilt,
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a € A. Es bleibt noch zu zeigen, dass ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist. Wir
zeigen zunéchst

0(g1° Gn) = Pay (91) P, (Gn) fiir beliebige g; € G, . (I.10)

Wir beweisen (1.10) mittels Induktion nach n. Existiert ein ¢ mit 1 < ¢ <
nund g, = 1 € G,,, dann erhalten wir aus ¢,,(g;) = 1 und der Indukti-

onsvoraussetzung o(g1- gx) = P(g1- 1 On) = Poa(01) i Pan(n) =
Par(91) 1+ 0, (Gn) = Pai(91) - Pa;(9i) - - Pa, (gn). Existiert ein ¢ mit 1 <
i <nund o; = ®iq1, so folgt aus pa, (9igi+1) = Pa; (9i)Pay, 1 (git1) und der Induk-
tionsvoraussetzung ©(g1 -+ gigit1 - Gn) = Por(91) - Pa;(GiGiv1) -+ Pan (gn) =
©Par(91) * Pa; (95)Pasi1 (Git1) =+ Pan (gn). Tritt keiner der beiden Félle ein, dann
war die Darstellung g; - - - g, schon reduziert, und es bleibt nichts zu zeigen. Da-
mit ist (I.10) bewiesen, woraus wir nun sofort die Homomorphismus Eigenschaft
von ¢ erhalten. Die Eindeutigkeit von ¢ folgt aus (ii), denn ¢ ist auf einer die
Gruppe erzeugenden Teilmenge durch die ¢, vorgegeben. U

[.9.2. BEMERKUNG. Das freie Produkt ist weit davon entfernt eine kommuta-
tive Gruppe zu sein. Ist etwa h # 1 € H und g # 1 € G, dann gilt stets gh # hg
im freien Produkt G % H, siche Lemma 1.9.1(iii). Ebenso sehen wir sofort, dass
das Zentrum von G * H trivial ist, wenn nur G # {1} und H # {1}.

[.9.3. BEISPIEL. Ist G eine Gruppe, dann wird die von den Kommutatoren
{ghg™'h~': g, h € G} erzeugte Untergruppe die Kommutatoruntergruppe von G
genannt und mit [G, G| bezeichnet. Dies ist stets eine normale Untergruppe von G.
Die Quotientengruppe G := G/[G, G| wird die Abelisierung von G genannt. Sie
hat folgende universelle Eigenschaft. Ist A eine abelsche Gruppe und ¢ : G — A
ein Homomorphismus, dann existiert genau ein Homomorphismus ¢ : G — K
mit p** o p = ¢, wobei p : G — G? den kanonischen Homomorphismus der mit
der Quotientengruppe assoziiert ist bezeichnet. Dies folgt aus ¢(ghg th™1) =
o(g)p(h)e(g) tp(h)™' = 1, denn A ist kommutativ. Fiir die Abelisierung des
freien Produkts gilt, siche Aufgabe 13,

(*aeAGa)ab = ®a6A sz.
Fiir das n-fache freie Produkt *"Z := Zx- - -xZ erhalten wir daher (Zx- - -+ Z)> =
7@ - -@®L="17" Es folgt x"Z % «™Z falls n # m, denn Z" 2% 7.

Es seien U,V C X zwei offene Teilmengen mit X = U UV, und es sei 2y €

UNYV ein Basispunkt. Betrachte die vier im kommutativen Diagramm links ange-
. deuteten kanonischen '

(UNV,xg) L (U, x9) Inklusionen, (yojy = m(UNV, ) Gols 1 (U, x)

; ty o jy. Gehen wir zu _
ljv lLU den Fundamentalgru- l(J‘/)* l(tu)*
1 (X7 [L’())

(V, 29) —— (X, z,) Dbpen iiber so erhalten 7, (V, z)
wir induzierte Abbil-
dungen wie im zweiten Diagramm. Nach Propostion 1.6.1 gilt (cp)« o (ju)s =

(ev )«
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(tv o ju)s = (tv © jv )« = (tv)s © (Jv)«, also kommutiert auch dieses Diagramm.
Insbesondere erhalten wir einen Homomorphismus

D= (tp)s * (tv)s : m(U, x0) * 1 (V, 20) — m1(X, 20), (L.11)

und jedes der Elementen ((ju).o) ((jv)*a)_l, o € m(UNV, xy), liegt im Kern

von ®, denn es ist ®(((ju):0)((jv):0)™) = ((tw)(ju):0) ((Lv)*(jv)*a)_l = 1.
Damit liegt auch der von ihnen erzeugte Normalteiler

N = N({((jU)*O’)((jv)*O')_l o em(UN V,xo)}) (L.12)
im Kern von ®, in Zeichen N C ker(®).

[.9.4. SAaTz (Seifert—van Kampen). Es sei X = U UV wobei U und V' offen
i X sind. Weiters seien U, V' sowie U NV wegzusammenhdngend und xy €
UNV. Dann ist ® surjektiv, siche (1.11), und es gilt ker(®) = N, siehe (1.12).
Insbesondere gilt m (X, o) = (m1 (U, zo) * m(V,20)) /N.

BEwEIS. Um die Notation zu vereinfachen setzen wir U; := U und U, := V.
Wir zeigen zunéchst die Surjektivitdt von ®. Sei dazu f : I — X eine Schleife
bei zo. Da {Uy, Uy} eine offene Uberdeckung von X bildet, ist {f~(U}), f~1(Us)}
eine offene Uberdeckung des Intervalls I. Nach Lemma 1.4.12 existieren 0 = sy <
$1 <+ <s,=1lund aq,...,q, € {1,2}, sodass f([s;_1,si]) C U,,, fiir jedes i =
1,...,n. Durch Weglassen gewisser Unterteilungspunkte s; konnen wir erreichen,
dass f(s;) € UyNU, fiir alle: = 0, ..., n, denn wire etwa f(s;) € Uy \ Uy dann gilt
sowohl f([s;_1,s;]) C Uy als auch f([s;, si41]) € U;. Betrachte die reparametrisier-
ten Einschrankungen f; : [ — U,, C X, fi(s) := f((l—s)si_ljtssi), i=1,...,n.
Es gilt f ~ fifo--- f, relativ Endpunkten in X, siehe Beispiel 1.1.3. Da U; N U,
wegzusammenhéngend ist, finden wir Wege h; : I — Uy NUs von h;(0) = g nach
hi(1) = fi(1) = f(s;), i = 1,...,n — 1. Weiters seien hy := h,, := ¢, die kon-
stanten Wege. Wir erhalten f ~ (hofih1)(hi fohe)(hafshs) - -+ (hp_1fuhy) relativ
Endpunkten in X, denn h;h; =~ Cf(s;)- Jeder der Faktoren h;_; f;h; ist eine Schleife
bei zy in U,, und definiert daher ein Element o; € m(Us,, z0), 0i = [hi_1 fihi],
1= 1, .o, N Es fOlgt @(0’1 s O'n) = @(0’1) s (I)(O'n) = [(hoflhl) s (h'n—lfnh'n)] =
[f] € m (X, xp), also ist ® surjektiv.

Es bleibt noch zu zeigen ker(®) C N. Seien also f; : I — Ug, Schleifen bei zy,
1<k<m,B,...,0m € {1,2}, sodass ®([f1] - [fm]) = 1 € m (X, z0). Es ist zu
zeigen, dass [fi] - [fm] =1 € (m(Uy, x0) * m1(Ua, x9))/N. Betrachte die Schleife
f:1— X, f:= fifa:-+ fi. Nach Voraussetzung ist [f] = ©([f1])--- P([fim]) =
O([f1] -~ [fm]) = 1 € m (X, o). Daher existiert eine Homotopie von Wegen H :
I x I — X von Hy = c,, nach H = f. Da {U;,U,} eine offene Uberdeckung
von X ist, muss auch {H~'(U;), H '(Uy)} eine offene Uberdeckung von I x I
sein. Nach Lemma 1.4.12 existieren 0 = sp < 51 < --- < s, = 1lund 0 =t <
ty < -+ <t,=1sowie of € {1,2}, sodass H([s;_1,5;] x [t;—1,t;]) C U, fiir alle
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1 < 1,7 < n. Betrachte die Wege

ul ;I —U,; CX ul(s) = H((1 - s)si_1 + 88, 1)

b1 —U,;CX bZ(s):H(l—ssll—l—ssZ,t] 1)

.I—-U,;CX H(t) == H(sj_1, (1 — t)tj1 + 1)

rl I —U,; CX rl(t) = H(s;, (1 — t)t;1 + tt;)
Da H, = f = f,--- f,, diirfen wir durch Ubergang zu einer feineren Zerlegung
von I x I 0.B.d.A. annehmen, dass 0 = iy < iy < ... < i, = n existieren mit
Qi =0 = = [, und

Up U o up 2 fy relativ Endpunkten in Ug,, 1 <k <m. (1.13)

Da das Rechteck [SZ 1,8i] X [tj_1,t;] einfach zusammenhéngend ist, und weil
H([si_l,si] X [t] 1, ]) C U J, folgt
Pulr ~ b relativ Endpunkten in U ;, 1 <4,j < n. (I.14)

Da U, Uy und U; N Uy wegzusammenhéngend sind, existieren Wege ﬁij I — X,
0 <i,j < n, mit folgenden Eigenschaften:
(i) ﬂf(O) = xo und (1) = H(s;, t;).
(ii) B/ : 1 — Uaz C X falls H(Si,tj) € Uaz.
(iii) 8/ : I — Uy NU; C X, falls H(s;, t;) € Uy N Us.
(iv) 5] = ¢y, falls H(s;, t;) = xo.
Betrachte nun die folgenden Schleifen bei zy, siehe (i) und (ii):

= plulfl 1 - U, CX, b =By I - U, CX
H=poUpL 1 -U, X, #=p""51-U,CX

Aus (L. 14) erhalten wir (67757 (67wl 5) (3]~ B3Il rif)) ~ TNl BT ~
376! 377" relativ Endpunkten in U_;, und daher

] [#]) 7 = [0]] e m(Uy,o),  1<ij<n (1.15)
Da H eine Homotopie relativ Endpunkten ist und wegen (iv) gilt
[lAﬂ =lem (Ua{-,ato) und [fﬂ =lem (Uaz;>I0)> 1<j<n. (L16)
Da Hy = ¢,, und wegen (iv) gilt auch
bi] =1en(Up,m), 1<i<n. (L.17)
Aus (I.13) und (iv) erhalten wir
[ @ ] [a2] = [fi) € m(Us,20), 1<k<m.  (L18)



42 I. DIE FUNDAMENTALGRUPPE

Weiters haben wir die Relationen
[#.] = [¢] € (m(Ur, @) % m1(Usz, 70)) /N, 1<j<n,2<i<n. (L19)

Um dies einzusehen unterscheiden wir zwei Félle. Ist o, = o], dann gilt offen-

sichtlich [ff_l} = [lﬂ € m(U,, o) und damit auch (1.19). Ist a]_, # o, dann
sind #_, und I/ Wege in Uy N Uy, siehe (iii), und (7] = [lﬂ € m(Uy N Uy, xp),
woraus nun (1.19) folgt, vgl. (I.12). Analog lasst sich zeigen

(@7 = [6] € (m(Uy, 20) * m1(Us, 20)) /N, 2<j<n, 1<i<n. (1.20)

(3

Aus (L.15), (1.16) und (L.19) erhalten wir, in (1 (Uy, zo) * m1(Us, 7)) /N,

(0] (2] = [ [ad] (A1) [B] @) [ = [ad] - ).
Zusammen mit (I1.20) und (1.17) folgt, in (my(Uy, xo) * m1 (U, 20)) /N,

[ag] - [an) =[] -~ o0 = [ ] - [ ™) = oo = [B] - ] = L
Verwenden wir noch (1.18) so erhalten wir schlielich die Relation [f1] - - [fm] =1
in (m1 (U, o) * m1 (Uz, 20)) /N. Damit ist der Beweis vollsténdig. O

1.9.5. BEISPIEL. Wir wollen nun mit Hilfe von Satz 1.9.4 nochmals verifizieren,
dass S™ einfach zusammenhéngend ist, n > 2, vgl. Satz 1.6.7. Nach Beispiel 1.6.6
sind U := S"\ {N} und V := 5"\ {S} zwei einfach zusammenhéngende offene
Teilmengen von S™ = UU V. Dan > 2, ist U NV wegzusammenhingend. Aus
Satz 1.9.4 folgt daher m(S™) = 0.

[.9.6. BEISPIEL (Suspension). Es sei X ein topologischer Raum, und es be-
zeichne ~ die von (x,1) ~ (y,1) und (x,—1) ~ (y, —1) erzeugte Aquivalenzrela-
tion auf X x [—1,1], x,y € X. Der Quotientenraum

XX = (X x [-1,1]) /~

wird die Suspension oder Finhdingung von X genannt. Die Suspension entsteht
daher aus X x [—1, 1] indem wir X x {1} zu einem und X x {—1} zu einem ande-
ren Punkt kollabieren. Etwa ist 5™ = S"*! siche Aufgabe 4. Ist X wegzusam-
menhéngend, dann ist >X einfach zusammenhéngend. Dies folgt aus Satz 1.9.4 in-
dem wir die offenen Teilmengen U := (X x (—1,1])/~und V := (X x [-1,1)) /~
von XX = U UV betrachten. Beide sind kontrahierbar, vgl. Beispiel 1.8.26, also
einfach zusammenhéngend, siehe Korollar 1.8.23, und esist UNV = X x (—1,1)
wegzusammenhangend.

1.9.7. BEISPIEL. Es seien (X, zg) und (Y, yo) zwei zusammenhéngende punk-
tierte Rdume. Weiters sollen offene Umgebungen Uy C X von xg und V) C Y von
yo existieren, sodass {xo} Deformationsretrakt von Uy und {yo} Deformationsre-
trakt von Vj ist. Betrachte die Einpunktvereinigung (X VY, %) = (X, zo) V (Y, vo),
und die offenen Teilmengen U := (Up, zo) V (Y, y0) und V := (X, z0) V (Vo, %0)
von X VY = UUYV. Eine retrahierende Deformation von Uy auf {z(} liefert eine
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retrahierende Deformation von U auf Y. Also ist die Einbettung (Y, yo) — (U, %)
eine Homotopiedquivalenz und induziert daher einen Isomorphismus 7 (Y, o) =
71 (U, %), siehe Proposition 1.8.18. Ebenso induziert die Einbettung (X, z,) —
(V, %) einen Isomorphismus (X, zo) = m;(V, ). Eine retrahierende Deformati-
on von Uy auf {xy} zusammen mit einer retrahierenden Deformation von V; auf
{yo} liefern eine retrahierende Deformation von U NV = (Up, zo) V (Vo, yo) auf
{*}. Also ist U NV kontrahierbar und damit einfach zusammenhéngend, siche
Korollar 1.8.23. Aus Satz 1.9.4 folgt daher

m (X, 20) V (Y, 90)) = mi(X, 20) * (Y, m0)-

Insbesondere sehen wir, dass S™ V ---V S™ einfach zusammenhédngend ist, falls
n > 2, siche Satz 1.6.7. Wir erhalten aber auch m(S'V .-V S') X Zx - xZ.
Einpunktvereinigungen von Kreisen konnen also nur dann homotopiedquivalent
(homdomorph) sein, wenn sie gleich viele Faktoren besitzen, siehe Beispiel 1.9.3
und Satz 1.8.22.

[.9.8. BEISPIEL. Es seien Pi,..., P, paarweise verschiedene Punkte in R”".
Der Raum R™ \ {P,..., P} ist homotopiedquivalent zur Einpunktvereinigung
Sty oo v S mit k Faktoren. Fiir n > 3 ist daher R™\ {Py,..., P} einfach
zusammenhéngend, siehe Satz 1.8.22 und Beispiel 1.9.7. Im Fall n = 2 folgt

m(RP\{P,...,P}) X Zx*-- L.

Fiir [ # k sind daher R2\ {P,, ..., B} und R*\{ P, ..., P,;} nicht homotopiefiqui-
valent, und daher auch nicht homéomorph.

Um die etwas komplizierteren Fundamentalgruppen einigermaflen in den Griff
zu bekommen, wiederholen wir kurz die Darstellung von Gruppen durch Erzeu-
ger und Relationen. Ist S eine Menge, dann nennen wir F'(S) := %, 57 die freie
Gruppe iiber S. Zu jedem s € S haben wir einen kanonischen injektiven Homo-
morphismus ¢, : Z — F(S), siche Lemma 1.9.1. Wir bezeichnen ¢4(1) € F(.5) wie-
der mit 5. Jedes Element in z # 1 € F(S) ldsst sich in der Form = s 552 ... gkn
schreiben, wobei s; € S und k; € Z. Dabei konnen wir auch erreichen, dass alle
k; # 0 und s; # s;11. Unter diesen Voraussetzungen ist die Darstellung dann ein-
deutig, siche Lemma 1.9.1(iii). Ist K eine Gruppe und fiir jedes s € S ein k; € K
gegeben, dann existiert ein eindeutiger Homomorphismus ¢ : F/(S) — K, sodass
©(s) = kg fiir alle s € S, siche Lemma 1.9.1(iv).

Eine Gruppe G heift fre: falls eine Menge S existiert, sodass G = F(S). Die
Kardinalzahl §S wird der Rang der freien Gruppe G genannt und mit rank(G) be-
zeichnet. Dies ist wohldefiniert, denn aus F/(S) = F(S') folgt @, 4 Z = F(S)* =
F(S")* =@, o Z und damit §S = 45’, siehe Beispiel 1.9.3.

Ist R C F(S) eine Teilmenge so schreiben wir (S | R) := F(S)/N(R), wobei
N (R) den von R erzeugten Normalteiler in F(S) bezeichnet. Ist G eine Gruppe
und G = (S | R) dann nennen wir (S | R) eine Prasentation von G mit Erzeugern
S und Relationen R. Sei nun K eine weitere Gruppe und fiir jedes s € S ein
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ks € K gegeben, sodass der durch ¢(s) = ks bestimmte Homomorphismus ¢ :
F(S) — K auf jedem Element von R verschwindet, dh. ¢(r) = 1 € K fiir alle
r € R. Dann ist N(R) C ker(9), also faktorisiert ¢ zu einem Homomorphismus
v :(R|S)=F(S)/N(R) — K mit p(s) = ks.

Eine Gruppe G wird endlich prdsentierbar, geannt, falls eine Présentation
G = (S| R) mit endlichen Mengen S und R existiert. Ist S = {s1,...,s,} und
R = {ry,...,ry} dann schreiben wir fur (S | R) auch (s1,...,8, | 71,...,7m)
oder (s1,...,8, | ri=1,...,rm =1).

Jede Gruppe G besitzt die Prisentation G = (S | R) mit S := G und
R := ker(p), wobei ¢ : F(S) — G den durch ¢(g) = g gegebenen Homomor-
phismus bezeichnet. Es faktorisiert ndmlich ¢ zu einem, offensichtlich bijektiven,
Homomorphimus (S | R) = F(S)/N(R) = F(S)/ker(¢) — G.

Falls r € N(R) dann ist N(R) = N(RU {r}) und daher

(S|R)=(S|RU{r}). (1.21)
Ist t ¢ S und w € F(S5), dann gilt
(STR)=(SuU{t} | RU{t 'w}). (1.22)

Um dies einzusehen, sei ¢ : (S | R) — (SU{t} | RU{t7*w}) der durch ¢(s) =
s, s € S, eindeutig bestimmte Homomorphismus. Betrachte weiters den durch
P(s) = s, s € S, und P(t) = w eindeutig bestimmten Homomorphismus ) :
(SU{t} | Ru{t~'w}) — (S| R). Offensichtlich ist ¥ o p = id. Es gilt aber auch
pot =id, denn in (SU{t} | RU{¢t'w}) haben wir ¢(v(t)) = w = t.

Sind (S | R) und (S’ | R') zwei endliche Prisentationen derselben Gruppe,
dh. (S| R) 2 (S’ | R'), dann ist es stets moglich durch endlich viele Ubergiinge
der Art (1.22) und (I.21), die sogenannte Tietze-Prozesse, von der Présentation
(S| R) zu der Présentation (S’ | R) zu gelangen, siehe etwa [13, Satz 5.8.2].

SchlieBlich seien noch

(S| R+ (S'| )~ (SUS'| RUR (1.23)

und
(S|R*™=(S|RUK) (L24)

erwihnt, wobei K = {sts™1t™1 : s # t € S}. Der durch ¢(s) = s bestimmte
Homomorphismus ¢ : (S | R) — (S | RU K) faktorisiert ndmlich zu einem
Homomorphismus ¢ : (S | R)*® — (S| RUK) der invers zu dem durch 1(s) = s
bestimmten Homomorphismus (S | RUK) — (S | R)? ist, pot = id, Yoy = id.

Nun zu einigen Beispielen. Fiir n € Z schreiben wir Z,, := Z/nZ. Dies eine
endliche zyklische Gruppe falls n # 0.

(i) (s| —) =2

) (s, t| =) =ZZx*Z.
(iii) (s,t|sts ) X Z D Z.

) (s]s") = Zy,, fur n € Z.

) (s,t| ™ t") = Ly % Ly, fiir m,n € Z.
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(vi) (s, t | s, t" sts ™YY 2 Z,, ® Z,, fiir m,n € Z.
(vil) (s,t ] s%t3, s3t1) = 0.

1.9.9. BEISPIEL (Kleinsche Flasche). Auf S' x I betrachte die von (z,0) ~
(271, 1) erzeugte Aquivalenzrelation. Der Quotientenraum K := (S* x I)/~ wird
als Kleinsche Flasche bezeichnet. Es sei p : S'x I — K die Quotientenabbildung.
Betrachte nun die offenen Teilmengen U := p((S* \ {—1}) x I) sowie V :=
p((S*\ {1}) x I) von K = U U V. Die Réume U und V sind Mé&biusbénder,
vgl. Beispiel 1.8.9, die Schleife a : I — U, a(s) := p(1, s), représentiert einen
Erzeuger in m (U, a(0)) 2 Z, und b: I — V', b(s) := p(—1, s), représentiert einen
Erzeuger in m(V,b(0)) & Z. Fiir den Durchschnitt gilt U NV = (0,7) x S,
die Schleife r := ryry représentiert einen Erzeuger in m (U NV, xg) = Z, wobei
ri: I = UNV,ri(s) = p(i,s), und ro : I — U NV, ry(s) := p(—i, s), und
zo = 7(0) € UNV. Weiters seien h, : I — U, ha(s) := p(ie™™*/2,0), und
hy - I — V., hy(s) := p(ie™/2,0), also h,(0) = hy(0) = zg, ha(1) = a(0) =
a(1) und hy(1) = b(0) = b(1). Wir erhalten Erzeuger « := [h,ah,] € 71 (U, x0),
B = [hybhy) € T (V,m0) und p := [r] € (U NV, x0). Der von der Inklusion
induzierte Homomorphismus 71 (U NV, zo) — m (U, zo) bildet p auf o? ab, und
der Homomorphismus 7 (U NV, zg) — 71(V, z0) bildet p auf 32 ab. Aus Satz 1.9.4
folgt daher (K, z¢) = (o, 8 | ?372). Eine niitzlichere Darstellung erhalten wir
wie folgt:

m(K) = (a, 8| a’57%) = (a, 8,7 [y af™!, &’57%) nach (1.22)
= (a, 0,7 | ava™ly, v af™!, o®7%) nach (1.21)
= (o, 0,7 | avaly, v lap™h) nach (1.21)
= (a7 | aya™ly) nach (1.22)

Wir wollen noch zeige, dass 71 (K) isomorph zu Z x Z ist, wobei Z x Z die Menge
ZxZ mit der Gruppenstruktur (ki,1;)(ka, l2) = (k1+(—1)"ky, l; +15) bezeichnet. '
In Z x Z gilt die Relation (0,1)(1,0)(0,1)71(1,0) = (0,0) also bestimmt p(a) =
(0,1) und ¢(y) = (1,0) einen Homomorphismus ¢ : (a,v | aya™v) — Z x Z.
Wegen ¢(vFal) = (1,0)%(0,1)! = (k,1) ist ¢ surjektiv. Aus der Relation ay =
7y~ Lo folgt, dass sich jedes Element in x € (o, | aya~'y) in der Form x = 7*a/
schreiben lésst, k, [ € Z. Daraus sehen wir sofort, dass ker(y) = 0, also ist ¢ auch

13Gind G und H zwei Gruppen, bezeichnet Aut(H) die Gruppe der Automorphismen von
H, und ist ¢ : G — Aut(H) ein Homomorphismus, dann definiert die Multiplikation (h1,g1) -
(h2, g2) := (h1pg, (h2), g192) auf der Menge H x G eine Gruppenstruktur. Diese Gruppe wird
mit H X, G bezeichent und ein semidirektes Produkt von H und G genannt. Ihr neutrales
Element ist (1,1), das Inverse von (g, h) ist durch (g,h)™* = (p,-1(h™'),g7") gegeben. Wir
haben einen injektiven Homomorphismus ¢ : H — H %, G, ¢(h) := (h, 1), und einen surjektiven
Homomorphismus p : H x, G — G, p(h, g) := g. Weiters ist ker(p) = img(¢), und daher H ein
Normalteiler von H i, G. Fiir den trivialen Homomorphismus ¢ = 1 erhalten wir H x, G =
H x G. Das Beispiel im Text oben kommt von ¢ : Z — Aut(Z) = {+1}, (k) = (=1)'k.
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injektiv. Insgesamt folgt

m(K) =2 Z % 7.
Fiir die Abelisierung erhalten wir
7y (K = (a,v ‘ aya‘lwab =~ (o, ‘ aya~ly, aya~ly7h) nach (1.24)
= <a,7 ‘ V2, aya Ty, ava‘17_1> nach (1.21)
=~ (o, ‘ v, aya~lyh) nach (1.21)
= <a,7 ‘ 72>ab nach (1.24)
= ((a]=) * (v | 72>)ab nach (I.23)

> (Z+ 7)) 2 Z& Z,

Die Kleinsche Flasche ist daher weder zur Sphére S? noch zum Torus 72 homto-
piefiquivalent (homdomorph), denn m(S5?) = 0 und m(7?) X Z & Z.

Ist ACY und ¢ : A — X stetig, dann definieren wir
XU, Y= (XUY)/~,

wobei ~ die von a ~ ¢(a), a € A, erzeugte Aquivalenzrelation auf der disjunkten
Vereinigung X 1Y bezeichnet. Wir sagen der Raum X U, Y entsteht aus X durch
Ankleben von Y langs ¢. Wir erhalten

zwei kanonische stetige Abbildungen ¢x :

X > XU, Yund ¢:Y — XU, Y. 7” \
Die Abbildung ¢y ist ein Homéomorphis-

mus auf ihr Bild, wir konnen X daher als XUp YV - == -~
Teilraum von X U, Y auffassen. Weiters L\\ /

bezeichne 14 : A — Y die kanonsische 4

Inklusion. Der verklebte Raum X U, Y Y

hat folgende universelle Eigenschaft. Sind vx : X — Z und ¢y : Y — Z zwei
stetige Abbildungen mit ¢ x o ¢ = ¥y o014 dann existiert eine eindeutige stetige

Abbildung ¢ : X U, Y — Z mit ¢x = 1 oty und ¥y = 9 o . Wir werden diese
Abbildung mit ¥ x U, ¥y := 1 bezeichnen.

[.9.10. LEMMA. Es sei A ein Deformationsretrakt von Y und ¢ : A — X
stetig. Dann ist 1x(X) ein Deformationsretrakt von X U, Y, und die kanonische
Einbettung 1x : X — X U, Y daher eine Homotopiedquivalenz.

BEWEIS. Essei H : Y xI — Y eine retrahierende Deformation, dh. Hy = idy,
H\(Y) C Aund Hy|4 = ida. Betrachte die Abbildung G : (XUY) x T — X U,Y
die durch G(z,t) := 1x(z), (z,t) € X x I, und G(y,t) := $(H(y,t)), (y,1) €
Y x I, definiert ist. Da H;|4 = id faktorisiert G zu einer stetigen Abbildung
G:(XU,Y)xT—XU,Y. Wegen Hy = idy ist Go = idxy,y. Da Hi(Y) C A
gilt G1(X U, Y) C 1x(X). SchlieBlich ist G|, (x) = id,(x) fiir alle t € I. Daher
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ist G eine retrahierende Deformation und ¢x(X) ein Deformationsretrakt von
XU,Y. 0

[.9.11. BEISPIEL (Abbildungszylinder). Es sei ¢ : Y — X stetig, und es be-
zeichne vy : Y — Y x I die Einbettung ty(y) := (y,1). Wir kénnen ¢ als eine
auf dem Teilraum A := 1y (Y) =Y x {1} de-

finiert Abbildung auffassen. Der Raum Z, := x X Z, =X U, (Y xI)
XU, (Y xI) wird der Abbildungszylinder von ¢ )
genannt. Wir erhalten eine kanonische Einbet- v T“”

tung tx : X — Z, und eine stetige Abbildung Y
¢ Y xI — Z, mit 1x o = ¢ oy. Offen-
sichtlich ist A ein Deformationsretrakt von Y x I, nach Lemma 1.9.10 ist daher
tx(X) ein Deformationsretrakt von Z, und die Einbettung tx : X — Z, eine
Homotopiedquivalenz. Die Abbildung jy : Y — Z,, jy(y) := ¢(y,0) liefert auch
eine Einbettung von Y in Z,. Diese ist zu tx o ¢ homotop, H : Y x I — Z,
H(y,t) := ¢(y, t), liefert eine Homotopie von Hy = jy nach H; = ¢oiy = tx 0.
Bis auf Homotopie(dquivalenz) kénnen wir daher jede stetige Abbildung als Ein-
bettung auffassen.

1.9.12. BEISPIEL (Abbildungskegel). Es sei ¢ : Y — X stetig. Weiters be-
zeichne CY = (Y x I)/(Y x {0} den Kegel iiber YV, p : ¥ x I — CY die
Quotientenabbildung, x := p(Y x {0}) die Spitze des Kegels und vy : Y — CY
die Einbettung, ¢y (y) = p(y,1). Wir konnen ¢ als eine auf der Teilmenge A :=
1y (Y) C CY definierte Abbildung betrachten. Der iy
Raum C, := X U, CY wird der Abbildungskegel X—C, =X, Y
von ¢ genannt. Wir erhalten eine kanonische Ein- 4 T@
bettung tx : X — C, und eine stetige Abbildung
¢ CY — C, mit tx o p = ¢ ovy. Beachte, dass Y Yy
die Abbildung tx oy : Y — C, nullhomotop ist, denn H : Y x I — C,, H(y,t) :=
¢(p(y,t)) liefert eine Homotopie von der konstanten Abbildung Hy = cy(s) nach
Hy = ¢ oy = u1x 0. SchlieBlich ist jy = Hyjo : Y — Cy, jy(y) = ¢(p(y, 1/2))
eine Einbettung von Y in Cj,.

Y x1

Ly

1.9.13. SATZ (Fundamentalgruppe des Abbildungskegels). Es seien X, Y zwei
wegzusammenhdngende topologische Riume, ¢ :' Y — X stetig, yo € Y und z¢y :=
©(yo). Weiters bezeichne vx : X — C, die kanonische Einbettung, siehe Bei-
spiel 1.9.12. Dann ist der Homomorphismus (tx )« : m (X, 29) — m1(Cly, tx(20))
surjektiv, und sein Kern stimmt mit dem von img(yp,) erzeugten Normalteiler
tiberein, wobei . = m (Y, y0) — w1 (X, zo). Insbesondere gilt

1 (Cy, tx(20)) = m (X, 20) /N (img(.)).
BEWEIS. Wir verwenden die Notation aus Beispiel 1.9.12. Betrachte die offene
Teilmenge U := C,\{p(*)} = X U,p(Y x (0, 1]). Nach Lemma 1.9.10 ist die kano-

nische Einbettung ¢y : X — U eine Homotopiedquivalenz, denn Y x {1} ist Defor-
mationsretrakt von Y x (0,1] = p(Y x (0, 1]). Die Teilmenge V' := $(p(Y x [0, 1)))
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ist offen in C, und G|pv xjo,1)) : p(Y % [0,1)) — V ist ein Hom6omorphismus. Da-
her ist V' kontrahierbar und 7 (V') = 0. Weiters ist ¢op|y 1) : Y x(0,1) = UNV
ein Homoéomorphimus und daher die Einbettung jy : Y — U NV eine Homoto-
piediquivalenz. Betrachte den Basispunkt x; := jy(yo) € U NV. Aus Satz 1.9.4
folgt, dass die von der Inklusion induzierte Ab-

bildung 7 (U, x1) — m(Cy, 1) surjektiv ist 7 (Y, ) m1(X, x)
und ihr Kern mit dem von img((jy).) erzeug- .

ten Normalteiler {ibereinstimmt, wobei (jy ). : (JY)*l gl(bx )+
m1(Y,y0) — 71 (U, z1). Betrachte die Homoto- (U, 21) LN”> (U, ux(20))
pie H:Y xI — U, H(y,t) := ¢(ply, 1 —t/2)), l - l

Px

von Hy = ¢ o1y = 1x o p nach H; = jy, und

den Weg h : I — U, h(t) := H(yo,t), von 7T1(C¢,CE1)L:>7T1(C¢,LX(I0))
h(0) = tx(zo) nach h(1) = x;. Nach Proposi- =

tion [.8.21 kommutiert das obere obere Rechteck im nebenstehenden Diagramm,
das untere kommutiert trivialerweise. Es folgt, dass auch der Homomorphismus
(tx)s + m(X,20) — m(Cyp,ix(x0)) surjektiv ist, und sein Kern mit dem von
img(p,) erzeugten Normalteiler iibereinstimmt. O

[.9.14. KOROLLAR (Ankleben einer Zelle). Es sei X ein wegzusammenhdngen-
der topologischer Raum, ¢ : S"' — X stetig, yo € S"!, 2o := p(yo) € X, und
es bezeichne v : X — X U, D" die kanonische Einbettung. Dann gilt:

(i) Firn > 3 ist v, : m (X, z9) — m (X U, D", 1(x0)) ein Isomorphismus.

(i) Firn =2 ist v, : m (X, 20) — m (X U, D™, 1)) surjektiv, und sein
Kern stimmt mit dem von img(p,) erzeugten Normalteiler tiberein, wo-
bei g, - m (S" Y yo) — m (X, o). Insbesondere ist w1 (X Uy, D™, 1(g)) =
(X, zo) /N (img(p.)).

BEWEIS. Beachte, dass C'S"~! = D", denn die Abbildung S"~! x I — D",
(z,t) — tz, faktorisiert zu einem Homdomorphismus C'S"™' — D™. Damit gilt
X U, D" = C,. Fiir n > 2 ist S"~! wegzusammenhéngend, aus Satz 1.9.13 folgt
daher die Surjektivitét von ¢, @ m (X, z0) — m (X U, D™, 1(z9)) und ker(e,) =
N (img(py)). Fiir n > 3 ist S"! einfach zusammenhiingend, siehe Satz 1.6.7, also
ker(c,) = 0. O

1.9.15. BEISPIEL. Betrachte die Abbildung ¢ : S' — S, ¢(2) := 2*, k € Z,
und den Raum X := S'U, D% Nach Korollar 1.9.14(ii) induziert die Einbettung
1+ S' — X einen Isomorphismus (S, 1)/img(p.) = m (X, (1)) wobei ¢, :
(St 1) — (ST, 1). Mit Hilfe von Beispiel 1.6.5 sehen wir daher, dass (X)) =
Zy. Die Schleife f := 10wy : I — X, siehe (I.1), reprisentiert einen Erzeuger in
71 (X), und es gilt die Relation [f]* = 1.

1.9.16. BEISPIEL (Reeller projektiver Raum). Die Inklusion R" — R"™! in-
duziert eine Einbettung ¢ : RP"™! — RP". Es bezeichne p, : R** \ {0} — RP"
die kanonische Projektion. Betrachte die stetige Abbildung ® : D" — RP",
®(x) := p,(z, /1 — [|z]?). Diese ist surjektiv und auf B” = {z € R" : ||z| < 1}
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injektiv. Die Einschrinkung ®|gn-1 liefert eine stetige Abbildung ¢ : S*71 —
RP" ! o(x) = p,_1(x), mit ®|gn—1 = 1 0 @. Wir erhalten eine stetige Abbildung
LUy, @ RP™! U, D" — RP". Diese ist bijektiv, also ein Homdomorphismus.
Wir sehen daher, dass RP" aus RP"™! durch Ankleben einer n-Zelle lings der
kanonischen Projektion ¢ : S"~' — RP™! entsteht,

RP" =~ RP"' U, D".

RP? ist ein einpunktiger Raum, und RP' = D!/{—1,1} = S'. Insbesondere
7 (RP') = Z. Aus Beispiel 1.9.15 erhalten wir 7;(RP?) = Z,. Nach Korol-
lar 1.9.14 induziert die kanonische Einbettung ¢ : RP"™! — RP™ einen Isomor-
phismus 7 (RP"™!) 2 7; (RP™), falls n > 3. Mittels Induktion erhalten wir daher
T (RP") = Z,. Die Schleife f : I — RP", f(s) := py(cos(ms),sin(rs),0...,0),
repriasentiert einen Erzeuger in m(RP™), n > 1. Fiir n > 2 gilt die Relation

[P =1

1.9.17. BEisPIEL (Komplexer projektiver Raum). Die Inklusion C* — C™*!
induziert eine Einbettung ¢ : CP"~! — CP". Es bezeichne p, : C"*'\ {0} — CP"
die kanonische Projektion. Betrachte die stetige Abbildung ® : D?** — CP",
®(2) := pn(2, /1 — [|z]]?). Diese ist surjektiv und auf B** = {z € C": ||z|| < 1}
injektiv. Die Einschrinkung ®|g2.—1 liefert eine stetige Abbildung ¢ : S?"~1 —
CP" !, ¢(2) = pn_1(2), mit ®|gen—1 = 10 ¢, die die Hopfabbildung genannt wird.
Wir erhalten eine stetige Abbildung ¢ U, ® : CP"' U, D> — CP". Diese ist
bijektiv, also ein Homéomorphismus. Wir sehen daher, dass CP™ aus CP™ ! durch
Ankleben einer 2n-Zelle lings der Hopfabbildung ¢ : S?*~! — CP"! entsteht,

CP" = CP"'u, D™

CPY ist ein einpunktiger Raum, und CP* 22 S? vgl. Beispiel 1.6.8. Nach Korol-
lar 1.9.14 induziert die kanonische Einbettung ¢ : CP"™' — CP”" einen Isomor-
phismus 7, (CP"™ ') 2 7,(CP"), falls n > 1. Mittels Induktion folgt nun, dass
CP" einfach zusammenhéngend ist, fiir alle n € N,.

[.9.18. KOROLLAR. Zu jeder endlich prisentierbaren Gruppe G existiert ein
wegzusammenhdngender kompakter Hausdorffraum X mit m(X) = G.

BEWEIS. Sei G 2 (s1,...,8, | 1, s7m) = F({s1,.. ., 8 )/ N{r1,...,rm})
eine endliche Préasentation von G. Betrachte die Einpunktvereinigung von n Krei-
sen \/"(S*,1). Nach Beispiel 1.9.7 ist m; (\/"(S',1)) = F({s1,..., sx}). Jede Re-
lation 7; € F(S) kann daher als Element in m (\/"(S*,1)) = [(S*, 1), V"(S',1)]
aufgefasst werden, siehe Proposition 1.8.27. Es sei ¢, : (S',1) — V" (S', 1) ei-
ne stetige Abbildung die r; repésentiert, 1 < j < m. Es bildet dann (p;), :
(54 1) — m (V" (S, 1)) den Erzeuger [wi] € 71 (S, 1) auf r; ab, 1 < j < m.
Betrachte nun ¢ = 1 V-V ¢, : V"(S1,1) — V"(S',1). Das Bild von
o :m (V™S 1) — m(V"(Sh 1)) stimmt dann mit der von {rq,..., 7} er-
zeugten Untergruppe iiberein, also ist N (img(y.)) = N({r1,...,rm}). Kleben
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wir \/™(D? 1) ldngs ¢ an \/"(S', 1) erhalten wir einen wegzusammenhéngenden
kompakten Hausdorffraum X : (\/ 1)) U, (V™(D?1)). Nach Satz 1.9.13
hat X Fundamentalgruppe m;(X) = (V (S, 1)) /N (s (m (V™(SH,1)))) =
F({s1,...,s.})/JN{r1,...,rm}) = G. O

[.9.19. BEMERKUNG. Wir werden spéter sehen, dass zu jeder Gruppe G ein,
i.A. nicht kompakter, wegzusammenhéngender Hausdorffraum Raum X existiert,
sodass m(X) = G. Die Konstruktion ist dieselbe nur muss i.A. mit einer Ein-
punktvereinigung unendlich vieler Kreise gestartet und unendlich viele Zellen
angeklebt werden.

Unter einer geschlossenen Fldche verstehen wir einen kompakten, (weg)zu-
sammenhingenden Hausdorffraum der lokal zu R? homéomorph ist, dh. jeder
Punkt besitzt eine zu R? homoomorphe Umgebung.'* Die Sphire S?, der Torus
T2, die projektive Ebene RP? und die Kleinsche Flasche K aus Beispiel 1.9.9 sind
geschlossene Fléachen.

Fiir g € N betrachte die Einpunktvereinigung von 2¢ Kreisen \/*(S*,1) und
bezeichne mit ¢, : (S*,1) — \/*?(S*,1) die kanonische Inklusion der k-ten Kom-
ponente, 1 < k < 2¢g. Fiir 1 < j < g definiere Schleifen a; : I — \/29(51,1),
a; == tjowy, und b; : [ — V(S 1), bj := t41j o w;i. Betrachte schlieflich die
Schleife ¢ := aibyab; - - - agbya b, und fasse sie als Abbildung S* = 1/{0,1} —
V#(S%,1) auf. Der Raum M, := (\/*?(S',1)) U, D wird die orientierbare Fliche
vom Geschlecht g genannt. Wir setzen noch M, := S2. Es ist leicht einzusehen,
dass jedes M, tatsichlich eine geschlossene Fliche ist, g € Ng. Etwa gilt M; = T2
Aus Korollar 1.9.14 erhalten wir folgende Darstellung ihrer Fundamentalgruppe,

g) o <a1,ﬁ1, . ..,Oég,ﬁg ‘ [ala/Bl] T [O‘g>ﬁg]>

wobei wir die iibliche Notation [a, 3] := aBa~!37! fiir den Kommutator von «
und 3 verwenden. Mittels (I.24) und (I.21) berechnen wir die Abelisierung,

771<Mg)ab = <041, 617 ceey O‘gaﬁg } [Oq’ﬂl] o [agvﬁg]v [aiv aj]7 [ﬁ“ 6j]7 [ai7 6J]>
= <Oé1,/61, .. '7049769 } [aiaaj]7 [ﬁiaﬁj]a [ai7ﬁj]>

= <a17617"'7a975g } _>ab
o (Z*-~-*Z)ab%Z2g.

Fiir ¢ € N betrachte die Einpunktvereinigung von g Kreisen \/(S*,1) und
bezeichne die kanonische Inklusion der k-ten Komponente mit ¢ : (S, 1) —
VI(S'1),1 <k <g. Fiir 1 <k < g definiere Schleifen ay, : I — \/?(S', 1), a5, :=
u, o wy. Fasse die Schleife ¢ := ajajasas - - - aya, als Abbildung S* = 1/{0,1} —
\V?(S, 1) auf. Der Raum N, := (\/?(S?, 1)) U, D? wird als die nicht orientierbare
Fliche mit Geschlecht g bezeichnet. Jedes N, ist eine geschlossene Flache, g € N.

1Dje geschlossenen Flichen sind daher genau die zusammenhingenden, kompakten 2-
dimensionalen topologischen Mannigfaltigkeiten ohne Rand.
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Etwa gilt N; = RP? und N, = K, siche Beispiel 1.9.9. Aus Korollar 1.9.14 erhalten
wir fiir die Fundamentalgruppe

m(Ny) = (... a4 ‘ adas - -a§>,
und fiir ihre Abelisierung
T (Ng)™ = (an, ..., 0y | ajad - o, [ag, 04])
= <a1, Qg Y ‘ Y gy ay, adag - ~oz§, [, ozj]>
= (..., 00,7 | 7V, v ann - ay, afag Al g, a))
= <a1, e, O, ‘ Y v gy, i, aj]>
=~ (o, ... 00,7 |7 Y s -ag>ab
~

<a17 sy Q1,7 ‘ 72>ab

ab
= ({anl=) %5 dagr [ =) (91?))
> (Zok- % Lx L) =TI @ Ly

Wir halten diese Resultate in folgendem Korollar fest.

1.9.20. KOROLLAR. Fiir die gechlossenen Fldchen gilt:
WI(Mg) = <a17 617 sy agvﬁg ‘ [alvﬂl] e [agaﬂg]>, 7T1(Mg)ab = Z2g’
m(Ny) = <a1, C, Oy ‘ adas - -oz§>, T(Ny)® 2 757 @ Zy.

Insbesondere sind die Flichen My, Ny, My, No, My, N3, ... paarweise nicht homo-
topiedquivalent (homdomorph).

[.9.21. BEMERKUNG. Die geschlossenen Flachen sind vollstédndig klassifiziert,
jede geschlossene Fléche ist zu genau einer der Flachen My, Ny, My, No, Mo, . ..
hom&omorph. Die Berechnung der Fundamentalgruppen oben hat gezeigt, dass
eine geschlossene Fléche zu hochstens einer solchen Flache homoéomorph sein
kann. Um zu zeigen, dass sie tatséchlich zu einer Féche dieser Liste homdomorph
ist sind vollig andere Methoden notig, vgl. Morse Theorie.






