ITI. Homotopietheorie

IT1.1. Kategorien und Funktoren. Die Kategorientheorie [7] bietet eine
Sprache die sich gut eignet Gemeinsamkeiten in unterschiedlichen Disziplinen der
Mathematik herauszuarbeiten und zu formalisieren. Sie liefert auch eine Moglich-
keit verschiedene Gebiete in transparenter Weise miteinander in Beziehung zu
setzen. Gerade in der algebraischen Topologie wo wir topologischen Réumen al-
gebraische Gebilde zuordnen ist dies die Sprache der Wahl, und dort wurden die
grundlegenden Begriffe der Kategorientheorie auch erfunden.

Eine Kategorie C besteht aus:

(i) Einer Klasse von Objekten.

(ii) Zu je zwei Objekten X und Y von C, eine Menge C(X,Y). Die Ele-
mente von C(X,Y) werden Morphismen von X nach Y genannt. Ist
f €C(X,Y) so deuten wir dies auch durch f: X — Y an.

(iii) Zu je drei Objekten X,Y und Z von C eine Abbildung, die sogenannte
Komposition auch Verkniipfung, C(X,Y) x C(Y,Z) — C(X,Z). Sind
feC(X,Y)und g € C(Y, Z) dann schreiben wir g o f oder gf fiir den
entsprechenden Morphismus in C(X, Z).

Diese Daten miissen den folgenden beiden Axiomen gentigen:

(A1) Zu jedem Objekt X von C existiert ein Morphismus idx € C(X,X),
sodass fiir alle Objekte Y, Z von C und alle Morphismen f € C(X,Y),
g €C(Z,X) stets foidy = f und idx og = ¢ gilt. (neutrale Elemente,
identische Morphismen)

(A2) Fiir Objekte X, Y, Z und W von C und Morphismen f € C(X,Y), g €
C(Y,Z), h € (Z,W) gilt stets (hog)o f =ho(go f). (Assotiativitit
der Verkniipfung)

ITI.1.1. BEMERKUNG. Ist C eine Kategorie, dann sind die neutralen Elemente
idy durch die Eigenschaft f oidy = f und idx og = g eindeutig bestimmt. Ist
niamlich 1y € C(X, X) ein weiterer Morphismus, sodass fiir alle Objekte Y, Z von
C und alle f € C(X,Y), g € C(Z,X) die Relationen foly = fund 1xog =g
gelten, dann folgt 1x = 1x oidyx = idx.

Ein Morphismus f € C(X,Y) einer Kategorie C wird ein Isomorphismus ge-
nannt, falls ein Morphismus g € C(Y, X) mit fog = idy und go f = idx exi-
stiert. Im Existenzfall ist so ein Morphismus ¢ eindeutig bestimmt. Ist nadmlich
h € C(Y, X) ein weiterer Morphismus mit foh = idy und ho f = idx, dann folgt
g = goidy = go(foh) = (gof)oh = idx oh = h. Wir bezeichnen den Morphismus
g daher mit f~! € C(Y, X). Mit f ist natiirlich auch f~! ein Isomorphismus, und
es gilt (f71)"' = f. Sind f; € C(X,Y) und f, € C(Y, Z) zwei Isomorphismen,
dann ist auch f; o f; € C(X, Z) ein Isomorpshimus mit (fyo f1)™' = f; ' o f3 '

[II1.1.2. BEMERKUNG. Es sei f € C(X,Y) ein Morphismus einer Kategorie

C. Weiters seien g € C(Y,X) ein Linksinverses von f, dh. g o f = idy, und
85
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h € C(Y, X) sei ein Rechtsinverses von f, dh. f o h = idy. Dann stimmen g und

h iiberein und f ist ein Isomorphismus mit f~' = g = h. Dies folgt wieder aus
g=goidy =go(foh)=(gof)oh=idyoh=h.

I11.1.3. BEISPIEL (Kategorie der Mengen). Wir definieren eine Kategorie Set
wie folgt. Als Objekte nehmen wir alle Mengen. Fiir zwei Objekte, dh. Mengen,
X und Y bestehe die Menge der Morphismen Set(X,Y’) aus allen Abbildungen
von X nach Y. Schlieflich ist die Verkniipfung von Morphismen durch die iibliche
Komposition von Abbildungen gegeben. Offensichtlich bildet Set eine Kategorie,
die Kategorie der Mengen und Abbildungen. Die Isomorphismen in Set sind genau
die Bijektionen.

II1.1.4. BeispIEL (Kategorie der punktierten Mengen). Ist X eine Menge und
zo € X so bezeichnen wir das Paar (X, z() als punktierte Menge. Unter einer
Abbildung punktierter Mengen f : (X, z9) — (Y, yo) verstehen wir eine Abbil-
dung f : X — Y fiir die f(xg) = yo gilt. Die Klasse der Objekte der Kate-
gorie Sety besteht aus allen punktierten Mengen. Die Menge der Morphismen
Seto((X, zo), (Y, v0)) zwischen zwei Objekten, dh. punktierten Mengen, (X, zo)
und (Y, yo) besteht aus allen Abbildungen punktierter Mengen von (X, z) nach
(Y, yo). Beziiglich der iiblichen Komposition bildet Setq eine Kategorie, die Kate-
gorie der punktierten Mengen. Die Isomorphismen in Set, sind genau die Basis-
punkt bewahrenden Bijektionen.

II1.1.5. BEIspIEL (Kategorie der Gruppen). Die Klasse der Objekte der Ka-
tegorie Grp besteht aus allen Gruppen. Fiir zwei Objekte, dh. Gruppen, G und
H besteht die Menge der Morphismen Grp(G, H) aus allen Gruppenhomomor-
phismen von G nach H. Die Verkniipfung von Morphismen ist durch die iibliche
Komposition von Homomorphismen gegeben. Beachte, dass die Komposition von
Homomorphismen wieder ein Homomorphismen ist. Offensichtlich bildet Grp eine
Kategorie, die Kategorie der Gruppen und Homomorphismen. Die Isomorphismen
in Grp sind genau die Gruppenisomorphismen.

I11.1.6. BE1sPIEL (Kategorie der abelschen Gruppen). Die Klasse der Objekte
der Kategorie aGrp besteht aus allen abelschen Gruppen. Die Menge der Mor-
phismen aGrp(A, B) zwischen zwei Objekten, dh. abelschen Gruppen, A und B
besteht aus allen Gruppenhomomorphismen von A nach B. Beziiglich der iibli-
chen Komposition von Homomorphismen bildet aGrp eine Kategorie, die Kate-
gorie der abelschen Gruppen und Homomorphismen. Die Isomorphismen in aGrp
sind genau die [somorphismen zwischen abelschen Gruppen.

II1.1.7. BEI1SPIEL (Kategorie der K-Vektorrdume). Es sei K ein Korper. Die
Klasse der Objekte der Kategorie K-Vsp besteht aus allen K-Vektorrdumen. Die
Menge der Morphismen K-Vsp(V, W) zwischen zwei Objekten, dh. K-Vektor-
rdumen, V und W besteht aus allen K-linearen Abbildungen von V' nach W.
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Beziiglich der {iblichen Komposition linearer Abbildungen bildet K-Vsp eine Ka-
tegorie, die Kategorie der K-Vektorrdume und linearen Abbildungen. Die Iso-
morpshimen in K-Vsp sind genau die Isomorphismen von K-Vektorraumen.

II1.1.8. BEIsPIEL (Kategorie der topologischen Rdume). Die Klasse der Ob-
jekte der Kategorie Top besteht aus allen topologischen Rdumen. Die Menge der
Morphismen Top(X,Y') zwischen zwei Objekten, dh. topologischen Raumen, X
und Y besteht aus allen stetigen Abbildungen von X nach Y. Beziiglich der iibli-
chen Komposition von Abbildungen bildet Top eine Kategorie, die Kategorie der
topologischen Raume und stetigen Abbildungen. Beachte hier, dass die Komposi-
tion stetiger Abbildungen wieder stetig ist. Die Isomorphismen in Top sind genau
die Homéomorphismen. Ebenso kénnen wir die Kategorie der Hausdorffraume,
die Kategorie der kompakten Rdume usw. betrachten.

II1.1.9. BEIsPIEL (Kategorie der punktierten Rdume). Die Klasse der Objekte
der Kategorie Top, besteht aus allen punktierten Rdumen. Die Menge der Mor-
phismen zwischen zwei Objekten, dh. punktierten Raumen, (X, x¢) und (Y, yo) be-
steht aus allen Abbildungen punktierter Réume (X, z9) — (Y, yo). Beztiglich der
iiblichen Komposition von Abbildungen bildet Top, eine Kategorie, die Kategorie
der punktierten Rdume. Die Isomorphismen in Top, sind genau die Homoomor-
phismen punktierter Rdume.

In allen bisher besprochenen Kategorien waren die Objekte Mengen mit ge-
wissen Strukturen (Basispunkt, Gruppenstruktur, Vektorraumstruktur, Topolo-
gie, ...) und die Morphismen waren Abbildungen die diese Struktur bewahren
(Basispunkt erhaltend, mit Gruppenmultiplikation vertrdglich, linear, stetig, .. .)
In den folgenden Beispielen sind die Morphismen keine Abbildungen.

I11.1.10. BEeispiEL. Die Klasse der Objekte der Kategorie hTop besteht aus
allen topologischen Raumen. Fiir zwei Objekte, dh. topolgische Rdume, X und Y
besteht die Menge der Morphismen von X nach Y aus allen Homotopieklassen ste-
tiger Abbildungen von X anch Y, dh. h'Top(X,Y) = [X, Y], sieche Abschnitt 1.8.
Die Verkniipfung von Morphismen ist durch Komposition von Reprasentanten
definiert, dh. [f] o [¢g] := [f o g]. Beachte, dass dies nach Lemma 1.8.4 tatséchlich
wohldefiniert ist. Mit dieser Komposition bildet hTop eine Kategorie, die Kate-
gorie der topologischen Rdume und Homotopieklassen stetiger Abbildungen. Die
Isomorphismen in hTop sind genau die Homotopiedquivalenzen.

IT1.1.11. BEISPIEL. Die Klasse der Objekte der Kategorie hTop, besteht aus
allen punktierten Raumen. Fiir zwei Objekte, dh. punktierte Raume, (X, o) und
(Y, yo) besteht die Menge der Morphismen von (X, x¢) nach (Y, y,) aus allen Ho-
motopieklassen (relativ Basispunkt) punktierter Abbildungen von (X, xy) anch
(Y, yo), dh. h'Top((X, z0), (Y, 90)) = [(X, x0), (Y, yo)], siche Abschnitt 1.8. Die Ver-
kniipfung von Morphismen ist durch Komposition von Repréasentanten definiert,
dh. [f] o [g] := [f o g]. Mit dieser Komposition bildet hTop, eine Kategorie, die
Kategorie der punktierten Rdume und Homotopieklassen stetiger Abbildungen.



88 IIT. HOMOTOPIETHEORIE

Die Isomorphismen in hTop, sind genau die Homotopiedquivalenzen punktierter
Réaume.

I11.1.12. BEispieEL. Wir kénnen eine Gruppe G auch als Kategorie auffassen.
Diese besitzt nur ein einziges Objekt * und die Menge der Morphismen ist durch
C(x,%) := G festgelegt. Definieren wir die Verkniipfung von Morphismen durch
die Gruppenmultiplikation in G so bildet dies eine Kategorie. Jeder Morphismus
ist ein Isomorphismus, denn jedes Element in GG besitzt ein Inverses.

I11.1.13. BEISPIEL (Duale Kategorie). Zu jeder Kategorie C kann eine dual
Kategorie C° wie folgt definiert werden. Die Klasse der Objekte von C°P stimmt
mit der Klasse der Objekte von C iiberein. Sind X und Y Objekte von C°® dann
ist die Menge der Morphismen durch C°?(X,Y) := C(Y, X) definiert. Die Ver-
kniipfung von f € CP(X,Y) mit g € CP(Y,Z) ist durch g ocor f := foc g
definiert, wobei o die Verkniipfung in C bezeichnet. Offensichtlich bildet C°P
wieder eine Kategorie. Sie wird die zu C duale Kategorie genannt.

Unter einem (kovarianten) Funktor F von einer Kategorie C in eine Kate-
gorie D verstehen wir eine Zuordnung die jedem Objekt X von C ein Objekt
F(X) aus D und jedem Morphismus f € C(X,Y) einen Morphismus F(f) €
D(F(X), F(Y)) zuordnet, sodass

F(idx) =idpxy und  F(fog)=F(f)o F(g)

fiir beliebige Objekte X,Y,Z von C und beliebige Morphismen g € C(X,Y),
feC(Y,Z) gilt. In diesem Fall schreiben wir auch F': C — D.

[II1.1.14. BEMERKUNG. Ist F' : C — D ein Funktor und f € C(X,Y) ein
Isomorphsimus, dann ist auch F(f) € D(F(X),F(Y)) ein Isomorphismus mit
F(f)™ = F(f7), denn F(f~) o F(f) = F(f™" o f) = F(idx) = idp(x) und
F(f)o F(f~) = F(fo f) = Fidy) = idr).

[11.1.15. BEMERKUNG. Sind F': C — Dund G : D — & zwei Funktoren, dann
ist offensichtlich auch GF : C — &, (GF)(X) := G(F(X)), (GF)(f) := G(F(f))
ein Funktor. Auch haben wir stets einen identischen Funktor id : C — C,id(X) :=
X, id(f) = f.

Unter einem kontravarianten Funktor F' von einer Kategorie C in eine Ka-
tegorie D verstehen wir eine Zuordnung die jedem Objekt X von C ein Objekt
F(X) aus D und jedem Morphismus f € C(X,Y) einen Morphismus F(f) €
D(F(Y), F(X)) zuordnet, sodass

Fidy) =idpxy und  F(fog) = F(g)o F(f)

fiir beliebige Objekte X,Y,Z von C und beliebige Morphismen g € C(X,Y),
f € C(Y,Z) gilt. Ein kontravarianter Funktor von C nach D ist dasselbe wie ein
kovarianter Funktor von C° nach D, siehe Beispiel I11.1.13. Mit Hilfe der duale
Kategorie lassen sich daher kontravariante Funktoren als kovariante auffassen.
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I11.1.16. BEISPIEL (Vergissfunktoren). Eine Reihe kovarianter Funktoren er-
halten wir indem wir gewisse Strukturen vergessen. Ordnen wir etwa einem to-
pologischen Raum die zugrundeliegende Menge zu so erhalten wir einen Funktor
Top — Set. Vergessen wir den Basispunkt eines punktierten Raums so erhalten
wir einen Funktor Top, — Top. Ordnen wir einem Vektorraum die zugrunde-
liegende abelsche Gruppe zu so liefert dies einen Funktor Vsp — aGrp. Ebenso
erhalten wir einen Funktor Grp — Setq indem wir einer Gruppe die zugrunde-
liegende Menge mit dem neutralen Element als Basispunkt zuordnen. Schlieflich
sei noch der Funktor hTop, — hTop erwéhnt, der einer Homotopieklasse relative
Basispunkt die entsprechende freie Homotopieklasse zuordnet.

I11.1.17. BEISPIEL. Ordnen wir einer stetigen Abbildung die von ihr repréisen-
tierte Homotopieklasse zu so erhalten wir kovariante Funktoren Top — hTop und
Top, — hTop,.

II1.1.18. BEISPIEL (Suspension). Wir kénnen die Suspension als kovarianten
Funktor ¥ : Top — Top auffassen. Einem topologischen Raum X wird dabei
die Einhéngung XX := (X x [—1,1])/~ zugeordnet, siche Beispiel 1.9.6. Ist f :
X — Y stetig dann faktorisiert f x idj_1q: X x [=1,1] = Y x [=1, 1] zu einer
stetigen Abbildung Xf : ¥X — Y. Eine einfache Rechnung zeigt X(f o g) =
(3f) o (Xg) und X(idx) = idgy, also ist ¥ tatséchlich ein Funktor. Sind f, g :
X — Y homotop, dann gilt auch X f ~ g, die Suspension liefert daher auch
einen Funktor hTop — hTop. Ist (X, zg) ein punktierter Raum, so kénnen wir
Y. X mit dem Basispunkt [(z,0)] ausstatten und erhalten Suspensionsfunktoren
Top, — Top, sowie hTop, — hTop,.

[11.1.19. BEIspIEL (Fundamentalgruppe). Die Fundamentalgruppe definiert
einen kovarianten Funktor m : Top, — Grp. Einem punktierten topologischen
Raum (X, zy) wir dabei die Gruppe (X, xg), und einer Abbildung punktierter
Raume f : (X,z9) — (Y,y0) der Gruppenhomomorphismus f, : m (X, x9) —
m1(Y, yo) zugeordnet, sieche Proposition 1.6.1. Die Relationen (f o g). = f« o g.
und (id( X,xo))* = idnr, (x,20) besagen gerade, dass dies ein kovarianter Funktor ist.
Auf Grund der Homotopieinvarianz, siehe Proposition [.8.18, kénnen wir die Fun-
damentalgruppe auch als kovarianten Funktor m; : hTop, — Grp auffassen. Die
Isomorphismen in der Kategorie hTop, sind genau die Homotopiedquivalenzen
punktierter Rdume und diese miissen durch den Funktor 7; auf Isomorphismen
in der Kategorie Grp, dh. Gruppenisomorphismen, abgebildet werden, siche Be-
merkung I11.1.14. Wir erhalten so genau die Aussage von Proposition 1.8.20.

I11.1.20. BEISPIEL. Ordnen wir einem topologischer Raum X, die Algebra
der stetigen Funktionen C'(X,C) und einer stetigen Abbildung ¢ : X — Y den
Algebrahomomorphismus ¢* : C(Y,C) — C(X,C), ¢*(f) :== f oy, zu so er-
halten wir einen kontravarianten Funktor Top — Alg, denn offensichtlich gilt
(p o) = 9" o p*. Dabei bezeichnet Alg die Kategorie der C-Algebren und
Algebrahomomorphismen.
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I11.1.21. BEISPIEL. Ordnen wir einem K-Vektorraum V' seinen Dualraum
V* = L(V,K) und einer linearen Abbildung ¢ : V' — W die lineare Abbildung
" W* — V* zu, o*(\) := Ao, so erhalten wir einen kontravarianten Funktor
K-Vsp — K-Vsp, denn (p o 9)* = 9h* o p*.

I11.1.22. BEISPIEL. Fiir eine Gruppe G bezeichne C(G) die Menge der Kon-
jugationsklassen in G. Da jeder Homomorphismus ¢ : G — H Konjugationsklas-
sen von GG in Konjugationsklassen von H abbildet, induziert er eine Abbildung
C(p) : C(G) — C(H). Offensichtlich gilt C(v o ¢) = C(¥) o C(yp), also liefert
dies einen kovarianten Funktor C' : Grp — Set. In jeder Gruppe gibt es eine
ausgezeichnete Konjugationsklasse die nur aus dem neutralen Element besteht.
Wir kénnen diese Konjugationsklasse als Basispunkt in C'(G) verwenden. Offen-
sichtlich bildet C'(p) das ausgezeichnete Element in C'(G) auf das ausgezeichnete
Element in C'(H) ab. Also erhalten wir auch einen Funktor C' : Grp — Sety, vgl.
Beispiel I1I1.1.4.

I11.1.23. BEISPIEL. Es sei C eine Kategorie und X ein Objekt von C. Wir
defnieren einen Funktor C — Set indem wir einem Objekt Y von C die Menge
C(X,Y) und einem Morphismus f € C(Y;,Y3) die Abbildung f. : C(X,Y;) —
C(X,Ya), fu(p) := fowp, zuordnen. Wegen (fog).(p) = (fog)op = fo(goyp) =
[+(9:(9)) = (fe o g:)(p) gilt (f o g)s = fuo g, also ist dies ein kovarianter
Funktor. Wenden wir dies etwa auf C = hTop und X = S! an, so erhalten wir
einen Funktor hTop — Set der einem topologischen Raum Y die Menge der
freien Homotopieklassen [S?, Y] und einem stetigen f : Y; — Y, die Abbildung
fe 1 [SY, Y] — [SY,Y5] zuordnet. Wenden wir die Konstruktion auf C = hTop,
und X = (S', %) an so erhalten wir einen Funktor hTop, — Set der einem
punktierten Raum (Y, y) die der Fundamentalgruppe zugrundeliegende Menge
(ST, %), (Y, )] zuordnet, vgl. Proposition 1.8.27.

I11.1.24. BEISPIEL. Es sei C eine Kategorie und Y ein Objekt von C. Wir
definieren einen kontravarianten Funktor C — Set indem wir einem Objekt X
von C die Menge C(X,Y) und einem Morphismus f € C(X;, X3) die Abbildung
' C(Xa,Y) — C(X,,Y) mordnen, f*(¢) == ¢ o f. Wegen (f o g)"(p) =
po(fog)=(poflog=yg"(f"(¥))=(g"of")(p) gt (fog) =g o[ alsoist
dies ein kontravarianter Funktor.

Es seien F': C — D und G : C — D zwei Funktoren. Eine natiirliche Transfor-
mation ¢ von F' nach G besteht aus einem Morphismus F(X) PX It (X)
vx € D(F(X),G(X)) fiir jedes Objekt X von C, sodass
fiir jeden Morphismus f € C(X,Y’) nebenstehendes Dia-  F(y) E(f)
gramm kommutiert, dh. es gilt G(f) o px = py o F(f). i, It fil
Ist px € D(F(X),G(X)) fiir jedes Objekt X von C ein F(Y) —/G(Y)
Isomorphismus, dann wird ¢ ein natirlicher Isomorphismus zwischen F und G
genannt. In diesem Fall definiert ¢x = (¢ x) ! eine natiirliche Transformation
von GG nach F.
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I11.1.25. BEISPIEL. Betrachte den Funktor G : K-Vsp — K-Vsp der einem
Vektorraum V' seinen Bidual G(V') := (V*)* und einer linearen Abbildung ¢ :
V' — W ihre Biduale G(X) := (\*)* zuordnet. Dies stimmt mit dem Quadrat des
kontravarianten Funktors in Beispiel I11.1.21 iiberein. Weiters bezeichne F' := id
den identischen Funktor K-Vsp — K-Vsp. Zu einem Vektorraum V betrachte
nun die lineare Abbildung ¢y : V. — (V*)*, py(v)(A) = A(v), v € V, X €
V*. Eine einfache Rechnung zeigt, dass ¢ eine natiirliche Transformation von F
nach G liefert. In der Kategorie der endlich dimensionalen Vektorrdume ist ¢ ein
natiirlicher Isomorphismus zwischen F' und G.

II1.1.26. BEISPIEL. Betrachte den Fundamentalgruppenfunktor m; : Top, —
Grp, siehe Beispiel I11.1.19 sowie den Funktor F': Top, — Grp, der einem punk-
tierten Raum (X, zq) die in Proposition 1.8.27 besprochene Gruppe F(X, zg) :=
[(S',1), (X, x0)], und einer Abbildung punktierter Rdume f : (X,z0) — (Y, vo)
den Homomorphismus F(f) := f. zuordnet. Die in Proposition 1.8.27 beschriebe-
ne Abbildung ¥ (x4, @ m1(X,z0) — [(S',1), (X, )] definiert einen natiirlichen
Isomorphismus zwischen 7 und F.

I11.1.27. BEISPIEL. Wir betrachten den Funktor G : Top, — Set, G(X, z¢) :=
[S1, X1, G(f) := f.. Weiters sei m; : Top, — Grp der Fundamentalgruppen
Funktor und C': Grp — Set der Funktor aus Beispiel I11.1.22. Thre Komposition
liefert einen Funktor F' := C o m : Top, — Set. Die in Satz 1.8.28 besprochene
Abbildung definiert eine natiirliche Transformation von F' anch G. Auf der Ka-
tegorie der wegzusammenhéngenden punktierten Rdume ist dies ein natiirlicher
Isomorphismus zwischen F' und G, siehe Satz 1.8.28.

Es sei C eine Kategorie und X,, a € A, eine Menge von Objekten in C.
Unter einem Produkt der X, verstehen wir ein Objekt X von C zusammen mit
Morphismen p,, : X — X, die folgende universelle Eigenschaft besitzen. Sind f, :
Y — X,, a € A, Morphismen von C, dann existiert ein eindeutiger Morphismus
f:Y — X mit p, o f = f, fiir alle « € A. Im Existenzfall ist das Objekt X
und die sogenannten Projektionen p, bis auf kanonische Isomorphie eindeutig
bestimmt, dh. ist X ein Objekt von C und sind p, : X — X, Morphismen die
ebenfalls obige universelle Eigencshaft besitzen, dann existiert ein eindeutiger
[somorphismus f : X — X, sodass P, o f = pa, fir alle a € A.

I11.1.28. BEISPIEL (Produkte in Set). Sind X, Mengen, dh. Objekte von Set,
so bildet []; X5 zusammen mit den kanonischen Projektionen p, : [[; X5 — X,
ein Produkt in der Kategorie Set.

I11.1.29. BEISPIEL (Produkte in Top). Sind X, topologische Rdaume, dh. Ob-
jekte von Top, so bildet Hﬁ Xpg, versehen mit der Produkttopologie, zusammen
mit den kanonischen Projektionen p,, : [] 5 Xp — Xq ein Produkt in der Kategorie
Top.
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I11.1.30. BEISPIEL (Produkte in Top,). Sind (X, z,) punktierte Raume, dh.
Objekte von Top,, so bildet Hﬁ(Xg,xg), versehen mit der Produkttopologie,
zusammen mit den kanonischen Projektionen p, : [[4(Xp,25) — (Xa,24) ein
Produkt in der Kategorie Top,,.

II1.1.31. BEISPIEL (Produkte in K-Vsp). Sind V,, K-Vektorrdume, dh. Ob-
jekte von K-Vsp, so bildet [] 5 Vs zusammen mit den kanonischen Projektionen
Do Hﬁ Vi — V, ein Produkt in der Kategorie K-Vsp.

I11.1.32. BEISPIEL (Produkte in Grp). Sind G, Gruppen, dh. Objekte von
Grp, so bildet [] 5 G, versehen mit der tiblichen komponentenweisen Multiplika-
tion, zusammen mit den kanonischen Projektionen p, : [| 5 Gz — G, ein Produkt
in der Kategorie Grp.

IT1.1.33. BEISPIEL. Der Fundamentalgruppenfunktor 7 : Top, — Grp erhélt
Produkte, dh. er bildet Produkte in Top, auf Produkte in Grp ab. Fiir endliche
Produkte folgt dies aus Proposition 1.7.1. Der Beweis bleibt fiir Produkte beliebig
vieler punktierter Raume giiltig.

Es sei C eine Kategorie und X,, a € A, eine Menge von Objekten in C.
Unter einem Koprodukt der X, verstehen wir ein Objekt X von C zusammen mit
Morphismen ¢, : X, — X die folgende universelle FEigenschaft haben: Sind f, :
X, — Y, a€ A, Morphismen von C, dann existiert ein eindeutiger Morphismus
f: X — Y mit for, = f, fiiralle « € A. Im Existenzfall ist das Objekt X und die
Morphismen ¢, bis auf kanonische Isomorphie eindeutig bestimmt, dh. ist X ein
Objekt von C und sind ¢, : X, — X Morphismen die ebenfalls obige universelle
Eigenschaft besitzen, dann existiert ein eindeutiger Isomorphismus f : X — X,
sodass f o, = L, fir alle a € A.

I11.1.34. BeispIiEL (Koprodukte in Set). Sind X, Mengen, dh. Objekte von
Set, dann bildet die disjunkte Vereinigung | | 5 X zusammen mit den kanonischen
Inklusionen ¢, : X, — | | 5 Xp ein Koprodukt in der Kategorie Set.

I11.1.35. BEISPIEL (Koprodukte in Top). Sind X, topologische Réume, dh.
Objekte von Top, so bildet die disjunkte Vereinigung |_|ﬁ Xp zusammen mit den
kanonischen Inklusionen ¢, : X, — | | 5 X ein Koprodukt in der Kategorie Top.

I11.1.36. BEisPIEL (Koprodukte in Top,). Sind (X,,z,) punktierte Raume,
dh. Objekte von Top, so bildet die disjunkte Vereinigung | |;(Xs,z5) zusammen
mit den kanonischen Inklusionen to : (Xa, %) — |5(Xp, 75) ein Koprodukt in
der Kategorie Top,,.

I11.1.37. BEISPIEL (Koprodukte in K-Vsp). Sind V,, K-Vektorraume, dh. Ob-
jekte von K-Vsp, dann bildet 5 Vp zusammen mit den kanonischen Inklusionen
Lo Vo — @ﬁ Vj ein Koprodukt in der Kategorie K-Vsp.
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I11.1.38. BEISPIEL (Koprodukte in aGrp). Sind A, abelsche Gruppen, dh. Ob-
jekte von aGrp, dann bildet @ﬁ Ap zusammen mit den kanonischen Inklusionen
ta + Ao — D4 Ap ein Koprodukt in der Kategorie aGrp.

I11.1.39. BEispiEL (Koprodukte in Grp). Sind G, Gruppen, dh. Objekte von
Grp, so bildet *3G 3 zusammen mit den kanonischen Inklusionen ¢, : G, — *3Gg
ein Koprodukt in der Kategorie Grp.

I11.2. Paare von Ridumen und Homotopie. Unter einem Paar von Rdu-
men verstehen wir (X, A) wobei X ein topologischer Raum und A C X ein
Teilraum ist. Eine Abbildung von Paaren von Rdumen [ : (X,A) — (Y, B)
ist eine stetige Abbildung f : X — Y mit f(A) C B. Offensichtlich ist die
identische Abbildung idy : (X, A) — (X, A) eine Abbildung von Paaren. Sind
f:(X,A) = (Y,B)und g : (Y, B) — (Z,C) zwei Abbildungen von Paaren, dann
ist auch ihre Komposition go f : (X, A) — (Z,C) eine Abbildung von Paaren.
Paare von Rdumen und Abbildungen von Paaren bilden daher eine Kategorie,
die Verkniipfung von Morphismen ist die iibliche Komposition von Abbildungen.
Wir werden diese Kategorie mit Top® bezeichnen.

II1.2.1. BEMERKUNG. Wir kénnen einem topologischen Raum X das Paar
(X, () zuordnen. Jede stetige Abbildung f : X — Y liefert dann eine Abbildung
von Paaren f : (X,0) — (Y, (). Diese Zuordnung kann als Funktor Top — Top?
verstanden werden.

I11.2.2. BEMERKUNG. Jedem punktierten Raum (X, z() konnen wir das Paar
(X,{xo}) zuordnen. Jede Abbildung punktierter Raume f : (X,z9) — (Y, y0)
liefert eine Abbildung von Paaren f : (X, {zo}) — (Y,{yo}). Diese Zuordnung
kann als Funktor Top, — Top? verstanden werden.

Zwei Abbildungen von Paaren f,g : (X, A) — (Y, B) werden homotop ge-
nannt, wenn eine Abbildung H : (X x I, AxI) — (Y, B) mit Hy = f und H; = g
existiert, mit anderen Worten H(z,0) = f(z), H(z,1) = g(x) und H(a,t) € B
fir alle x € X, a € Aund t € I. Jede solche Abbildung H wird eine Homotopie
von Paaren von f nach g genannt. In diesem Fall schreiben wir f ~ g.

I11.2.3. LEMMA. Homotop zu sein ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge
der Abbildungen von Paaren (X, A) — (Y, B).

BewEIs. Ist f : (X, A) — (Y, B) eine Abbildung von Paaren, dann liefert
die konstante Homotopie H : (X x I,A x I) — (X, A), H(x,t) := f(z), eine
Homotopie von f nach f, also ist die Relation reflexsiv. Sind f : (X, A) — (Y, B)
und ¢ : (X, A) — (Y, B) homotop und ist F' : (X x I,A x I) — (Y, B) eine
Homotopie mit Fy = f nach F; = g, dann liefert G : (X x I, A x I) — (Y, B),
G(x,t) := F(x,1 —t), eine Homotopie von Gy = F; = g nach G; = Fy = f,
also ist die Relation symmetrisch. Sind schlieBlich f,g,h : (X, A) — (Y, B),
F:(XxI,AxI)— (Y,B)und G : (X x I, AxI) — (Y,B) mit Fo = f, I\ = g,
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Gy = g und Gy = h, so liefert

F(z,2t) falls 0 <t <1/2,

H:(XxLAxD) =Y. B),  Hlzt):= {G(x 2% —1) falls1/2<t<1

eine Homotopie mit Hy = Fy = f und H; = GG; = h. Dies zeigt, dass die Relation
auch transitiv ist. O

Die Aquivalenzklassen der Relation in Lemma I11.2.3 werden Homotopie-
klassen von Abbildungen von Paaren genannt. Wir schreiben [(X, A), (Y, B)] fur
die Menge der Homotopieklassen von Abbildungen (X, A) — (Y, B), und [f] €
(X, A), (Y, B)] fir die von f: (X, A) — (Y, B) reprisentierte Klasse.

II1.2.4. LEMMA. Es seien fo, f1 : (X, A4) — (Y,B), 90,01 : (Y,B) — (Z,C)
und fo >~ f1 sowie gy =~ g1. Dann gilt auch gy o fo =~ g1 0 f1.

Bewels. Nach Voraussetzung existieren Homotopien F' : (X x [, A x ) —
(Y,B)und G : (Y xI,BxI) — (Z,C)mit Fy = fo, F1 = f1, Go = go und G1 = ¢;.
Fiir die Homotopie H : (X x I, A x I) — (Z,C), H(z,t) := G(F(x,t),t), gilt
dann Hy = Gyo Fy = gpo found Hy = Gy o F; = g1 0 fi. [

Nach Lemma III.2.4 erhalten wir eine wohldefinierte Verkniipfung von Homo-
topieklassen durch Komposition von Reprisentanten,

(X, A). (Y. B)] x [(Y. B),(Z,0)] = [(X. A).(Z.C)].(If].lg)) = [go f). (IIL1)

Mit hTop? bezeichnen wir die Kategorie der Paare von Raumen und Homotopie-
klassen von Abbildungen von Paaren. Die Objekte in hTop? sind alle Paare von
Réumen, die Menge der Morphismen von (X, A) nach (Y, B) ist [(X, A), (Y, B)].
Die Verkniipfung von Morphismen ist durch (II1.1) erkléart. Ist g : (Y, B) — (Z,C)
eine Abbildung von Paaren, so schreiben wir

g« (X, A), (Y, B)] = [(X,4),(2,0), g.([f]) = lgo [l

Ebenso fiithren wir die Notation

[, B),(Z,0)] = (X, A),(2,0)], [ (lg]) ==1lgof]
fiir eine Abbildung von Paaren f: (X, A) — (Y, B) ein.

I11.2.5. BEMERKUNG. Zwei stetige Abbildungen f,g : X — Y sind genau
dann homotop, wenn die Abbildungen von Paaren f, g : (X,0) — (Y, 0) homotop
sind, dh. [X, Y] = [(X,0), (V,0)].

I11.2.6. BEMERKUNG. Zwei Abbildungen punktierter Raume f, g : (X, o) —
(Y, yo) sind genau dann homotop relativ Basispunkt, wenn sie als Abbildungen
von Paaren fug : (Xv {IO}) - (}/7 {y0}> hOITlOtOp Sind7 dh. [(Xu ‘IO)? (Y7 y0>] =

(X, {20 1), (Y, {yo})]-
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I11.3. Hohere Homotopiegruppen. Es bezeichne [ := [ x --- x [ den
n-dimensionalen Wiirfel und 0I™ seinen Rand, dh.

oI" ={(s1,...,sy) € I" | Fi: 5; € {0,1}}. (I11.2)

Fiir n = 0 setzen wir I? := {*} und 9I° = ). Beachte auch (I*,0I') = (I,01) =
(1,{0,1}). Ist (X, zo) ein punktierter Raum, dann definieren wir

(X, o) := [(I",01"), (X, z9)].
Die Elemente in 7,(X, o) werden durch Abbildungen f : "™ — X mit f(9I") C
{zo} représentiert. Zwei solche Abbildungen f, g : (I",0I™) — (X, zy) reprisene-
tieren das selbe Element in 7, (X, zg), falls eine Homotopie H : I x I — X mit
Hy=f, HH =gund H(OI" x I) C {xo} existiert. Wir schreiben [f] € m, (X, z¢)
fiir das von f(I™,0I™) — (X, xo) repdsentierte Element.

II1.3.1. BEMERKUNG. Ordnen wir [f] € m(X, zp) die Wegzusammenhangs-
komponente die f(*) enthdlt zu, erhalten wir eine Bijektion zwischen 7y (X, zo)
und der Menge der Wegzusammenhangskomponenten von X.

[11.3.2. BEMERKUNG. Fiir n = 1 besteht [(I',0I'), (X, x¢)] gerade aus den
Homotopieklassen von Schleifen bei zg. Dh. 7,(X,zo) verallgemeinert die der
Fundamentalgruppe zugrundeliegende Menge.

Ist n > 1 und sind f,g : (I",0I") — (X,x0) so wird ihre Konkatenation
fg:(I",0I") — (X, z0) durch

f(2s1,82,...,8) falls 0 < 57 < 1/2,
g(2s1 —1,89,...,5,) falls 1/2 < s <1,

(F9)(s1s- s 50) i= {

definiert. Beachte, dass fiir s; = 1/2 die beiden Definition iibereinstimmen,
f(1,82,...,8,) = 2o = ¢(0,82,...,5,), denn f und g bilden OI"™ nach z, ab.
Die Stetigkeit der Konkatenation folgt aus Lemma 1.1.2. Aus der Beschreibung
des Randes in (II1.2) sehen wir, dass fg den Rand 0I™ tatséchlich nach zy ab-
bildet. Im Fall n = 1 liefert diese Konstruktion gerade die Konkatenation von
Wegen aus Abschnitt 1.2.

I11.3.3. LEMMA. Seien n > 1 und fy, f1,90,91 : (I",0I") — (X, ) mit
fo =~ f1 und go ~ g1. Dann gilt auch fir die Konkatenationen fogo =~ f19:1-

BEwEIS. Nach Voraussetzung exsistieren Homotopien F': (I" x I,0I" x I) —
(X,z0) und G : (I" x [,0I" x I) — (X, x0) mit Fy = fo, F1 = f1, Go = go und
G1 =g . Esist dann H : (I" x [,0I" x I) — (X, xg),

F(2s1,892,...,8n,t) falls 0 < 57 < 1/2,
G(2s1 —1,89,...,8,) falls 1/2 < s <1,

H(s1,82,..,8n,t) ::{

eine Homotopie von Hy = FyGy = fogo nach H; = F1G = fig1. ]
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Nach Lemma II1.3.3 héingt die Homotopieklasse [fg] € 7, (X, zo) nur von den
Homotopieklassen [f], [g] € m.(X, o) ab, wir erhalten daher eine wohldefinierte
Abbildung

T (X, 20) X T (X, 00) = m(X, x0),  ([f],[9]) = [Flg] == [fgl.  (IIL3)

Im Fall n = 1 ist dies die Multiplikation der Fundamentalgruppe. Wir werden nun
zeigen, dass (II1.3) fiir jedes n > 1 eine Gruppenstruktur auf m, (X, z¢) liefert.

[11.3.4. LEMMA. Es sein > 1 und ¢ : I — 1 stetig mit ¢(0) =
o(1) = 1. Fir jedes f : (I",0I") — (X, xo) gilt dann f o (¢ X idpm-1) ~ f, dh.
[f] =1 o (¢ xidm)] € m(X, o).

BewEIs. Die Abbildung H : (I" x I,01" x I) — (I",0I™),
H(s1,...,8n,t) := (1= t)s1 + to(s1), 52, .., 5n)
ist eine Homotopie von Hy = id/» nach H; = ¢ X idjn-1. Daher ist G := f o

H : (I"x I1,0I" x I) — (X,x) eine Homotopie von Gy = f o Hy = f nach
Gi=foHy = fo(pxidm). U

I11.3.5. LEMMA. Fs sei (X, xq) ein punktierter Raum, n > 1 und es bezeichne
Cog (1", 0I™) — (X, x0) die konstante Abbildung, c,,(s) := xo. Fir jedes f :
(I",0I™) — (X, x0) gilt dann fcpy =~ f =~ cp f, dh. [cz] € T (X, x0) ist neutrales
FElement fir die Multiplikation (111.3).

BEwEIS. Wir betrachten ¢ : [ — I, p(s) = 2s falls 0 < s < 1/2 und

p(s) =1 falls 1/2 < s < 1. Offensichtlich gilt dann fc,, = f o (¢ X idjn-1) und
daher fc,, ~ f nach Lemma II1.3.4. Analog lésst sich c,,f ~ f zeigen. U

I11.3.6. LEMMA. Es sei (X, xq) ein punktierter Raum und n > 1. Fir f,g,h:
(I™,0I™) — (X, z0) gilt dann (fg)h ~ f(gh), dh. die Multiplikation (I111.3) ist

assoziativ.

BEWEIS. Betrachte

2s falls 0 < s < 1/4,
po: I —1, o(s):=qs+1/4 falls1/4 < s<1/2,
s/2+1/2 falls1/2<s< 1.

Eine einfache Rechnung zeigt (fg)h = (f(gh)) o (¢ X idn-1), also (fg)h ~ f(gh)
nach Lemma II1.3.4. U

I11.3.7. LEMMA. Es sei (X, o) ein punktierter Raum und n > 1. Fir eine Ab-
bildung f = (I",0I™) — (X, xq) sei f: (I",0I") — (X, x0) durch f(s1,...,5,) =
f(1 = s1,59,...,5,) definiert. Dann gilt ff ~ cyy ~ ff, dh. [f] € (X, x0) ist
inverses Element von [f] € m,(X, xo) beziiglich der Multiplikation (111.3).
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BEWEIS. Die Abbildung H : (I" x I,01" x I) — (X, x),

f(2s1,82,...,5) falls 0 < 51 < t/2,
H(s1,...,8n,t) =< f(t,82,...,8n) falls t/2 < s < 1—1/2,
f(2—2s1,89,...,8,) falls1—1/2<s3 <1,
ist eine Homotoie von Hy = ¢, nach H; = f f, also c,, ~ ff. Analog lisst sich
Czo = [ f zeigen. U
Zusammenfassend erhalten wir
I11.3.8. PROPOSITION. FEs sei (X, o) ein punktierter Raum und n > 1. Dann
definiert (111.3) eine Gruppenstruktur auf m, (X, zo). Das neutrale Element wird

durch die konstante Abbildung c,, reprisentiert, das zu [f] inverse Element wird
durch f reprdsentiert.

I11.3.9. DEFINITION (HOhere Homotopiegruppen). Fiir n > 1 heifit 7, (X, zo)
die n-te Homotopiegruppe des punktierten Raums (X, xg). Dies verallgemeinert
die Fundamentalgruppe (n = 1).

I11.3.10. PROPOSITION. Es sei (X, zg) ein punktierter Raum undn > 2. Dann
ist m,(X, xo) abelsch.

BEWwEIS. Wir betrachten zunéchst die Abbildung ¢ : (I™,0I™) — (I™,0I"),

O(S1,82, -+, 8n) = (1 —51,1 —59,83,...,5,). Eine einfache Rechnung zeigt sofort
(fop)(gop) = (gf) oy, firalle f,g: (I",0I") — (X, xo). Sei nun p : (I?,0I*) —
(D?,0D?) ein Homdomorphismus mit p(1—s1,1—s3) = —p(s1, 52). Etwa konnen
wir

2max{]s1—1/2\,‘32_1/2’} .
T e (T YA i 1/2)

verwenden. Es ist dann H : (I" x [,0I" x I) — (I",01™),

H(s1,...,8n,t) = (p (e p(s1,52)), 83, .., Sn)
eine Homotopie von Hy = id;» nach H; = ¢. Aus Lemma I11.2.4 folgt f ~ f o,

dh. [f] = [fop] € (X, 7). Es gilt daher [f][g] = [fop]lgop] = [(fow)(gop)] =
[(gf) o] = [gf] = [g][f], also ist 7, (X, zo) abelsch. 0

I11.3.11. BEMERKUNG. Auf Grund von Proposition II1.3.10 notieren wir die
Gruppenstruktur in m,(X, 2), n > 2, von nun an additiv, dh. [f] + [g] = [fg],

0 = [ca] und =[f] = [f].

I11.3.12. BEMERKUNG. L.A. ist es nicht moglich auf 7y(X, zy) in natiirlicher
Weise eine Gruppenstruktur zu definieren. Jedoch représentiert die konstante Ab-
bildung c,, : (I°,01°) — (X, o) ein ausgezeichnetes Element in my(X, z). Dieses
enspricht der den Basispunkt xy enthaltenden Wegzusammenhangskomponente
von X vgl. Bemerkung I11.3.1. Wir kénnen mo(X, z¢) daher als punktierte Menge
auffassen, siehe Beispiel 111.1.4. Wir schreiben (X, z) = 0 falls m(X, zo) nur

10(817 82) =
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dieses eine Element besitzt. Dies ist genau dann der Fall wenn X wegzusam-
menhéngend ist.

I11.3.13. LEMMA. Ist ¢ : (X,z9) — (Y, yo) eine Abbildung punktierter Riume
S0 deﬁm’ert Px - Wn(Xa 1’0) - Wn(}/a yO): @*([.ﬂ) = [90 o f]? einen G’?"uppenho-
momorphismus falls n > 1, bzw. eine Abbildung punktierter Mengen tm Fall
n = 0. Sind po, 1 : (X,20) — (Y,y0) homotop relativ Basispunkt, dann gilt
(00)s = (p1)«. Isty = (Y yo) — (Z, 20) eine weitere Abbildung punktierter Riume,
dann gilt (1 o ), = ¥, 0 ., sowie (Id(xz0))+ = idr, (X,20)-

BEWEIS. Dies ist trivial, sieche Lemma II1.2.4. O

[11.3.14. BEMERKUNG. Die Homotopiegruppen liefern daher Funktoren 7y :
hTop, — Setg, m : hTop, — Grp und 7, : hTop, — aGrp falls n > 2.

I11.3.15. PROPOSITION. Ist ¢ : (X,z9) — (Y, y0) eine Homotopieiquivalenz
punktierter Riume, dann ist @, : 7,(X, 20) — m(Y, y0) ein Isomorphismus.?®

BEWEIS. Als Homotopiedquivalenz ist ¢ ein Isomorphismus in der Kategorie
hTop,, vgl. Beispiel II1.1.11. Da jeder Funktor Isomorphismen auf Isomorphismen
abbildet, siche Bemerkung II1.1.14, muss ¢, ein Isomorphismus sein. [l

I11.3.16. BEISPIEL. Ist X eine sternformige Teilmenge von R* und zy € X
ein Zentrum, dann gilt 7, (X, x¢) = 0, fiir alle n > 0. Dies folgt aus Propositi-
on II1.3.15 denn (X, xg) ist homotopiedquivalent zum einpunktigen Raum, dh.

(X, 7o) = ({mo}, 7o)
[11.3.17. BEMERKUNG. Essei w: (I",0I") — (D", S"') ein Homdomorphis-
mus von Paaren. Wir erhalten eine Bijektion
(D", 8"71), (X, 20)] = 70 (X, m0), [f] = [fouw]

Elemente der Homotopiegruppe m, (X, x¢) kénnen daher auch als Homotopieklas-
sen von Abbildungen (D", S"') — (X, x¢) aufgefasst werden.

I11.3.18. BEMERKUNG. Es sei w: (I",01") — (S™, sg) eine stetige Abbildung
die einen Homéomorphismus punktierter Raume (1™/01™, 01" /0I") — (S™, s¢)
induziert. Dann erhalten wir eine Bijektion

(5™, 50), (X, 20)] = ma(X, m0), [f1= [fouw]
Wir koénnen die Elemente der Homotopiegruppe m,(X, o) daher auch als Homo-
topieklassen von Abbildungen (5", sg) — (X, zo) interpretieren.

I11.3.19. SATZ. Es seip: (X, %) — (X, x0) eine punktierte Uberlagerung und
n > 2. Dann ist der induzierte Homomorphismus p, : m,(X, Zo) — m,(X, x9) ein
Isomorphismus.

26T Fall n = 0 ist ein Isomorphismus punktierter Mengen gemeint, dh. eine Basispunkt er-
haltende Bijektion, vgl. Beispiel IT1.1.4. Fiir n > 1 ist natiirlich ein Isomorphismus von Gruppen
gemeint,.
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BEwEIS. Wir zeigen zuniichst, dass p, : m,(X, o) — (X, z) surjektiv ist.
Sei dazu f : (I",0I") — (X,z0). Aus der Homotopieliftungseigenschaft von
Uberlagerungen siche Satz I1.3.3, erhalten wir eine stetige Abbildung f : I" — X
mit po f = f und f(sy,...,Sn_ 1,0) = Ty, fiir alle (sy,...,5,_1) € I""1. Wegen
pof = f ist die Einschréinkung f logn = OI™ — X ein Lift der konstanten Abbildung
Cyo » OI" — X. Dan > 2 ist 0I" zusammenhéngend. Aus Proposition I1.3.1
folgt daher f(0I™) = {io}. Also definiert f ein Element [f] € m,(Xo, &) fiir
das offensichtlich p.([f]) = [f] gilt. Nun zur Injektivitit von p,. Sei also f :
(I",0I") — (X, i) mit p.([f]) = 0. Dann existiert eine Homotopie H : (I" x
1,0I" x I) — (X, x0) mit Hy=po fund Hy = ¢,,. Aus Satz I1.3.3 erhalten wir
eine Homotopie H : I" x I — X mit po H = H und Hy = f Die Einschrankung
H\afnxf OI" x I — X ist ein Lift der konstanten Abbildung ¢, : 0I" x I — X.
Da n > 2 ist I" X I zusammenhéngend, aus Proposition I1.3.1 folgt daher

H(OI" x I) = {&}, denn Ho(dI") = f(OI") = {&o}. Also definiert H eine
Homotopie H : (I" x I,0I" x I) — (X, Z). Wegen p o H = H ist H; ein Lift
der konstanten Abbildung H; = ¢,, : I" — X. Da H1|a['n = ¢z, : OI" — X muss
H, = ¢z, gelten, siehe Proposition I1.3.1. Also ist H eine Homotopie von f nach
Czo, und es gilt daher [f] = 0 € m,(X, ). Damit ist auch die Injektivitéit von p,
gezeigt. U

I11.3.20. BEISPIEL. Betrachte die Uberlagerung p : (R,0) — (S, 1), p(t) :=
et Nach Beispiel 111.3.16 gilt 7,(R,0) = 0, fiir alle n > 0. Aus Satz 111.3.19
erhalten wir 7, (S?,1) = 0, fiir n > 2.

I11.3.21. BEISPIEL. Betrachte die Uberlagerung p : (S*,s9) — (RP*, z4). Nach
Satz I11.3.19 induziert p Isomorphismen T, (S*, s¢) = 7, (RP”, xg), fir n > 2.

I11.3.22. BEISPIEL. Es bezeichne L eine Linsenraum und p : (S*7',s59) —
(L, zo) die entsprechende Uberlagerung, siehe Beispiel 11.2.8. Nach Satz I11.3.19
induziert p Isomorphismen 7, (S%*71, s¢) = 7, (L, x¢), fiir n > 2.

I11.3.23. BEISPIEL. Betrachte die universelle Uberlagerung der Kleinschen
Flasche p : (R%* %y) — (K,zo) aus Beispiel 11.6.3. Nach Beispiel I11.3.16 gilt
T (R? x9) = 0, n > 0. Aus Satz I11.3.19 folgt daher 7, (K, x¢) = 0, fiir n > 2.

I11.3.24. BEISPIEL. Betrachte die universelle Uberlagerng der orthogonalen
Gruppe p : (53,s9) — (SO3,70) aus Beispiel 11.6.3. Nach Satz I11.3.19 induziert
p Isomorphismen 7,,(S3, s9) = 7,(SO3, 7o), fiir n > 2.

Wir wenden uns nun den Homotopiegruppen von Produktraumen zu. Seien
also (X,,z,) punktierte Raume, @ € A. Verwenden wir die von den kanoni-
sche Projektionen p, : [[5c (X5, 75) — (Xa, 7o) induzieren Homomorphismen

(Do)« : WH(HQGA(X@,.IQ» — (X, 7o) als Komponenten erhalten wir einen
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eine Abbildung
((Pa)+) e : Wn(H(Xﬁaxﬁ)) — ] 7 (X, za)- (111.4)

BeEA acA
I11.3.25. PROPOSITION. Die Abbildung (111.4) ist ein Isomorphismus.?”

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst die Surjektivitdt der Abbildung (II1.4). Sei da-
20 ([fal)aca € Tloea ™(Xa, o), wobei fo @ (I",01") — (X4, 2a). Verwenden
wir die fj als Komponenten erhalten wir (fs)gea : (I",01") — [[5c4(X5,75)
und damit ein Element [ := [(fg)geA} € ’/Tn<Hﬁ€A(Xg,ZL’g)). Offensichtlich gilt
(pa)«(f) = [fa], also wird g durch (II1.4) auf ([f.])aca abgebildet. Nun zur
Injektivitit. Seien dazu [f], [g] € mn([Tgea(Xp,25)), wobei f,g : (I",0I") —
[15c4(Xp, 25). Wir bezeichnen die Komponenten mit f, := p, o f : (I",0I") —
(Xa, o) und gq == paog: (I",01") — (X4, 24), @ € A. Werden [f] und [g] durch
(II1.4) auf das selbe Element abgebildet, dann gilt [f,] = [ga] € T (X4, za) fiir
alle @ € A. Es existieren daher Homotopien H® : (I" x I,01" x I) — (X,, %a)
mit H§ = f, und HY = g,. Verwenden wir die H“ als Komponenten erhalten wir
eine Homotopie H : (I" x I,0I" X I) — []5c4(Xp, 25) mit Hy = f und H; = g.
Also ist [f] = [g] € T (HﬁeA(Xﬁ,xﬁ)) und (I11.4) daher injektiv. O

I11.3.26. BEMERKUNG. Die letzte Proposition besagt, dass der Funktor m,
Produkte erhilt. Das Produkt p, : [5c4(Xp, 25) — (Xa, 2a) in Top, wird unter
T auf (po)s : 7Tn<Hﬁ€A(Xﬁ,.Tﬁ)) — 7, (X4, To) abgebildet, und dies ist nach
Proposition I11.3.25 ein Produkt in der Kategorie Sety (n = 0), Grp (n = 1) bzw.
aGrp (n > 2).

I11.3.27. BEISPIEL. Fiir den Torus T% = S* x .- x St gilt m,(T*, z0) =
falls n > 2. Dies folgt aus Proposition II1.3.25 und Beispiel 111.3.20.

=

I11.3.28. BEISPIEL. Betrachten wir die Uberlagerung p : (S® x S2, (s, 51))
(SOy4, o) aus Beispiel 11.6.3 dann liefert Satz I11.3.19 m,(S® x S3, (so, s1))
Tn(SOy, z9), falls n > 2. Mittels Proposition 111.3.25 folgt nun 7, (SOy, xo)
(53, 80) X m, (53, 51), fiir n > 2.

R R

II1.4. Basispunkte. Wir wollen nun untersuchen inwiefern die héheren Ho-

motopiegruppen vom Basispunkt abhéngen. Wir betrachten dazu den Homéomor-
phismus p : (I",0I") — ([1,3]",0[1,2]"), p(s) := (s — M) + M, wobei M :=
(%, o %) den Mittelpunkt von I" bezeichnet. Weiters sei p : I"\{M} — 9I"™ die

radiale Projektion, dh. der Strahl von M durch z € I™\ {M} schneidet 0I" im

Punkt p(x). Eine explizite Formel dafiir ist p(s) = M(s — M) + M, wobei
(515 -+ 80)|loo := max{|si],...,|sn|} die Maximumsnorm bezeichnet. Schlielich
sei ¢ : I"\{M} — 9%, 2]" die radiale Projektion, dh. ¢(s) := m(s—]\/l)—i-]\/[.

2TEin Isomorphismus von Gruppen fiir n > 1, bzw. ein Isomorphismus punktierter Mengen
im Fall n = 0.
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Ist nun v : I — X ein Weg von v(0) = zo nach (1) = 2y und f : (I",0I") —
(X, 1) dann definieren wir b,(f) : (I",0I") — (X, zy) durch

(f)(s) == {f(/)—l(S)) falls s € [2, 3],

b
7(2 —4|s — MHOO) falls s € I™ \ [i %]n

Y

[I1.4.1. LEMMA. Es seien xg,x1 € X, v,%,71 : I — X Wege von zy nach x;
und f, fo, f1,9: (I",0I") — (X, x1). Dann gilt:

(i) Gilt fo ~ f1 dann auch by(fo) =~ by(f1).
(i) Gilt vo >~ v (relativ Endpunkten) dann auch by, (f) >~ b, (f).
(iil) Ist xg = x1 und v = ¢y, dann gilt be,, (f)~f.
(iv) Ist 7: I — X ein Weg von xy nach xo dann gilt b, (b-(f)) = by-(f).
(v) by(fg) 2= by(f)by(9)-
BEWEIS. Ad (i): Sei also F': (I" x I,0I" x I) — (X, x1) eine Homotopie von
Fy = fo nach Fy = f;. Dann definiert H : (I" x I,0I" x I) — (X, z9),

H(s,t):= F(p~(s):t) falls s € [1,3]",
o 7<2 —4|s - M||oo) falls s € 1™\ [i, %]n

eine Homotopie von Hy = b, (fy) nach H; = b,(f1). Ad (ii): Seialso H : Ix] — X
eine Homotopie relativ Endpunkten von Hy = v nach H; = ~;. Dann definiert
G:(I"x1,0I" x I) — (X, x0),

B f(p_l(s)) falls s € [l, §]n>
G(S,t) = {H(2 . 4H3 _ MHOO’t) falls s € [Z; < [ia %]n

eine Homotopie von Gy = b4, (f) nach Gy = b,,(f). Ad (iii): Betrachte die Ho-
motopie R : (I" x [,01" x I) — (I",0I"™),

R(s,t) := M+ 35 (s— M) fallss € [£,1— 1",
) p(S) fallssé]”\[i,l—%]’z

von Ry = id» nach

1 1 3
p~'(s) fallsse[z,2]",
Ry : (I",0I") — (I",0I" Fals) = "
L (I, 01" — (I, 01™), 1(s) {p(s) falls s € 1™\ [3, 3]".

Die Komposition f o R liefert dann eine Homotopie von fo Ry = f nach fo Ry =

be,, (f). Ad (iv): Betrachte die Abbildung ¢ : I — I,

2s falls 0 < s < 1/4,
p(s) = Qs+ falls 1/4 < s < 1/2,
s/2+1/2 falls1/2<s<1,
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und definiere eine Homotopie @ : (I" x I,0I™ x I) — (1™, 0I"),
Qs 1) i= (tp(2lls = Mlloc) + (1= 1)) (s = M) + M,
von Qo = id» nach @y : (I™,0I") — (I",0I"™),

A||s — M||oo(s — M)+ M falls [|s — M| < 1/8,
Qi(s) = ¢ (2ls = M|lw+ 1) (s = M)+ M falls 1/8 < ||s — M||» < 1/4,
(Is =Moo+ (s—M)+M falls1/4 < |ls — M| < 1/2.

Es ist nun b,,(f) o @ eine Homotopie von b, (f) o Qo = by, (f) nach b (f)o Q1 =
by(b-(f)). Ad (v): Betrachte die Homotopie H : (I" x I,01" x I) — (X, xo),

H(S S t) - (b’y(fcm)) ((2 —t)Sl,Sg, .. '7571) fiir 0 S S1 S 1/27
v ‘ (b«,(Cxlg))<(2—t)Sl+t—1,82,...,Sn) fiir 1/2331 <1

Dies ist eine Homotopie von Hy = (by(fcs,))(by(cs,9)) nach Hy = by(fg). Zu-
sammen mit (i) folgt b,(fg) = Hy ~ Hy = (by(fcz,))(by(car9)) = by(f)by(g). O

I11.4.2. PROPOSITION. Es seiy: I — X ein Weg von (0) = xo nach (1) =
z1 undn > 1. Dann ist

By 1 (X, 1) = m(X, o), By((f]) = [b5(S)]

ein wohldefinierter Gruppenisomorphismus, der nur von der Homotopieklasse re-
lativ Endpunkten des Weges v abhingt. Seine Inverse ist durch (3,)"' = [5
gegeben, wobei Y(s) := (1 —s). Ist 7 : [ — X ein weiterer Weg von 7(0) = x4
nach (1) = x5 dann gilt 3, o B; = B,..

BEWEIS. (3, ist wohldefiniert nach Lemma III.4.1(i) und héngt wegen Lem-
ma [I1.4.1(ii) nur von der Homotopieklasse [y] ab. Nach Lemma I11.4.1(v) liegt
tatsichlich ein Gruppenhomomorphismus vor. Aus Lemma II1.4.1(iv) erhalten
wir sofort 3, 0 B, = (B,,. Da vy >~ ¢, folgt nun 3, o 55 = 8,5 = b, = 1dna,(x.20)5
wobei wir im letzten Gleichheitszeichen Lemma I11.4.1(iii) verwendet haben. Ana-
log ldsst sich 3503, = idy,(x,2,) zeigen. Also ist 3, tatséchlich ein Isomorphismus
mit Inverser (3. O

[1I.4.3. BEMERKUNG. Ist X ein wegzusammenhéngender Raum und xy,z; €
X, dann sind die Gruppen 7,(X, zg) und 7,(X, z1) isomorph, wir schreiben in
diesem Fall oft nur m,(X). Beachte jedoch, dass der in Proposition I11.4.2 kon-
struierte Isomorphismus 3, : m,(X,z1) = m,(X, z9) von der Wahl einer Homo-
topieklasse [y] von Wegen von zy nach z; abhéngt, und daher nicht natiirlich
ist.

II1.4.4. DEFINITION (n-facher Zusammenhang). Es sei n > 0. Ein topologi-
scher Raum X heifit n-zusammenhingend falls (X, zo) = 0, fiir alle 0 < k <n
und alle Basispunkte zy € X.
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[11.4.5. BEMERKUNG. Ist X wegzusammenhingend und gilt m (X, z9) = 0
fir alle 0 < k < n und einen Basispunkt zo € X, dann ist X schon n-
zusammenhéangend. Dies folgt aus Proposition 111.4.2.

[1I.4.6. BEMERKUNG. Ein Raum ist genau dann 0-zusammenhéngend, wenn
er wegzusammenhéngend ist. Ein Raum ist genau dann 1l-zusammenh&ngend,
wenn er einfach zusammenhéngend ist.

I11.4.7. PROPOSITION. Es seit H : X x I — 'Y eine Homotopie und xq € X.
Setze p:=Hy: X =Y, v:=H : X >Y undy:I =Y, ~(t) = H(x,t). Fir
n>1 gllt dann ﬁw ¢ = Px . Wn(Xa 1‘0) - Wn(}/a @(950))'

BeEwEIs. Es sei also f : (I",01") — (X, x) und betrachte die Homotopie
G:(I"x 1,0I" x I) — (X, ¢(x0)),

JH(f(p7H(s)), 1) falls s € [1, 3],
Gls,1) = {H((xo,t(Q —4fls — M||»)) falls s € I™\ [, 3]
Dies ist eine Homotopie von Go = b, (po f)nach Gy = b,(¢ o f). Es folgt
By (W ([f1) = by (¥ 0 f)] = [G1] = [Go] = [bcw(zo)(so o)l =leofl=w.lf]). O

I11.4.8. PROPOSITION. Es sei ¢ : X — Y eine Homotopiediquivalenz und
xog € X. Dann ist p, : m,(X, x0) — (Y, p(20)) ein Isomorphismus, n > 0.

BEWEIS. Nach Voraussetzung existiert eine stetige Abbildung ¢ : ¥ — X,
sowie Homotopien H : X X I — X und G : Y x I — Y, sodass Hy = v o ¢,
H, =idx, Gy = ¢ oy und ¢ o) = idy. Nach Proposition I11.4.7 haben wir ein
kommutatives Diagramm

(X, T /% Y gp xo (dv ). /7{ Y,gp(:ﬂo

| s L
Bl Xw (Y. (@ (0(x0))))

wobei v : I — X, ~(t) := H(a:o,t), und 0 : I — Y, o(t) := G(¢(x),t). Nach
Proposition I11.4.2 sind 3, und [, Isomorphismen, also sind auch (¢ o %), und
(1 0 @), Isomorphismen. Mit (¢ 01)), muss auch v, injektiv sein, und da (¢ o ),
surjektiv ist gilt dies auch fiir ¥,. Wir sehen daher, dass v, ein Isomorphismus
ist. Also muss auch @, : 7, (X, o) — T, (Y, ¢(x0)) ein Isomorphsimus sein. [

(X, o)

[11.4.9. BEMERKUNG. Homotopiedquivalente wegzusammenhéngende Raume
haben isomorphe Homotopiegruppen. Genauer, ist X ~ Y, 2o € X, ygp € Y und
n > 0, dann gilt 7, (X, z¢) = m,(Y,y0). Dies folgt aus Proposition 111.4.8 und
Proposition 111.4.2.

I11.4.10. PROPOSITION. Ist X ein kontrahierbarer Raum und xo € X, dann
gilt m, (X, x9) =0, n > 0.
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BEwEIS. Dies folgt aus Proposition I11.4.8, denn die kanonische Inklusion
{zo} — X ist eine Homotopiedquivalenz. O

I11.4.11. PROPOSITION. Ist (X, xq) ein punktierter Raum undn > 1, dann de-
finiert T (X, xo) — Aut(m, (X, x0)), [v] — B,, einen Gruppenhomomorphimus.”®

BEWEIS. Dies folgt aus Proposition I11.4.2. U

Es sei R ein Ring mit Eins. Unter einem R-Modul verstehen wir eine abelsche
Gruppe M zusammen mit einer Skalarmultiplikation R x M — M, (r,m) — rm,
die folgende Eigenschaften hat:

(i) r(my 4+ ma) = rmy +1rme, 7 € R, my,mg € M.

(i) (ry +7ro)m =rym+mrom, ri,ro € R, m € M.

(iii) (ryre)m = ri(ram), ri,m9 € R, m € M.

(iv) Im =m, m € M.
Beachte, dass ein R-Modul nichts anderes als eine abelsche Gruppe M zusam-
men mit einem Ringhomomorphismus R — End(M) ist.* Unter einem R-Mo-
dulhomomorphismus von einem R-Modul M; in einen R-Modul M, verstehen wir
einen Homomorphismus von Gruppen ¢ : M; — M, fiir den p(rm) = rp(m) gilt,
r € R, m € M;. Die R-Moduln und R-Modulhomomorphismen bilden offensicht-
lich eine Kategorie die wir mit R-Mod bezeichnen. Ist R ein Ring mit Eins, dann
bezeichnen wir mit R* := {r € R|3s € R: rs = sr = 1} die Gruppe der Einhei-
ten von R. Die Gruppenstruktur ist dabei durch die Einschréankung der Multipika-
tion in R gegeben. Ist M ein R-Modul, dann liefert die Einschrankung der Skalar-
multiplikation einen Homomorphismus R* — Aut(M).* Sei nun I" eine Gruppe.
Betrachte die abelsche Gruppe Z[I'] := €D, .- Z. Elemente in Z[I'] kénnen wir als
endliche formale Linearkombinationen niy, + - - - + ngye, n; € Z, ; € I', darstel-
len, oder als Funktionen I' — 7Z auffassen, die nur bei endlich vielen Elementen
von I' ungleich 0 sind. Die Multiplikation (3_; nivi)(32; mjo5) := 32, s nim;(vi0;)
macht Z[I'] zu einem Ring, dem sogenannten Gruppenring von I'. Beachte, dass
[' C Z[I')*. Die Gruppe I ist genau dann abelsch, wenn der Ring Z[I'] kommu-
tativ ist. Der Gruppenring hat folgende universelle Eigenschaft. Ist R ein wei-
terer Ring und ¢ : I' — R* ein Gruppenhomomorphismus, dann existiert ein
eindeutiger Ringhomomorphismus ¢ : Z[['] — R, sodass @(v) = ¢(v), fir alle
v € I'. Dieser Ringhomomorphismus ist durch ¢(>°, nsy:) = >, nip(v:) gege-
ben. Wir erhalten aus diesen Betrachtungen nun folgenden niitzliche Tatsache.
Ist I' eine Gruppe, M eine abelsche Gruppe und ¢ : I' — Aut(M) ein Grup-
penhomomorphismus, dann existiert eine eindeutige Z[I']-Modulstruktur auf M,

28F{ir eine Gruppe G bezeichnet Aut(G) die Gruppe der Gruppenautomorphismen.

29st M eine abelsche Gruppe, dann bezeichnet End(M) die Menge der Gruppenhomo-
morphismen M — M. Dies ist ein Ring beziiglich punktweiser Addition und Komposition von
Homomorphismen.

30Ist M eine abelsche Gruppe dann bezeichnet Aut(M) die Gruppe der Gruppenautomor-
phismen von M. Beachte Aut(M) = End(M)*.
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sodass ym = p(y)(m), v € T', m € M. Nach Obigem existiert ndmlich genau
ein Ringhomomorphismus ¢ : Z[['] — End(M) mit ¢(y) = ¢(y), und dieser
macht M zu einem Z[I']-Modul. Eine explizitere Formel fiir die Skalarmultipli-
kation ist (D, nyv;)m = Y. ni(¢(v:)(m)). Aus Proposition 111.4.11 erhalten wir
daher folgende

I11.4.12. PROPOSITION. FEs sei (X, x) ein punktierter Raum und n > 2. Dann
ist m,(X, o) in natirlicher Weise ein Z[m (X, xo)]-Modul.

I11.4.13. PROPOSITION. Es ser X ein topologischer Raum und n > 0. Dann
sind dquivalent:

(i) m (X, 29) =0 fiir alle g € X.
(i) Jede stetige Abbildung S™ — X ist nullhomotop.
(iii) Jede stetige Abbildung f : S™ — X ldsst sich zu einer stetigen Abbildung
f: D" X fortsetzen, dh. for = f wobeit : S* — D"l dje
kanonische Inklusion bezeichnet.

BEWEIS. Ad (iii)=(ii): Sei also f : " — X, und f: D" — X mit fo:=
f. Dann liefert H : S* x I — X, H(z,t) := f(tz), eine Homotopie von der
konstanten Abbildung Hy = cf nach Hy = for=f. Ad (ii)=(iii): Sei nun
f:8"— Xund H : S"xI — X eine Homotopie von einer konstanten Abbildung
Hy = ¢4, nach H; = f. Die Abbildung ¢ : S"x I — D" p(x,t) := tz, induziert
einen Homéomorphismus (S™ x I)/(S™ x {0}) — D"*, also existiert eine stetige
Abbildung f : D"*! — X mit fop = H. Es folgt (fOL)( )= f(z) = flo(x,1)) =
H(z,1) = f(x), also ist f die gesuchte stetige Fortsetzung. Ad (i)=(ii): Dies folgt
aus m,(X,xo) = [(S™, s0), (X, xo)], siche Bemerkung II1.3.18. Ad (ii)=-(i): Sei
f:(S™ s0) — (X, xp). Nach Voraussetzung existiert z; € X und eine Homotopie
H:S"xI — X von Hy = f nach H; = c,,. Betrachte den Weg v : [ — X
v(t) = H(so,t). Nach Proposition II1.4.7 gilt f. = £, o (cg, )« + W (S", 50) —
(X, 2o), wobei ¢, : (S™, s0) — (X,z;) die konstante Abbildung bezeichnet.
Da (cg,)« = 0 und weil 3, ein Isomorphismus ist, folgt 0 = f, : m,(S™, s09) —
(X, zo). Nach Bemerkung I11.3.18 gilt daher auch 0 = f, : [(S™, s¢), (S™, s0)] —
[(S™, s0), (X, zg)]. Wenden wir diese Gleichung auf [idg-] € [(S™, s0), (S™, so)] an,
so erhalten wir 0 = [f] = f.([idg-]) € [(S™, s0), (X, z0)]. Es folgt daher 0 =
[(S™, 80), (X, 20)] = 7 (X, x0). O

I11.5. Relative Homotopiegruppen. Unter einem Tripel von Rdumen ve-
rstehen wir (X, A, B) wobei X ein topologischer Raum ist und B C A C X.
Eine Abbildung zwischen Tripel von Réumen f : (Xy, A;, By) — (Xa, Ay, Bs)
ist eine stetige Abbildung f : X; — Xs, sodass f(A;) € Ay und f(B;) C Bs.
Offensichtlich ist die Komposition von Abbildungen zwischen Tripel wieder eine
Abbildung von Tripel. Tripel von Rdumen und Abbildungen zwischen solchen
Tripel bilden daher eine Kategorie die wir mit Top® bezeichnen.
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Zwei Abbildungen von Tripel f,g : (X3, A1, B1) — (Xa, Ag, By) werden ho-
motop genannt, falls eine Homotopie H : (X3 X I, Ay X I, By X I) — (X3, Ay, By)
mit Hy = f und H; = g existiert. Wir schreiben in diesem Fall f ~ g. Beachte,
dass H; : (X1, A1, By) — (X3, Ay, By) eine Abbildungen zwischen Tripel ist, fiir
jedes t € I. Dies liefert eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Abbildungen
von Tripel (X1, A1, By) — (X3, Ay, By), vgl. Lemma I11.2.3. Die Aquivalenzklas-
sen werden Homotopieklassen von Abbildungen zwischen Tripel genannt. Wir be-
zeichnen die Menge dieser Homotopieklassen mit [(X7, Ay, By), (Xa, A, By)], und
schreiben [f] fiir die von f(X3, Ay, By) — (Xa, As, By) représentierte Klasse.

Sind fo ~ fi + (X1, A1, B1) — (X3, 49, B;) und go ~ g1 : (X3, Ay, By) —
(X3, As, B3) dann sind auch ihre Kompositionen homotop, go o fo ~ g1 0 fi :
(X1, A1, B1) — (X3, As, Bs), vgl. Lemma I11.2.4. Wir erhalten daher eine wohl-
definierte Verkniipfung von Homotopieklassen

(X1, Av, By), (X2, As, Ba)] x [(Xa, Az, B), (X3, A3, Bs)]
— [(X1, A1, B), (X3, A3, By)], (ITL.5)

([f], [9]) = [gof]. Wir bezeichnen mit hTop® die Kategorie der Tripel von Raumen
und Homotopieklassen von Abbildungen zwischen Tripel. Die Verkniipfung von
Morphismen ist durch (IIL.5) gegeben.

Unter einem punktierten Paar von Rdumen verstehen wir (X, A, z5) wobei
X ein topologischer Raum ist und o € A C X. Eine Abbildung punktierter
Paare f: (X3, A1, x1) — (X, Ao, 22) ist eine stetige Abbildung f : X; — X5 mit
f(A7) € Ay und f(x1) = 5. Da die Komposition von Abbildungen punktierter
Paare wieder eine Abbildung punktierter Paare ist erhalten wir eine Kategorie der
punktierten Paare und Abbildungen zwischen punktierten Paaren. Wir werden
diese Kategorie mit TopZ bezeichnen. Ebenso erhalten wir eine Kategorie hTop;
von punktieren Paaren und Homotopieklassen von Abbildungen zwischen punk-
tierten Paaren. Beachte, dass jedes punktierte Paar von Raumen (X, A, zo) auch
als Tripel von Rdumen (X, A, {zo}) aufgefasst werden kann. Die Abbildungen
von punktierten Paaren (Xi, Aj,z1) — (Xa, Ay, x2) entsprechen genau den Ab-
bildungen von Tripel (X, Ay, {z1}) — (Xa, Aa, {x2}). Auch sind zwei Abbildun-
gen zwischen punktierten Paaren genau dann homotop wenn sie es aufgefasst als
Abbildungen zwischen Tripel von Rdumen sind, dh. [(Xl, Ay, x1), (X, A, xg)] =
[(Xl, Al, {xl}), (XQ, AQ, Ig)] .

Fiir n > 1 betrachten wir nun das Tripel (I™, 91" J"!) wobei J" ! :=
oI\ (I"=1 x {0}). Ist (X, A, xp) ein punktiertes Paar von Rdumen und n > 1 so
definieren wir

Tn(X, A, o) == [(I",0I", J"71), (X, A, z9)].

Elemente von m, (X, A, xy) werden von Abbildungen f : I" — X mit f(0I") C A
und f(J"') = {xo} reprisentiert. Zwei solche Abbidungen f und g definieren das
gleiche Element in 7, (X, A, z() genau dann wenn eine Homotopie H : I" X[ — X
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existiert, sodass Hy = f, Hy = g, H,(0I") C A und H,(J" ') = {0} fiir alle
tel

Ist n > 2 und sind f,g : (I",0I",J" ') — (X, A, z0) so definieren wir ihre
Konkatenation fg: (I",0I", J" ') — (X, A, ) durch

f(2s1,82,...,5) falls 0 < sy < 1/2,
g(2s1 —1,89,...,5,) falls1/2 < s < 1.

(F9)(s1s 52+ 52) ;:{

Beachte, dass dies nur fiir n > 2 wohldefiniert ist. Sind fo ~ f, : (", 01", J" ') —
(X, A, x) und go ~ ¢ : (I",0I",J" ") — (X, A, x9) dann gilt auch fiir die
Konkatenationen fogo >~ f191, vgl. Lemma II1.3.3. Fiir n > 2 erhalten wir daher
eine Multiplikation

T (X, Ay 20) X 70 (X, A, 0) — mn(X, Ay o), ([ [9]) = [l (LILG)

II1.5.1. PROPOSITION. Ist (X, A, xq) ein punktiertes Paar von Rdumen und
n > 2, dann liefert (111.6) eine Gruppenstruktur auf m,(X, A, x¢). Das neutrale
Element wird durch die konstante Abbildung c,, : (I", 01", J" 1) — (X, A, z0)
reprasentiert, und das Inverse von [f] wird durch f : (I",0I", J"™') — (X, A, ),

f(s1,82,...,80) = f(1 —s1,82,...,8,) reprdsentiert.
BEWEIS. Dies ldsst sich genau wie Proposition I11.3.8 zeigen. U

I11.5.2. DEFINITION (Relative Homotopiegruppen). Die Gruppe 7,(X, A, z¢)
aus Proposition I11.5.1 wird als n-te relative Homotopiegruppe von (X, A, xq)
bezeichnet, n > 2. In diesem Zusammenhang werden die Homotopiegruppen
(X, zo) auch absolute Homotopiegruppen genannt.

I11.5.3. PROPOSITION. Es sei (X, A, xg) ein punktiertes Paar von Rdumen
und n > 3. Dann ist m,(X, A, xy) abelsch.

BEWEIS. Der Beweis ist vollig analog zu dem von Proposition I11.3.10. Wegen
der Voraussetzung n > 3 kann die dort konstruierte Homotopie H als Homotopie
von Tripeln H : (I"xI,0I"x I, J" "1 xI) — (I",0I", J"') aufgefasst werden. [J

II1.5.4. BEMERKUNG. L.A. ist es nicht mdoglich auf m (X, A, x¢) in natiirli-
cher Weise eine Gruppenstruktur zu definieren. Jedoch reprisentiert die kon-
stante Abbildung c,, : (I, 01", J°) — (X, A, z0) ein ausgezeichnetes Element in
m1 (X, A, x9). Wir kénnen 71 (X, A, z9) daher als punktierte Menge auffassen. Be-
steht 1 (X, A, zo) nur aus diesem einen Element so schreiben wir 7 (X, A, zy) = 0.

I11.5.5. BEMERKUNG. Beachte 7, (X, {zo}, z0) = m,(X, x¢), die absoluten Ho-
motopiegruppen treten daher als Spezialfille der relativen auf.

Ist ¢ : (X,A,20) — (Y,B,y) eine Abbildung punktierter Paare so erhal-
ten wir eine induzirte Abbildung ¢, : m,(X, A, x0) — 7. (Y, B,yo), p«([f]) =
(oo fl. Ist ¥ : (Y,B,yo) — (Z,C, z) eine weitere Abbildung punktierter Paa-
re dann gilt offensichtlich (¢ o ), = 1, 0 @, : (X, A, 20) — m.(Z,C, 20)
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sowie (idx), = idr, (x,4,20)- Homotope Abbildungen punktierter Paare iy =~
o (X, A x0) — (Y, B,yo) induzieren die gleiche Abbildung (o). = (1)« :
(X, A, xg) — 7, (Y, B,yo). All dies funktioniert falls n > 1. Fiir n > 2 ist
O @ (X, A, o) — (Y, B,yo) ein Homomorphismus von Gruppen. Zusammen-
fassend erhalten wir

I11.5.6. PROPOSITION. Die relativen Homotopiegruppen definieren Funktoren
71 - hTopg — Setg, 7 : hTop; — Grp, und 7, : hTop; — aGrp, n > 3.

[11.5.7. BEMERKUNG. Es sei w: (I",0I", J"" 1) — (D", S™""1 sy) eine stetige
Abbildung die einen Homéomorphismus punktierter Paare

(]71/(]77,—17aIn/Jn—l7 Jn—l/Jn—l) ~ (l)n7 Sn—17 SO)
induziert. Wir erhalten eine Bijektion
[(Dna Sn_17 80)7 (X7 A7 IO)] = Wn(Xu A7 .T()), [f] = [f © w]

Elemente von 7, (X, A, xy) konnen daher als Homotopieklassen von Abbildungen
(D™ 8" sg) — (X, A, zo) aufgefasst werden.

I11.5.8. BEMERKUNG. Es sei (X, A) ein Paar von Rdumen und v : [ — A
ein Weg von v(0) = 2 nach v(1) = z;. Ahnlich wie in Abschnitt III.4 lisst sich
ein Isomorphismus £, : m,(X, A, x1) — m,(X, A, z¢) konstruieren. Fiir wegzusam-
menhéngendes A sind die Homotopiegruppen daher unabhéngig vom Basispunkt,
bis auf Isomorphie. Beachte jedoch, dass dieser [somorphismus nicht natiirlich ist,
da er von der Wahl einer Homotopieklasse von Wegen von z, nach x; abhingt.
Trotzdem werden wir in diesem Fall oft nur m, (X, A) fiir die héheren Homoto-
piegruppen schreiben.

Ist f: (I™,0I",J" ") — (X, A, xg) so liefert die Einschrinkung eine Ab-
bildung f|m-1xq0 : (I, 01" Y — (A, z0), (S15---580-1) — f(S1,--+,8n_1,0).
Sind fo =~ fi : (I", 01", J"1) — (X, A, ), so liefert die Einschrikung einer Ho-
motopie von fy nach fi eine Homotopie fo|m-1x(0y = fi]m-1xgoy : (I"71, 0" 1) —
(A, zg). Fiir n > 1 erhalten wir daher eine Abbildung, den sogenannten Rand-
operator,

0:ma(X, A, xg) — mpo1(A, 29), A[f]) = [f‘I””X{O}}'

Fiir n > 2 ist der Randoperator offensichtlich ein Gruppenhomomorphismus, im
Fall n =1 liefert er eine Abbildung punktierter Mengen.

[11.5.9. BEMERKUNG. Ist [f] € [(D™ 58", s0),(X, A, x0)] & m.(X, A, x0),
wobei f : (D", S" 1 sq) — (X, A, 1), dann repriisentiert die Einschrinkung
flsn=1 : (S™ 71 s0) — (A, z0) das Element [f|sn—1] = O([f]) € mn_1(A,x9) =
(5™, s0), (X, x0)], vgl. Bemerkung I11.5.7 und Bemerkung I11.3.18.

I11.5.10. DEFINITION (Exakte Sequenz). Eine Sequenz von Gruppenhomo-

morphismen

Pk Phk+1
= G Gy 2 Gy —
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wird ezakt genannt, falls img(yy) = ker(ggi1), fiir jedes k. Insbesondere muss
also g1 0 ¢ = 0 gelten, denn dies bedeutet gerade img(¢x) C ker(¢gi1)-

I11.5.11. BEISPIEL. Eine Sequenz der Form 0 % GaE Hist genau dann exakt,
wenn ¢ injektiv ist.

I11.5.12. BEISPIEL. Eine Sequenz der Form G % H 2 0ist genau dann exakt,
wenn ¢ surjektiv ist.

I11.5.13. BEISPIEL. Eine Sequenz der Form 0 5 a5 H%0ist genau dann
exakt, wenn ¢ ein Isomorphismus ist.

[11.5.14. BEMERKUNG. In Definition I11.5.10 werden nur die neutralen Ele-
ment der Gruppen, nicht aber ihre Gruppenstruktur verwendet. Daher macht der
Begriff der Exaktheit auch fiir Sequenzen punktierter Mengen Sinn. Eine Sequenz
von Abbildungen punktierter Mengen

v+ — (Sky k) £ (Skt1, Trt1) - (Sky2, Thy2) — -+
wird exakt genannt, falls img(¢r) = (@rr1)  (2r11), fiir jedes k. Fassen wir eine
Gruppe G mit neutralem Element e als punktierte Menge (G, e) auf, so reprodu-
ziert dies den Exaktheitsbegriff aus Definition I11.5.10.

I11.5.15. SATz (Lange exakte Sequenz eines Paares). Es sei (X, A, xg) ein
punktiertes Paar von Rdumen. Dann ist die folgende Sequenz exakt!

: i) Wn(A, xo) i—*> Wn(X, xo) J—> Wn(Xa A, xo) i 7Tn—1(14,370) i—*>

. i 7T1(A,[L’0) Z—*> ’/Tl(X, .To) ]—*> 7T1(X, A, .To) i 7T0(A, .To) Z—*> ’/T()(X, .To)

Dabei sind i, : m,(A,x0) — T (X, x0) und j. : (X, 20) = mo(X, {20}, x0) —
(X, A, xo) die von den kanonischen Inklusionen i : (A, xo) — (X, x0) und j :
(X, {z0},x0) — (X, A, x0) induzierten Abbildungen.

BEWEIS. Zur Ezaktheit bei m,(A,x). Wir zeigen zunéchst i, o 0 = 0, dh.
img(9) C ker(i,). Sei also [f] € m,41(X, A, xg), wobei f : (["*} 9" J") —
(X, A, zg). Betrachte die Abbildung ¢ : (I, 0I") — (X,z¢), g(s1,...,8,) =
f(s1,--+,8n,0). Offensichtlich gilt dann i.(9([f])) = [g] € T (X, zo). Weiters ist
H(I" x I,0I" x I) — (X, x0), H(s1,...,Sn,t) = f(S1,...,5n,t) eine Homotopie
von Hy = g nach Hy = ¢,,. Es folgt i.(0([f])) = [9] = [czy] = 0 € m(X, x0).
Nun zu der anderen Inklusion ker(i,) C img(d). Sei dazu [f] € m,(A, zo), wo-
bei f: (I",0I") — (A, xp), mit i.([f]) = 0 € 7, (X, x0). Dann ist f ~ ¢, :
(I™,0I™) — (X, xg), es existiert daher eine Homotopie H : (I" x I,0I" x I) —
(X,x0) mit Hy = f und H; = ¢,,. Diese Homotopie definiert eine Abbildung
g : (I"TH o1t gy — (X, A o), 981,380, Sne1) = H(S1, .., 50, Snt1)-

31Bis auf die letzten drei Abbildungen sind dies alles Gruppenhomomorphismen. Bei
m (X, xg), m1(X, A, zg) und (A, xp) ist die Exaktheit wie in Bemerkung II1.5.14 aufzufassen.
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Fiir das durch g reprisentierte Element [g] € m,(X, A, zo) gilt offensichtlich
A(lg]) = [Ho] = [f]-

Zur Exaktheit bei m,(X, A, xo): Wir zeigen zunéchst 0o j, = 0, dh. img(j,) C
ker(0). Sei dazu [f] € m.(X,x0), wobei f : (I",0I") — (X,xy). Das Ele-
ment 9(j.([f])) € mn_1(A, zo) wird dann durch die Abbildung (I"~!, 01" ') —
(A, z0), (S1,..y80-1) — [f(S1,...,80-1,0) = ¢ représentiert. Es gilt daher
04« ([f])) = [cz) = 0 € m—1(A, x9). Nun zu der anderen Inklusion ker(9d) C
img(j,). Sei also [f] € m,(X, A, x9) mit f : (I",0I", J" ') — (X, A, x¢), sodass
I([f]) = 0 € m,_1(A, xg). Betrachte die Abbildung g : (I""*dI"") — (A, x),
(st oySn—1) == f(s1,...,Sn—1,0). Es gilt dann O([f]) = [g] € mn-1(A, x0). Also
existiert eine Homotopie H : (I"™' x I,0I""! x I) — (A, xq) von Hy = ¢, nach
H, = g. Es definiert dann G : (I" x I,0I" x I, J" ' x I) — (X, A, x¢)

H(s1y. oy Sp_1,1 —t+2s,) falls0<s, <t/2

f(s1,.. 801, 2220 falls t/2 < s, < 1,

G(S1y -y 8n,t) = {

eine Homotopie mit Gy = f und G;(0I") = {x¢}. Daher reprisentiert h :
(I™,0I") — (X, x0), h(s1,...,5,) := G1(s1,...,8,) ein Element [h] € m,(X, x0)
mit j.([h]) = [G1]. Es folgt [f] = [Go] = [G1] = j.([h]) € mu(X, A, xo).

Zur Ezaktheit bei m,(X,z): Um die hier notwendigen Homotopien leich-
ter hinschreiben zu koénnen, verwenden wir die Identifizierungen 7,(A,zg) =
(D™, 8" 1), (A, )], mu(X,zg) = [(D™, 8" ), (X, )] als auch m,(X, A, x9) =
(D™, 8", s0), (X, A, x0)], vgl. die Bemerkungen I11.3.17 und IIL.5.7. Wir zei-
gen zunéchst j, o i, = 0, dh. img(i.) C ker(j,). Sei dazu [f] € m,(A, xy) wobei
f (D™ S — (A,x9). Wir kénnen f als Abbildung g : (D", S" ! sy) —
(X, A, zo) auffassen, es gilt dann j,(i.([f])) = 9] € (X, A, o). Die Abbildung
H: (D" x I,S" ' xI,s9x1)— (X,A x), H(z,t) :== f((1 —t)so + tx), ist
eine Homotopie von Hy = ¢, nach Hy = g. Es folgt j.(i.([f]) = [9] = [cx] =
0 € m(X,A,z09). Nun zu der anderen Inklusion ker(j.) C img(i.). Sei dazu
[f] € mn(X,20), wobei f : (D", S" ') — (X, zg). Wir konnen f als Abbildung
g: (D™ 8" sy) — (X, A, xp) auffassen, es gilt dann 7,([f]) = [g] € 7.(X, A, x0).
Ist nun j,([f]) = 0, dann existiert eine Homotopie H : (D" xI,S" ' x 1, soxI) —
(X, A, 19) mit Hy = g und H; = ¢,,. Die Homotopie G : (D" x I,S" ' x I) —
(X’ xO)?

Gz, t) = H(3%w.t) falls 0 < |z| <1 —1¢/2,
OV H(L e, 2= 20a]) falls 1—£/2 < [2] <1,

x|

erfiillt dann Gy = f und G1(D") = {zo}. Daher kénnen wir G; als Abbildung
h: (D", 8" 1) — (A, x) auffassen, es gilt dann i,([h]) = [G1] = [Go] = [f] €
(X, o). O
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I11.5.16. BEMERKUNG. Die lange exakte Sequenz aus Satz I11.5.15 ist natiilich
in folgendem Sinn. Ist ¢ : (X, A, z9) — (Y, B, yo) eine Abbildung zwischen punk-
tierten Paaren, dann kommutiert das Diagramm

o D (AL o) = (X o) —L (X, A, 0) — 21 (A, 20) —t

Px Px Px Px
fl fl

il ) il ) )
S It (B, yo) ——1t, (Y, y0) ———n(Y, B, o) /41 (B, yo) ——1- -

Der Beweis dieser Tatsache ist trivial.

I11.5.17. BEISPIEL. Es sei n € N und sy € S . Wenden wir Satz I11.5.15 auf
das Paar (D™, S"!, 54) an, so erhalten wir eine lange exakte Sequenz:

o (D7, 50) — mR(D™, 8™ s0) D w1 (S™Y s0) — Tt (D™, s0) — - -

Nach Beispiel 111.3.16 gilt 7 (D™, sg) = 0, fur alle & > 0. Zusammen mit Bei-
spiel I11.5.13 sehen wir, dass der Randoperator Isomorphismen

O (D", 8" 50) 2 m_1(S™Y, 80)

liefert, falls & > 2. Auch fiir k¥ = 1 ist 0 eine Bijektion m (D", S ! s9) =
7o(S™ L, 59), wir kénnen dies jedoch nicht aus Beispiel I11.5.13 folgern, denn in
diesem Fall steht keine Gruppenstruktur zur Verfiigung. Im Fall n > 2 folgt
dies aus dem Wegzusammenhang von S" ! denn dann gilt mo(S" !, s¢) = 0, wir
erhalten somit eine exakte Sequenz 0 — (D™ S™" ! s5) — 0 und dies impli-
ziert sofort m (D™, 8" ! s5) = 0. Im Fall n = 1 besteht my(S°, s9) aus zwei Ele-
menten die den beiden Zusammenhangskomponenten von S° entsprechen. Auch
7 (D', 5% s9) hat zwei Elemente, eines wird von der konstanten Abbildung das
andere von der identischen Abbildung reprasentiert. Die Berechnung der relativen
Homotopiegruppen (D", S"71, s4) ist damit vollstéindig auf die Berechnung der
absoluten Homotopiegruppen der Sphéren zuriickgefiihrt.

I11.5.18. BEISPIEL. Beispiel I11.5.17 lasst sich wie folgt verallgemeinern. Es sei
X ein wegzusammenhéngender Raum und CX = (X x I)/(X x {0}) der Kegel
tiber X. Wir fassen X als Teilraum von CX auf, z +— [(z, 1)]. Nach Beispiel 1.8.26
ist C'X kontrahierbar, und daher m(CX, zy) = 0, fiir alle £ € Ny und fiir jeden
Basispunkt xg, siehe Proposition I11.4.10. Wenden wir Satz I11.5.15 auf das Paar
(CX, X, z0) an so erhalten wir eine lange exakte Sequenz:

= (CX, xg) — m(CX, X, x0) 3, Tr-1(X, 20) — 1 (CX,z9) — -

Zusammen mit Beispiel 1I1.5.13 folgt, dass der Randoperator 0 einen Isomor-
phismus 7, (CX, X, x9) = m,_1(X,x0) liefert, & > 2. Auch im Fall £ = 1 ist
0 eine Bijektion, denn nach Voraussetzung ist X wegzusammenhéngend, also
mo(X,29) = 0, und aus der Exaktheit der langen Sequenz erhalten wir daher
auch 7 (CX, X, xy) = 0.



112 IIT. HOMOTOPIETHEORIE

I11.5.19. LEMMA (Funfer-Lemma). Es sei

Gy 2y I I, I

1 2 L%os L%M L;l%
ffl, fl,, fl,, fl,, ffl
H, /H, /H, /H, /H;
ein kommutatives Diagramm von Gruppenhomomorphismen mit exakten Zeilen.

Weiters seien o1, a2, @4 und @5 Isomorphismen. Dann ist auch @3 ein Isomor-
phismus.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst die Injektivitdt von 3. Sei also g3 € G5 mit

w3(g3) = 1. Dann gilt v4(A3(93)) = ps(es(g3)) = ps(1l) = 1 und wegen der
Injektivitat von ¢4 somit A\3(g3) = 1. Da die obere Zeile bei G35 exakt ist, existiert

g2 € Gy mit \y(g2) = g3. Es folgt pa(pa(g2)) = ws(Xa(g2)) = ¢s(gs) = 1. Da
die zweite Zeile bei Hy exakt ist, existiert hy € Hy mit py(h1) = ¢2(g2). Auf
Grund der Surjektivitiat von ¢; finden wir ¢; € G1 mit p1(g1) = hy. Es gilt
dann ¢9(Ai(g1)) = pi(p1(91)) = pa(h1) = @a(ge), also Ai(g1) = g2, denn ¢y
ist injektiv. SchlieBlich erhalten wir g5 = A2(g2) = Aa(A1(g1)) = 0, denn wegen
der Exaktheit der oberen Zeile bei Gy gilt Ay 0o Ay = 0. Also ist 3 injektiv.
Nun zur Surjektivitdt von (3. sei dazu hy € Hjs. Da ¢, surjektiv ist existiert
91 € Gy mit pa(ga) = ps(hs). Es folgt p5(Aa(ga)) = pa(pa(9a)) = pa(ps(hs)) = 1,
denn p4 o u3 = 0 wegen der FExaktheit der unteren Zeile bei Hy. Da @5 injektiv
ist, schliefen wir As(g4) = 1. Auf Grund der Exaktheit der oberen Zeile bei G4
existiert gs € G mit A3(gs) = ga. Es folgt ps(@s(gs ') hs) = pa(es(gs'))pa(hs) =
p1(Na(g3 )ns(hs) = wa(gy Yps(hs) = ps(hy')ps(hs) = 1. Da die untere Zeile
bei Hs exakt ist, existiert ho € Hy mit us(ho) = 3(g5')hs. Weiters finden wir
g2 € Gy mit @o(g2) = ha, denn s ist surjektiv. Wir erhalten somit 3 (gg)\g (92)> =

©3(93)03(X2(92)) = 3(g3)12(2(92)) = w3(gs)pa(ha) = 3(g3)ps(g5 " )hs = ha.
Also ist @3 surjektiv. U

I11.5.20. KOROLLAR. Es sei ¢ : (X, A) — (Y, B) eine Abbildung von Paaren,
sodass ¢ : X — Y und ¢|4 : A — B beides Homotopiedquivalenzen sind. Dann
ist . @ (X, A, x0) — (Y, B, @(x0)) ein Isomorphismus, fir alle k > 1 und
jeden Basispunkt xq € A.

BEWEIS. Nach Bemerkung II1.5.16 haben wir ein kommutatives Diagramm

=

Wk(A7 xo) - /%k(Xa IO) - /%k(Xa A7 'TO) d /*k—l(Aa‘TO)
Px Px Px \m* Px
il i il i il o il i il
Wk(B,yo) /%k(Y, Z/o) /%k(Y, B>yo) /7{1@71(37?/0) /%kq(yj Z/o)

mit exakten Zeilen, siehe Satz I11.5.15. Dabei ist yo = p(z9) € B. Dap: X - Y
eine Homotopiedquivalenz ist, muss ¢, : m;(X, x9) — m(Y,yo) eine Isomorphis-
mus sein, ¢ > 0, siehe Proposition I11.4.8. Ebenso ist ¢, : m;(A, xo) — m(B, yo) ein

/%k—l(Xa .To)
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Isomorphismus, i > 0. Nach Lemma II1.5.19 ist daher auch ¢, : (X, A, x¢) —
(Y, B, yo) ein Isomorphismus, k > 2. Wie sich leicht zeigen lédsst, bleibt dies
auch fiir £ = 1 richtig. U

I11.5.21. LEMMA. Es sei (X, A) ein Paar von Rdumen und k > 0. Dann sind
dquivalent:

(i) Zu jeder Abbildung f : (D* S* 1) — (X, A) ewistiert eine Homotopie
H:DFxI— X mit Hy= f, H(D*) C A und H(x,t) = f(z), fir alle
reStundtel.

(ii) Zu jeder Abbildung f : (D*,S*"1) — (X, A) existiert eine Homotopie
H:(D*x I,8% % I) — (X, A) mit Hy = f und H,(D*) C A.

(iii) Zu jeder Abbildung f : (D*,S*1) — (X, A) emzistiert eine Homotopie
H: (D*xI,8*!'x 1) — (X,A) mit Hy = f und so, dass H, eine
konstante Abbildung ist.

(iv) Es gilt mi(X, A, xo) = 0 fiir jeden Basispunkt xo € A falls k > 1, bzw. im
Fall k = 0, jede Wegzusammenhangskomponente von X enthdlt Punkte
aus A%

BeEwels. Im Fall & = 0 ist die Aquivalenz dieser Aussagen trivial. Sei also
0.B.d.A. k > 1. Die Implikation (i)=-(ii) ist trivial. Ad (ii)=-(iii): Sei dazu f :
(D*, S*1) — (X, A). Nach Voraussetzung diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dass
f(D¥) C A gilt. Es ist dann H(x,t) := f((1 — t)z) eine Homotopie mit den
gewiinschten Eigenschaften. Ad (iii)=-(i): Sei also H : (DFxI,S*1xI) — (X, A)
eine Homotopie mit Hy = f und H;(x) = o, fiir alle x € D*. Die Homotopie
G:DFxI— X,

|0

Glo.t) = H( _tx,t) falls 0 < |z| < 1—1t/2,

H(pa,2 —2|z]) falls 1-¢/2 <[] <1,

erfiillt dann Gy = f, G1(D*) C A und G(z,t) = f(z) fiir allez € S*' und t € I.
Die Implikation (iv)=>(iii) ist trivial, vgl. Bemerkung I11.5.7. Nun zur Implikation
(iii)=>(iv): Sei dazu f : (D* S* 1 s5) — (X, A, 7). Wegen Bemerkung I11.5.7
geniigt es eine Homotopie H : (D¥ x I, S¥"1 x I) — (X, A) mit Hy = f, H, = ¢4,
und H (sg,t) = xq fir alle ¢ € I zu konstruieren. Nach Voraussetzung diirfen wir
0.B.d.A. annehmen, dass f(D*) C A gilt. Es ist dann H(x,t) := f((1—t)x +tsg)
eine Homotopie mit den gewiinschten Eigenschaften. 0

|~

B3

I11.5.22. DEFINITION (n-facher Zusammenhang von Paaren). Ein Paar von
Réumen (X, A) heifit n-zusammenhingend, n > 0, falls die vier dquivalenten
Bedingungen aus Lemma II1.5.21 fiir jedes 0 < k& < n erfiillt sind.

32Wir haben mo(X, A, o) nicht definiert. Dieses Lemma legt jedoch nahe, dass die Aussage
mo(X, A,zg) = 0 gerade bedeuten sollte, dass jede Wegzusammenhangskomponente von X
Punkte aus A enthiilt.
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I11.5.23. BEMERKUNG. Ein Paar (X, A) ist daher 0-zusammenhéngend genau
dann, wenn jede Wegzusammenhangskomponente von X Punkte aus A enthélt.
Das Paar (X, A) ist n-zusammenhéngend wenn jede Wegzusammenhangskompo-
nente von X Punkte aus A enthélt und fiir jeden Basispunkt xo € A und jedes
1 <k <ngilt m(X, A, z9) = 0. Nach Bemerkung I11.5.8 geniigt es, dass dies fiir
einen Basispunkt aus jeder Wegzusammenhangskomponente von A erfiillt ist.

I11.5.24. PROPOSITION. Fiir ein Paar (X, A) und n > 0 sind dquivalent:
(i) (X, A) ist n-zusammenhdngend.
(ii) Fir jeden Basispunkt xo € A induziert die Inklusion Isomorphismen
(A, x0) = (X, x0) fiir 0 < k < n, und eine Surjektion m, (A, xo) —
(X, 20).

BEWEIS. Dies folgt aus der langen exakten Sequenz des Paares (X, A), siehe
Satz II11.5.15. O

Der Rest dieses Abschnitts ist dem Beweis von folgendem Resultat gewidmet.

I11.5.25. SATZ. Es gilt
(i) m(S™) =0, fiir alle 0 < k < n, sowie
(ii) 7 (D™, 8" 1) =0, fir alle1 <k < n.
Dh. S™ und das Paar (D", S™1) sind beide (n — 1)-zusammenhingend.

I11.5.26. LEMMA (Approximation durch glatte Abbildungen). Es sei f : DF —
R™ stetig und € > 0. Dann ezistiert eine C*°-Abbildung [ : Rf — R", sodass
1f(z) = f(2)|| < e, fir allex € D*.

BEWEIS. Wir setzen zuniichst f zu einer stetigen Funktion f : R¥ — R” fort,
etwa durch f(z) := f(x/||z]), ||z]] > 1. Da stetige Funktionen auf kompakten
Mengen gleichméfig stetig sind finden wir § > 0, sodass

|f(x) = f(x—1y)|| <e,  fiirallex € D* und y € DE. (I11.7)

Hier bezeichnet D% = {y € R* : |ly|| < &} den abgeschlossenen Ball mit Radius
§ und Mittelpunkt 0 € R*. Wiihle eine glatte Funktion p : R¥ — [0, 00) mit
supp(p) C D%, dh. u(y) = 0 falls ||y|| > §, und Jar 1(y)dy = 1. Betrachte nun die

Funktion f: R¥ — R™, f:= f*pu,

f(x) = g [l —y)uly) dy = /Rk fy)u(z —y) dy. (II1.8)

Dies sind gewohnliche Riemannintegrale stetiger Funktionen die wegen des kom-
pakten Tragers von p konvergieren. Die Gleichheit der beiden Integrale folgt aus
der Transformationsformel angewandt auf die Substitution y <> x — y. Alle par-
tiellen Ableitungen von f existieren, 0,0y, - - - 0;, f = f * (95,05, - - - Oy, p1), dh.



II1.5. RELATIVE HOMOTOPIEGRUPPEN 115

gegeben. Dies folgt aus der zweiten Integraldarstellung von f in (II1.8) durch
Vertauschen von Integration und Differentiation, was auf Grund des kompakten
Tréagers von p gerechtfertigt ist. Insbesondere ist f eine glatte Abbildung. Aus
der ersten Integraldarstellung von f in (I11.8) und Jar 11(y)dy = 1 erhalten wir

f@) - jw = [

Rk

qmﬂ—f@—y»mwdy:/‘umﬂ—fu—y»mwdy

k
D(S

wobei die zweite Gleichheit aus supp(u) C D¥ folgt. Zusammen mit (I11.7) erhal-
ten wir

@)= F@l < [ @) = o=l dy<e [ nlwyy ==

8

fiir alle z € DF. O
[1.5.27. LEMMA. FEs sei k <n und f:RF = R" eine glatte Abbildung. Dann
ist R™\ f(DF) dicht in R™.

BEWEIS. Es geniigt offensichtlich zu zeigen, dass R™ \ f(I*) dicht in R" ist.
Sei y € R", ¢ > 0 und W der Wiirfel mit Mittelpunkt y und Seitenlinge €. Es
ist W\ f(I*¥) # 0 zu verifizieren. Da glatte Funktionen auf kompakten Mengen
gleichméfig Lipschitzstetig sind existiert eine Konstante C' > 0, sodass

| f(x2) — f(z1)|| < Cllxe — 24], fiir alle 1, 7 € I*. (I11.9)

Da k < n finden wir N € N mit Nk(CT‘/E)n < ¢". Wir unterteilen I* in N¥ viele
Wiirfel der Seitenldnge 1/N. Ist @ einer dieser Wiirfel, und bezeichnet xy seinen
Mittelpunkt, dann erhalten wir aus (II1.9) die Abschétzung || f(z) — f(zo)|] <

02—%%, fiir alle x € Q. Insbesondere ist f(Q) in einem n-dimensionalen Wiirfel mit
Mittelpunkt f(z() und Seitenldange CT\/E enthalten. Wir finden daher N* viele
Wiirfel W; C R™ mit Seitenldnge CT‘/E und so, dass f(I*) C UZ]\S W;. Fiir das
Volumeri erhalten wir vol(LJZ.]\f1 W;)< ]:7 k(CT‘/E)n < e = vol(W). Es folgt daher
WA\ UY, Wi # 0 und weil f(I%) € N, W; auch W\ f(I*) # 0. O

I11.5.28. LEMMA. Es sei k < n und f : (D*,0D*) — (R",R"\ D},). Dann
existiert eine Homotopie H : (D¥ x I,0D* x I) — (R, R™ \ Dyjy) mit Hy = f
und Hy(D*) CR™\ Dy,

Beweis. Da f(9D*) kompakt und R™ \ D, offen ist, existiert & > 0 mit
{f(x)+y|zedD" |ly| <e} CR"\ Dip. (I11.10)
Nach Lemma I11.5.26 existiert eine glatte Abbildung f : RF — R” mit
1f(z) — f(z)| <e, fiir + € DF. (II1.11)
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Definiere G : (D*x I,0D*xI) — (R™, R™\ D7), G(, 1) == f(z)+ (f( )—f(2)).
Beachte, dass wegen (II1.10) und (II1.11) tatséichlich G¢(OD*) C R™\ D1/2 gilt,
t € I. Offensichtlich ist Gy = f und G = f. Nach Lemma II1.5.27 ist R”\f(Dk)
dicht in R", also existiert yo € By, mit yo ¢ f(DF). Betrachte nun r : R™\ {yo} —
Sor(y) = yo + Ay) ji=ter, wobei

_ )2
Ay) = — oy = w0 [0y y02>
1y — woll ly — woll
dh. r(y) ist der Schnittpunkt des Strahls von y, durch y mit S™'. Beachte,
dass fiir y € R" \ D}, und ¢ S I stets (1 —t)y +tr(y) € R*\ D), gilt. Wir
erhalten daher eine Homotopie G : (D" I,0D"xI) — (R",R"\ D},,), G(z,t) =
(1—t) f(x)+tr(f(x)). Offensichtlich gilt Gy = f und G1(dD*) C §"~ C R™\Dy)5.-
Setzen wir G und G zusammen, so erhalten wir die gewiinschte Homotopie H. [
BEWEIS VON SATz I11.5.25. Aus Lemma II1.5.28 und Proposition I11.5.24
folgt m;(R",R" \ D}),) = 0 fir 1 < k < n. Da die Inklusionen D" — R" und
Sl R™\ DY), Homotopiedquivalenzen sind, erhalten wir m,(D", S =0,
fir 1 < k < n, sieche Korollar II1.5.20. Damit ist (ii) gezeigt. Mit Hilfe der
langen exakten Sequenz des Paares (D", S™" ') haben wir in Beispiel 1I1.5.17
(D™, 8" 1) 2 (S 1) hergeleitet, k > 1 und n > 0. Aus (ii) folgt daher nun
auch (i). O

— llwoll* + 1,

II1.6. Faserungen. Eine stetige Abbildung p : £ — B wird Faserung oder
Hurewicz-Faserung genannt wenn sie die Homotopieliftungseigenschaft beziiglich
allen topologischen Rdumen hat, dh. ist H : X x I — B eine Homotopie und
h:X > E stetig mit p o h = H,, dann existiert eine Homotopie H : X x I — E
mit po H = H und Hy = h. Es wird hier nicht verlangt, dass die Homotopie H
eindeutig ist, und sie wird es i.A. auch nicht sein.

I11.6.1. BEISPIEL. Sind B und F' topologische Rdume, dann ist die kanonische
Projektion p : B x F — B ist eine sogenannte triviale Hurewicz-Faserung. Sei
dazu H : X x I — B eine Homotopie und A : X — B X F mit po h = H,.
Bezeichne die Komponenten von h mit h = (hg, hr). Es gilt dann hp = H.
Setzen wir H : X x [ — B x F, H(x,t) :== (H(x,t), hp(z)) dann gilt po H = H
und Hy = (hp, hg) = h.

I11.6.2. BEISPIEL. Jede Uberlagerung ist auch eine Hurewicz-Faserung, siche
Satz I1.3.3.

Eine stetige Abbildung p : E — B wird Serre-Faserung genannt wenn sie die
Homotopieliftungseigenschaft beziiglich aller Wiirfel 1™ hat, dh. ist H : [" X [ —
B eine Homotopie und h:I"— E stetig mit p o h = Hy, dann existiert eine
Homotopie H : I" x I — E mit po H = H und H, = h.
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I11.6.3. BEISPIEL. Jede Hurewicz-Faserung ist auch eine Serre-Faserung.

Eine stetige Abbildung p : E — B wird (lokal triviales) Faserbiindle genannt,
wenn zu jedem Punkt z € B eine Umgebung U von z, ein topologischer Raum F'
und ein Homdomorphismus ¢ : p~(U) — U x F mit py o ¢ = p existieren. Dabei
bezeichnet py : U x F — U die kanonische Projektion. Jeder solche Hom&omor-
phsimus ¢ wird als Triwvialisierung von p iiber U bezeichnet. Ist x € B so wird
p~!(x) die Faser iiber x genannt.

[11.6.4. BEISPIEL. Sind B und F' zwei topologische Rdume, dann ist die ka-
nonische Projektion p : B x F' — B ein Faserbiindel.

I11.6.5. BEMERKUNG. Ist B ein parakompakter Hausdorffraum und p : £ —
B ein Faserbiindel, dann ist p auch eine Hurewicz-Faserung, siehe [11, Corolla-
ry 14 in Section 2.7].

I11.6.6. BEMERKUNG. Wirkt eine kompakte Lie Gruppe G frei auf einer glat-
ten Mannigfaltigkeit M, dann ist die Orbitprojektion M — M /G ein Faserbiind-
le, siehe die Vorlesung iiber Differentialgeometrie. Dies liefert eine Menge in-
teressanter Faserbiindel, wir werden von diesem Resultat aber nicht Gebrauch
machen.

IT1.6.7. PROPOSITION. Jedes Faserbiindel ist eine Serre-Faserung.

BEWEIS. Esseip: E — B ein Faserbiindle. Es ist die Homotopieliftunseigen-
schaft fiir Wiirfel I™ zu verifizieren. Sei dazu H : I™ x I — B eine Homotopie und
h:I" — E mit pol~z = H,. Es ist eine Abbildung H : I" x [ — F mit po H = H
und Hy = h zu konstruieren. Wir nehmen zunichst an, es gibt eine offene Teil-
menge U C B und eine Trivialisierung ¢ : p~}Y(U) — U x F, py o ¢ = Plp-10)
mit H(I" x I) C U. Dann lisst sich die gesuchte Abbildung H sofort angeben,

I:I(sl, Sy t) =7t (H(sl, ooy Sy t), pr(e(h(sy, .. sn)))),

wobei pp : U X F' — F die kanonische Projektion bezeichnet. Etwas allgemeiner
lasst sich damit folgendes Problem l6sen. Ist H : X — U stetig, A C X ein
Retrakt und 4 : A — E mit poh = H |4, dann existiert eine Abbildung H:X —
E mit po H = H und ﬁ\A = h. Um eine solche Abbildung H angeben zu kénnen
wiihlen wir eine Retraktion r : X — A und setzen H := ¢~ o (H,ppopohor).
Diese hat dann die gewiinschten Eigenschaften.

Nun zum allgemeinen Fall. Ist & > 1 dann kénnen wir I™ x I in k" l-viele
Wiirfel zerlegen,

Qi oing o= [B 8] oo [ D) [EL 2] gy, € {1, k)
Auf Grund der Kompaktheit von I"™ x I kann k so gewéhlt werden, dass das Bild

H(Qi,....i.;) jedes solchen Wiirfels in einer offenen Teilmenge U;, . ;, ; von B ent-
halten ist {iber der das Faserbiindel p trivial ist. Nach obigen Bemerkungen lésst
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sich die Einschrénkung H Qi 21 einer stetigen Abbildung Q;,, ;. — E lif-
ten, wobei dieser Lift auf einem Retrakt von @, ...i,..; beliebig vorgegeben werden
kann. Damit lédsst sich nun der gesuchte Lift H induktiv auf den Wiirfeln Q1,..1.1,
Q.12 -5 Quih Q1121 Q1122 -5 Qu12k -5 Qe Q1,1k2,
ey Q1kks oo Q1 211, ooy Q.. kk konstruieren. Ist @, ;. ; einer dieser
Wiirfel und bezeichnet B die Vereinigung von I™ x {0} mit all den Vorgéngern
von (Q;,. i, ; in dieser Liste, dann ist A :== BNQ;, ., ; ein Retrakt von Q;, ;. ;.
Der auf B bereits konstruierte, bzw. durch h vorgegebene, Lift lisst sich daher
stetig zu einem Lift auf B U Q;, ;. ; fortsetzen. ]

II1.6.8. LEMMA. Es seip : E — B eine Serre-Faserung. Weilers seien H :
I" — B und h : J*! — E stetig, sodass p o h = H|jn-1. Dann existiert eine
stetige Abbildung H : I" — E mit po H = H und H\Jn L = h.

BEWEIS. Dies folgt aus der Tatsache, dass das Paar (I, J"~!) homdomorph
zum Paar (I", 1" x {0}) ist.

I11.6.9. PROPOSITION. FEs sei p: E — B eine Serre-Faserung, xo € E, by
p(xg) und F := p~'(by). Dann induziert p einen Isomorphismus m,(E, F, )
(B, bo), fiir allen > 1.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass p. : m,(E, F,x0) — m,(B,by) surjektiv
ist. Sei dazu [f] € m,(B, bo), wobei f: (I",0I") — (B, by). Nach Lemma III.6.8
existiert eine stetige Abbildung f : I — F mit po f = f und f |jn-1 = Cyq-
Es folgt f(0I") C p~'(by) = F, also definiert f : (I",0I",J" ) — (E, F, )
ein Element [f] € m,(F, F, x,), fir das offensichtlich p.([f]) = [po f] = [f]
gilt. Nun zur Injektivitdt von p,.. Seien dazu [f],[g] € m.(E, F,x¢) mit f,g :
(I", 01", J" 1) — (E, F, xo). Ist p.([f]) = p«([g]) € mn(B,by), dann existiert eine
Homotopie H : (I" x I,01" x I) — (B,by) von Ho = po f nach H; = pog. Nach
Lemma I11.6.8 existiert eine stetige Abbildung H : [" x I — E mit po H = H,

= f, H = g und H| -1, = ¢z, Bs folgt H(OI" x I) C p~'(by) = F. Also
1st H (I"x I,0I" x I, J" ' xI)— (E,F,z) eine Homotopie von f nach g und
damit [f] = [g] € ’/Tn(E,F, xo). O

I11.6.10. SATZ (Lange exakte Sequenz einer Faserung). Es seip: E — B eine

Serre-Faserung, o € E, by := p(xg) und F := p~'(by). Dann ist die folgende

Sequenz exakt>3

O

R i

L (Foag) 5 (B, 20) 25 w0 (B, bo) S i (F2g) 25 - -

. Z—*> ’/Tl(E,[B(]) E"—) 7T1(B, bo) i ’/T()(F, [L’Q) Z—*> ’/T()(E,.To) E*—> ’/T(](B,bo)

Dabei sind i, : m,(F,x0) — m,(F,x0) und p, : m,(F,x0) — m,(B,by) die von
der Inklusion i : (F,x¢) — (FE,x¢) und der Projektion p : (E,zq) — (B,b)

33Bis auf die letzten drei Abbildungen sind dies alles Gruppenhomomorphismen. Bei
m1 (B, bo), mo(F,xo) und 7o (F, xp) ist die Exaktheit wie in Bemerkung IT1.5.14 aufzufassen.
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induzierten Abbildungen. Der Randoperator O : m,(B,by) — mu—1(F, x¢) ist durch

. L, (p*)_l 6[)(1,1',7‘ )
die Komposition m,(B,by) ——— m,(F, F,xq) — m,—1(F,zo) gegeben, wobei

P (B, Fx0) — m,(B, by) den Isomorphismus aus Proposition I11.6.9 ist und
orer (B, F,x9) — m,_1(F, o) der Randoperator in der langen exakten Sequenz
des Paares (E, F') bezeichnet, siehe Satz I11.5.15.

BeEwEIS. Von der Exaktheit bei my(E, xo) abgesehen folgt dies sofort aus
Satz I11.5.15 und der offensichtlichen Tatsache, dass die Komposition m,(E, zq) —
T (E, F, o) TaN Tn(B, bo) mit p, : m,(F, xg) — (B, by) tibereinstimmt. Die Ex-
aktheit bei m(F, xg) ldsst sich ohne Probleme direkt aus der Homotopieliftungs-
eigenschaft herleiten. O

[1.6.11. BEMERKUNG. Wenden wir Satz I11.6.10 auf eine punktierte Uberla-
gerung p : (X, Zg) — (X, zo) an, vgl. Beispiel I11.6.2, so erhalten wir eine lange
exakte Sequenz

=0 — WH(X,;%O) — (X, 29) = 0 — Wn,l()z',io) — Tno1(X,29) =0 — -+

denn aus der Diskretheit der Faser I := p~'(z) folgt m,(F,29) = 0 fiir alle
n > 1. Fiir Uberlagerungen reduziert sich Satz I11.6.10 daher auf die Aussage
von Satz I11.3.19.

I11.6.12. BEISPIEL (Hopffaserung). Wir betrachten CP" = S5?"! /~ vgl. Bei-
spiel 1.6.8, und die Hopffaserung p : S?"*' — CP”, p(z0, ..., 2n) = [(20, - - -, 20)]-
Dies ist ein Faserbiindel mit Fasern homtomorph zu S'. Um dies einzusehen
betrachte wir die offene Menge U; := {[(zo,...,2,)] : 2z # 0} C CP". Wegen
Ui, U; = CP" geniigt es Trivialisierungen von p iiber U; zu konstruieren. Es gilt
p N U;) = {(20, ..., 2n) € S*F: z; #£ 0}. Die Abbildung ¢; : p~(U;) — U; x S*,

Ziq

0i(20y -y 2n) = (p(zo, ey Zn), |Z_|) ist ein Homdomorphismus mit Inverser ;' :
Uy x St — p~ (), gpi_l([(zo, ey Zn)], )\) = )‘W(zo, vy Zn). Also ist ¢; eine Tri-

vialisierung von p iiber U;, und p daher ein Fagerb'undel. Nach Proposition I11.6.7
ist p daher eine Serre-Faserung. Aus Satz I11.6.10 erhalten wir eine lange exakte

Sequenz von Homotopiegruppen

o me(SY) = (8P 2L 1 (CP) D ey (81 = - (111.12)

Fiir k& > 3 ist mx(S') = 0 = m,_1(S!), aus der Exaktheit von (I11.12) folgt daher,
dass die Projektion p : S?"*! — CP"™ Isomorphismen

me(S* ) = 1 (CPY), k>3, n>0, (I11.13)

induziert, vgl. Beispiel 1I1.5.13. Ist n > 1 dann gilt 7(S*"™) = 0 = m(S?)
und die Exaktheit von (II1.12) impliziert m (CP™) = 0. Daher sind alle CP",
n > 0, einfach zusammenhéngend, vgl. Beispiel 1.9.17. Ist n > 1 so gilt auch
m(S?") = 0 = 71 (S?"*1), siehe Satz I11.5.25, und aus der Exaktheit von (I11.12)



120 IIT. HOMOTOPIETHEORIE

erhalten wir m(CP") = m(S') 2 Z, n > 1. Im Fall n = 1 haben wir einen
Homoomorphismus CP' 22 S2 es folgt daher 75 (S5?) = Z sowie

e (S?) =2 m.(S?), k> 3. (I11.14)

[11.6.13. BEMERKUNG. Die Berechnung von 7,(S5?) in Beispiel 111.6.12 ermo-
glicht es einen Beweis des Brouwerschen Fixpunktsatzes, vgl. Satz 1.5.3, fiir stetige
Abbildungen f : D3 — D3 zu geben. Hitte f nimlich keinen Fixpunkt dann
konnen wir wie im Beweis von Satz 1.5.3 eine Reraktion r : D? — S? definieren,
dh. r o ¢ = idg2 wobei ¢ : S? — D? die kanonische Inklusion bezeichnet. Fiir
die induzierten Homomorphismen zwischen den zweiten Homotopiegruppen folgt
7. 0ty = idy,(g2) aber auch r, o, =0, denn mo(D?) = 0. Also ist id,,s2) = 0 und
damit auch m5(S?) = 0, ein Widerspruch zu m5(S?) = Z.

[11.6.14. BEMERKUNG. Die Tatsache, dass my(S?) # 0, vgl. Beispiel 111.6.12,
erlaubt es auch zu zeigen, dass R? nicht zu R® homéomorph sein kann, n # 3.
Fiir n < 3 haben wir dies bereits gezeigt, siehe Satz 1.7.5. Sei daher n > 3. Wére
f:R" — R3 ein Homdomorphismus und P € R", dann liefert die Einschrinkung
von f auch einen Homdomorphismus R" \ {P} — R3\ {Q}, Q = f(P). Es
folgt mo(S™ 1) = my(R™ \ {P}) & m(R3\ {Q}) = m(S?). Nach Satz I11.5.25 gilt
m(S™1) = 0 und dies liefert nun einen Widerspruch zu m(S?) = Z. Also kann
es keinen Homdomorphismus f : R* — R3, n > 3, geben.

111.6.15. BEISPIEL. Auf S*+3 C H"*! betrachte die Aquivalenzrelation x ~
y < I\ € H: Az = y und die Projektion auf den Quotientenraum p : S**+3 —
HP" = S4+3 /~ vgl. Aufgabe 17. Die Abbildung p ist ein Faserbiindel mit Fasern
homoéomorph zu S3, siche Aufgabe 29. Aus der damit assozierten langen exakten
Sequenz von Homotopiegruppen folgt, siehe Aufgabe 30,

T (HP™) 22 1 (S?) x mp (S 1%, k>1, n> 1. (I11.15)

Insbesondere gilt 7, (HP") = 7, _1(S5?), 1 < k < 4n+2 und 7o (HP™) & 7 (HP") =
mo(HP™) 2 m3(HP™) = 0, dh. HP" 3-zusammenhéngend, n > 0. Im Fall n = 1
haben wir einen Homéomorphismus HP! 22 $* und daher ein Faserbiindel S7 —
S* mit Fasern homdomorph zu S3. Aus (IT1.15) erhalten wir in diesem Fall

Te(SY) 2 mp_1(S?) x (ST, k>1. (I11.16)

I11.6.16. BEISPIEL. In Aufgabe 31 wird ein Faserbiindel S — S® mit Fasern
homéomorph zu S” konsturiert. Aus der ensprechenden langen exakten Sequenz
der Homotopiegruppen erhalten wir

e (S%) 2 m 1 (ST) x m(SY), k> 1. (I11.17)

I11.6.17. BEMERKUNG. Um einen Eindruck der Komplexitédt der hoheren Ho-
motopiegruppen zu bekommen seien hier einige Resultate iiber die Homotopie-
gruppen der Sphéiren zusammengefasst. Die folgende Tabelle zeigt die Gruppe
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m(S™) in der k-ten Zeile und n-Spalte.

k\nHl‘Q‘i%‘ 4 ‘5‘6‘7‘8‘9‘10‘11
1 Z| 0 0 0 0 0 0 0101010
2 0 Z | 0 0 0 0 0 01071010
3 0| Z | Z 0 0 0 0 01071010
4 0| Zsy | Zs Z 0 0 0 0]10101]0
D 0| Zsy | Zs Lo Z | 0 0 0]1]07101]0
6 0| Zs | Zyo Lo Zo | Z | O 0]10101]0
7 0 ZQ Z2 7, X Zlg ZQ Z2 Z 0 0 0 0
8 0 ZQ Z2 Z2 X ZQ Z24 Z2 Z2 Z 0 0 0
9 0 Zg Zg Z2 X ZQ ZQ Z24 Z2 Z2 Z 0 0
10 0 Z15 Z15 Z24 X Zg ZQ 0 Z24 Z2 Z2 Z 0
11 | 0| Zy | Zo Zas Lo | Z | O |Zoy|Zo|Zs| Z

Die erste Spalte haben wir in Satz [.4.1 und Beispiel 111.3.20 verifiziert. In Bei-
spiel IT1.6.12 haben m,(S?) = Z gezeigt. Die Tatsache, dass ab k = 3 die zweite
und dritte Spalte dieser Tabelle iibereinstimmen haben wir in selbigen Beispiel
aus der Hopffaserung S® — S? hergeleitet, siehe (IT1.14). Dass in der rechten
oberen Halfte dieser Tabelle nur triviale Gruppen anzutreffen sind folgt aus
Satz II11.5.25. Auch die Isomorphismen (II1.16) und (II1.17) sind fiir kleine k
in dieser Tabelle ersichtlich. Auch sei hier auf ein Phdnomen hingewiesen, dass
wir in Abschnitt II1.9 beweisen werden. Ist & > 0 fix und betrachten wir die
Gruppen 71, (S™) dann verleitet die Tabelle oben zu der Vermutung, dass die-
se Gruppen fiir grosse n alle isomorph sind. Dies ist tatsédchlich der Fall, siehe
Bemerkung 111.9.20. Die Eintrége in der Diagonale der Tabelle, m, (S™) = Z, wer-
den wir in Satz I11.9.11 verifizieren. Die meisten Gruppen in obiger Tabelle sind
endlich. Tatséchlich gilt auf Grund eines Resultats von Serre, dass 7 (S™) mit
Ausnahme von 7,(S") = Z und 74, _1(5*") stets endlich sind.

I11.6.18. BEISPIEL (Homotopiegruppen der orthogonale Gruppen). Betrachte
die Abbildung p : SO,41 — S™, p(A) := Ae;, wobei e; € S™ den ersten Ein-
heitsvektor bezeichnet. Wir wollen zunéchst verifizieren, dass p ein Faserbiindel
mit Fasern homéomorph zu SO,, ist. Wir werden im folgenden SO,, als Unter-
gruppe von SO, auffassen, SO, = {A € SO,y : Ae; = e} = p~!(ey). Fiir
A, B € SO, gilt offensichtlich p(A) = p(B) genau dann wenn B~'A € SO,,.
Sei nun by € S™ und wihle by,...,b, € S™, sodass (bg,b1,...,b,) € SOpy1.
Dann ist U := {x € S" : det(z,by,...,b,) > 0} eine offene Umgebung von
bp. Wir werden nun eine Trivialisierung von p iiber U konstruieren. Wir er-
innern uns dazu, dass SO, XA, 11(R) — GL/;(R), (A,D) — AD, einen
Homo6omorphismus definiert, siehe Beispiel 1.7.12. Wir bezeichnen den inversen
Homéomorphismus mit (i)y, 1) : GLZH(R) — SO,11 XA, 1(R). Es ist dann
0:U — SOpu41, 0(x) := 1 (x, by, ..., by), eine stetige Abbildung mit p(o(x)) = z,
fir x € U, denn aus ¢y (x, by, ..., b,)0a(x,b1,...,b,) = (2,by,...,b,) und |z| =1
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folgt, dass die erste Spalte von s(z, by, ...,b,) mit dem ersten Einheitvektor
ey libeeinstimmen muss. Fiir A € p~!(U) erhalten wir p(o(p(A))) = p(A), also
a(p(A))~'p(A) € SO,, C SO,,+1. Wir definieren nun die gesuchte Trivialisierung
durch ¢ : p~1(U) = U x SO, ¢(A4) := (p(A),o(p(A))~*A). Dies ist tatséichlich
ein Homdomorphismus mit Inverser U x SO,, — p~'(U), (z, (§ %)) — o(z) (§ &)
Also ist p : SO, 11 — S™ ein Faserbiindel und daher auch eine Serre Faserung,
siehe Proposition I11.6.7. Aus Satz I11.6.10 erhalten wir eine lange exakte Sequenz
von Homotopiegruppen

= 1 (S™) S m(S0,) 5 m(SOpp) 2 me(S™) — - (I11.18)

wobei 7 : SO,, — SO,,4; die Inklusion bezeichnet. Fiir £ = 0 und n > 1 ist
mo(S™) = 0 und wegen der Exaktheit von (I11.18) daher i, : my(SO,,) — m(SOy41)
surjektiv. Induktiv folgt my(SO,) = 0, denn offensichtlich ist m(SO;) = 0.
Wir sehen daher, dass SO,, fiir jedes n > 1 wegzusammenhéngend ist. Fiir
k42 < nist mp1(S") = 0 = m(S™), siehe Satz I11.5.25, wegen der Exakt-
heit von (II1.18) induziert die Inklusion i : SO,, — SO,,;; daher Isomorphismen
7T,(SO,) = m(SOp11), k + 2 < n. Mittels Induktion folgt

wk(SOk+2) = Wk(SOn), k+2 S n. (11119)

Fiir hinreichend groBe n ist daher 7(SO,,) unabhéngig von n, dies wird als Sta-
bilitit bezeichnet. Etwa erhalten wir

ZQ = 7T1(SO3) = 7(1(804) = 7'('1(805) >~ ... ,

denn S® — S%/7Z, = SOy ist die universelle Uberlagerung von SOs und daher
71(SO3) & Zsy, vgl. die Beispiele I11.5.5 und I1.6.3. Da SO, = St ist 7, (SO,) = Z.
Fiir die stabilen zweiten Homotopiegruppen erhalten wir

0= 7T2(SO4) = 7(2(805) = 7T2(SO6) [ ,

denn aus der Uberlagerung S® x S% — SOy, siehe Beispiel 11.5.10, folgt mittels
Satz I11.3.19 und Satz I11.5.25, mp(SO4) = m(S? x 5?) = my(S?) x m(S5?) = 0.
Im nicht stabilen Bereich gilt m(SO3) = 0, denn SO, = St und m,(SO3) = 0,
auf Grund der Uberlagerung S® — SOs.

Da die Inklusion SO, — GL!(R) eine Homotopiefiquivalenz ist, siche Bei-
spiel 1.8.14, gilt 7(SO,,) = m,(GL, (R)). Folglich sind alle GL, (R) wegzusam-
menhiingend und es gilt 7 (GL{ (R)) = 0, m;(GL3 (R)) = Z, 7 (GL (R)) X Zo,
n > 3, sowie mo(GL(R)) = 0, n > 1. Auch die Inklusion SL,(R) — GL}(R) ist
eine Homotopiefiquivalenz und daher mj,(SL,(R)) & 7, (GL} (R)).

Aus dem Wegzusammenhang von SO,, folgt auch, dass O,, genau zwei Weg-
zusammenhangskomponenten besitzt, O, = SO, L{A € O,, : det A = —1}. Ist
B € O, und det B = —1 dann liefert Multiplikation mit B einen Hom&omor-
phismus SO, = {A € O, : det A = —1}. Es gilt daher 7((O,,) = Z; und
T(0n) = m(S0O,), 1 < k, egal welchen Basispunkt wir in O,, verwenden. Aus
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(II1.19) erhalten wir daher auch fiir O,, ein Stabilitdtsphanomen,
7Tk(©k+2) %Wk(On), k+2 STL

Da die Inklusion O,, — GL,(R) eine Homotpiedquivalenz ist, erhalten wir auch
ensprechende Resultate fiir die Homotopiegruppen von GL,(R). Insbesondere
folgt, dass GL,(R) aus zwei homéomorphen Zusammenhangskomponenten be-
steht, GL,(R) = GL!(R) U GL, (R), wobei GL, = {A € GL,(R) : det A < 0}.
Multiplikation mit B € GL_ (R) liefert einen Homdomorphismus GL;} (R) =
GL, (R).

Ohne Beweis sei hier noch folgendes Periodizitatsresultat fiir die stabilen Ho-
motopiegruppen erwahnt:

Tht8(Okr8)+2) = T (Okqa).
Dies wird als Bott Periodizitit bezeichnet. Die Gruppen sind durch

k mod8| 0| 1]2]3]4]5]6]7

gegeben. Die ersten drei Spalten folgen aus unseren Berechnungen oben.

I11.6.19. BeispIEL (Homotopiegruppen der unitaren Gruppen). Nun zur kom-
plexen Version von Beispiel II1.6.18. Betrachte die Abbildung p : U, — S?"+1,
p(A) := Aey, wobei e; € S*"*1 C C""! den ersten Einheitsvektor bezeich-
net. Wir verifizieren zunéchst, dass p ein Faserbiindel mit Fasern hom&omorph
zu U, ist. Wir werden im folgenden U, als Untergruppe von U, ; auffassen,
U, = {A € U,y : Aey = e1} = pl(ey). Fir A,B € U, gilt offensicht-
lich p(A) = p(B) genau dann wenn B~'A € U,. Sei nun b, € S***! und
wihle by,...,b, € S sodass (b, b1,...,bn) € Uypi. Dann ist V = {z €
S+l det(z, by, ..., b,) # 0} eine offene Umgebung von by. Wir werden nun
eine Trivialisierung von p iiber V' konstruieren. Wir erinnern uns dazu, dass
Upi1 XAn11(C) — GL,1(C), (A, D) — AD, einen Homdomorphismus defi-
niert, siehe Beispiel 1.7.10. Wir bezeichnen den inversen Homéomorphismus mit
(1,12) + GLy31(C) — Upyy xA,41(C) Es ist dann 0 : V' — U,yq, o(z) =
1(z,b1,...,by,), eine stetige Abbildung mit p(o(2)) = z, fir z € V, denn aus
(2, b1, ..., bp)e(2,01, ..., b,) = (2,b1,...,b,) und |z| = 1 folgt, dass die erste
Spalte von ¢y (z, by, . .., b,) mit dem ersten Einheitvektor e; {ibeeinstimmen muss.
Fiir A € p1(V) erhalten wir p(c(p(A))) = p(A), also a(p(A))~'p(A) € U, C
U, ;1. Wir definieren nun die gesuchte Trivialisierung durch ¢ : p~ (V) — V x U,
¢(A) := (p(A),o(p(A))"'A). Dies ist tatsichlich ein Homdomorphismus mit In-
verser V x U, = p 1 (V), (2,(§ %)) — o(2) (§ 2). Alsoist p: U,y — S ein
Faserbiindel und daher auch eine Serre Faserung, siche Proposition I11.6.7. Aus
Satz II1.6.10 erhalten wir eine lange exakte Sequenz von Homotopiegruppen

o Mg (ST 9, T, (Up) LN Tk(Upt1) LN e (S*H) — .. (I11.20)
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wobei ¢ : U, — U,4; die Inklusion bezeichnet. Fiir £ = 0 und n > 1 ist
7o (S5?" ) = 0 und wegen der Exaktheit von (I11.20) daher 4, : 7o(U,,) — 7 (U,11)
surjektiv. Induktiv folgt mo(U,) = 0, denn wegen U; = S ist mo(U;) = 0. Wir
sehen daher, dass U, fiir jedes n > 1 wegzusammenhéngend ist. Fiir £ < 2n — 1
ist 1 (S?T) = 0 = mp (5?1, siehe Satz I11.5.25, wegen der Exaktheit von
(II1.20) induziert die Inklusion ¢ : U,, — U,;; daher Isomorphismen m(U,) =
Tk(Upt1), k < 2n — 1. Mittels Induktion folgt

2 p—

T (Upeny) = me(Ua),  [5H] <, (IIL.21)

wobei (%w die kleinste ganze Zahl grofler oder gleich % bezeichnet. Fiir hin-
reichend grofie n ist daher m(U,) unabhingig von n, wieder liegt ein Stabi-

litdtsphéinomen vor. Wegen U; 2 ST und (II1.21) erhalten wir
72 my(U)) = 7 (Us) =y (Ug) = .-

Da Uy 2 SU,y xSt 2 8% x S* folgt m2(Us) = m3(5°) x m2(S") = 0 und daher
0 = m(Up) = mo(Uy) = my(Us) = - -

Erinnern wir uns an den Hom&omorphismus U, = SU,, xS aus Beispiel 1.7.9,
so erhalten wir 7, (U,,) = m,(SU,) x mx(S!). Es folgt m(SU,,) = 0, dh. alle SU,,
sind wegzusammenhéngend. Aus Z = m(U,,) = m(SU,,) x m(Z) = m(SU,,) X Z
schlieflen wir 71 (SU,,) = 0, n > 1. Daher sind alle SU,, einfach zusammenhéngend.
Fiir k > 2 gilt m(SU,,) = m(U,). Da die kanonischen Inklusionen U,, — GL,(C)
und SU,, — SL,,(C) Homotopiedquivalenzen sind erhalten wir 74 (U,,) = 7 (GL,,)
und 7 (SU,,) = 7, (SL,,(C)). Insbesondere ist SL, (C) einfach zusammenhéngend,
fiir jedes n > 1.
Schliefflich sei noch die komplexe Version der Bott Periodizitédt erwéhnt,

Tk+2 (U((k+§)+1]) = T (U(%ﬂ,
es gilt daher (U[% 1) = 0 fiir gerades k und m (U[% 1) = 7 fiir ungerades k.

II1.7. Kofaserungen. Eine stetige Abbildung ¢ : A — X wird Kofaserung
genannt wenn sie folgende Eigenschaft besitzt: Ist Y ein topologischer Raum,
h:X — Y stetigund H : A x I — Y eine Homotopie mit Hy = h o ¢, dann
existiert eine Homotopie H:XxI —Y mit Hh= hund H, 01 = H,, fir
alle t € I. Wir sagen ein Paar (X, A) hat die Homotopieerweiterungseigenschaft
wenn die Inklusion ¢ : A — X eine Kofaserung ist. Dies bedeutet, dass eine auf
A C X definierte Homotopie H : A x I — Y deren Anfangsabbildung H, zu
einer Abbildung h : X — Y ausgedehnt ist (dh. h(a) = Hp(a), a € A) zu einer
Homotopie H : X x I — Y fortgesetzt werden kann (dh. H(a,t) = H(a,t), a € A,
t € I) deren Anfangsabbildung Hy mit h iibereinstimmt (dh. H(z,0) = h(z),
reX.)
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IT1.7.1. BEMERKUNG. Der Begriff der Kofaserungen ist dual zum Begriff der
Faserung. Sei dazu ¢ : A - Y, h: X — Y und H : A x [ — Y. Wir bezeich-
nen mit Y7 die Menge der stetigen Abbildungen I — Y. Beachte, dass H als
Abbildung H : A — Y7 aufgefasst werden kann, H(a)(t) := H/(a,t).>* Weiters
bezeichne evy : Y/ — Y die durch Auswertung bei ¢t = 0 gegebene Abbildung.
Die Voraussetzung Hy = h ot bedeutet gerade, dass das dussere Quadrat im lin-
ken Diagramm kommutiert, evooH = ho. Liegt eine Kofaserung vor, dann gibt

es in dieser Situation stets eine Abbil-
0l dung H : X x I — Y die, als Abbildung h
10000 H: X — Y7 aufgefasst, beide Dreiecke ¥ 7 /’E
‘ im linken Diagramm kommutativ macht. inco Lﬂiﬂx Efﬂ
yIodl 4 Die Kommutativitét des oberen Dreiecks Y x ] -1/

entspricht dabei der Bedingung Hy = h,

und die des unteren Dreiecks der Bedingung H, o . = H,. Die Dualitéit mit dem
Begriff der Faserung manifestiert sich nun in der Tatsache, dass in der eine Fase-
rung charakterisierende Eigenschaft, siehe das Diagramm rechts, alle Pfeile in die
umgekehrte Richtung zeigen. Dies wird als Eckmann—Hilton Dualitit bezeichnet.

X

X
X
H

I11.7.2. PROPOSITION. Fine Kofaserung 1 : A — X ist stets ein Homdomor-
phismus auf ihr Bild, dh. 1 : A — ((A) ist ein Homdomorphismus, wobei t(A) mit
der von X induzierten Topologie versehen ist.

BEwEIs. Wir betrachten den Abbildungszylinder Z, = X U (A X I)/(a1)~u(a)»
vgl. Beispiel 1.9.11, sowie die Abbildungen H : Ax I — Z,, H(a,t) := [(a,1—1)],
und h : X — Z,, h(x) := [z]. Dies sind stetige Abbildungen und es gilt hot = Hy,
denn h(i(a)) = [u(a)] = [(a,1)] = H(a,0) fir a € A. Da ¢ eine Kofaserung
ist existiert eine Homotopie H:XxI — Z, mit ]:IO = h und ]:It oL = Hy,
t € I. Insbesondere gilt H, o = Hy. Wir erinnern uns, dass H, : A — Z,,
a — [(a,0)], eine Einbettung ist, dh. H; : A — H;(A) ist ein Homéomorphismus.
Es liefert daher (H,)~' o Hy|,a) : t(A) — Hi(A) — A eine zu ¢ inverse stetige
Abbildung. O

I11.7.3. BEMERKUNG. Auf Grund von Proposition II1.7.2 ist + : A — X
genau dann eine Kofaserung, wenn das Paar (X, :(A)) die Homotopieerweite-
rungseigenschaft. Es gentigt daher Paare mit Homotopieerweiterungseigenschaft
zu untersuchen.

II1.7.4. LEMMA. Hat (X, A) die Homotopieerweiterungseigenschaft dann ist
(X x {0})U (A x I) ein Retrakt von X x I.

BEWEIS. Betrachte die stetigen Abbildungen h : X — (X x {0}) U (A x I),
h(z) := (2,0),und H : AxI — (Xx{0})U(AxI), H(a,t) := (a,t). Offensichtlich

34Wir wollen zu diesem Zeitpunkt noch keine Topologie auf Y/ einfiihren, versuchen hier
also nicht die stetigen Abbildungen A x I — Y als die stetigen Abbildungen A — Y7' zu
charakterisieren.
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gilt Ho = h|a, wegen der Homotopieerweiterungseigenschaft von (X, A) existiert
daher eine Homotopie H : X x I — (X x {0}) U (A x I) mit Hy = h und

H| sx1 = H. Es folgt H(x,0) = (2,0), z € X, und H(a,t) = (a,t), a € A, t € I,
also ist H eine Retraktion auf (X x {0}) U (A x I). O

II1.7.5. PROPOSITION. Ist X ein Hausdorffraum und hat (X, A) die Homoto-
pieerweiterungseigenschaft, dann ist A ein abgeschlossener Teilraum von X.

BeEwEis. Nach Lemma II1.7.4 existiert eine Retraktion » : X x [ — X x [,
sodass (X x{0})U(AxT) = {(z,t) € XxI :r(z,t) = (z,t)}. Mit X ist auch X x [
ein Hausdorffraum, aus der Stetigkeit von r folgt daher, dass (X x{0})U(AXT) ein
abgeschlossener Teilraum von X x I ist. Daher ist auch Ax {1} ein abgeschlossener
Teilraum von X x {1}, also A abgeschlossen in X. O

I11.7.6. PROPOSITION. FEs sei A ein abgeschlossener Teilraum von X. Dann

hat (X, A) die Homotopieerweiterungseigenschaft genau dann, wenn (X x {0})U
(A x I) ein Retrakt von X x I ist.

BEWEIS. Eine Implikation haben wir bereits in Lemma II1.7.4 bewiesen. Sei
nun umgekehrt (X x {0}) U (A x I) ein Retrakt von X x J und r : X x [ —
(X x {0})U (A x I) eine Retraktion. Um die Homotopieerweiterungseigenschaft
von (X, A) zu verifizieren betrachten wir eine stetige Abbildung h : X — Y
sowie eine Homotopie H : A x [ — Y mit Hy = h|4. Definiere eine Abbildung
g: (X x{0})U(AxI)—Y durch g(z,0) := h(x), z € X, und g(a,t) :== H(a,t),
ac A, tel. Wegen Hy = h|4 ist dies wohldefiniert. Beachte, dass X x {0} ein
abgeschlossener Teilraum von (X x{0})U(AXI) ist. Wegen der Abgeschlossenheit
von A, ist auch A x I ein abgeschlossener Teilraum von (X x {0}) U (A x I). Die
Einschrankungen von g auf X x {0} bzw. A x [ sind stetig. Nach Lemma 1.1.2
ist daher auch ¢ stetig. Also liefert H := gor : X x I — Y die gewiinschte
Homotopie. O

II1.7.7. PROPOSITION. Hat das Paar (X, A) die Homotopieerweiterungsei-
genschaft und ist Z ein weiterer topologischer Raum dann hat auch das Paar
(X x Z, A x Z) die Homotopieerweiterungseigenschaft.

BEWEIS. Wir geben den Beweis nur fiir den Fall, dass X ein Hausdorffraum
ist. Nach Lemma II1.7.4 ist (X x {0})U (A x I) ein Retrakt von X x I. Damit ist
auch (X xZx{0})U(AxZx1I) ein Retrakt von X x Z xI. Nach Proposition I11.7.6
hat daher auch (X x Z, A x Z) die Homotopieerweiterungseigenschaft. Beachte
hier, dass A ein abgeschlossener Teilraum von X ist, siehe Proposition II1.7.5,
und damit auch A x Z ein abgeschlossener Teilraum von X X Z ist. 0

II1.7.8. BEISPIEL. Essei f : X — Y stetigund Zy = (YL(X X))/ (z,1)~f(z) der
Abbildungszylinder. Weiters bezeichne ¢ : X UY — Z; die durch «(z) = [(x,0)],
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x € X, und «(y) = [y], y € Y, defnierte Einbettung. Dann ist ¢ eine Ko-
faserung. Fassen wir X U Y als Teilraum in Zy auf dann besagt dies gera-
de, dass das Paar (Z;, X UY') die Homotopieerweiterungseigenschaft hat. Of-
fensichtlich folgt daraus, dass auch (Z¢, X) und (Z;,Y) die Homotopieerweite-
rungseigenschaft haben. Bis auf Homotopie(éiquivalenz) kann daher jede Abbil-
dung als Kofaserung betrachtet werden, vgl. Beispiel 1.9.11. Um die Homoto-
pieerweiterungseigenschaft von (Z;, X UY) zu verifizieren betrachten wir die
kanonische Projektion p : Y U (X x I) — Z; und wihlen eine Retraktion
r=(ry,re) I x I —1Ix1Iauf(Ix{0})U(d] xI). Wir definieren eine stetige
Abbildung r' : (YU (X xI))xI — Zyx I durch 7'(y,t) := (y, ) fiir (y,t) € Y x 1,
und 7'(x, s,t) 1= (p(a:,rl(s,t)),rg(s,t)) fir (z,s,t) € X x I x 1. Aus ri(1,t) =1
und ro(1,t) = t erhalten wir r/'(z, 1,t) = r'(f(x), 1), x E X, t € I, also faktorisiert
r’ zu einer Abbildung " : Zy x I — Z; x I, dh. " =71"0 (p x idy). Mit p ist auch
pxidy - (YU(X xI))x I — Zyx1 eine Quotlentenabblldung, siehe [10, Satz 5 in
Kapitel 1.7.9], also ist r” stetig. Setze W := (Z; x {0}) U (X UY ) xI) C Zy x I.
Nach Konstruktion gilt "(Z; x I) € W und "y = idw, also ist r” eine Re-
traktion von Z; x I auf W. Da X UY angeschlossen in Z ist, folgt nun aus
Proposition 111.7.6, dass (Zy, X UY') die Homotopieerweiterungseigenschaft hat.

[11.7.9. BEISPIEL. Das Paar (D", S™!) hat die Homotopieerweiterungseigen-
schaft. Dies folgt aus Beispiel I11.7.8, denn D™ ist homéomorph zum Abbildungs-
zylinder der konstanten Abbildung S"~! — {*}. Alternativ kénnten wir in diesem
einfach Beispiel auch explizit eine Retraktion r : D" x I — (D" x{0})U(S" ! x 1)
angeben und mit Hilfe von Proposition II1.7.6 argumentieren. Das Paar (1", 0I™)
ist homdomorph zu (D", S™!) und hat daher ebenfalls die Homotopieerweite-
rungseigenschaft.

I11.7.10. PROPOSITION. Es habe (X, A) die Homotopieerweiterungseigenschaft
und A sei kontrahierbar. Dann ist die kanonische Projektion p : X — X/A eine
Homotopiedquivalenz.

BEWEIS. Da A kontrahierbar ist existieren ein Punkt ¢y € A und eine Ho-
motopie H : A x I — A mit Hy = id4 und Hi(A) = {ao}. Weiters sei h :
idx : X — X. Auf Grund der Homotopieerweiterungseigenschaft von (X, A) exi-
stiert eine Homotopie H: X xI— X mit H) = h und H\AX[ = H. Es folgt
H(z, 0) = =, H(at)EAundH(a 1) =ap, firallez € X,a € Aund t € I.
Wegen H(a,t) € A faktorisiert H zu einer Abbildung H : X/A x I — X/A, dh.
poH = Ho(pxid;). Beachte, dass H stetig ist, denn p x idr : X x I — X/Ax1
ist eine Quotientenabbildung. Da Hl( ) = ag faktorisiert H1 zu einer stetigen
Abbildung g : X/A — X, dh. gop = Hy. Aus der Surjektivitit von p: X — X/A
folgt nun auch po g = Hy, denn zu z € X/A existiert x € X mit p(x) = z und
daher p(g(2)) = p(g(p(x))) = p(Hi(x)) = Hi(p(x)) = Hi(2). Insgesamt erhalten

~ H ~ - H -
wir gop = Hy ~ Hy = idy und pog = Hy ~ Hy = idyx/a. Also ist p eine
Homotopiedquivalenz. O
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Ist A C X ein Teilraum dann werden zwei stetige Abbildungen f,g: X — Y
homotop relativ A genannt, falls eine Homotopie H : X x I — Y mit Hy = f,
H; = g und Hy(a) = a existieren, a € A, t € I. Insbesondere miissen f und g
auf A iibereinstimmen. Wir schreiben in diesem Fall f ~ g rel A, und nennen H
eine Homotopie relativ A. Homotop relativ A zu sein ist eine Aquivalenzrelation.
Ist t : A — X eine Kofaserung dann nennen wir zwei Abbildungen f,g: X — Y
homotop relativ A falls sie homotop relativ ¢(A) sind, dh. falls eine Homotopie
H: XxI —-Y mit H) = f, HA = g und H, o1 = 1 existiert, t € I, vgl.
Proposition I11.7.2.

II1.7.11. SATZ. Es seien i : A — X und j : A — Y zwei Kofaserungen.
Weiters sei f : X — Y eine Homotopiedquivalenz mit f oi = j. Dann existiert
eine stetige Abbildung g : Y — X mit goj =1, go f ~idx rel A und fog ~idy
rel A, dh. es existieren Homotopien H : X x I — X und G :Y x I — Y mit
Hy=gof, HH =idx, Gy = fog, Gy =idy Hyoi =7 und Gy o j =1 fir alle
tel.

Wir beginnen den Beweis von Satz [11.7.11 mit einigen Lemmata.

II1.7.12. LEMMA. Es seien 1 : A — X und j : A — Y Kofaserungen und
f: X =Y stetig mit foi = 5. Weiters existiere eine stetige Abbildung g : Y — X
mit go f ~idx. Dann existiert eine stetige Abbildung ¢’ : Y — X mit g’ oj =1
und g’ ~ g.

BEWEIS. Da go f ~idy existiert eine Homotopie H : X x [ — X mit Hy =
go fund H; =idy. Betrachte die Homotopie G : Ax I — X, G := H o (i x id;).
Offensichtlich ist Gy = Hpoi = go foi =gojund Gy = Hioi = 1i. Da j
eine Kofaserung ist, existiert eine Homotopie G : Y x I — X mit Gy = ¢ und
G,oj = Gy, fiir alle t € I. Betrachte nun ¢’ := G, : Y — X. Es gilt dann
¢ =G ~Gy=gviaG,und ¢oj=G0j=Gy =1i. O

II1.7.13. LEMMA. Es seii: A — X eine Kofaserung und f : X — X eine
stetige Abbildung, sodass f oi = 1 und f ~ idx. Dann existiert eine stetige
Abbildung k : X — X mit koi =1 und ko f ~idx rel A, dh. es existiert eine
Homotopie H : X x I — X mit Hy=ko f, H  =idyx und H;oi = 1.

BEwEIS. Da f ~ idx existiert eine Homotopie F' : X X [ — X mit Fy = f
und F} = idx. Betrachte nun die Homotopie G : A x I — X, G := F o (i x idy).
Da Gy = Fyoi = foi =1 = idyx ot und weil ¢ eine Kofaserung ist existiert
eine Homotopie G: X xI— X mit éo = idy und Gt o1 = (4. Setzen wir
k=G : X — X,dann gilt koi = Gyo0i =G, = F, 04 = i. Es bleibt noch
ko f ~idx rel A zu zeigen. Fiir die Konstruktion von H betrachten wir zunéchst

G(f(z),1—2s) falls0<s<1/2

[: X xI—=X ! a
— X, (z,5) {F(QZ, 25 — 1) falls 1/2 < s < 1.
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Beachte, dass [ wegen G(f(z),1-23) = Go(f(z)) = f(z) = Fy(z) = F(z,24 -1)
wohldefiniert und stetig ist, vgl. Lemma [.1.2. Offensichtlich gilt I = ko f und
[y = idx. Weiters betrachten wir L : A x I x I — X,

L(a,s,t) := {G@(a)’ 1—2s(1—1)) falls 0 < s < 1/2,

F(i(a),1-2(1—s)(1—t)) falls1/2<s<1.
Aus Lemma 1.1.2 und G(i(a), 1 — 23(1 — 1)) = Gy(i(a)) = Gila) = F,(i(a)) =
F(i(a),1-2(1—1)(1—1t)) folgt, dass L wohldefiniert und stetig ist. Miti : A — X
ist auch ¢ x id; : A x I — X x I eine Kofaserung, siche Proposition II1.7.7.
Offensichtlich gilt L(a,s,0) = I(i(a),s), also existiert eine Homotopie L : X x
I x I — X mit L(x,s,0) = I(x,s) und L(i(a), s, t) = L(a,s,t), 2 € X, a € A,
s,t € I. Wir kénnen nun die gesuchte Homotopie H : X x I — X durch

L(x,0,3t) falls 0 <t <1/3,

H(z,t) .= L(z,3t —1,1) falls 1/3 <t <2/3,

L(z,1,3—3t) falls2/3<t<1
definieren. Aus Hy(z) = L(z,0,0) = ly(z) = (k o f)(z) erhalten wir Hy = ko f,

und aus Hy(z) = L(z,1,0) = I, (z) = z folgt H; = idx. Es bleibt noch H, 0i =i
zu verifizieren. Dies folgt aber sofort aus L(i(a),0,t) = L(a,0,t) = Gy(i(a)) =
k(i(a)) = i(a), L(i(a),1,t) = L(a,1,t) = Fy(i(a)) = i(a) und L(i(a),s,1)
L(a,s,1) =1i(a),a € A, s,t € 1.

I11.7.14. LEMMA. FEs seien i : A — X, j : A — Y Kofaserungen und f :
X — Y stetig mit f oi = 5. Weiters existiere g : Y — X mit go f ~idyx. Dann
existiert auch eine stetige Abbildung ¢’ : Y — X mit ¢ oj =i und ¢’ o f ~ idx
rel A, dh. es existiert eine Homotopie H : X x [ — X, Hy = ¢ o f, Hy = idyx,
Hiyoi=1.

Ol

BEWEIS. Nach Lemma II1.7.12 existiert eine stetige Abbildung ¢” : Y — X
mit g” o j =i und ¢” o f ~ idx. Offensichtlich gilt (¢” o f) o i = i. Wenden wir
Lemma II1.7.13 auf ¢” o f an erhalten wir eine stetige Abbildung & : X — X mit
koi=idiund kog”"o f~idx rel A. Fiir ¢ :=kog”":Y — X gilt dann g’ 0 j =i
und ¢’ o f ~ idx rel A. t

BEWwWEIS vON SATz IT11.7.11. Aus Lemma II1.7.14 erhalten wir eine stetige
Abbildung ¢ : Y — X mit goj =i und go f ~ idx rel A, dh. es existiert eine
Homotopie H : X x I — X mit Hy=go f, Hy = idx und H; oi = . Mit f ist
auch g eine Homotopiedquivalenz. Wenden wir nun Lemma II1.7.14 auf ¢ an so
erhalten wir eine stetige Abbildung f': X — Y mit f'oi = j und f'og ~idy rel
A, dh. es existiert eine Homotopie G’ : Y x I — Y mit G} = f'og, G; = idy und
Gioj =j.Esist nun f'ogo fog ~ fog rel A via der Homotopie G’ o ((fog) ><id1),
aber auch f'ogo fog~ f'ogrel A via der Homotopie f' o H o (g x id;). Es
folgt fo g~ f'ogrel Aund damit auch f o g~ idy rel A. O
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Hat ein Paar (X, A) die Homotopieerweiterungseigenschaft so stimmen die
verschiedenen Begriffe von Deformationsretraktionen die wir in Definition [.8.7
besprochen haben {iberein. Genauer gilt

I11.7.15. KOROLLAR. Das Paar (Y, A) habe die Homotopieerweiterungseigen-
schaft. Dann sind dquivalent:

(i) A ist Deformationsretrakt von Y, dh. es existiert eine Homotopie H :
Y xI—=Y mit Hy=idy, Hi(Y) C A und H|4 = id 4 fiir allet € I.
(ii) A ist schwacher Deformationsretrakt von Y, dh. es existiert eine Ho-
motopie H : Y x I —Y mit Hy=1idy, H1(Y) C A und Hy|a = id4.
(iii) Die kanonische Inklusion v : A — 'Y ist eine Homotopiedquivalenz.

Bewers. Die Implikation (i)=-(ii) ist trivial. Ist H eine Homotopie wie in (ii)

und setzen wir r := H; : Y — A, dann gilt ror = id4 sowie cor = H; g Hy =idy,
also ist ¢ eine Homotopiedquivalenz und damit die Implikation (ii)=-(iii) gezeigt.
Nun zum Beweis von (iii)=-(i). Wenden wir Satz II1.7.11 auf X = A, f =
und die beiden Kofaserungen ¢ :=idy4, j := ¢ an, so erhalten wir eine Homotopie
G:Y xI—Y mit Go(Y) C A, G; =idy und Gy|4 = idy, t € I. Es ist daher
H(z,t) := G(x,1 —t) die gesuchte retrahierende Deformation. O

I11.7.16. KOROLLAR. FEine stetige Abbildung f : X — Y ist genau dann eine
Homotopiedquivalenz, wenn X Deformationsretrakt von Zy ist. Dabet fassen wir
wieder X als Teilraum des Abbildungszylinders Zy = (Y U(X X 1))/ (@ 1)~f() auf,
z = |(z,0)],

BEWEIS. Es bezeichnen 7 : X — Zy und j : Y — Z; die kanonischen Einbet-
tungen. Nach Beispiel 1.9.11 ist j eine Homotopiedquivalenz und jo f ~i. Es ist

daher 7 eine Homotopiedquivalenz genau dann, wenn f eine ist. Zusammen mit
Korollar II1.7.15 und Beispiel 1I1.7.8 folgt die Behauptung. U

IT1.7.17. KOROLLAR. Zwei topologische Riume sind genau dann homotopied-
quivalent, wenn ein topologischer Raum Z existiert der sowohl X als auch'Y als
Deformationsretrakt enthdlt.

BeEwEIs. Sind X und Y als Deformationsretrakte in Z eingebettet dann folgt
sofort X ~ Z ~ Y und daher X ~ Y. Sei nun umgekehrt f : X — Y eine
Homotopiedquivalenz und Z; ihr Abbildungszylinder. Nach Korollar II1.7.16 ist
X ein Deformationsretrakt von Z;. Nach Beispiel 1.9.11 ist auch Y ein Deforma-
tionsretrakt von Z;. Also folgt die Behauptung mit 7 := Z;. U

I11.8. CW-Komplexe. Ein topologischer Raum wird als n-Zelle bezeich-
net wenn er homoéomorph zu R" ist. Einpunktige Rdume sind daher 0-Zellen, die
Intervalle (0,1), (0,00) und (—1,1) sind 1-Zellen, B" = {z € R" : ||z|| < 1}
ist eine n-Zelle, n € Ny. Unter einer Zellenzerlegung eines topologischen Raum-
es X verstehen wir eine Familie £ paarweise disjunkter Teilmengen e C X mit
U.ce € = X, sodass jedes e € £ eine Zelle ist, dh. es existiert n € Ny mit e = R".
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Das Paar (X, €) wird in diesem Fall als ein zellenzerlegter Raum bezeichnet. Un-
ter dem n-Skelett oder n-Geriist eines zellenzerlegeten Raums (X, E) verstehen
wir den Teilraum X" :={Jj<pc, U.ce, € wobei & die Menge der k-Zellen von &
bezeichnet.?> Offensichtlich gilt X° C X! C X2 C --- und Unen, X™ = X. Wir
werden einen zellenzerlegten Raum oft nur mit X bezeichnen und die Zellenzerle-
gung £ in der Notation unterdriicken. Sprechen wir von den Zellen bzw. n-Zellen
des zellenzerlegten Raums so sind die Zellen aus £ bzw. &, gemeint.

I11.8.1. DEFINITION (Charakteristische Abbildung). Es sei X ein zellenzer-
legeter Raum und e eine n-Zelle von X. Eine stetige Abbildung ¢ : D" — X
wird charakteristischen Abbildung fir e genannt, falls die Einschrankung ¢|gn
einen einem Homoomorphismus von B™ auf e liefert und p(S™™1) C X" gilt.
Die Einschrinkung ¢|gn-1 : S"! — X" wird in diesem Fall als Klebeabbildung
bezeichnet.

II1.8.2. LEMMA. Es sei X ein zellenzerlegter Hausdorffraum, e eine n-Zelle
von X und ¢ : D™ — X eine charakteristische Abbildung fiir e. Dann gilt:
(i) p(D™) =€, e C X™ und € ist kompakt.
(i) p(S" 1)y =¢é\e, e\e C X" ! und e\ e ist kompakt.

BEWEIS. Als stetiges Bild einer kompakten Menge ist ¢(D™) kompakt und
wegen der Hausdorffeigenschaft von X auch abgeschlossen. Aus ¢(B") = e und
der Stetigkeit von ¢ folgt e C p(D") C e. Wir erhalten ¢(D™) = e womit (i)
gezeigt wire. Nun zu (ii): Beachte, dass p(S™ ') Ne =@, denn p(S"~1) C X!
und e N X" ! = (). Zusammen mit p(B") = e und ¢(D") = é folgt sofort
©(S™ 1) = ¢\ e und damit auch € \ e C X" !. Als stetiges Bild der kompakten
Menge S™! ist auch é \ e kompakt. U

I11.8.3. BEISPIEL. Betrachte folgende Teilmengen von R?. e := {(0,1)}, €5 :=
{(0,=1)}, e :== {(1,0)}, eq4 := {0} x (—=1,1), e5 := (0,1) x {0} und X :=
e1 UeyUegUey Ues. Die Teilmengen e; liefern eine Zellenzerlegung von X mit
0-Zellen e, ez, e3 und 1-Zellen ey, es. Es gilt daher X° = e; U ey U e und
X! = X. Die 1-Zelle e5 kann keine charakteristische Abbildung besitzen, denn
s \ es = {(0,0),(1,0)} ist nicht in X° enthalten, vgl. Lemma II1.8.2(ii).

I11.8.4. BEISPIEL. Betrachte folgende Teilmengen von R2. e := {(0,1)}, €5 :=
{(0,-1)}, e3 := {(1,0)}, es := {0} x (=1,1), €5 := {(z,sin(x/z)) : € (0,1)}
und X = e;UeyUezUeyUes. Die Teilmengen e; liefern eine Zellenzerlegung von
X mit 0-Zellen e, ey, e3 und 1-Zellen ey, e5. Es gilt daher X? = e; U ey U es und
X! = X. Die 1-Zelle e5 kann keine charakteristische Abbildung besitzen, denn
es\es = {(1,0)}U ({0} x [-1,1]) ist nicht in X° enthalten, vgl. Lemma II1.8.2(ii).

35Die Dimension einer Zelle ist wohldefiniert, dh. eine n-Zelle kann nicht m-Zelle sein wenn
m # n, siehe Satz 111.9.12 unten. Da wir diesen Satz noch nicht zur Verfiigung haben, soll eine
Zellenzerlegung £ auch eine Zerlegung & = | | &, beinhalten, wobei &, nur aus n-Zellen
besteht.

neNy
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I11.8.5. DEFINITION (CW-Komplexe). Ein zellenzerlegter Hausdorffraum X
wird CW-Komplex genannt wenn jede Zelle von X eine charakteristische Abbil-
dung besitzt und folgende beiden Axiome erfiillt sind:

(C) Ist e eine Zelle von X so trifft € nur endlich viele andere Zellen.
(W) A C X ist genau dann abgeschlossen, wenn A N e abgeschlossen ist fiir
jede Zelle e von X.

Die Zellenzerlegung wird in diesem Fall als C'W-Zerlegung von X bezeichnet.
Besteht die Zellenzerlegung nur aus endlich vielen Zellen so sprechen wir von
einem endlichen CW-Komplex. Gilt X = X" und X # X" ! fiir ein n € N
so heifit der CW-Komplex n-dimensional, existiert kein solches n, dann wird er
oo-dimensional genannt.

I11.8.6. BEMERKUNG. Der Begriff des CW-Komplexes wurde von Whitehead
eingefiihrt. Die Buchstaben C' und W beziehen sich dabei auf closure finiteness
und weak topology.

[T1.8.7. BEMERKUNG. Ist X ein zellenzerlegter Hausdorffraum mit endlich
vielen Zellen die alle eine charakteristische Abbildung besitzen, dann sind auch
die Axiome (C) und (W) in Definition II1.8.5 erfiillt und X ist ein CW-Komplex.
Fiir (C) ist dies offensichtlich. Um (W) einzusehen seien ey, .. ., e; die Zellen von
X. Dann gilt offensichtlich X =e;U---Ue, =€, U---Uepalso A=ANX =
AN(eU---Ueg) = (ANep)U- - -U(ANeg). Ist nun jedes ANe; abgeschlossen, dann
muss auch A als endliche Vereinigung abgeschlossener Mengen abgeschlossen sein.
Die Axiome (C) und (W) sind daher nur im Fall unendlich vieler Zellen relevant.

I11.8.8. BEMERKUNG. Ein nichtleerer CW-Komplex muss mindestens eine 0-
Zelle besitzen. Um dies einzusehen nehmen wir indirekt an es gilt X° = (). Weiters
sein € Nmit X" # ) und X" ! = (). Jede charakteristische Abbildung einer
n-Zelle muss S"~! nach X" ! = () abbilden, was wegen S™ ! # (), n > 1, einen
Widerspruch liefert.

I11.8.9. BEMERKUNG. Eine Abbildung f : X — Y von einem CW-Komplex X
in einen topologischen Raum Y ist genau dann stetig ist, wenn die Einschrankung
fle : € = Y stetig ist fiir jede Zelle e von X. Dies folgt sofort aus Axiom (W).

I11.8.10. BEMERKUNG. Eine Teilmenge A eines CW-Komplexes X ist genau
dann abgeschlossen wenn der Durchschnitt AN K mit jeder kompakten Teilmenge
K von X abgeschlossen ist. Dies folgt sofort aus Axiom (W) in Definition I11.8.5
und Lemma II1.8.2(3).

IT1.8.11. PROPOSITION. Es sei X ein CW-Komplex und fiir jede Zelle e von
X sei @, eine charakteristische Abbildung fir e. Fine Abbildung f : X — Y in
einen topologischen Raum Y ist genau dann stetig, wenn die Komposition f o @,
stetig ist, fir jede Zelle e.

BEWEIS. Die eine Implikation ist trivial, mit f ist natiirlich auch jede der
Kompositionen f o ¢, stetig. Sei nun umgekehrt f o ¢, stetig, fiir jede Zelle
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e von X. Weiters sei B C Y abgeschlossen. Es geniigt zu zeigen, dass A :=
f~Y(B) abgeschlossen ist. Sei nun e eine n-Zelle von X, also ¢, : D" — X. Nach
Axiom (W) in Definition II1.8.5 geniigt es zu zeigen, dass A N é abgeschlossen
ist. Nach Lemma II1.8.2(i) gilt ¢(D") = € und daher auch ANe = ¢.(p.(A)).
Nach Voraussetzung ist ¢ 1(A) = (fop.) "' (B) abgeschlossen, also kompakt. Als
stetige Bild einer kompakten Teilmenge ist daher auch A N e kompakt und damit
abgeschlossen. O

I11.8.12. BEISPIEL. Jeder diskrete Raum ist in kanonischer Weise ein 0-dim-
ensionaler CW-Komplex.

I11.8.13. BEISPIEL. Graphen sind 1-dimensionale CW-Komplexe.
I11.8.14. BEISPIEL. [ = {0} U (0,1) U {1} ist eine CW-Zerlegung von I.

I11.8.15. BEISPIEL. Das Quadrat I x I besitzt eine CW-Zerlegung mit vier
0-Zellen (die Ecken), vier 1-Zellen (die Kanten ohne Ecken) und einer 2-Zelle
(0,1) x (0,1).

II1.8.16. BEISPIEL. R = Z U |J; (K, k + 1) ist eine CW-Zerlegung von R
mit unendlich vielen 0-Zellen (die Punkte in Z) und unendlich vielen 1-Zellen
(k,k+1), k € Z.

I11.8.17. BEISPIEL (CW-Zerlegung der Sphére). Es sei P € S", n > 0. Dann
liefert ™ = {P}U(S™\ {P}) eine CW-Zerlegung von S™ mit einer 0-Zelle P und
einer n-Zelle S™\ {P}.

I11.8.18. BEISPIEL (CW-Zerlegung des Balls). Ist P € S"', n > 1, dann
liefert D™ = {P} U (S" '\ {P}) U B" eine CW-Zerlegung von D" mit einer
0-Zelle P, einer (n — 1)-Zelle S"~!\ {P} und einer n-Zelle B".

I11.8.19. BEISPIEL (CW Zerlegung von RP™). Der reelle projektive Raum
RP™ besitzt eine CW-Zerlegung mit einer k-Zelle fiir jedes £ = 0,1, ..., n, siehe
Beispiel 1.9.16.

I11.8.20. BEISPIEL (CW-Zerlegung von CP"). Der komplexe projektive Raum
CP"™ besitzt eine CW-Zerlegung mit einer k-Zelle fiir jedes k& = 0,2,4,...,2n,
siehe Beispiel 1.9.17.

I11.8.21. BEISPIEL (CW-Zerlegung von HP™). Der quaternionische projek-
tive Raum HP"™ besitzt eine CW-Zerlegung mit einer k-Zelle fiir jedes k =
0,4,8,...,4n, siche Aufgabe 17.

I11.8.22. BEISPIEL. Die Zerlegung D? = B* U |Jp i {P} liefert eine Zellen-
zerlegung von D? mit einer 2-Zelle (das Innere B?) und unendlich vielen 0-Zellen
(jeder Punkt am Rand S*.) Offensichtlich besitzt jede Zelle eine charakteristische
Abbildung und auch Axiom (W) aus Definition IIL.8.5 ist erfiillt, denn 5% = D2
Allerdings ist Axiom (C) verletzt, denn der Abschluss der 2-Zelle trifft unendlich
viele Zellen. Also ist dies keine CW-Zerlegung von D2
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I11.8.23. BEISPIEL. Die Zerlegung D? = {0} U J,cqi{2} U Upeq{rw : 0 <
r < 1} liefert eine Zellenzerlegung von D? mit unendlich vielen 0-Zellen (der
Mittelpunkt und jeder Punkt am Rand S') und unendlich vielen 1-Zellen (jeder
Radius.) Offensichtlich besitzt jede Zelle eine charakteristische Abbildung und
Axiom (C) aus Definition II1.8.5 ist erfiillt. Allerdings ist Axiom (W) verletzt,
denn A = {re" : r € [0,1], § € (0,7/2)} ist keine abgeschlossene Teilmen-
ge von D?, aber der Durchschnitt mit dem Abschluss einer beliebigen Zelle ist
abgeschlossen. Also ist dies keine CW-Zerlegung von D?.

I11.8.24. LEMMA. FEs sei (X, E) ein CW-Komplex, £ C € und X' :=J .z €.
Dann sind dquivalent:
(i) (X', &) ist ein CW-Komplex.
(il) X' ist abgeschlossen in X .
(i) Es gilt e C X' fir jede Zelle e € E'.

Bewels. Ad (i)=(iii): Es bezeichne ¢ : X’ — X die kanonische Inklusion und
es sei e € £'. Nach Voraussetzung existiert eine charakteristische Abbildung ¢ :
D™ — X' fiir die Zelle e von X'. Es ist dann top : D™ — X eine charakteristische
Abbildung fiir die Zelle e von X. Aus Lemma I11.8.2(i) folgt € = (to¢)(D™) C X".
Ad (iii)=(ii): Sei e € &£. Da X das Axiom (W) erfiillt geniigt es zu zeigen,
dass X' N e abgeschlossen in X ist. Da X' = (..o € und weil X dem Axiom
(C) geniigt existieren eq,...,e, € & mit X'Ne = (e; U---Ue,) Ne Nach
Voraussetzung gilt ¢; C X', wir erhalten X' Ne C (e, U---Ue,)Ne C X' Ne,
also X' Ne = (e U---Ue,) Neé und dies ist offensichtlich abgeschlossen in X.
Ad (ii)=-(i): Als Teilraum eines Hausdorffraumes ist auch X’ ein Hausdorffraum.
Beachte weiters, dass auf Grund der Abgeschlossenheit von X’ der Abschluss einer
Teilmenge von X’ in X’ mit ihrem Abschluss in X iibereinstimmt. Insbesondere
ist eine Teilmenge von X’ abgeschlossen in X’ genau dann wenn sie abgeschlossen
in X ist. Sei nun e € £ und ¢ : D™ — X eine charakteristische Abbildung fiir
die Zelle e von X. Es folgt ¢(D™) C & C X', also ist ¢ auch charakteristische
Abbildung fiir die Zelle e von X’. Damit besitzt jede Zelle der Zellenzerlegung
& von X' eine charakteristische Abbildung. Axiom (C) fiir X’ folgt sofort aus
Axiom (C) fur X. Es bleibt noch das Axiom (W) fiir (X’,&’) zu verifizieren.
Sei also A C X', sodass A N é abgeschlossen ist, fiir jede Zelle e € &£'. Es ist
zu zeigen, dass A abgeschlossen ist. Da (X, ) Axiom (W) erfiillt geniigt es zu
zeigen, dass A N e abgeschlossen ist, fiir jede Zelle e € £. Fiir die Zellen e € &’
ist dies nach Voraussetzung der Fall. Sei also e € £\ €. Da (X, €) dem Axiom
(C) geniigt existieren eq,...,e, € &' mit AnNe=AN(e;U---Ue,)Ne. Es folgt
Ane=An(aU---Ueg)ne= ((Ané)uU---U(ANeg,)) Ne und dies ist
abgeschlossen, denn jedes A N e; ist abgeschlossen. U

I11.8.25. DEFINITION (CW-Teilrdume). Es sei (X, £) ein CW-Komplex. Eine
Teilmenge X’ von X wird CW-Teilraum genannt, falls sie Vereinigung von Zellen
in £ ist, dh. es existiert eine Teilmenge £ C £ mit X' = UeE o €, und eine der drei
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dquivalenten Bedingungen in Lemma [11.8.24 erfiillt ist. In diesem Fall bezeichnen
wir (X, X”) als CW-Paar. Insbesondere ist ein CW-Teilraum in kanonischer Weise
wieder ein CW-Komplex, siche Lemma I11.8.24(i).

I11.8.26. BEMERKUNG. Der Durchschnitt beliebig vieler CW-Teilriumen von
X ist wieder ein CW-Teilraum von X, sieche Lemma III1.8.24(ii).

[11.8.27. BEMERKUNG. Die Vereinigung beliebig vieler CW-Teilriume von X
ist wieder ein CW-Teilraum von X, siehe Lemma II1.8.24(iii).

I11.8.28. BEMERKUNG. Das n-Skelett X" eines CW-Komplexes X ist ein CW-
Teilraum von X, siche Lemma I11.8.24(iii) und Lemma II1.8.2(i).

I11.8.29. BEMERKUNG. Ist X" das n-Skelett eines CW-Komplexes X und
sind ey, A € A, gewisse (n + 1)-Zellen von X, dann ist auch X™ U |J,., ex ein
CW-Teilraum von X, siche Lemma I11.8.24(iii) und Lemma III.8.2(i).

I11.8.30. LEMMA. Jede Zelle eines CW-Komplexes ist in einem endlichen C'W-
Teilraum enthalten.

BeEwEIS. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach der Dimension der
Zelle. Fiir 0-Zellen ist die Aussage trivial. Induktiv nehmen wir nun an, dass jede
k-Zelle, 0 < k < n, in einem endlichen CW-Teilraum enthalten ist. Weiters sei
e eine n-Zelle. Nach Lemma II1.8.2(ii) gilt € \ e € X" . Auf Grund von Axiom
(C) existieren endlich viele Zellen ey, ..., e; von X" ! sodasse\e Ce;U---Ue.
Nach Induktionsvoraussetzung liegt jede der Zellen e; in einem endlichen CW-
Teilraum. Die Vereinigung dieser CW-Teilrdume ist ein endlicher CW-Teilraum A
der €\ e enthilt, sieche Bemerkung I11.8.27. Nach Konstruktion gilt ¢ C AUe, also
ist AU e ein endlicher CW-Teilraum der e enthélt, siche Lemma II1.8.24(iii). O

I11.8.31. PROPOSITION. Fine kompakte Teilmenge eines CW-Komplexes ist
stets in einem endlichen CW-Teilraum enthalten.

BEWEIS. Sei also X ein CW-Komplex. Wihle einen Punkt in jeder Zelle von
X und bezeichne mit P C X die Menge dieser Punkte. Ist A C P eine beliebige
Teilmenge und e eine Zelle von X, dann ist A N é endlich, siche Axiom (C) in
Definition II1.8.5. Aus der Hausdorffeigenschaft von X folgt, dass A N e abge-
schlossen ist. Nach Axiom (W) in Definition III.8.5 ist daher A abgeschlossen.
Damit ist jede Teilmenge von P abgeschlossen, also triagt P die diskrete Topo-
logie. Sei nun K eine kompakte Teilmenge von X. Dann ist K N P ein diskreter
kompakter Raum, also endlich. Es folgt, dass K nur endlich viele Zellen von
X trifft. Nach Lemma II1.8.30 und Bemerkung II1.8.27 liegt K daher in einem
endlichen CW-Teilraum. U

I11.8.32. PROPOSITION. FEin CW-Komplex genau dann kompakt, wenn er end-
lich ust.
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BeweEis. Ein endlicher CW-Komplex muss kompakt sein, dies folgt aus Lem-
ma [I1.8.2(i) und der Tatsache, dass die Vereinigung endlich vieler kompakter
Teilmengen (die Abschliisse der endlich vielen Zellen) wieder kompakt ist. Die
andere Implikation folgt sofort aus Proposition I11.8.31. U

Ein Hausdorffraum wird lokalkompakt genannt falls jeder Punkt eine kom-
pakte Umgebung besitzt. Ein CW-Komplex heifit lokal endlich falls jeder Punkt
eine Umgebung besitzt die nur endlich viele Zellen trifft.

I11.8.33. PROPOSITION. Ein CW-Komplez ist genau dann lokalkompakt wenn
er lokal endlich ist.

BEWwEIS. Es sei X ein CW-Komplex. Ist X lokalkompakt, dann besitzt jeder
Punkt eine kompakte Umgebung und diese liegt in einem endlichen Teilkomplex,
siehe Proposition I11.8.31, also ist X lokal endlich. Sei nun umgekehrt X lokal end-
lich. Dann besitzt jeder Punkt eine Umgebung die nur endlich viele Zellen trifft.
Die Vereinigung der Abschliisse dieser endlich vielen Zellen bildet eine kompakte
Umgebung des Punktes, sieche Lemma II1.8.2. O

I11.8.34. BEMERKUNG. Es sei X ein CW-Komplex. Wihle eine charakteristi-
sche Abbildung D" — X" fiir jede n-Zelle von X und bezeichne ihre disjunkte
Vereinigung mit ¢ : | | D™ — X". Die Einschrénkung von ¢ liefert eine stetige
Abbildung ¢ : | ]S — X! Die Abbildung idy»-1 Lp : X" U || D® — X"
faktorisiert durch die kanonische Projektion p : X"~ U | | D" — X"~ U, | | D"
zu einer bijektiven stetigen Abbildung

fi=idxn1 Uyt X" Uy |_|D” — X"

Da X Axiom (W) geniigt ist idxn—1 Lp : X™ U] | D™ — X" eine abgeschlossene
Abbildung, dh. Bilder abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen. Damit ist auch
f eine abgeschlossene Abbildung, also ein Homdomorphismus. Wir sehen daher,
dass das n-Skelett eines CW-Komplexes aus dem (n — 1)-Skelett durch Ankleben
von n-Zellen ensteht.

[11.8.35. BEMERKUNG. Ein CW-Komplex ist genau dann wegzusammenhén-
gend, wenn sein 1-Skelett wegzusammenhéngend ist. Dies folgt sofort aus Bemer-
kung II1.8.34 und Proposition II1.8.31.

I11.8.36. BEMERKUNG. Eine Teilemenge A eines CW-Komplexes X ist genau
dann abgeschlossen wenn X" N A fiir jedes n abgeschlossen ist. Aquivalent ist
eine Teilmenge U genau dann offen, wenn X™ N U fiir jedes n offen in X" ist.
Eine Abbildung f : X — Y ist daher genau dann stetig wenn die Einschrinkung
flxn : X™ =Y fiir jeds n stetig ist.

I11.8.37. BEMERKUNG. Ist Y,,_1 C Y, ein Teilraum, n € N, dann schreiben wir
lii>nYn fiir die Menge UneN Y,, versehen mit folgender Topologie: eine Teilmenge
U C UneN Y, ist genau dann offen wenn U NY,, offen in Y, ist. Dies ist die grobste
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Topologie, sodass die kanonischen Inklusionen Y, — J, oy Yn alle stetig sind.
Eine Abbildung f : lim Y, — Z ist genau dann stetig, wenn die Einschrénkungen
fly, : Y — Z alle stetig sind. Fiir einen CW-Komplex X gilt daher X = lii>nX "
sieche Bemerkung II1.8.36.

I11.8.38. PROPOSITION. Uberlagerungen von CW-Komplezen sind in kanoni-
scher Weise wieder CW-Komplexe.

BEWEIS. Sei also (X, &) ein CW-Komplex und p : X — X eine Uberlage-
rung. Zunéchst ist mit X auch X ein Hausdorffraum, siche Beispiel 11.1.16. Fiir
jede Zelle e € € ist die Einschriankung pl,-1() : p~'(e) — e eine triviale Uberla-
gerung, siche Korollar 11.4.10. Es existiert daher ein diskreter Raum A und ein
Homdomorphismus p~t(e) = e x A. Jede Wegzusammenhangskomponente von
p~1(e) ist also eine Zelle der gleichen Dimension wie e. Durchliuft e die Zellen in
£ so bilden diese Wegzusammenhangskomponenten eine Zellenzerlegung € von
X. Ist é € £ eine n-Zelle von X, dann ist e := p(é) € £ eine n-Zelle von X und
ple : € — e ist ein Hombomorphismus. Weiters gilt offensichtlich p~'(X") = X"
sowie p(X™) = X", Ist ¢ : D" — X eine charakteristische Abbildung fiir e dann
liisst sich diese zu einer stetigen Abbildung ¢ : D" — X mit ¢(B")Né # () liften,
dh. pop = ¢, siche Satz I1.4.5. Beachte, dass (p|s) 'op| g~ ein Lift von ¢|gn ist und
daher (p|z) "t op|pn = @|pn gilt, siehe Proposition I1.3.1. Daher ist ¢|gn : B™ — é
ein Homdomorphismus. Da auch ¢(S71) C p~(p(S" 1)) C p (X" 1) = X!
sehen wir, dass ¢ eine charakteristische Abbildung der Zelle € ist. Also besitzt jede
Zelle in € eine charakteristische Abbildung. Nach Lemma I11.8.2(i) ist € kompakt
ist, woraus wir p(¢) = é erhalten, denn es gilt e = p(é) C p(é) C € und p(é) ist als
stetiges Bild einer kompakten Menge selbst kompakt und daher abgeschlossen.
Da (X, €) Axiom C geniigt, trifft p(é) = & nur endlich viele Zellen von X. Ist
¢ € & eine Zelle von X dann folgt aus p~'(e’) = ¢’ x A und der Kompaktheit von
¢, dass € nur endlich viele der Zusammenhangskomponenten von p~!(e’) treffen
kann. Es trifft daher é nur endlich viele Zellen in &, also erfiillt auch (X, €) das
Axiom C. SchliefSlich erfiillt (X € ) auch Axiom (W), denn X geniigt dem Axiom
(W) und p ist ein lokaler Homéomorphismus. O

I11.8.39. PROPOSITION. Jeder CW-Komplex ist lokal kontrahierbar.

BEWEIS. Siehe etwa [4, Proposition A.4], [14, Satz 4.3.3] oder [10, Satz auf
Seite 185]. O

I11.8.40. BEMERKUNG. Ein CW-Komplex ist genau dann zusammenhingend
ist wenn er wegzusammenhéngend ist. Dies folgt aus Proposition I11.8.39.

I11.8.41. BEMERKUNG. Nach Proposition I11.8.39 ist jeder CW-Komplex lo-
kal wegzusammenhéngend und semilokal einfach zusammenhéngend. Die gesamte
Uberlagerungstheorie aus Kapitel IT lisst sich daher auf CW-Komplexe anwen-
den. Insbesondere besitzt jeder zusammenhidngende CW-Komplex eine universelle
Uberlagerung, siehe Satz 11.6.9.
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I11.8.42. PROPOSITION. CW-Kompleze sind normal.®
BEWEIS. Siehe [4, Proposition A.3]. O

I11.8.43. PROPOSITION. Ist (X, A) ein CW-Paar, dann ist auch X/A in ka-
nonischer Weise ein CW-Komplex.

BeEWwEIS. Es bezeichne (X, &) die CW-Zerlegung von X, p : X — X/A die
kanonische Projektion und x := p(A) den ausgezeichneten Punkt in X/A. Aus
Proposition I11.8.42 folgt sofort, dass X/A ein Hausdorffraum ist. Die Bilder
unter der Abbildung p der Zellen in X \ A zusammen mit der 0-Zelle * liefern
eine Zellenzerlegung &' von X/A. Dies sind tatséchlich Zellen, denn p|x\4 : X \
A — (X/A)\{*} ist ein Homéomorphismus. Durch Komposition charaktristischer
Abbildungen der Zellen in X \ A mit p erhalten wir charakteristische Abbildungen
fiir die Zellen von X/A. Offensichtlich geniigt die Zellenzerlegung £ Axiom (C).
Nun zu Axiom (W). Es sei B C X/A, sodass BNeé' abgeschlossen ist, fiir alle ¢’ €

&'. Nach Konstruktion der Zellen von X/A ist auch dann BNp(e) abgeschlossen,

fiir jede Zelle e € £. Aus der Stetigkeit von p folgt daher, dass p~'(B N p(e))

abgeschlossen ist, e € £. Aus der Stetigkeit von p erhalten wir auch p(é) C p(e),
also e C p~!(p(e)). Somit ist p~1(B)Ne = p~(B)Np~!(p(e))ne = p~1(BNp(e))Ne
abgeschlossen, fiir jede Zelle e € €. Da (X,€) Axiom (W) geniigt, folgt dass
p~}(B) abgeschlossen ist. Daher ist B beziiglich der Quotiententopoologie auf

X /A abgeschlossen, womit auch Axiom (W) fiir (X/A, E’) verifiziert ist. O

I11.8.44. BEISPIEL. Es sei X ein CW-Komplex mit n-Zellen ey, A € A. Dann
ist X"/X" 1 homdomorph zur Einpunktvereinigung von n-Sphiren, genauer,
X/ Xt 2 \/, (8™, *). Nach Proposition II1.8.43 ist X™/X™! nidmlich ein
CW-Komplex mit einer einzigen 0-Zelle und einer n-Zelle fiir jede n-Zelle von X.
Nach Bemerkung IT1.8.34 ensteht X™ /X" ! aus einem einpunktigen Raum durch
Ankleben von n-Zellen.

I11.8.45. BEISPIEL. Es seien (X, z)), A € A, CW-Komplexe mit ausgezeich-
neten 0-Zellen z € X,. Dann ist auch \/,.,(X),x)) ein CW-Komplex. Dies
folgt aus Proposition II1.8.43, denn der fragliche Raum ensteht aus dem CW-
Komplex | | ., X durch Kollabieren des Teilraums A = {z) : A € A}, genauer

Viea(Xn, 23) = (|—|)\€A XA) /A.

I11.8.46. DEFINITION (Zelluldre Abbildungen). Eine stetige Abbildung zwi-
schen CW-Komplexen f : X — Y wird zelluldr genannt falls f(X™) C Y™ gilt,
fiir jedes n € N.

I11.8.47. PROPOSITION. Es sei (X, A) ein CW-Paar und f: A —'Y eine zel-
luldre Abbildung. Dann ist auch Y Uy X in kanonischer Weise ein CW-Komplexz.

36Ein Hausdorffraum wird normal geannt, wenn je zwei disjunkte abgeschlossene Teil-
mengen durch Umgebungen getrennt werden kénnen. Sind A und B disjunkte abgeschlossene
Teilmengen, dann existieren offene Teilmengen U und V mit ACU, BCV und UNV = ().



I11.8. CW-KOMPLEXE 139

BEWEIS. Aus Proposition I11.8.42 folgt sofort, dass YUy X ein Hausdorffraum
ist. Die Zellen von Y zusammen mit den Zellen in X'\ A bilden eine Zellenzerlegung
von Y Uy X. Durch Zusammensetzen mit der kanonischen Projektion p : Y UX —
Y Uy X erhalten wir charakteristische Abbildungen fiir die Zellen von Y Uy X aus
charakteristischen Abbildungen der Zellen in Y und X\ A. Es ist nun nicht schwer
die Axiome (C) und (W) fiir diese Zellenzerlegung von Y Uy X zu verifizieren. [

Ist X ein Hausdorffraum so bezeichnen wir mit X, die Menge X versehen mit
der Topologie in der eine Teilmenge A C X abgeschlossen ist, falls der Durch-
schnitt A N K mit jeder kompakten Teilmenge K von X abgeschlossen ist. Eine
Teilmenge U ist genau dann offen wenn U N K offen in K ist, fiir jede kom-
pakte Teilmenge K von X. Dies ist die feinste Topologie sodass die Inklusionen
kompakter Teilmengen von X stetig sind. Sie wird als die von den kompakten
Teilmengen erzeugte Topologie bezeichnet. Gilt X = X, so heifit der Raum X
kompakt erzeugt.

I11.8.48. BEISPIEL. Jeder lokalkompakte Hausdorffraum kompakt erzeugt. Je-
der CW-Komplex ist kompakt erzeugt, siche Bemerkung I11.8.10.

Die Topologie auf X, ist feiner als die Topologie auf X, dh. die indentische
Abbildung X, — X ist stetig. Beachte auch, dass X und X, die selben kompakten
Mengen haben, dh. die identische Abbildung X. — X ist proper. Die von X
bzw. X, auf einer kompakten Teilmenge induzierten Topologien stimmen iiberein.
Beachte, dass die Topologie auf (X x Y. i.A. feiner als die Topologie auf X, x Y.
ist. Es gilt jedoch:

I11.8.49. LEMMA. FEs seien X und Y Hausdorffiume, X = X. und Y lokal-
kompakt. Dann gilt (X xY). =X x Y.

I11.8.50. PROPOSITION. Sind X undY zwei CW-Komplexe, dann ist (X xY).
in kanonischer Weise ein CW-Komplez.

BeEWEIS. Es bezeichnen (X, £) und (Y, F) die CW-Zerlegungen von X und Y.
Da B"x B™ = B"™™ hildet G := {ex f | e € £, f € F} eine Zellenzerlegung von
X xY . Fiir das k-Skelett gilt (X xY)* =, ,,_, X" xY™. Sind ¢ : D" — X und
1 : D™ — Y charakteristische Abbildungen der Zellen e € £ und f € F, dann ist
px1: D" x D™ — X xY eine charakteristische Abbildung der Zelle e X f € G,
denn D™ x D™ = D" Wegen der Kompaktheit von e x f = € x f ist e x f
auch eine Zelle in (X X Y'), mit charakteristischer Abbildug ¢ x ¢ : D" x D™ —
(X xY).. Offensichtlich geniigt G dem Axiom (C). Nun zu Axiom (W). Sei also
A C (X xY),, sodass AN (€ x f) abgeschlossen ist, fiir alle e € £ und f € F.
Weiters sei K C X x Y kompakt. Es ist die Abgeschlossenheit von A N K zu
zeigen. Es geniigt zu zeigen, dass AN (K, x K,) abgeschlossen ist, K := px(K)
und py(K), denn K ist abgeschlossen in K; x Ks. Nach Proposition I11.8.31
existieren endlich viele Zellen e¢; € £ und f; € F mit K; C e; U---Ueg, und
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Ky, C fiU---U f,. Es folgt AN (K; x Ky) = Ui, AN (e x f;) und dies ist als
endlich Vereinigung abgeschlossener Teilmengen wieder abgeschlossen. 0

I11.8.51. BEMERKUNG. Sind X und Y CW-Komplexe und X lokal endlich,
dann ist X XY = (X xY). ein CW-Komplex. Dies folgt aus Proposition I11.8.50,
Lemma I11.8.49, Beispiel I11.8.48 und Proposition IT1.8.33.

I11.8.52. BEMERKUNG. Sind X und Y zwei CW-Komplexe mit abzéhlbar vie-
len Zellen, dann ist X x Y = (X xY), ein CW-Komplex, siehe [4, Theorem A.6].

I11.8.53. BEISPIEL. Es sei X ein CW-Komplex mit Zellenzerlegung £. Nach
Bemerkung I11.8.51 ist X x [ ein CW-Komplex. Verwenden wir die Zellenzer-
legung I = {0} U (0,1) U {1} so erhalten wir die folgende CW-Zerlegung von
X xI:

{ex{0}|ec&fu{ex{l}|ecE}U{ex(0,1)|ec&}

Eine n-Zelle von X liefert daher zwei n-Zellen, ex {0} und ex {1}, und eine (n+1)-
Zelle, ex (0,1),in X x I. Insbesondere ist eine Homotopie H : X x I — Y in einen
beliebigen topologischen Raum Y genau dann stetig, wenn die Einschrankung
H|xnyr: X" x I =Y fiir jedes n stetig ist, vgl. Bemerkung I11.8.36.

I11.8.54. PROPOSITION. Jedes C'W-Paar hat die Homotopieerweiterungseigen-
schaft.

BEWEIS. Sei also (X, A) ein CW-Paar, h: X - Y und H : A x [ — Y mit
Hy = h|a. Es ist H:X xI—Y mit PN[\AX[ = H und Hy = h zu konstruieren.
Wir werden unten stetige Abbildungen H” : (X" U A) x I — Y, n € Ny, mit
folgenden Eigenschaften konstrueiren:

H"|(xn-10ayx7 = H™™! (111.22)
Hlgwy=H (111.23)
H} = h|xnua (111.24)

Ist dies gelungen so definieren wir H : X x I — Y durch fI\XnX[ = }N[”\anl.
Auf Grund von (I11.22) ist H wohldefiniert und stetig, siche Beispiel II1.8.53. Aus
(I11.23) erhalten wir sofort H|a,; = H und aus (I11.24) auch Hy = h.

Wir werden die Abbildungen H"™ induktiv konstruieren. Fiir n = 0 ist dies
trivial, etwa kénnen wir H%(a,t) := H(a,t) fiir (a,t) € Ax I und H(z,t) := h(x)
fir (z,t) € (X \ A) x I setzen. Induktiv nehmen wir nun an, dass Abbildungen
H™ ' (X" 'UA)x I — Y mit den gewiinschten Eigenschaften schon konstruiert
sein. Bezeichne mit f : (X" U A) x {0}) U (X" ' U A) x I) — Y die durch
Flixnuayxqoy = hlxnuay und flxn-10a)<r == H"* definierte Abbildung. Beach-
te, dass f wohldefiniert und stetig ist, denn H"~' erfiillt (II1.24). Es geniigt nun
zu zeigen, dass ((X"UA)x{0})U((X""'UA)xI) ein Retrakt von (X"UA) x [ ist,
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denn ist 7 eine entsprechende Retraktion, dann hat H" := f or alle gewiinschten
Eigenschaften.

Um eine Retraktion r : (X"UA)x ] — ((X"UA)x{0})U((X"tUA)xI) zu
konstruieren wihle eine charakteristische Abbildung fiir jede n-Zelle in X \ A und
bezeichnen ihre disjunkte Vereinigung mit ¢ : | | D" — X™. Durch Einschrinken
der Abbildung ¢ xidy : | | D" x I — X" x [ erhalten wir eine Abbildung

G| (D" x {0 U (ST x ) = (X" x {0}) U (X" x I).

Da X x I ein CW-Komplex ist liefert die Abbildung idxr-104yxs Uy (¢ X idy)
einen Homodomorphismus

(X"UA) x I (X" UA) xI)Uy| | D" x 1.

Wihle wir nun eine Retraktion p : | | D™ x I — | (D™ x {0}) U (5™ x I) und
setzen 1 := id(xn-1u4)x1 Uy (¢ 0 p), so ist dies die gesuchte Retraktion. O

Ein einfach zusammenhéngender 1-dimensionaler CW-Komplex wird Baum
genannt.

II1.8.55. LEMMA. Bdaume sind kontrahierbar.

BEWEIS. Sei also X ein einfach zusammenhéngender 1-dimensionaler CW-
Komplex und x( eine 0-Zelle. Es ist eine stetige Abbildung H : X x I — X
mit Hy = idy und H; = ¢, zu konstruieren. Wir werden die in Beispiel II1.8.53
besprochene CW-Zerlegung von X x I verwenden. Da X wegzusammenhéngend
ist finden wir zu jeder 0-Zelle e von X einen stetigen Weg o, : I — X von
0.(0) = e nach o.(1) = zg. Wir definieren die gesuchte Abbildung H zunéchst
auf dem 1-Skelett (X xI)! = (X x{0})U(X x{1})U(X"x ) von X x I durch H' :
(X xI)' - X, H'(z,0) := z, H(z,1) := 2o und H'(e,t) :=o0.(t), z € X, t €
und e € X°. Es bleibt zu zeigen, dass H! zu einer stetigen Abbildung X x I — X
ausgedehnt werden kann. Wéahle zu jeder 1-Zelle von X eine charakteristische
Abbildung und bezeichne ihre disjunkte Vereinigung mit ¢ : | | D' — X. Durch
Einschrinken der Abbildung ¢ xid; : D! xI — X x I erhalten wir eine Abbildung
Y| |O(D'xT) — (X xI)'. Da X x I ein CW-Komplex ist, siehe Beispiel I11.8.53,
liefert die Abbildung id(x sy Uy(p x idr) einen Homomorphismus

X xI=(XxI)'u| |D'x1.

Da X einfach zusammenhingend ist, lidsst sich H' o4 : | [O(D! x I) — X zu
einer stetigen Abbildung G :| | D' x I — X fortsetzen, siche Korollar 1.8.29. Es
ist nun H := H' Uy G die gesuchte Homotopie. U

I11.8.56. BEMERKUNG. Ist X ein endlicher Baum mit kg 0-Zellen und k; 1-
Zellen, dann gilt ky = kg — 1. Dies lésst sich durch Induktion nach der Zahl der 1-
Zellen beweisen. Fiir k1 = 0 ist dies offensichtlich, denn ein zusammenhadmgender
CW-Komplex der nur aus 0-Zellen besteht muss einpunktig sein, dh. ky = 1. Fiir
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den Induktionsschritt wéhlen wir eine 1-Zelle e in X und eine charakteristische
Abbildung ¢ : D' — X fiir e. Aus dem einfachen Zusammenhang von X folgt
o(—1) # ¢(1). Der Teilkomplex A := € von X besitzt daher genau zwei 0-
Zellen und eine 1-Zelle. Weiters liefert ¢ einen Homéomorphismus D! = A, dh.
A ist kontrahierbar. Der CW-Komplex X /A, siehe Proposition I11.8.43, hat daher
ko — 1 viele 0-Zellen und k; — 1 viele 1-Zellen. Nach Proposition II1.7.10 ist die
Projektion X — X/A eine Homotopiedquivalenz, also X/A wieder ein Baum,
siehe auch Proposition I11.8.54. Aus der Induktionsvoraussetzung erhalten wir
nun (k?l — 1) = (]{Z() — 1) — ]_, also ]{31 = ]{?0 — 1.

Unter einem Baum in einem CW-Komplex X verstehen wir einen CW-Teil-
raum von X der ein Baum ist. Ein Baum in X wird aufspannender Baum genannt,
falls er alle 0-Zellen von X enthélt.

II1.8.57. LEMMA. Jeder zusammenhdngende CW-Komplex besitzt einen auf-
spannenden Baum.

BEWEIS. Es sei X ein zusammenhéngender CW-Komplex. Die Menge aller
Baume in X ist eine teilweise georndete Menge, wobei B < B’ falls B C B’. Ist
{By : A € A}, eine linear geordnete®” Menge von Biumen in X, dann ist auch
B:= xea B ein Baum in X. Um dies einzusehen bemerken wir zunéchst, dass
B wieder ein CW-Teilraum ist, siche Bemerkung II1.8.27. Nun zum einfachen
Zusammenhang von B. Ist o eine Schleife in B, dann trifft diese nur endlich
viele Zellen von B, siehe Proposition II1.8.31. Es existieren daher endlich viele
Ai, sodass o in By, U---U B, enthalten ist. Da {B) : A € A} linear geordnet
ist, existiert ig mit By, U---U By, C B),, Ao := A;,. Also liegt die Schleife o
zur Génze in B),. Nach Voraussetzung ist B), einfach zusammenhéngend, also
lasst sich o in B,, kontrahieren. Also ist jede Schleife in B kontrahierbar und
B daher einfach zusammenhingend. Zusammenfassend haben wir gezeigt, dass
jede linear geordnete Teilmenge von Baumen in X eine obere Schranke besitzt.
Aus dem Lemma von Zorn, siehe etwa [6, Anhang], folgt daher die Existenz eines
maximalen Baums B in X, dh. ist B’ ein weiterer Baum in X und B C B’
dann gilt schon B = B’. Wir werden nun zeigen, dass ein maximaler Baum alle
0-Zellen von X enthalten muss. Indirekt angenommen es existiert eine 0-Zelle
xo von X und zg ¢ B. Mit X ist auch das 1-Skelett X! wegzusammenhéingend,
sieche Bemerkung I11.8.35. Es existiert daher ein Weg o : I — X! von ¢(0) € B
nach (1) = zg. Es sei tp := max{t € [ : o(t) € B} und t; := min{t € [to, 1] :
o(t) € X°}. Es existiert dann eine 1-Zelle e von X, sodass die Einschrinkung
lto,t1] © [to, t1] — € ein Hombomorphismus ist. Der eine Randpunkt o (%) liegt in
BN X% und fiir den andere gilt o(¢;) € X°\ B. Es ist daher BU € ein Baum der
echt grosser als B ist, was der Maximalitit von B widerspricht. Wir schlielen,
dass B tatséchlich alle 0-Zellen von X enthélt. U

37dh. fiir A, A2 € A gilt entweder By, < By, oder By, < By,.
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I11.8.58. PROPOSITION. Jeder zusammenhdingende CW-Komplex ist homoto-
piedquivalent zu einem CW-Komplex mit nur einer 0-Zelle.

BEWEIS. Sei X ein zusammenhéngender CW-Komplex. Nach Lemma I11.8.57
existiert ein aufspannender Baum B in X. Nach Propostion 111.8.43 ist X /B ein
CW-Komplex mit nur einer 0-Zelle. Nach Lemma I11.8.55 ist B kontrahierbar. Da
(X, B) die Homotopieerweiterungseigenschaft besitzt, sieche Proposition I11.8.54,
folgt nun aus Proposition I11.7.10, dass die Projektion X — X /B eine Homoto-
piedquivalenz ist. O

I11.8.59. LEMMA. FEs gilt 771(\/,\@\(517*)) > xyeaZ, wobei A eine beliebige
Indexmenge bezeichnet.

BEWEIS. Die Inklusionen der Komponenten (S*, %) — \/, _, (S, *) induzieren
Homomorphismen Z = 71 (S, ) — 71 (V24 (S, *)). Aus der universellen Eigen-
schaft des freien Produkts von Gruppen erhalten wir daher einen Homomorphis-
mus *xcaZ — (\/ xea (S L *)) Fiir endliche Indexmengen A ist dies ein Isomor-
phismus, siehe Beispiel 1.9.7. Wir zeigen nun, dass dies fiir beliebige Indexmengen
richtig bleibt. Die Surjektivitat folgt aus Surjektivitét fiir endliche Indexmengen
und der Tatsache, dass eine Schleife in \/,_, (S, *) schon in einem endlichen Teil
Viea (S %) € V,ea(Sh, ) liegen muss, A" C A eine endliche Teilmenge, siehe
Proposition I11.8.31. Die Injektivitét folgt aus der Injektivitét fiir endliche Index-
mengen, Lemma [.9.1(ii) und der Tatsache, dass der von der Inklusion induzier-
te Homomorphismus 71 (\/,c (S%, %)) — 71 (V,ca(S', %)) injektiv ist. Letzteres
folgt aus der Existenz einer Retraktion \/,_, (S*, %) — \/y oo (S, ). O

II1.8.60. PROPOSITION. Die Fundamentlagruppe eines zusammenhdngenden
1-dimensionalen CW-Komplexes ist eine freie Gruppe.

BEWEIS. Sei also X ein zusammenhéngender 1-dimensionaler CW-Komplex.
Nach Proposition II1.8.58 diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dass X nur eine 0-Zelle
besitzt. Es folgt X = X! = X!'/X" = \/,_,(S', %), siche Beispiel II1.8.44. Die
Aussage der Proposition folgt nun aus Lemma I11.8.59. O

II1.8.61. BEMERKUNG. Ist X ein endlicher zusammenhangender 1-dimensio-
naler CW-Komplex mit kg 0-Zellen und k; 1-Zellen, dann ist 71 (X) frei vom Rang
k1—ko+1. Um dies einzusehen betrachten wir nochmals den Beweis von Propositi-
on II1.8.60. Wéahle einen aufspannenden Baum B in X, sieche Proposition I11.8.57.
Da B alle 0-Zellen von X enthélt, besteht B aus kg 0-Zellen und kg — 1 vielen 1-
Zellen, sieche Bemerkung I11.8.56. Der zu X homotopiedquivalente CW-Komplex
X/ B, siehe Beweis von Proposition I11.8.58, ist daher zu der Einpunktvereini-
gung von k; — ko + 1 Kreisen homéomorph, X o~ X/B = \/" % (1 x). Aus
Lemma I11.8.59 folgt nun, dass m(X) = m(X/B) frei vom Rang ky — ko + 1 ist.

[11.8.62. SATZ. Untergruppen freier Gruppen sind frei.
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BEWEIS. Sei also G = x)cpZ eine freie Gruppe und H C G eine Unter-
gruppe. Betrachte den 1-dimensionalen zusammenhéngenden CW-Komplex X :=
Viea (S #). Ist 2y € X ein Basispunkt, dann gilt m (X, z9) = G, siehe Lem-
ma I11.8.59. Es sei p : (X, %) — (X, ) eine zusammenhingende punktierte
Uberlagerung mit charakteristischer Untergruppe H, siche Korollar I1.6.11 und
Bemerkung I11.8.41. Es gilt daher 7r1()~(,5:0) = H, siehe Proposition 11.3.11(i).
Nach Proposition II1.8.38 ist auch X ein 1-dimensionaler CW-Komplex, seine
Fundamentalgruppe nach Proposition I11.8.60 daher frei. Somit ist auch H eine
freie Gruppe. 0

I11.8.63. BEMERKUNG. Ist GG eine freie Gruppe mit endlichem Rang n, dh.
G=Zx---x7Z,und ist H C G eine Untergruppe mit endlichem Index k£, dh.
t(G/H) = k, dann ist H eine freie Gruppe vom Rang k(n — 1) + 1. Der Rang
der Untergruppe H ist daher i.A. grosser als der Rang von G. Wir betrachten
dazu nochmals den Beweis von Satz I11.8.62. In dieser Situation besitzt X genau
eine 0-Zelle und n 1-Zellen. Weiters ist p : X — X eine k-bléttrige Uberlagerung,
siche Proposition 11.3.11(v). Es hat X daher genau k 0-Zellen und kn 1-Zellen.

Nach Bemerkung I11.8.61 muss H = (X ) daher den Rang kn — k + 1 haben.
IT1.9. Die Sitze von Whitehead und Freudenthal.

I111.9.1. SATZ (Zelluldre Approximation). Jede stetige Abbildung zwischen C'W-
Komplexen ist homotop zu einer zelluldren Abbildung. Ist f : X — Y eine ste-
tige Abbildung zwischen CW-Komplexen und A C X ein CW-Teilraum, sodass

fla : A =Y zellulir ist, dann existiert eine Homotopie H : X x I — Y mit
Hy=f, H : X =Y zelluldr und Hy|s = [ fir allet € I.

[11.9.2. LEMMA. FEs seit) : S™ — A stetig und X := AUy D", Dann ist das
Paar (X, A) n-zusammenhdingend.

BEWEIS. Sei also k& < n und f : (I*,0I*) — (X, A) stetig. Nach Lem-
ma I11.5.21 geniigt es eine zu f homotope Abbildung (I*,0I%) — (X, A) zu
konstruieren deren Bild zur Génze in A liegt. Wir werden unten einen Punkt
P € B"" C X und eine zu f homotope Abbildung g : (I*, 0I*) — (X, A) mit
g(I*) € X \ {P} konstruieren. Ist dies gelungen, dann kénnen wir den Beweis
wie folgt zu Ende fiihren. Da S™ ein Deformationsretrakt von D"\ { P} ist und
weil X \ {P} = AUy (D" \ P), ist auch A Deformationsretrakt von X \ {P},
dh. es existiert eine Homotopie H : X \ {P} x I — X \ {P} mit Hy = idx\(p},
Hi(X \ {P}) C A und Hy|A = id4. Es liefert dann (I* x I,0I* x I) — (X, A),
(z,t) — H(g(z),t), eine Homotopie von g nach H;og und es gilt (H,0g)(I*) C A.
Also ist f ~ g homotop zu einer Abbildung deren Bild zur Géinze in A liegt.
Nun aber zur Konstruktion von P und g. Es bezeichne U := X \ D;‘/ng und
V = B! C X, also UUV = X. Wir unterteilen I* in endlich viele Wiirfel
Q1, ..., Qn, sodass fiir jeden dieser Wiirfel entweder f(Q;) C U oder f(Q;) CV
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gilt. Mit Hilfe von Lemma IT11.5.26 ist es nicht schwer eine zu f homotope Ab-
bildung ¢ : (I*,0I*) — (X, A) zu konstruieren, sodass g auf einer Umgebung
jedes Wiirfels @; mit f(Q;) C V glatt ist. Aus Lemma I11.5.27 folgt dann, dass
V'\ g(I*) nicht leer ist, also einen Punkt P enthilt. O

I11.9.3. PROPOSITION. Fiir einen CW-Komplex X ist das Paar (X, X™) n-
zusammenhdngend.

BEWEIS. Es sei k¥ < n und f : (DF,S*1) — (X, X") stetig. Nach Lem-
ma I11.5.21 geniigt es eine Homotopie H : (D* x I,S* ! x I) — (X, X") zu
konstruieren mit Hy = f und H;(D*) C A. Nach Proposition I11.8.31, diirfen wir
0.B.dA. X = X"Ue; U---Ue annehmen, wobei ey, ..., e endlich viele Zellen
von X sind, deren Dimension grésser als n ist. Nach Lemma I11.9.2 ist f homo-
top zu einer Abbildung (D*, S*71) — (X, X™) deren Bild in X Ue; U---Ue_
enthalten ist. Sukzessives Anwenden von Lemma I11.9.2 liefert schliellich eine zu
f homotope Abbildung (D*, S¥71) — (X, X™) deren Bild in X" liegt. O

BEWEIS vON SATz I11.9.1. Wir konstrueiren zunéchst Abbildungen H™ :
(X"UA) x I — Y mit folgenden Eigenschaften:

H"™(xn-104y%7 = H*™
Hy = flxnua
HY|a = fla
HP(X")cy"

I11.25
IT1.26
I11.27
IT1.28

Ist dies gelungen, so definieren wir H : X x [ — Y durch H|xnx; := H"|xnx;-
Wegen (I11.25) und Beispiel I11.8.53 ist dies wohldefiniert und stetig. Aus (II1.26)
erhalten wir Hy = f, aus (II1.27) H;|4 = f, und aus (II1.28) folgt, dass H; eine
zelluldre Abbildug ist.

Wir konstruieren die Abbildungen H" induktiv. Fiir n = 0 ist dies trivial,
zux € X°\ A wihlen wir einen Weg o, : I — Y von 0,(0) = f(x) nach
0.(1) € Y% Setzen wir nun H°(a,t) := f(a) und H°(z,t) := 0.(t), a € A,
tel, ze X%\ A dann hat H? alle gewiinschten Eigenschaften. Sei nun H"!
schon konstruiert. Zu jeder n-Zelle in X \ A wihlen wir ein charakteristische
Abbildung und bezeichnen ihre diskunkte Vereinigung mit ¢ : | | D" — X"
Durch Einschrénken der Abbildung ¢ x id; : | | D™ x I — X™ x I erhalten wir
eine Abbildung

Y| D x {0} U (8™ x ) — (X" x {0}) U (X" x ).

Da X x I ein CW-Komplex ist liefert die Abbildung id(xnuayxr Uy (¢ x id;) einen
Homo6omorphismus

(X"UA)x I = (X" UA)x TUy| | D" x 1.

(I1.25)
(I11.26)
(ITL.27)
(I1.28)

Betrachte nun die durch g|xny oy = f|xn und g|xn-15; := H" | xn-1,; gegebenen
Abbildung ¢ : (X" x{0})U(X" 1 xT) — Y. Da H" ! die Relation (II.26) erfiillt
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ist dies wohldefiniert und stetig. Nach Proposition I11.9.3 lésst sich die Abbildung,
siehe (II1.28),

gov:| [(D"x {0} U (8" x I),8" ! x {1}) = (V,Y") — (Y, Y™)

zu einer stetigen Abbildung G : | |(D™ x I, D" x {1}) — (Y, Y™) ausdehnen, vgl.
Lemma II1.5.21. Setzen wir nun H" := H" ' Uy G so hat diese Abbildung alle
gewiinschten Eigenschaften. (

[11.9.4. DEFINITION (Schwache Homotopieadquivalenz). Eine stetige Abbil-
dung f: X — Y wird schwache Homotopiediquivalenz genannt, falls sie fiir jedes
n € Ny und jeden Basispunkt zp € X einen Isomorphismus f, : 7, (X, x9) —
(Y, f(20)) induziert.

I11.9.5. BEMERKUNG. Nach Proposition II1.4.8 ist jede Homotopiedquiva-
lenz auch eine schwache Homotopiedquivalenz. Ein Satz von Whitehead besagt,
dass fiir Abbildungen zwischen CW-Komplexen auch die Umkehrung gilt, vgl.
Satz I11.9.7 unten. Wir bemerken noch, dass jede zu einer schwachen Homoto-
piedquivalenz homotope Abbildung selbst eine schwache Homotopiedquivalenz ist
und, dass auch die Komposition von schwachen Homotopiedquivalenzen wieder
eine schwache Homotopiedquivalenz ist, vgl. Aufgabe 27.

I11.9.6. LEMMA. Fs sei (X, A) ein CW-Paar und (Y, B) ein Paar von Riumen
mit B # 0. Fiir jedes n fiir das es eine n-Zelle in X \ A gibt und jeden Basispunkt
yo € B seim, (Y, B,yo) = 0. Dann ist jede Abbildung f : (X, A) — (Y, B) homotop
rel. A zu einer Abbildung X — B, dh. es existiert eine Homotopie H : X xI — 'Y
mit Hy = f, Hi(X) C B und H(a,t) = f(a) fira € Aundt e I.

BEWEIS. Wir werden unten stetige Abbildungen H" : (X" U A) x I — Y mit
folgenden Eigenschaften konstruieren:

H" xn-10a)x7 = H"! (I11.29)
H = fxnua (I11.30)

HY|a= fla (IIL.31)
H'X™)C B (I11.32)

Ist dies gelungen, dann definieren wir H : X x I — Y durch H|xny; = H"|xnx;-
Nach (II1.29) und Beispiel I11.8.53 ist H wohldefiniert und stetig. Aus (II1.30)
erhalten wir Hy = f, aus (II1.31) folgt H;|4 = f und aus (II1.32) schlieBlich
H,(X) € B.

Wir konstruieren H™ induktiv. Fiir n = 0 ist dies trivial. Zu x € X%\ A
wéhlen wir einen Weg o, : I — Y von 0,(0) = f(z) nach 0,(1) € B. Setzen
wir H(a,t) := f(a) und H(z,t) := 0,(t), a € A, t € I, z € X"\ A, so hat
H? alle gewiinschten Eigenschaften. Sei nun H"™ ! schon konstruiert. Zu jeder
n-Zelle in X \ A wihlen wir ein charakteristische Abbildung und bezeichnen ihre
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diskunkte Vereinigung mit ¢ : | | D" — X™. Durch Einschrinken der Abbildung
@ xidy: [ | D" x I — X™ x I erhalten wir eine Abbildung

Y| D x {0} U (8™ x ) — (X" x {0}) U (X" x ).

Da X x I ein CW-Komplex ist liefert die Abbildung idxnuayxr Uy (e X id;) einen
Homo6omorphismus

(X"UA)x = (X" TUA) xTU,| | D" x 1.

Betrachte nun die durch g|xny 0y = f|x» und g|xn-14; := H" Y xn-1,; gegebenen
Abbildung ¢ : (X" x {0})U(X" 1 xT) — Y. Da H" ! die Relation (II1.30) erfiillt
ist dies wohldefiniert und stetig. Weiters gilt (X"~ x {1}) C B, siehe (II1.32).
Da 7, (Y, B) = 0 lésst sich

got: | |(D"x{0})u(S" " x 1), 8" x {1}) — (¥, B)

zu einer stetigen Abbildung G : | |(D™ x I,D™ x {1}) — (Y, B) ausdehnen,
vgl. Lemma II1.5.21. Setzen wir nun H™ := H" ' U, G so diese Abbildung alle
gewiinschten Eigenschaften. O

I11.9.7. SATZ (Whitehead). Jede schwache Homotopiedquivalenz zwischen CW
Komplexen ist eine Homotopiedquivalenz. Ist (X, A) ein CW-Paar und die In-
klusion A — X eine schwache Homotopiedquivalenz, dann ist A ein Deformati-
onsretrakt von X.

BEWwWEIS. Wir zeigen zunéchst die Aussage iiber die Inklusion von CW-Teil-
rdumen. Da die Inklusion A — X eine schwache Homotopiedquivalenz ist, erhal-
ten wir aus der langen exakten Sequenz des Paares (X, A), siehe Satz I11.5.15,
sofort 7,(X, A, z9) = 0, fiir jeden Basispunkt xy € A und alle n € N. Wenden
wir nun Lemma II1.9.6 auf die identische Abbildung idyx : (X, A) — (X, A) an
so erhalten wir eine Homotopie H : X x [ — X mit Hy = idx, H1(X) C A und
Hi|a =id4. Also ist H; : X — A eine Deformationsretraktion von X auf A.

Nun zur ersten Aussage. Sei also f : X — Y eine schwache Homotopiedqui-
valenz zwischen CW-Komplexen. O.B.d.A. diirfen wir f als zellular annehmen,
siche Satz II1.9.1. Nach Proposition II1.8.47 ist der Abbildungszylinder Z; =
Y Uy (X x I) ein CW-Komplex, siehe auch Beispiel II1.8.53. Es bezeichnen
x : X — Zyund vy Y — Z; die kanonischen Einbettungen. Wir erinnern
uns, dass ¢ty eine Homotopiedquivalenz ist und tx =~ 1y o f gilt. Mit f ist daher
auch ¢x eine schwache Homotopiedquivalenz. Nach dem schon beiwesenen Teil des
Satzes ist X also ein Deformationsretrakt von Z;. Insbesondere ist tx eine Homo-

topiediquivalenz. Aus tx =~ ty o f folgt nun, dass auch f eine Homotopiedquivalenz
ist. U



148 IIT. HOMOTOPIETHEORIE

I11.9.8. BEMERKUNG. Whiteheads Satz besagt nicht, dass zwei CW-Komplexe
mit isomorphen Homotopiegruppen schon homotopiedquivalent sein miissen. Et-
wa haben X := RP? und Y := S? x RP*® isomorphe Homotopiegruppen, sind
aber nicht homotopiedquivalent.

111.9.9. SATZ (Exzision). Es sei X ein CW-Komplez, A C X und B C Y
zwei CW-Teilrdume, sodass X = AU B und C := AN B # 0. Weiters sei
(A, C) n-zusammenhdngend und (B, C) m-zusammenhdngend, n,m > 0. Dann
ist der von der Inklusion induzierte Homomorphismus m(A, C) — mx(X, B) ein
Isomorphismus fiir k < m + n und eine Surjektion fir k =n + m.

BEWEIS. Siehe etwa [4, Theorem 4.23] oder [9, Chapter 11.1]. O

Wir erinnern uns an die Suspension, siehe Beispiel I11.1.18. Ist (X, z) ein
punktierter Raum so erhalten wir auf Grund von £.8* = §*+! Homomorphismen

Yome(X, mo) — M (BX, x0). (I11.33)

Reprisentiert f : (S*, %) — (X, z¢) ein Element in (X, 7o) so wird X([f]) durch
die Abbildung X f : (S¥*1 %) — (2X, o) reprisentiert. An dieser Stelle sei auch
nochmals auf die Einbettung X — XX, z +— [(z,0)], hingewiesen, sie erlaubt es
den Basispunkt xy € X auch als Basispunkt zy € XX aufzufassen.

I111.9.10. SATZ (Freudenthal). Es sei X ein (n—1)-zusammenhdingender CW-
Komplex,n > 1, und xy € X. Dann ist (111.33) ein Isomorphismus fir k < 2n—1
und eine Surjektion fir k = 2n — 1.

BEWwEIS. Betrachte die Teilmengen Cy := X x [0,1]/(X x {1}) und C_ =
X x[—1,0]/(X x{—1}) von XX. Offensichtlich gilt ¥X = CLUC_ und C.NC_ =
X C ¥X. Versechen wir das Intervall mit der CW-Zerlegung [—1,1] = {—1} U
(—1,0)uU{0}U(0,1)U{1} erhalten wir eine CW-Zerlegung von X x [—1, 1], siehe
Beispiel I11.8.53, und damit eine CW-Zerlegung
von ©.X, siche Proposition I11.8.43. Es sind dann ~ mx(Cy, X) —/7{%(2)8(?—)
C_ und C; CW-Teilrdume von XX. Aus der o

o

Kontrahierbarkeit der Kegeln C'y und der lan- 8fﬂ

gen exakten Sequenz der Paare (Cy, X) erhalten — m_1(X) > I (2X)
wir Isomorphismen 0 : mp(Cy, X) = w1 (X).

Insbesondere ist (Cy, X) n-zusammenhéngend. Nach Satz II11.9.9 ist die obere
horizontale Abbildung im Diagramm ein Isomorphismus fiir £ < 2n und sur-
jektiv falls k£ = 2n. Aus der Kontrahierbarkeit von C'"_ und der langen exakten
Sequenz des Paares (XX, C_) folgt, dass auch die rechte vertikale Abbildung im
Diagramm ein Isomorphismus ist. Es bleibt daher zu zeigen, dass dieses Dia-
gramm kommutiert. Sei dazu f : S*~! — X eine Abbildung die ein Element in
mp_1(X) darstellt. Schriinken wir ihre Suspension ¥ f : S¥ — ¥ X auf die obere
Hemisphire von S* und identifizieren diese mit D* so erhalten wir eine Abbildung
g: (DF S*1) — (C*, X) und damit eine Element [g] € m,(C, X) fiir das offen-
sichtlich 0([g]) = [f] gilt. Betrachten wir nun [¢] € 7 (2XX, C_), dann stimmt dies
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mit dem Bild von [Xf] € m(XX) unter der Abbildung m(XX) — m (XX, C_)
iberein. O

111.9.11. SATZ. Es gilt m,(S™) = Z.

BEWEIS. Aus Satz I11.9.10 und 5% = S**1 erhalten wir Isomorphismen
m9(5?) = m3(S?) 2 my (St = - -
Nach Beispiel I11.6.12 gilt 75(5?) = Z. O
I11.9.12. SATZ. Fiir n # m sind R™ und R™ nicht homdomorph.

BEWEIS. Sei also n < m. Indirekt angenommen es existiert ein Homoomor-
phismus ¢ : R" — R™. Wihle P € R"” und setze @ := ¢(P). Dann liefert die
Einschrankung von ¢ einen Homéomorphismus R™ \ {P} = R™ \ {@Q}. Daher
sind S"~! und S™~! homotopiedquivalent, denn R¥\ {x} ~ S*~!. Zusammen mit
Satz I11.9.11 und Satz I11.5.25 erhalten wir den Widerspruch Z = 7, _;(S"!) =
Tpo1(S™ 1) = 0. O

I11.9.13. BEMERKUNG. Auf Grund von Satz II1.9.12 ist die Dimension einer
topologischer Mannigfaltigkeit ein wohldefinierter Begriff.

111.9.14. SATZ. S™ ist nicht Retrakt von D™,

BEWEIS. Es bezeichne ¢ : S® — D"! die kanonische Inklusion. Indirekt
angenommen es gibe eine Retraktion r : D"™! — S™ r o = idgn. Dann gilt
idy, (sm) = (rou)x =10, =0 m,(S") — m,(D") — m,(S™), denn m,, (D") =
0. Es folgt 7,(S™) = 0 und dies widerspricht Satz I11.9.11. O

I11.9.15. SATZ (Brouwerscher Fixpunktsatz). Jede stetige Abbildung D™ — D™
besitzt einen Fizpunkt.

BEWEIS. Indirekt angenommen f : D" — D™ hitte keinen Fixpunkt. Wie
im Beweis von Satz 1.5.3 lidsst sich mittels f eine Retraktion von D" auf S"~!
konstruieren, was Satz 111.9.14 widerspricht. U

Ist (X,z0) ein punktierter Raum und [f] € mx(X,x¢) wobei f : (S* %) —
(X, z0), so kénnen wir auch die freie Homotopieklasse [f] € [S*, X] betrachten.
Dies liefert eine Abbildung

® (X, m0) — [SF, X], [f] — [f]. (I11.34)
I11.9.16. LEMMA. Fir einfach zusammenhdngende Réaume ist (I11.34) bijektiv.

BEWEIS. Sei also (X, x¢) ein einfach zusammenhéngender punktierter Raum
und * € S* ein Basispunkt. Wir zeigen zunschst die Surjektivitéit von ®. Sei also
f: 8% - X. Da X wegzusammenhingend ist, finden wir einen Weg o : I — X
von o(0) = f(x) nach o(1) = zy. Da das Paar (S*, {x}) die Homotopieerwei-
terungseigenschaft besitzt, sieche Proposition I11.8.54, existiert eine Homotopie
H : S*xI — X mit Hy = f und Hy(x) = o(t), t € I. Die Abbildung
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g = Hy : S¥ — X ist daher homotop zu g, dh. [f] = [g] € [S*, X], erfiillt
aber auch g(*) = Hy(x) = (1) = xy. Also definiert g ein Element [g] € m (X, x¢)
fir das offensichtlich ®([g]) = [f] gilt. Nun zur Injektivitdt von ®. Seien also
fr9: (8% %) — (X, o) mit ®([f]) = ®([g]), dh. [f] = [g] € [S*, X]. Es existiert
daher eine Homotopie H : S* x I — X mit Hy = f und H;, = g. Betrachte
die Schleife o : I — X, o(t) := Hy(x). Da X einfach zusammenhéngend ist,
existiert eine Homotopie relativ Endpunkten G : I x I — X, G(¢,0) = o(t),
G(t,1) = G(0,s) = G(1,s) = xg, s,t € 1. Wegen der Homotopieerweiterungsei-
genschaft des Paares (S* x I, (S* x {O}) ({x} x I)U(S* x {1})) siehe Propositi-
on I11.8.54, existiert eine Homotopie H:S*xIxI— X mit H(z,t,0) = H(z,1),
H(x,0,s) = f(x), H(z,1,5) = g(z) und H(x,t,s) = G(t,s), z € S* s,;t € 1.
Betrachten wir nun F : S¥ x I — X, F(x,t) := H(x,t,1), dann gilt Fy = f,
Fy = g und Fy(x) = zo, dh. [f] = [g] € m(X, x0). O

Nach Lemma I11.9.16 ist ® : 7, (S™, ) — [S™, S™] eine Bijektion, siehe (111.34).
Dies bleibt auch fiir n = 1 richtig, siehe Abschnitt 1.8. Ist nun f : S™ — S™ ei-
ne stetige Abbildung so induziert diese eine Abbildung f. : [S™, S"] — [S™, S"],
f«(lg]) := [f o g], und wir erhalten eine Abbildung ® o f, o ® : 7,(S™ *) —
7 (S™, %). Fiir Basispunkt erhaltende Abbildungen stimmt dies mit dem induzier-
ten Homomorphismus f, : m,(S™, ¥) — m,(S™, x) iiberein. Nach Lemma I11.9.16
ist jede stetige Abbildung S™ — S™ homotop zu einer Basispunkt erhalten-
den, folglich ist ®! o f, o ® ein Homomorphismus, fiir alle stetigen f, denn
®~1 o f, o ® hiingt offensichtlich nur von der Homomtopieklasse von f ab. Nach
Satz I11.9.11 muss dieser Homomorphismus durch Multiplikation mit einer gan-
zen Zahl gegeben sein, dh. es existiert genau eine Zahl deg(f) € Z, sodass
(@ 1o f, 0o ®)(0) = deg(f) - o, fiir alle 0 € m,(S™, *). Diese Zahl deg(f) € Z
wird der Abbildungsgrad der Abbildung f : S™ — S™ genannt.

I11.9.17. SaTz (Abbildungsgrad). Fiir den Abbildungsgrad stetiger Abbildun-
gen S™ — S™ gilt:
(i) deg(f) = deg(g) genau dann wenn f ~ g.
(i) deg(f o g) = deg(f)deg(g).
(iii) deg(Xf) = deg(f).
(iv) Ist deg(f) # 0 so muss f surjektiv sein.
(v) deg(idgn) = 1.

BewEIs. Ad (i): Sind f und g homotop so induzieren sie dieselbe Abbildung
fe = g : [S™, 8" — [S™, 8", es folgt daher 1o f,o® = &1 og, od und
damit deg(f) = deg(g). Gilt umgekehrt deg(f) = deg(g), dann auch @' o f, o
® = & 'og, o0® und daher f, = g, : [S",S5"] — [S",S"]. Wenden wir f,
und g, auf das Element [idgn] € [S™,S"] an, so erhalten wir [f] = [g]. Also
sind f und ¢g homotop. Behauptung (ii) folgt sofort aus der trivialen Tatsache
P lo(fog)o®= (P 1o f,od)o(P !og,od). Behautpung (iii) folgt aus den
offensichtlichen Relationen Yo® = ®oX und (X f).03 = Yo f, sowie der Tatsache,
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dass 3 : m,(S™, %) — T,41(S™1, %) ein Isomorphismus ist, siehe Satz I11.9.10. Um
(iv) einzusehen, nehmen wir an f : S™ — S™ ist nicht surjektiv. Dann existiert ein
Punkt P € 8" und f : S™ — S™\{P}. Wegen der Kontrahierbarkeit von S™\ {P}
ist f daher homotop zu einer konstanten Abbildung und damit deg(f) = 0.
Schliefllich ist die Behauptung (v) trivial. O

I11.9.18. BEMERKUNG. Eine orthogonale Abbildung ¢ € O,,,1 definiert eine
stetige Abbildung ¢ : S™ — S™ und fiir diese gilt deg(yp) = det(¢). Da O,
nur zwei Zusammenhangskomponenten hat gentigt es wegen Satz 111.9.17(i) den
Fall der Spiegelung (g, x1,...,2,) = (=20, x1,...,2,) zu betrachten. Wegen
Satz I11.9.17(iii) geniigt es dies fiir die Spiegelung ¢(zg, 1) = (—xo, 1) zu zei-
gen, siehe Satz 1.8.31(iii). Fiir die sogenannte Antipodalabbildung A : S™ — S™,
A(z) := —=x, folgt deg(A) = (—1)"*!. Insbesondere, siche Satz I11.9.17(i), ist bei
geradem n die Antipodalabbildung A : S™ — S™ nicht zur identischen Abbildung
idgn : S™ — S™ homotop.

I11.9.19. SaTz (Satz vom Igel). Ist n gerade, dann besitzt jedes stetige Vek-
torfeld auf S™ eine Nullstelle.>®

BEwEIs. Wir nehmen indirekt an es existiert eine stetige Abbildun f : S™ —
R™™ mit (f(z),z) =0 und f(x) # 0, fiir alle z € S™. Dann definiert

H:8"xI— 8", H(x,t):= cos(mt)a + sin(mt) H,

eine Homotopie von Hy = idgn nach H; = A, wobei A : S™ — S A(x) := —ux,
die Antipodalabbildung bezeichnet. Fiir gerades n ist die Antipodalabbildung
aber nicht zur identischen Abbildung homotop, sieche Bemerkung I11.9.18, und
wir erhalten einen Widerspruch. U

I11.9.20. BEMERKUNG. Ist X ein CW-Komplex, dann ist XX zusammen-
hingend. Aus Satz 111.9.10 folgt, dass die zweifache Suspension ¥2X = ¥¥X
1-zusammenhéngend ist. Induktiv erhalten wir aus Satz I11.9.10, dass die n-fache
Suspension ¥"X := YL¥" 11X (n — 1)-zusammenhingend ist. Weiters folgt aus
Satz 111.9.10, dass der Homomorphismus 3 : 7, (2" X) — 711 (X" 1 X) ein Iso-
morphismus ist, k& < 2n + 1. Wir erhalten eine Folge von Homomorhismen

(X)) S M1 (2X) S m0(32X) -+ Ty n(Z7X) S g (20HX) — - -

die ab n = k + 2 alle Isomorphismen sind. Unter der k-ten stabilen Homotopie-
gruppe von X verstehen wir die Gruppe

(X)) = Topo (B2 X) 2 (2" X),  n>k+2.
Vor allem die stabilen Homotopiegruppen der Sphéren

T = W;‘z(so) = 7T2k+2(5k+2) = M (S™), n>k+2,

38Unter einem stetigen Vektorfeld auf S™ verstehn wir eine stetige Abbildung f : S™ —
R+ sodass (f(x),z) = 0, fiir alle z € S™.
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spielen eine wichtige Rolle. Aus Satz I11.9.10 erhalten wir etwa 7§ = Z. Einige
Resultate sind in folgender Tabelle zusammengefasst:

Bloj 12 3 [4]5/6] 7] 8 | 9 |10
7772HZ‘ZQ‘ZQ‘224‘0‘0‘22‘21240‘ZQXZQ‘ZQXZQXZQ‘Z@

[11.9.21. BEMERKUNG. In Beispiel I11.6.12 haben wir gesehen, dass die Hopffa-
serung S® — S? Tsomorphismen 74 (S?) = m,(S?) induziert, k > 3, siehe (II1.14).
Aus Satz I11.9.11 folgt daher m3(S?) = Z, die Hopffaserung S® — S? repriisen-
tiert einen Erzeuger dieser Gruppe. In Aufgabe 30 haben wir aus der Hopffase-
rung S7 — S* Isomorphismen 7;,(S*) 2 m,_1(S3) x m(S7), k > 1, konstruiert.
Es folgt, dass m7(5%) ein Element unendlicher Ordnung enthélt, insbesondere ist
77(S%) # 0. In Aufgabe 31 haben wir die Hopffaserung S'® — S® verwendet um
Isomorphismen 71,(S'%) xm;,_1(S7) = 7 (S®), k > 1, zu konstruieren. Es folgt, dass
m15(S®) ein Element unendlicher Ordnung besitzt, insbesondere ist m5(S5%) # 0.




