I. De Rham Kohomologie

Wir werden in diesem Kapitel einige grundlegende Resultate zur de Rham
Kohomologie glatter Mannigfaltigkeiten behandeln: Homotopieinvarianz, Mayer—
Vietoris Sequenz, Kiinneth Theorem und Poincaré Dualitdt. Wir beschrinken
uns dabei auf randlose Mannigfaltigkeiten, alles lasst sich jedoch leicht auf den
berandenten Fall verallgemeinern. Der Aufbau dieses Kapitels folgt in groben
Ziigen der Darstellung in [, Chapter I], siehe aber etwa auch [6] oder [10].

I.1. Definition und elementare Eigenschaften. Es sei M eine glatte
Mannigfaltigkeit ohne Rand. Wir erinnern uns, siehe [3 Abschnitt 4.4], dass
das de Rham Differential, auch dufiere Ableitung,

d:QUM) — QIH(M),
folgende Eigenchaften besitzt:

(a) d ist linear.

(b) d* = 0, dh. dda = 0 fiir jedes a € QI(M).

(c) (a/\ﬁ) (da) AN B+ (—1)PaANdB, a € QP(M), B € QI(M).

(d) d(f*a) = f*(da), fiir jede glatte Abbildung f: M — N und alle o € Q%(N).

Die Relation d* = 0 besagt gerade
img (7 (M) L QU(M)) C ker(Q4(M) L Q7+ (M),

dh. jede ewxakte Differentialform, o = df3, ist auch geschlossen, da = 0. L.A.
miissen geschlossene Formen aber nicht unbedingt exakt sein.

[.1.1. DEFINITION. Unter der ¢g-ten de Rham Kohomologie einer glatten Man-
nigfaltigkeit M verstehen wir den reellen Vektorraum

ker (Q¢(M) L Q7+ (M) |
img (Qe-1(M) L Qu(M))

Ist a € QI(M) geschlossen, dann bezeichnen wir mit [a] € H?(M) die von

« reprisentierte Kohomologieklasse. Ist H1(M) endlich dimensional, dann wird
b4(M) := dim H9(M) die q-te Betti Zahl von M genannt. Wir sagen M hat end-
lich dimensionale Kohomologie wenn H*(M) := P, H(M) endlich dimensional

ist. In diesem Fall wird
X(M) =3 (—1)9b(M)
als Fuler Charakteristik von M bezeichnet.
Wegen der Leibniz-Regel d(a A ) = (da) A B+ (—1)Pa A df erhalten wir
wohldefinierte bilineare Abbildungen
HP(M) x HY(M) & HPY(M), (o] A[B] == [a A ). (I.1)

Sind némlich o und [ geschlossen, so folgt d(a A ) = 0, also definiert a A 3

tatséchlich eine Kohomologieklasse [a A 3] € HPTI(M). Fiir v € Q471 (M) folgt
3

HYM) =
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weiters (a+dy) A =a A G +d(yAS), und daher [(a + dvy) A 5] = [a A ], dh.
die Klasse [a A 5] € HPT(M) héngt nicht vom Reprisentanten der Klasse [«
ab. Analog lasst sich zeigen, dass die Kohomologieklasse [a A 3] auch unabhéngig
vom Représentanten der Klasse /] ist.

Aus den entsprechenden Eigenschaften des Hackproduktes, (a A ) Ay =
aAN(BAy)und aAf = (—1PIGAa, a € QP(M), e Q(M),ve Q (M), siche
[3, Abschnitt 4.3], folgt sofort, dass (L) assotiativ und graduiert kommautativ ist.
Genauer, fiir a € H?(M), b € HY(M) und ¢ € H" (M) gilt

(anb)ANe=aN (bAc) sowie aAb=(—1)"bAa. (I.2)

Daher ist H*(M) = @, HY(M) eine assotiative und graduiert kommutative R-
Algebra. Ist M # (), dann besitzt diese Algebra ein (eindeutiges) Finselement,
nimlich die von der konstanten Funktion 1 € C®(M) = Q°(M) repriisentierte
Kohomologieklasse [1] € H(M).

Sei nun f : M — N eine glatte Abbildung zwischen glatten Mannigfaltigkei-
ten. Wegen der Natiirlichkeit des de Rham Differentials, do f* = f* od, induziert
f lineare Abbildungen

[ HYN) — HY(M), (o)) = [f7al.

Fiir geschlossenes a € Q4(N) folgt néamlich df*a = f*da = 0, also reprisentiert
f*a tatséchlich eine Kohomologieklasse [f*a] € H1(M). Weiters erhalten wir fiir
jedes v € QI71(N) sofort f*(a + dvy) = f*a + df*y, folglich ist die Kohomo-
logieklasse [f*a] € HY(M) unabhéngig vom Reprisentanten der Klasse [a]. Da
f(anp) = (ffa)AN(f*B)ist f*: H*(N) — H*(M) ein Algebrahomomorphismus,

ff(anb)=fran fb (1.3)
fir a € HP(N) und b € HY(N). Weiters gilt offensichtlich
i, = idgary : HO(M) — HO(M) (L4)
sowile
(gof) = frog": H(P) — H*(M) (L5)

fiir je zwei glatte Abbildungen f: M — N und g : N — P.
Wir fassen diese Beobachtungen in folgendem Resultat zusammen.

[.1.2. PROPOSITION. Die de Rham Kohomologie ordnet jeder glatten Mannig-
faltigkeit M eine assotiative graduiert kommutative R-Algebra H*(M), und jeder
glatten Abbildung f : M — N einen Algebrahomomorphismus f* : H*(N) —
H*(M) zu. Diese Zuordnung ist funktoriell, dh. idy, = idg-) und (go f)* =
f*og* fir je zwei glatte Abbildungen f : M — N und g: N — P.

[.1.3. BEMERKUNG. Da Q4(M) nur fiir 0 < ¢ < dim(M) nicht-trivial ist, gilt
offenbar HY(M) = 0 falls ¢ < 0 oder ¢ > dim(M).
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[.1.4. BEMERKUNG. Fiir die 0-te Kohomologie erhalten wir
HO(M) = {f € C>®(M)=0Q%M) | f ist lokal konstant},

sie kann daher als ein Ma$ fiir die Anzahl der Zuammenhangskomponenten von M
verstanden werden. Ist M # () zusammenhiingend, dann folgt H°(M) = R, denn
im zusammenhéngenden Fall sind lokal konstante Funktionen schon konstant.

[.1.5. BEISPIEL. Aus obigen Bemerkungen erhalten wir fiir die einpunktige
Mannigfaltigkeit R® sofort H°(R%) = R und HY(R°) = 0 falls ¢ # 0. Fiir die
zweipunktige Mannigfaltigkeit S° = {—1,1} folgt H°(S") = R? und H9(S°) =0
falls ¢ # 0.

[.1.6. BEMERKUNG. Ist M eine orientierbare geschlossene Mannigfaltigkeit
der Dimension n, dann faktorisiert das Integral [, : Q"(M) — R zu einer linearen
Abbildung

fM:H"(M)—>R, [a]HfMoz, (1.6)
denn nach dem Satz von Stokes, siehe [3, Abschnitt 4.8], gilt [, d3 = 0 fiir jedes
B e QN M). Ist M # O dann lisst sich leicht ein o € Q"(M) mit [, a # 0
konstruieren. Aus Dimensionsgriinden ist jedes solche o automatisch geschlossen
und représentiert daher eine Kohomologieklasse in [o] € H™(M). Nach Kon-
struktion ist [, [o] # 0, und (C8) daher surjektiv. Fiir orientierbare geschlossene
n-Mannigfaltigkeiten erhalten wir somit H™(M) # 0.

[.1.7. BEMERKUNG. Ist M = ML M, die disjunkte Vereinigung zweier glatter
Mannigfaltigkeiten, dann induzieren die kanonischen Inklusionen ¢ : M; — M
und ¢9 : My — M fiir jedes ¢ einen Isomorphismus

(¢5,03) : HY(M) = HY(M,) x H(Ms,),

denn (¢3,:3) @ QUM) — QI(M;) x QI(M;) sind Isomorphismen die mit den
de Rham Differentialen vertriglich sind. Diese Bemerkung bleibt offenbar fiir
beliebig viele Summanden richtig, dh. die Inklusionen induzieren natiirliche Iso-
morphismen HY(| |, M;) = [[, H4(M;) fiir i aus einer beliebigen Indexmenge.

1.2. Homotopieinvarianz.

[.2.1. DEFINITION. Zwei glatte Abbildungen f,g : M — N werden (glatt)
homotop genannt, falls eine glatte Abbildung h : M x I — N existiert, sodass
h(z,0) = f(x) und h(z,1) = g(z), fir alle z € M. In diesem Fall schreiben wir
f =~ g. Jedes solche h wird eine glatte Homotopie von f nach g genannt.

1.2.2. BEMERKUNG. Glatt homotop zu sein definiert eine Aquivalenzrelation
auf der Menge der glatten Abbildungen M — N, vgl. Aufgabe

[.2.3. BEMERKUNG. Sind fy ~ f; : M — N zwei glatt homotope Abbildungen
und go =~ g1 : N — P zwei weitere glatt homotope Abbildungen, dann ist auch
go © fo glatt homotop zu gy o fi, vgl. Aufgabe El
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[.2.4. BEMERKUNG. Sind f, g : M — N zwei glatte Abbildungen und existiert
eine stetige Abbildung h : M x I — N mit h(z,0) = f(x), h(z,1) = g(z),
dann existiert auch eine glatte Homotopie von f nach g, siche etwa 4] oder [2]
Satz 14.8].

[.2.5. SATZ (Homotopieinvarianz). Sind f ~ g : M — N zwei homotope glatte
Abbildungen, dann gilt f* = g*: HI(N) — HIY(M), fir alle q.

BEWwWEIS. Nach Voraussetzung existiert eine glatte Abbildung h: M x I — N
mit h(x,0) = f(z) und h(x,1) = g(x), x € M. Betrachte nun die linearen
Abbildungen, vgl. Aufgabe B,

1
k:QIN) — QU Y(M), k(a) = / tyigch* o dt
0

wobei 0, € X(M x I), 0y(x,t) := L|_¢(x,s), und 1 : M — M x I, 1,(2) = (z,t).
Dann gilt

dok+kod=g" — f*:QYN)— QUM), (1.7)
denn fiir jede Differentialform a € Q¢(N) folgt, vgl. [3, Abschnitt 4.9],

1 1
d(k(a)) + k(da) = d/ Ligth™adt + / Lyigth*dodt
0 0

1 1 1
— / 1 (dige + i, d)h" v dt = / ty Loth*adt = / %L;kh*a dt
0 0 0
= ha—yh*a = (houy)'a—(how)'a=g'a— fra.

Fiir jede geschlossene Differentialform o € Q7(N) erhalten wir aus ([7) nun
g'a = fra+d(k(e)), also g*([e]) = f*([a]) € HY(M). O

[.2.6. DEFINITION. Eine glatte Abbildung f : M — N wird (glatte) Homo-
topiedquivalenz genannt, falls eine glatte Abbildung ¢ : N — M existiert, sodass
go f ~idy und fog ~ idy. In diesem Fall heilen M und N (glatt) homo-
topiedquivalent und wir schreiben M ~ N. Eine Mannigfaltigkeit wird (glatt)
kontrahierbar genannt wenn sie homotopiedquivalent zur einpunktigen Mannig-
faltigkeit RO ist.

[.2.7. BEMERKUNG. Jeder Diffeomorphismus ist offenbar eine glatte Homoto-
piedquivalenz, diffeomorphe Mannigfaltigkeiten sind daher auch homotopiedqui-
valent.

[.2.8. BEMERKUNG. Sind f: M — N und g : N — P zwei glatte Homoto-
piedquivalenzen, dann ist auch go f : M — P eine glatte Homotopiedquivalenz.
Dies folgt aus Bemerkung [L2.3 Mit M ~ N und N ~ P gilt daher auch M ~ P.

[.2.9. BEISPIEL. Fiir jede glatte Mannigfaltigkeit M ist die kanonische Pro-
jektion p : M x R¥ — M eine Homotopiesiquivalenz. Betrachte dazu die glatte
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Abbildung 0 : M — M x R* o(z) := (z,0). Offensichtlich ist po o = idyy, es gilt
aber auch o o p ~ id,;«rr, denn

h:(MxRF)yxT— MxRF h(z,v,t) = (z,tv),
definiert eine glatte Homotopie von ¢ o p zur identischen Abbildung id;;gk.

[.2.10. KOROLLAR. Jede glatte Homotopiedquivalenz f : M — N induziert
Isomorphismen f*: HI(N) = HY(M), fir alle q.

BEWEIS. Nach Voraussetzung existiert eine glatte Abbildung g : N — M
mit g o f ~ idy; und f o g ~ idy. Aus Satz [2H (L4) und (CI) folgt daher
frogt = (go f) =idy = idy-) sowie g* o f* = (f o g)* = idy = idy-(w).
Folglich sind f*: HY(N) — HY(M)und ¢g* : HY(M) — H?(N) zueinander inverse
Isomorphismen. O

[.2.11. BEMERKUNG. Sind M und N zwei glatte Mannigfaltigkeiten, und sind
die graduierten Algebren H*(M) und H*(N) nicht isomorph, dann kénnen M und
N nicht homotopiedquivalent (und daher auch nicht diffeomorph) sein. Dies folgt
sofort aus Korollar 210,

1.2.12. KOROLLAR. Fiir jede kontrahierbare Mannigfaltigkeit M, gilt H°(M) =
R und HY(M) = 0 falls ¢ # 0. Insbesondere daher x(M) = 1. Auf einer kontra-
hierbaren Mannigfaltigkeit ist also jede geschlossene q-Form, q > 1, auch exakt.

BEWEIS. Dies folgt sofort aus Korollar und Beispiel [LTH. O

[.2.13. BEISPIEL. Jede nicht-leere konvexe Teilmannigfaltigkeit M C R™ ist
kontrahierbar. Seien dazu P € M, ¢t : R® — M, +(0) := P, und r : M — R?
r(z) := 0, die konstante Abbildung. Offensichtlich gilt r o ¢+ = idgo. Wegen der
Konvexitat von M ist

h:MxI— M, h(z,t) :==tx + (1 —1t)P,

eine glatte Homotopie von ¢ o r nach id,;, also ¢ o r >~ id,;. Insbesondere sind R™
und auch die offenen Bélle B)'(z) := {x € R" : |x — x| < r} kontrahierbar. Auf
diesen Mannigfaltigkeiten ist daher jede geschlossene ¢-Form, ¢ > 1, auch exakt.

[.2.14. KOROLLAR (Poincaré Lemma). Fir die Kohomologie des Euklidischen
Raums qilt

HO(R") R falls ¢ =0, und
|0 anderfalls.

BEWEIS. Dies folgt aus Korollar [L2.12, denn R™ ist kontrahierbar. 0

1.2.15. BEISPIEL. Die kanonische Inklusion ¢ : S~ — R" \ {0} ist eine Ho-
motopiedquivalenz, n > 1. Bezeichnet néimlich r : R" \ {0} — S"~! die (glatte)
radiale Retraktion, r(z) := z/|z|, dann gilt offenbar r o ¢+ = idgn-1, aber auch
tor =~ idgn\ {0y, denn

h:R*"\ {0} x I — R™\ {0}, h(z,t) =tz + (1 —t)x/|z|,
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ist eine glatte Homotopie von ¢ o r nach idgn\(o;. Nach Korollar induziert
die Inklusion daher Isomorphismen H?(R" \ {0}) & H4(S™!), fiir jedes q.

[.2.16. BEISPIEL. Ist N € S™ dann liefert die stereographische Projektion
einen Diffeomorphismus
2
1~ n
wobei Nt = {x € R"™ | z L N} = R™. Mit R" ist daher auch S™ \ {N}
kontrahierbar. Sei nun N = (0,...,0,1) € S™ und n > 1. Dann ist die kanonische
Inklusion S~ ! — S™\{N, —N}, x — (z,0), eine Homotopiefiquivalenz. Dies folgt
aus Beispiel [L2TH, denn die stereographische Projektion schriankt sich zu einem
Diffeomorphismus S™ \ {N, —N} = R" \ {0} ein, und dieser fiithrt die Inklusion
St — 87\ {N,—N} in die Inklusion S™~! — R™\ {0} iiber.

[.2.17. BEISPIEL. Wir erinnern uns an den reellen projektiven Raum, siehe
[3, Abschnitt 2.5],

RP™ = {1-dimensionale lineare Teilriume in R},

eine zusammenhéngende geschlossene Mannigfaltigkeit der Dimension n. Die of-

fenen Teilmengen U; := {[z' : -+ : 2" | 2" #£ 0}, 1 < i < n + 1, iiberdecken
RP". und
u; : Uy — R”, UZ([xl : "':xn+1]) = (%>a%a%>a%)

bildet einen glatten Atlas von RP". Beachte auch, dass die kanonische Abbildung
p : S™ — RP" ein lokaler Diffeomorphismus ist, vgl. Aufgabe [ Offensichtlich
besteht RP? nur aus einem Punkt, und wir haben einen Diffeomorphismus RP*! 22
S1, sieche Aufgabe

Sei nun n > 1. Die Inklusion R” C R" erlaubt es RP™ ! als Teilmenge
von RP" aufzufassen, [z! : --- : 2"] — [z! : --- : 2™ : 0]. Betrachte nun die
offenen Teilmengen U := RP™ \ RP""! = U, ; sowie V := RP"\ {N}, wobei
N:=[0:---:0:1] € RP". Da N ¢ RP""', haben wir

RP"=UUYV.

Die Karte u,; liefert einen Diffeomorphismus U = R", also ist U kontrahierbar.
Die Einschréinkung dieser Karte liefert einen Diffeomorphismus UNV = R"™\ {0},
es gilt daher U NV ~ S™! nach Beispiel Schlieflich ist die kanonische
(glatte) Inklusion ¢ : RP"! — V eine Homotopiedquivalenz, denn fiir die glatte
Abbildung

r:V — RP" L r(fzt - a™) =2t 2"
gilt offenbar r o ¢ = idgpr-1 aber auch ¢ o r ~ idy, denn
h:VxI—YV, h(lz' oo 2™ t) =2t s s ™,

ist eine glatte Homotopie von ¢ o r nach idy .
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[.2.18. BEISPIEL. Unter dem komplexen projektiven Raum verstehen wir

CpP" .= {1—dimensionale komplexe Teilrdume von (C”“}.

Ist (2',...,2"") € C**1\ {0}, dann bezeichnen wir mit [2! : ---: 2" € CP"
den von (2!, ..., 2"") aufgespannten 1-dimensionalen komplexen Teilraum. Dies
liefert eine surjektive Abbildung

7 C"™\ {0} — CP", w2t M) = )

Wir versehen CP" mit der Quotiententopologie, dh. mit der feinsten Topologie
fiir die 7 noch stetig ist. Einschrdnken von 7 auf

S = {(2 ) e O R R = 1)

liefert eine stetige surjektive Abbildung p : S?"*! — CP" die als Hopf Abbildung
bezeichnet wird. Unter Verwendung der radialen Retraktion C"™'\ {0} — S?"1,
vgl. Beispiel [L2Z.10, lisst sich leicht zeigen, dass die Topologie auf CP"™ mit der
Quotiententopologie beziiglich p ibereinstimmt. Daraus folgt nun leicht, dass CP™
ein zusammenhangender kompakter Hausdorffraum ist. Die Teilmengen U; :=

{[z" -+ 2" 2" £ 0}, 1 <4 < n+1, sind offen in CP", und wir haben
Homo6omorphismen
1 -1 it1l n+1
U; - UZHCn7 ui([zl S Zn+1]) = (%7,,,727727,...,'27),

mit Umkehrabbildungen

u; ' C" — U, ut(wt . w) = et it ")

Die Kartenwechselabbildungen,

-1 1 n
(507 ) (W', .., w")
wl wi~t 1 w? wi—2 wI w™ . .
(wj—la"'awj—lawjflawjfla"'awjflawjflw"awjfl) faHSZ<]
=< (wh,...,w") falls i = j
w! wi—1 i+l wi-l 1w w™ . .
(m,...,wj,wj,...,wj,m,m,...,m) faHSZ>j

sind offensichtlich glatt (sogar holomorph) und orientierungsbewahrend. Also bil-
den die Karten (U;,u;), 1 <i < n+ 1, einen orientierten glatten Atlas von CP".
Dadurch wird CP" zu einer orientierten zusammenhingenden geschlossenen glat-
ten Mannigfaltigkeit der Dimension 2n. Beachte auch, dass die Hopf Abbildung
p: S¥*tL — CP™ glatt ist, vgl. Aufgabe [0 Offensichtlich ist CP" einpunktig.
Weiters existiert ein Diffeomorphismus CP* 22 S?, vgl. Aufgabe [Tl

Sei nun n > 1. Die Inklusion C* C C"*!' erlaubt es CP™ ! als Teilmenge

von CP" aufzufassen, [z' : -+ : 2"] — [z} : -+~ : 2" : 0]. Betrachte nun die
offenen Teilmengen U := CP™ \ CP""! = U, sowie V := CP"\ {N}, wobei
N:=[0:---:0:1] € CP". Da N ¢ CP""! haben wir

CP*"=UUV.
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Die Karte u,; liefert einen Diffeomorphismus U = C", also ist U kontrahierbar.
Die Einschrinkung dieser Karte liefert einen Diffeomorphismus UNV = C"\ {0},
es gilt daher U NV = S?"~! nach Beispiel 215 Schlielich ist die kanonische
(glatte) Inklusion ¢ : CP"™' — V eine Homotopiedquivalenz, denn fiir die glatte
Abbildung

r:V — CpP" ! r([zt 2T = 2]
gilt offenbar 7 o ¢ = id¢pr-1 aber auch ¢ or ~idy, denn
h:VxI—YV, h([zh e 2"t) =22 T,

ist eine glatte Homotopie von ¢ o r nach idy .

1.2.19. BEISPIEL. Die kanonische Inklusion O,, — GL,(R) ist eine glatte Ho-
motopieiquivalenz, vgl. Aufgabe [2 Auch die Inklusion U, — GL,(C) ist eine
glatte Homotopiedquivalenz, vgl. Aufgabe [[3

I.3. Mayer—Vietoris Sequenz. Ist M = UUV eine glatte Mannigfaltigkeit,
U,V C M offen, dann liefert die Mayer—Vietoris Sequenz einen Zusammenhang
zwischen der de Rham Kohomologie von U, V, U NV und M, siehe Satz
unten. Zusammen mit der Homotopieinvarianz ermoglicht dies die Berechnung
der de Rham Kohomologie vieler Mannigfaltigkeiten. Wir beginnen mit einigen
algebraischen Vorbereitungen.

Eine Sequenz linearer Abbildungen V; L Vo 225 Vs heiBit ezakt bei Vs, falls
img(p;) = ker(ys). Eine Sequenz linearer Abbildungen

Pq—1 Pq Pg+1
= q_1—>‘/;]HV;]+1—>V;]+2—>-~-

wird ezakt genannt wenn sie bei jedem V,, exakt ist, dh. wenn img(y,—1) = ker(y,)
fiir jedes ¢ gilt. Unter einer kurzen exakten Sequenz linearer Abbildungen verste-
hen wir eine exakte Sequenz der Form 0 — V} 5V, 5 Vi — 0. Dies ist genau
dann der Fall, wenn ¢ injektiv ist, 7 surjektiv ist, und img(¢) = ker(m) gilt. In
diesem Fall konnen wir V; via ¢ als Teilraum von V5 auffassen, und 7 induziert
einen Isomorphismus 7 : V5 /u(V;) = V.

1.3.1. BEISPIEL. Es sei V ein Vektorraum und W C V ein Teilraum. Bezeich-
nen ¢ : W — V die kanonische Inklusion und 7 : V' — V/W die kanonische
Projektion auf den Quotientenraum, dann ist 0 — W = V 5 V/W — 0 eine
kurze exakte Sequenz.

1.3.2. BEMERKUNG. Eine Sequenz linearer Abbildungen 0 — V % W — 0 ist
genau dann exakt, wenn ¢ ein Isomorphismus ist, denn Exaktheit bei V' besagt,
dass ¢ injektiv ist, und Exaktheit bei W bedeutet, dass ¢ surjektiv ist.

@ ¢ .
[.3.3. BEMERKUNG. Ist -~ — V, =5 V 4y LALEN Vg+2 — -+ eine exakte

Sequenz endlich dimensionaler Vektorrdume, und V, = 0 fiir fast alle ¢, dann gilt
>, (=1)7dim V, = 0.
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~Y

Wegen der Exaktheit haben wir ndmlich Isomorphismen V,/ker ¢, = imgp, =
ker p,41, also dim V, = dim ker ¢, +dim ker ¢, 1. Aufaddieren dieser Gleichungen
liefert nun

Y (—D)dimV, =" (=1)?dimker ¢, + > (=1)?dimker ¢, 11 =0,

denn die Dimensionen der Kerne kiirzen sich teleskopartig.

1.3.4. BEMERKUNG. Sind Vi 25 V3 22 V4 und Wy, 25 W, 2 Wy exakte
Sequenzen linearer Abbildugen, dann ist offensichtlich auch

Vi Wy 29 vy @ W, 22 v g W
exakt, denn img(p1 DY) = img(p1) Dimg(¢) = ker(pz) Dker(1hg) = ker(paB1bs).

1.3.5. BEMERKUNG. Essei V; 25 V, 2% V3 eine Sequenz linearer Abbildungen
und @5 0 1 = 0, dh. img(¢1) C ker(ps). In dieser Situation sind die folgenden
beiden Aussagen dquivalent:

(a) Die Sequenz ist exakt, dh. img(¢1) = ker(p2).
(b) Es existieren lineare Abbildungen hy : Vo — Vi und hy : V3 — V3, sodass
idv2 = ¥1 Ohl —l—hQO(pg.

Die Implikation (b)) = (@) ist trivial, fiir vy € ker(¢3) folgt vy = p1hiva+howavy =
©1h1v9, dh. vy € img(p;). Nun zur umgekehrten Implikation (@) = ([0). Da ¢; :
Vi — img(yp;) surjektiv ist, existiert eine lineare Abbildung h; : img(p;) — V;
mit ¢y 0 hy = idimg(p,)- Wir dehnen hy zu einer linearen Abbildung hy : Vo — V4
aus, nach Konstruktion verschwindet daher idy, —¢1 o hy @ Vo — V5 auf dem
Teilraum img(p;) = ker(yps) C Vi, Diese Differenz faktorisiert daher zu einer
linearen Abbildung hs : img(ps) = Va/ ker(py) — Vo, dh. hy o ¢y = idy, —¢1 0 hy.
Setzen wir nun hy zu einer linearen Abbildung ks : Vs — V; fort, dann gilt die
gewiinschte Relation hy o w9 = idy, —p1 0 hy.

[.3.6. BEMERKUNG. Ist V; 25 V, 25 V; eine exakte Sequenz linearer Abbil-
dungen und W ein weiterer Vektorraum, dann ist auch die Sequenz

VoW L8 oo w £28W e w (L.8)

exakt. Es gilt ndmlich (¢ ® idy) o (1 ® idw) = (p2 0 1) ®idy = 0®idy = 0,
also img(y; ® idw) C ker(ps ® idy ). Fiir die umgekehrte Inklusion wéhlen wir
lineare Abbildungen Ay : Vo — Vi und hy : V3 — V5 mit idy, = @1 0 hy + ho 0 g,
sieche Bemerkung Tensorieren mit W liefert lineare Abbildungen h; ® idyy :
VoW — Vi@ W und hy @idy : Va3 @ W — Vo @ W und diese erfiillen

idv2®W = id\/2 ®Kidy = (S01 ohy+ hoo (pg) ® idy
Aus Bemerkung folgt daher, dass (L) exakt ist.
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1.3.7. BEMERKUNG. Ist V; 25 Vi, 25 V; eine exakte Sequenz linearer Abbil-
dungen, dann ist auch die duale Seqeunz

vy oy (L9)
exakt. Dabei bezeichnen V; = L(V;,R) die Dualrdume und ¢/ die dualen Abbil-
dungen. Zunichst gilt ndmlich ¢} o ¥y = (p2 0 1) = 0, also img(ph) C ker(¢}).
Um auch die umgekehrte Inklusion img(ph) O ker(y]) einzusehen, wéhlen wir
lineare Abbildungen Ay : Vo — Vi und hy : V3 — V5 mit idy, = @1 0 hy + hg 0 @9,
sieche Bemerkung [[3.5 Dualisieren liefert lineare Abbildungen b} : V{ — VJ und
Wy o V§ — V§ mit idyy; = idy, = (p1 0 hy 4+ hy 0 @3)' = h o @} + ¢ o hiy, aus
Bemerkung folgt daher, dass ([L9) exakt ist.

1.3.8. LEMMA (Fiinferlemma). Es sei

W, U1 W, P2 W 3 W, Pa W,

o o e o

Vi—= VsV Ly, 2

ein kommutatives Dz’agmmnﬂ linearer Abbildungen mit exakten Zeilen. Sind in
dieser Situation \i, \o, Ay und A5 Isomorphismen, dann ist auch A3 ein Isomor-
phismus.

BEwEIS. Wir zeigen zunéchst, dass A3 injektiv ist. Sei dazu vs € V3 mit
Azvg = 0. Es folg A\ypsv3 = Y3 303 = 0, also p3v3 = 0 aufgrund der Injektivitat
von A\s. Wegen der Exaktheit bei V5 existiert also vy € V4 mit @povy = v3. Es
folgt Wodove = A3povs = A3u3 = 0, wegen der Exaktheit bei W, finden wir daher
wy; € Wi mit Yiw; = Ay, Da Ay surjektiv ist existiert vy € Vi mit \jv; = wy.
Wir erhalten Aypiv7 = Y1 \jv; = Yiw; = A, also p1v; = vy aufgrund der
Injektivitat von Ay. Dies impliziert nun v3 = povy = @op1v1 = 0, denn o0 = 0
wegen der Exaktheit bei V5. Also ist A3 injektiv.

Es bleibt noch die Surjektivitdt von A3 zu zeigen. Sei dazu wz € W3. Da A\
surjektiv ist, existiert vy, € Vj mit Ysws = Avy. Es folgt Aspqvy = Yy\vg =
PaP3ws = 0, denn 4 o Y3 = 0 wegen der Exaktheit bei Wj. Da A5 injektiv ist,
schlieflen wir ¢4v4 = 0. Aufgrund der Exaktheit bei V} existiert daher v3 € V3 mit
Y3V3 = Vyg. Wir erhalten nun ’ng (’LUg — )\3’113) = ’l/)gwg — )\4(,03’113 = )\41)4 — )\4’U4 = 0.
Wegen der Exaktheit bei W3 existiert daher wy € Wy mit 1ows = ws — Azv3. Da
Ao surjektiv ist, finden wir vy € V4 mit Agvg = wy. Es folgt nun A3(vs + pav9) =
A3U3 + Yo Aots = A3U3 + Yewse = ws. Daher ist A3 auch surjektiv, und der Beweis
vollstandig. U

1.3.9. BEMERKUNG. Ist 0 — V; = V4 5 V3 — 0 eine kurze exakte Sequenz

~Y

linearer Abbildungen, dann gilt V5 = V; @& V3 und daher insbesondere dim V, =

IDh. 4 0 A\ = i1 0 ¢ fiir i = 1,2,3,4.
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dim V7 + dim V5. Wegen der Surjektivitdt von 7 existiert nédmlich eine lineare
Abbildung o : V3 — V5 mit 7o o = idy;, und wir erhalten eine lineare Abbildung
t+o:Vi® Vs — Va, (v1,v3) — g + ovs. Offenbar kommutiert das Diagramm

TH—U

0—=V——V,———= 13 ——>0
wobei 4 : ‘/1 - ‘/1 S ‘/?n z.(Ul) = ('Ul,O) und p: ‘/1 D ‘/E’) - ‘/E’n p(vlavi’)) ‘= Us. Be-
achte, dass in diesem Diagramm auch die zweite Zeile exakt ist, nach Lemma [[3.§
ist also ¢ 4+ o der gesuchte Isomorphismus.

1.3.10. BEMERKUNG. Es sei V; = Vi 5 V; eine exakte Sequenz linearer Ab-
bildungen. Sind in dieser Situation V; und V3 endlich dimensional, dann ist auch
Va endlich dimensional. Dies folgt aus Bemerkung L33, denn 0 — V;/ker(1) =

Vo 5 img(7) — 0 ist eine kurze exakte Sequenz.

Unter einem Kokettenkomplex €2* verstehen wir eine Familie von Vektorrdum-
en Q9 ¢ € 7, zusammen mit linearen Abbildungen d? : Q¢ — Q! sodass
d?1 od? = 0, fiir alle ¢q. Das an dieser Stelle wichtigeste Beispiel ist der de Rham
Komplex einer glatten Mannigfaltigkeit M, dh. Q*(M) mit der duBeren Ablei-
tung, wir werden spéter aber auch einige Variationen davon betrachten. Jedem
Kokettenkomplex kénnen wir seine Kohomologie H4(2) = ker(d?)/img(d?™!) zu-
ordnen. Fiir den de Rham Komplex Q*(M) erhalten wir natiirlich die de Rham
Kohomologie H*(M).

Unter einer Komplexabbildung ¢ : Q* — Q* zwischen Kokettenkompelxen Q*
und Q* verstehen wir eine Familie linearer Abbildungen ¢? : Q7 — Q1 q €7,
sodass 9™t o d? = d? o 4, fiir alle ¢q. Jede solche Komplexabbildung induziert
lineare Abbildungen in der Kohomologie, ¢ : H1(Q2) — HI(Q). Ist f : M — N
glatt, dann liefert der Pullback von Differentialformen eine Komplexabbildung
f*: Q5(N) — Qf(M), die induzierten Abbildungen in der Kohomologie sind
genau die in Abschnitt [Tl behandelten.

Unter einer kurzen exakten Sequenz von Kokettenkomplexen verstehen wir eine

Sequenz von Komplexabbildungen 0 — €} - Q5 = Qf — 0, sodass 0 — Qf 5
Q3 5 Q% — 0 fiir jedes g exakt ist.

1.3.11. SATZ. Ist 0 — QFf = Q3 5 Qf — 0 eine kurze evakte Sequenz von Ko-
kettenkomplexen, dann existiert eine natiirliche lange exakte Sequenz der Form

S5 HTY Q) D HI(Q) S HI(Q) D HI(Q) S HITH Q) S -
Die lineare Abbildung O wird dabei als Einhéingungshomomorphismus bezeichnet.

BEWEIS. Wir beginnen mit der Exaktheit bei H9(€);). Nach Voraussetzung
ist mor=0:Qf — Qi fiir die induzierten Abbildungen in der Kohomologie gilt



14 I. DE RHAM KOHOMOLOGIE

daher ebenfalls Tov=0: H1(Qy) — H9(Q3), dh.

img (H (1) = HI()) C ker(HI(Q) = HY(Q3)). (1.10)
Um auch die umgekehrte Inklusion
img(HY(Q) = HI(Q)) D ker(HI(Q) = HY(Q;3)) (I.11)

einzusehen, sei nun [a] € H1(s), o € Q3. do = 0, sodass 7m([a]) = 0. Es existiert
daher 8 € Q™' mit 7a = dB. Da m : Q7" — QI surjektiv ist, existiert
v € Q4! mit 7y = 4. Es folgt nun 7(a — dy) = 7o — dry = 7o — dff = 0,
dh. o — dy € ker(Q5 5 Q4). Nach Voraussetzung existiert daher § € Qf mit
10 = o — dy. Es folgt vdd = did = d(a — dy) = 0, und wegen der Injektivitét
von QT L QI also d§ = 0, dh. § reprisentiert eine Kohomologieklasse [0] €
H%()y). Nach Konstruktion gilt ¢([0]) = [td] = [ — d7y] = [a], also liegt [a] im
Bild von H();) = H9(y), womit ([TI) gezeigt wire. Zusammen besagen ([LI0)
und ([LTT), dass die lange Sequenz bei H9();) exakt ist.

Widmen wir uns nun der Konstruktion des Einhdngungshomomorphismus
0 H1(Q3) — HIT(Qy). Sei also a = [a] € HI(Q3), a € 4, da = 0. Da Qf 5 Q4
surjektiv ist, finden wir § € QF mit 78 = «. Es folgt wdf = dnff = da = 0, also
df € ker(Q4™ 5 Q4tY). Nach Voraussetzung existiert daher v € QI mit 1y =
dB. Es folgt tdy = diy = dd = 0 und wegen der Injektivitit von QI? L QIF?
also dy = 0. Wir zeigen nun, dass die von ~y repréasentierte Kohomologieklasse
[v] € H7™(€2;) unabhiingig von der Wahl von «, # und + ist, und wir daher den
Einhdngungshomomorphismus durch da := [y] definieren konnen. Seien dazu
a=1[a,aecQdi=008¢cQ n=aud?y e Q" 5 = df andere
solche Wahlen. Da [d] = a = [a], existiert § € Q4" mit & = o + dd. Aufgrund
der Surjektivitit von Q4" 5 Q" finden wir ¢ € Q47" mit 7 = §. Es folgt
mde = dme = dé = &—a = w3—nf3, also liegt f—B—de im Kern von Q4 5 Q. Es
existiert daher n € Qf mit 1 = B—B—de. Es folgt vdn = dinp = dB—df = vy =y,
und wegen der Injektivitit von Qf < Q4 erhalten wir daraus dn = 7 — ~. Daher
gilt [7] = [7] € H1 (), der Einhdngungshomomorphismus 9 ist also durch
da := [y] wohldefiniert. Es ldsst sich nun auch leicht zeigen, dass O linear ist,
siche Aufgabe [[4l

Kommen wir nun zur Exaktheit bei H?(23). Die Inklusion

img (H9() = HI()) C ker(H(Q23) & HI()) (L12)
folgt sofort aus der Definition von 0. Um auch die umgekehrte Inklusion
img (H9(2) & HI()) D ker(HY(Q3) & HITY(Q)) (1.13)

einzusehen, sei nun [a] € HI(Q3), a € O3, da = 0, sodass 9([a]) = 0. Nach
Definition des Einhdngungshomomorphismus 0 existieren daher 5 € Q3 ~ € Q‘{H
und 6 € Qf, sodass 70 = «, vy = df und v = dd. Es folgt d(3 — 10) = df — 1dd =
df — vy = 0, also reprisentiert § — 19 eine Kohomologieklasse [ — 0] € H1(2y).
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Nach Konstruktion gilt 7(8 — t§) = 78 — md0 = «, also liegt [a] im Bild von
v HY(Qy) — HI(Q3). Dies zeigt (LI3)). Zusammen besagen ([[I12) und (LI3),
dass die lange Sequenz bei H7(€)3) exakt ist.

Es bleibt noch die Exaktheit bei H9(€);) zu zeigen. Die Inklusion
img(HT(2s) & HI(Qy)) C ker(HI(y) - HI(2y)) (1.14)

folgt sofort aus der Definition des Einhéngungshomomorphismus 0. Um die um-
gekehrte Inkusion

img(HT () & HI(Qy)) D ker(HI(y) - HI(2)) (L15)

einzusehen, sei nun (o] € H1(), a € Qf, da = 0, sodass «([a]) =0 € HY(y).
Es existiert daher § € Qg_l mit ta = df. Es folgt dnf = nd = ma = 0, also
repriisentiert 73 eine Kohomologieklasse [73] € HY71()3). Nach Konstruktion
gilt d([73]) = [a], also liegt [a] im Bild von 8 : H71(Q3) — H9(£2;). Dies zeigt
die Inklusion (LTH)). Zusammen besagen ([L14)) und ([LI3), dass die lange Sequenz
bei H();) exakt ist. Damit ist der Beweis vollstindig. O

1.3.12. SaTz (Mayer—Vietoris Sequenz). Es sei M = U UV eine glatte Man-
nigfaltigkeit, U,V C M offen. Dann existiert eine natiirliche lange exakte Sequenz

o HOM) Y gy @ Be(v) 2 g av) S BV M) -

wobei ty : U — M, 1y -V - M, ju : UNV = U und jy : UNV — V die
kanonischen Inklusionen bezeichnen. Die lineare Abbildung O wird Einhdngungs-
homomorphismus genannt. Ist A € C*°(M) mit supp(A) C U, supp(l =) CV
und o € QU NV) geschlossen, dann ldsst sich d\ A\ o durch Null zu einer
geschlossene (q + 1)-Form auf M fortsetzen, und es gilt O[a] = —[d\ A a.

BEwWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass die Sequenz

0 — QM) Y22, i)y @ (V) L i vy -0 (L16)

exakt ist, fiir jedes ¢. Die Exaktheit bei Q4(M) ist offensichtlich, ist namlich
a € QM) und ;o = 0 = ¢}, v, dann verschwindet « auf den offenen Teilmengen
U und V, und da M = U UV, folgt a = 0. Dies zeigt, dass die Abbldung (¢}, ¢{,)
injektiv, die Sequenz ([LI6) daher bei Q9(M) exakt ist. Fiir o« € Q(M) gilt weiters

G = 30) (e, 0 )(@) = o = 3y ) (e, iy av))
= jipe — jutya = (wwoju)a— (wvojy)a=0,
denn vy o jy = vy o jy. Dies zeigt img((cf7, ¢j,)) € ker(ji; — ji). Fiir die Exaktheit
bei Q(U) @ Q4(V) bleibt daher noch ker(jj; — ji) C img((¢f;,¢})) zu zeigen.
Seien dazu oy € QI(U) und o € QI(V) mit jja = jia. Diese Gleichung
besagt genau, dass die beiden Formen ay und ay auf dem Durchschnitt ihrer
Definitionsgebiete U N V' iibereinstimmen. Zusammen definieren sie daher eine
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glatte Form o € Q9(M) fur die offensichtlich (¢f;, ¢5)(a) = (¢, tha) = (a, o)
gilt. Folglich ist sie Sequenz (LI6) auch bei Q4(U) & Q4(V) exakt.

Der interssante Punkt ist nun die Exaktheit bei Q4(U N V), dh. die Sur-
jektivitdt der Abbildung j;; — 7. Um diese einzusehen, wéhlen wir eine der
Uberdeckung M = U UV untergeordnete Partition der Eins Ay 4+ Ay = 1,
Av, Ay € C®(M), supp(Ay) € U, supp(Ay) C V, siehe [3, Abschnitt 2.6]. Sei nun
a € QU NV). Dann ist Ay« € Qq(U N V) und supp()\va) C V. Die Form Ay«
148t sich daher (durch Null) zu einer ¢-Form auf U ausdehnen, wir bezeichnen
diese Ausdehnung mit ay € Q4(U), nach Konstruktion gilt daher jjay = Aya.
Analog lasst sich A\pa € QI(U N'V) zu einer Form ay € Q4(V) ausdehnen, fiir
die daher jj,ay = A\pa gilt. Setzen wir = (ay, —ay) € QIUU) & Q4(V), so gilt
(35 — Jv)B = jhau — ju(—ar) = Ava + Apa = «, folglich ist jj; — ji surjektiv,
die Sequenz ([LIA) daher exakt. Aus Satz L3311l erhalten wir nun die Existenz der
langen exakten Sequenz. Fiir geschlossenes « gilt weiters df = (day, —day) =
(dA\y N o, —dA\y N ) = (15, 13)(—dA\y A @), denn dA\y + dA\y = d1 = 0. Nach
Definition des Einhingungshomomorphismus, siche Beweis von Satz [[317], gilt
daher d[a] = —[dA\y A af. O

[.3.13. KOROLLAR. FEs sei M = UUV eine glatte Mannigfaltigkeit, U,V C M
offen. Haben U, V und UNV endlich dimensionale de Rham Kohomologie, dann
hat auch M endlich dimensionale de Rham Kohomologie und es gilt die Relation

X(M) = x(U) +x(V) =x(UnNV).

BEWEIS. Betrachten wir folgendes Stiick der exakten Mayer—Vietoris Sequenz

aus Satz [312 HTY(UNV) 2 HY(M) — HY(U) @ H%(V), so sehen wir, dass
H9(M) endlich dimensional ist, siche Bemerkung [L3.10, denn nach Voraussetzung
sind HY(UNV), HY(U) und H(V) endlich dimensional. Aus Bemerkung

erhalten wir nun

0= Z(— )? dim H(M) =y " (=1)¢ dim(H*(U) & H'(V))

q

+Z 1)?dim HY(U V)

=D = 3 UC)R) = SR + DY)

q q
= X(M) —x(U) =x(V) +x(UnV),
was zur gewiinschten Gleichung dquivalent ist. U

[.3.14. BEispiEL. Fiir die Euler Charakteristik der Sphéren gilt
x(S") =1+ (-1)". (1.17)

Der Fall n = 0 ist trivial, vgl. Beispiel Sei nun n > 1. Betrachte die offenen
Teilmengen U := S™ \ {N} und V := S\ {—N}, wobei N := (0,...,0,1) € S™.
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Offensichtlich gilt S™ = U UV. Nach Beispiel sind U und V' kontrahierbar,
und die kanonische Inklusion S" ! — U NV ist eine Homotopieiiquivalenz. Es
gilt daher x(U) =1 = x(V) und x(UNV) = x(S"!). Aus Korollar [L3.T3 folgt
somit x(S™) =2 — x(S™!) und mittels Induktion dann (LI7).

[.3.15. BEISPIEL. Fiir die Euler Charakteristik der reellen projektiven Raume
gilt
X(RP™) = 1(1+ (=1)") = 3 x(5™). (1.18)
Der Fall n = 0 ist trivial, denn RP? ist einpunktig, also y(RP") = 1. Sei
nun n > 1. Nach Beispiel [L2.17 existieren offene Teilmengen U,V C RP" mit
RP" = U UV, U kontrahierbar, V ~ RP"™ und U NV ~ S"~'. Es gilt somit
x(U) = 1und x(V) = x(RP" ") und x(UNV) = 1+(—1)""!, siehe Beispiel 314
Aus Korollar erhalten wir nun x(RP") = x(RP" ")+ (—1)" und mittels In-
duktion dann ([CI8). Insbesondere sind RP*" und S2" nicht homotopiediquivalent
und daher auch nicht diffeomorph.

[.3.16. BEISPIEL. Fiir die Euler Charakteristik der komplexen projektiven
Réume gilt
X(CP") =n+ 1. (I.19)
Der Fall n = 0 ist trivial, denn CP° ist einpunktig, also y(CP?) = 1. Sei
nun n > 1. Nach Beispiel existieren offene Teilmengen U,V C CP" mit
CP" = U UV, U kontrahierbar, V ~ CP" ' und UNV =~ S$?"'. Es gilt somit
x(U) = 1und x(V) = x(CP" ') und x(UNV) = 0, sieche Beispiel 14 Aus Ko-
rollar erhalten wir nun x(CP") = x(CP"™') + 1, und induktiv dann (CT9).
Insbesondere sind also CP™ und S?" nicht homotopiedquivalent, und daher auch
nicht diffeomorph, n > 2.

1.3.17. BEISPIEL. Fiir die Euler Charakteristik des Torus gilt x(7?) = 0. Sei
dazu N € S' und betrachte U := S* x (S*\ {N}) sowie V := S x (S*\ {=N}).
Dann gilt 72 =2 S' x S' = U UV, U ~ S' ~V, UNV ~ S US!, also
X(U)=0=x(V) und x(UNV) = 0 nach Beispiel [[3.14l Mittels Korollar
erhalten wir x(7?) = 0. Insbesondere sind S? und 77 nicht homotopiedquivalent
und daher nicht diffeomorph.

[.3.18. SATZ. Fiir die de Rham Kohomologie der Sphdre S™, n > 1, gilt

Ho(S) = R falls ¢ =0 oder ¢ =n, und
|0 andernfalls.

Fiir die 0-dimensionale Sphire S° = {—1,1} st H°(S°) =2 R? und H(SY) =
falls ¢ # 0. Insbesondere erhalten wir (erneut) x(S™) =1+ (=1)", n > 0.

BEWEIS. Der Fall n = 0 ist trivial, vgl. Bemerkung [LTA Sei also 0.B.d.A.
n > 1. Setze N :=(0,...,0,1) € S*, U := S\ {N} und V := S\ {—N}. Dann
gilt offensichtlich S = U U V. Nach Beispiel [2ZT8 sind U und V kontrahierbar,
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und die Inklusion S"~! — U NV ist eine Homotopiedquivalez. Wir betrachten
nun folgendes Stiick der Mayer—Vietoris Sequenz aus Satz [L3.12%

HNU) @ HNV) = HY U N V) S HY(SY) — HY(U) @ HY(V)

qufl(Sn—l)
Da HY(U) = 0= HY(V) fur ¢ # 0, erhalten wir aus der Exaktheit dieser Sequenz
HY(S™) = HT (S 1), q#0,1. (1.20)

Aufgrund des Zusammenhangs von S™, gilt weiters
H°(S™) = R. (I1.21)

Um auch die erste Kohomologie zu berechnen betrachten wir den Beginn der
Mayer—Vietoris Sequenz:

0— H(S™) — H(U) @ H(V) —» HY(UNV) S HY(S") — HY(U) & H'(V)
R/—/ - ~ - - ~ - - ~ -
~R ~R2 EHO(Snfl) =0

Mittels Bemerkung folgt b*(S™) = b°(S™~1) — 1, also

R fiirn=1, und

(1.22)
0 andernfalls.

H'(S™) = {
Aus ([20), (C2T) und ([22) ldsst sich die Kohomologie von S™ nun mittels In-
duktion nach n bestimmen. O

1.3.19. BEMERKUNG. Nach Satz ist also jede geschlossene Form o €
Q7(S™), 0 < g < n, auch exakt. Fiir n > 1 ist H"(S™) eindimensional, also liefert
das Integral einen Isomorphismus [, : H*(S") = R, siehe auch Bemerkung [Tl
Eine Form o € Q"(S™), n > 1, ist daher genau dann exakt, wenn | gn = 0.

1.3.20. BEISPIEL. Da die kanonische Inklusion S"~! — R™\ {0}, n > 1, eine
Homotopiedquivalenz ist, sieche Beispiel [[2Z15, gilt HY(R™ \ {0}) = HI(S" 1)
fiir alle ¢. Nach Satz ist daher jede geschlossene Form a € Q¢(R" \ {0}),
q # 0,n — 1, auch exakt. Eine geschlossene Form o € Q"7 1(R" \ {0}), n > 2, ist
genau dann exakt, wenn |, g1 = 0.

1.3.21. BEISPIEL. Betrachte R* \ R* = (R"*\ {0}) x R¥, 0 < k < n — 2.
Da die Inklusion S"~*~! — R"=*\ {0} — R" \ R* eine Homotopieiiquivalenz ist,
siehe Beispiele L2158 und L2, folgt aus Satz [3.18

R fallsgq=0oderg=n—k—1, und
0 andernfalls.

HI(R™ \ R¥) = {

Jede geschlossene Form o € Q¢(R™ \ R¥), ¢ # 0,n — k — 1, ist daher exakt. Eine
Form o € Q" *~1(R™ \ R¥) ist genau dann exakt, wenn [, ., o = 0.
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1.3.22. SATZ. Fiir die Kohomologie des reellen projektiven Raums gilt, n > 0,

R falls q =0,
HYRP") = <R falls g = n ungerade,
0 andernfalls.

BEwEIS. Wir werden unten zeigen, dass die von der kanonischen Projektion
p: 8™ — RP" induzierte Abbildung
p*: HY(RP") — HI(S™) (1.23)
injektiv ist, fiir jedes ¢. Zusammen mit Satz folgt HZ(RP™) = 0 fiir alle
q # 0,n. Da RP" zusammenhingend ist gilt weiters H°(RP") = R. Aus diesen
Uberlegungen erhalten wir auch y(RP™) = 1 + (—1)""(RP"). Zusammen mit
X(RP") = 1(1 + (=1)"), siehe Beispiel [L315, folgt nun b"(RP") = 0 falls n
gerade, und b"(RP") = 1, falls n ungerade ist.
Es bleibt daher die Injektivitit von ([[23)) zu zeigen. Sei dazu [«] € H?(RP")
im Kern von p*. Es existiert daher 3 € Q¢71(S™) mit p*a = dB. Es bezeichne
A: 5" — S, A(z) := —z, die Antipodalabbildung. Auch die Form 3 := (8 +
AB) € Q1S erfiillt dB = p*a, denn df = L(dB+ A*dB) = L(p*a+ A'p*a) =
%(p*a + p*a) = p*a, wobei wir po A = p verwendet haben. Fiir diese Form 3
gilt jedoch weiters A*3 = (3, denn mittels A o A = idgn erhalten wir A*F =
LA*B+ (Ao A)*B) = £(A*3 + B) = 3. Da p ein lokaler Diffeomorphismus ist,
und weil A*3 = 3, existiert v € QI7}(RP") mit p*y = 3, also p*dy = p*a. Es
folgt dy = a, denn p* : QI(RP"™) — Q4(S™) ist injektiv, wieder weil p ein lokaler
Diffeomorphismus ist. Dies zeigt, dass die Abbildung p* : HI(RP") — H9(S™)
trivialen Kern hat und somit injektiv ist. U

1.3.23. SATZ. Fiir die de Rham Kohomologie des komplexen projektiven Raums
CP", n >0, gilt

R falls q=0,2,4,...,2n, und
0 andernfalls.

H*(CP") = {

Insbesondere folgt x(CP™) = n + 1. Zudem induziert die kanonische Inklusion
CP"' — CP", n > 1, Isomorphismen HY(CP™) = HI(CP"™1) fir alle ¢ # 2n.

BEWEIS. Der Fall n = 0 ist trivial, denn CP? ist einpunktig. Sei also 0.B.d.A.
n > 1. Da CP" zusammenhéingend ist, induziert die Inklusion offensichtlich
einen Isomorphismus H°(CP") = H°(CP" '), vgl. Bemerkung [LT4 Es sei nun
N:=[0:---:0:1 € CP", U := CP"\ CP" ! und V := CP"\ {N}. Nach
Beispiel gilt CP" = U UV, U ist kontrahierbar, U NV ~ S$?"~1 und die
kanonische Inklusion CP"™' — V ist eine Homotopiedquivalenz. Wir betrachten
nun folgendes Stiick der Mayer—Vietoris Sequenz aus Satz [[312 1 < g # 2n:

o unv) % qgycer) S HU(U) @ HY(V) S H(UNV)
—_—— —— = —_——

qufl(Sanl) =0 %Hq((CP"71) qu(Sanl)
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Mittels Satz sehen wir, dass die Abbildung ganz rechts stets verschwindet,
denn aus Dimensionsgriinden gilt H?*~*(CP"™ ') = 0, vgl. Bemerkung T3 Aber
auch der Einh&ngungshomomorphismus ganz links verschwindet. Fiir 1 < ¢ folgt
dies wieder aus Satz [[3I8 und im Fall ¢ = 1 aus der Surjektivitit von H°(U) @
H°(V) — H°(UNV) und der Exaktheit der Mayer—Vietoris Sequenz bei H°(U N
V). Aus der Exaktheit obiger Sequenz schlieflen wir daher, dass der mittlere Pfeil
ein Isomorphismus ist, 1 < ¢ # 2n. Zusammenfassend haben wir also gezeigt,
dass die Inklusion CP"~! — CP" Isomorphismen

HY(CP"™) = HY(CP"™ 1), q # 2n, (1.24)

induziert. Um auch H?"(CP") zu berechnen, betrachten wir folgendes Stiick der
Mayer—Vietoris Sequenz:

H> Y(U) & H*7\(V) — H*7'(UNV) & B> (CP") — H*(U) & H*(V)

7 7

Vv Vv Vv
=0 EHanl(Sanl)gR =0

Dabei ist wieder aus Dimensionsgriinden H?*~1(V) = H?>"~}(CP""!) = 0 und
H>™(V) =2 H?>(CP"') = 0. Aus der Exaktheit obiger Sequenz erhalten wir
somit H?"(CP") = R. Zusammen mit ([24)) erlaubt dies nun die Kohomologie
von CP" mittels Induktion nach n zu bestimmen. O

1.3.24. DEFINITION (Gute Uberdeckung). Eine offene Uberdeckung U einer
glatten Mannigfaltigkeit wird gut genannt, falls jeder nicht-leere endliche Durch-
schnitt Uy N--- N Uy, U; € U, diffeomorph zu R™ ist, vgl. [1, Chapter 18§5].

Jede glatte Mannigfaltigkeit besitzt gute Uberdeckungen, mit Hilfe der Geo-
metrie von Geodéiten werden wir spéter folgendes Resultat zeigen.

[.3.25. SATZ (Existegz guter Uberdeckungen). Ist M eine glatte Mannigfaltig-
keit und V eine offene Uberdeckung von M, dann existiert eine gute Verfeinerung

U von V, dh. U ist eine gute Uberdeckung von M und zu jedem U € U existiert
VeVmitUCV.

~ 1.3.26. KOROLLAR. Besitzt eine glatte Mannigfaltigkeit eine endliche gute
Uberdeckung, dann hat sie endlich dimensionale Kohomologie. Insbesondere ha-
ben geschlossene Mannigfaltigkeiten stets endlich dimensionale Kohomologie.

BEWEIS. Sei also U = {U,...,U,} eine endliche gute Uberdeckung einer
glatten Mannigfaltigkeit M. Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach m.
Der Induktionsbeginn m = 0 ist trivial. Fiir den Induktionsschritt sei nun m > 1,
U:=U,U---UU,_; und V := U,,. Nach Korollar hat V = R" endlich
dimensionale Kohomologie. Da {Uj,...,U,_1} eine gute Uberdeckung von U
bildet, hat U nach Induktionsvoraussetzung endlich dimensionale Kohomologie.
SchlieBlich ist {U1NU,, .. ., Upm—1NUy, } eine gute Uberdeckung von UNV also hat
auch U NV endlich dimensionale Kohomologie, wieder aufgrund der Induktions-
voraussetzung. Betrachten wir nun die mit M = U UV assozierte Mayer—Vietoris
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Sequenz HI"' (U N'V) 2, HY(M) — HYU) @& HY(V), so sehen wir, dass auch
M endlich dimensionale Kohomologie hat, vgl. Bemerkung Dies zeigt den
ersten Teil des Korollars. Aus Satz[[3.28 folgt sofort, dass jede geschlossene Man-
nigfaltigkeit eine endliche gute Uberdeckung besitzt, der zweite Teil des Korollars
ist daher eine Konsequenz des ersten. O

I.4. Kiinneth Theorem. Wir wollen in diesem Abschnitt die de Rham Ko-
homologie eines Produktes glatter Mannigfaltigkeiten H*(M x N) bestimmen,
siche Satz[[4J] unten. Wir bezeichnen dazu die beiden kanonischen Projektionen
mit p; : M X N — M und py : M x N — N. Fiir jedes p und ¢ erhalten wir eine
lineare Abbildung

K2y - HY(M) @ HY(N) — H™ (M x N), K}y (a @ b) = pla A pib,
und dann, fiir jedes k, eine lineare Abbildung
Kf y: €D H(M)® HY(N) — H*(M x N), Kfy= > Kil,. (1.25)
p+q=k pt+qg=k

[.4.1. SATZ (Kiinneth Theorem). Sind M und N zwei glatte Mannigfaltigkei-
ten und hat eine von beiden endlich dimensionale Kohomologie, dann ist ([L20)
ein Isomorphismus, dh. fir jedes k gilt

HYM x N)= @ HP(M) @ HY(N).
p+g=k

Wir beginnen den Beweis dieses Satzes mit einigen Lemmata.

[.4.2. LEMMA (Der Fall M = R™). Fir jede glatte Mannigfaltigkeit N und
jedes k ist K.  ein Isomorphismus, siehe (L23).

BEWEIS. Da R™ kontrahierbar ist, gilt H°(R") = R und HY(R") = 0 fiir
q # 0, folglich P, ., H'(R") @ HY(N) = HY(N). Unter dieser Identifikation
wird die Kiinneth Abbildung K. y zu p3 : H*(N) — H¥(R™ x N) und ist daher
ein Isomorphismus, siehe Beispiel [[2ZZ9. O

[.4.3. LEMMA (Natiirlichkeit). Ist f : W — M glatt und N eine weitere glatte
Mannigfaltigkeit, dann kommutiert folgendes Diagramm fir alle p und q:

f*®idga(n)

HP(M) ® HI(N) HP(W)® HY(N)

lKﬁ?N lK&?N
(fxidn)*
H" (M x N) HP (W x N)
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Bewers. Mittels ([3]), (L) und (LH) folgt fir a € HP(M) und b € HI(N),

(f xidy)* (Kfx(a®b)) = (f x idy)*(pia A p3d)

= ((f x idn)"pia) A ((f x idn)"p3b)

= (p1o(f xidn))*a A (p2o (f X idn))"b
= (fop1)"anpsd

=pifraApib= Kyiy(ffa®b),

denn py o (f xidy) = fop; und pyo (f x idy) = pe. O

[.4.4. LEMMA (Kompatibilitdt mit Einhdngungshomomorphismus). Sind M
und N zwei glatte Mannigfaltigkeiten, U,V C M offen und M = U UV, dann
kommutiert folgendes Diagramm fiir alle p und q:

8®iqu(N)

HP-Y(UNV)® HYN) H*(M)® HY(N)
lxznbm lK%

HP+=L(UNV) x N) HP*9(M x N)

Dabei bezeichnet O in der oberen Zeile den Einhdingungshomomorphismus der mit
M = UUYV assozierten Mayer—Vietoris Sequenz, und O in der unteren Zeile den
FEinhingungshomomorphismus der mit M x N = (U x N)U (V' x N) assozierten
Mayer—Vietoris Sequenz, siehe Satz[[L312.

BEWEIS. Seien a € QF"H (U N V) und 8 € QI(N) geschlossen. Wihle A €
C°(M) mit supp(A) € U und supp(l — \) € V. Nach Satz gilt daher
Jla] = —[dA\ N o] € HI(M) und somit

K3fn((0 @ idpan))([0] @ [8])) = =K}y ([dA A a] @ [6])
= —[pi(dA A ) ApsB) = —[dA Apia ApsB] (1.26)

wobei A := piA = Aop; € C(M x N). Da supp(A) € U x N und supp(1 — ) C
V x N gilt weiters

I(Kfrviv(la] @ [8]) = d([pia A paf]) = —[dA A pia A paf). (1.27)
Aus ([26) und ([27) folgt nun die Aussage des Lemmas. O

[.4.5. LEMMA (Mayer—Vietoris Argument). Es seien M und N zwei glatte
Mannigfaltigkeiten, U,V C M offen und M = U U V. Sind in dieser Situation
K n, Ky und Kfqy, y Isomorphismen fir jedes k, dann ist auch Kj; y fir
jedes k ein Isomorphismus, siche ([L23).
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BEWEIS. Berachte folgendes Diagramm:

HP~(U) ® HY(N) HP(U) ® HI(N)

15}
® — = HP-Y(UNV)®HI(N) —— HP(M) ® HI(N) —> @ — > HP(UNV)® HI(N)
HP~H(V) ® HI(N) HP(V) ® H(N)
lK%},NI"’@Kﬁ,Nm KGoviy LS N lK%’;‘,?\r@KWV Kt dv.n
HPTa—1(U x N) 5 HPT4(U x N)
® ——— HPTI-1((UNV) x N) ——— H*(M x N) @ —— HPTI((UNV) x N)
HPTI=L(V x N) HPT4(V x N)

Die untere Zeile ist ein Stiick der mit M x N = (U x N) U (V x N) assozier-
ten Mayer—Vietoris Sequenz und daher exakt, siehe Satz Die obere Zeile
entsteht aus der mit M = U UV assozierten Mayer—Vietoris Sequenz durch Ten-
sorieren mit HY(N), sie ist daher ebenfalls exakt, siche Bemerkung Nach
Lemma und Lemma [[Z4 kommutiert das Diagramm. Summieren iiber alle
p + q = k liefert daher ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen, siehe

Bemerkung [[37k
P HP(U) ® HI(N) P H?(U) © HU(N)
+g=k—1 +q=k
pra & PHUNV)RHIN) _° _ @HP(M)® H(N) pra & PHP(UNV)® HYN)
@Hp ) ® H(N) p+q=k—1 p+q k @Hp ) ® HI(N) pt+q=k
pt+q=k—1 p+q=k
:lK{j’A}@K"j’A} = | Kfnyn i N :lKBYNG)K‘k/YN e | Kfnyn
HF=1(U x N) o HF(U x N)
® HF'((UNV)x N) ————— HF(M x N) —— ® HR((UNV)x N)
HF=1(V x N) HF(V x N)

Nach Voraussetzung sind die vier &ufleren vertikalen Pfeile Isomorphismen. Aus
dem Fiinferlemma [L3.8 folgt nun, dass auch der mittlere vertikale Pfeil ein Iso-
morphismus ist. O

1.4.6. LEMMA (Der Fall M besitzt endliche gute Uberdeckung). Sind M und
N zwei glatte Manigfaltigkeiten und besitzt M eine endliche gute Uberdeckung,
dann ist Ky, v fir jedes k ein Isomorphismus, siehe (L23).

BEWEIS. Sei also U = {U),...,U,} eine endliche gute Uberdeckung von M.
Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach m. Der Fall m = 0 ist trivial.
Fiir den Induktionsschritt sei nun m > 1, U :=U; U---UU,,_; und V := U,,.
Offensichtlich gilt M = U U V. Nach Lemma ist Ky ein Isomorphismus,
fiir jedes k. Da {Uy,...,Un_1} eine gute Uberdeckung von U bildet, ist nach In-
duktionsvoraussetzung K7 y ein Isomorphismus, fiir jedes k. SchlieBlich ist auch
{U,NU,,...,Upn1NUy} eine gute Uberdeckung von U NV, nach Induktions-
voraussetzung daher Kpjy v ein Isomorphismus, fiir jedes k. Aus Lemma 45
folgt nun, dass auch K JI‘Q ~ €in Isomorphismus ist, fiir jedes k. O
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Damit ist der Beweis von Satz [[41] im Fall, dass einer der beiden Faktoren
kompakt ist bereits vollstandig, denn jede kompakte Mannigfaltigkeit besitzt nach
Satz eine endliche gute Uberdeckung. Fiir den allgemeinen Fall sind noch
zwei weitere Uberlegungen notwendig.

[.4.7. LEMMA (Disjunkte Vereinigung). Es sei M = | |, M; eine disjunkte
Vereinigung glatter Mannigfaltigkeiten, i aus einer beliebigen Indexmenge. Wei-
ters sei N eine glatte Mannigfaltigkeit mit endlich dimensionaler Kohomologie
und K&,’N sei ein Isomorphismus fir jedes i und k. Dann ist auch KJ’T/LN eimn
Isomorphismus fiir jedes k, siehe (L23).

BEWEIS. Nach Voraussetzung gilt auch M x N = | |.(M; x N). Betrachte nun
das offensichtlich kommutative Diagramm

K]If/IN
@p-{-q:ka(M)@Hq(N) : MXN)
oS- Hp(uz' Mi) ® HI(N) a* ( (M; x N))
Bpranltidi| = & | (i xidn)")i
Dy g=r (Hz Hp(Mi>) ® H(N) [T, H*(M; x N)
= =~ IL; szwi,N

Dy [1i (HP (M) @ HU(N)) [1; By gui (HP (M) @ HU(N))

[t g ILi (P (Mi) @ HU(N)) === [[; [ 1, g (HP (M) @ H(N))

wobei die beiden vertikalen Isomorphismen in der zweiten Zeile von den kano-
nischen Inklusionen ¢; : M; — M bzw. ¢; X idy : M; x N — M x N induziert
werden, vgl. Bemerkung [LT71 Nach Voraussetzung ist auch der mit [ [, K ]’f/h ~ be-
schriftete Pfeil rechts unten ein Isomorphismus. Auch der linke untere vertikale
Pfeil, die direkte Summe der kanonischen Abbildunge (T], H?(M;)) ® HY(N) —

IL (H (M;)®@H%(N)), ist ein Isomorphismus, da HY(N) endlich dimensional vor-
ausgesetzt wurde. Der Ubergang von direkten Summen zu Produkten im unteren
Teil des Diagramms ist zuléissig, da es nur endlich viele Paare (p, ¢) mit p,q > 0
und p+q = k gibt. Aus der Kommutativitiat des Diagramms folgt nun, dass auch
K J"\C/[ y €in Isomorphismus ist, fiir jedes k. U

[.4.8. LEMMA. Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit, dann ezistieren offene Teil-
mengen U,V C M mit M = UUYV, sodass U, V und U NV jeweils disjunkte
Vereinigungen offener Teilmengen sind, die jede eine endliche gute Uberdeckung
besitzen.
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BEwEIs. O.B.d.A. sei M # () und zusammenhéingend. Mittels Satz [3.29
liisst sich leicht eine lokal endliche gute Uberdeckung {Uy} e von M konstruie-
ren, sodass Uy # () und Uy kompakt ist fiir jedes A € A. Sei Ay € A. Wir setzen
Ao :={ )Xo}, Vo := U), und definieren induktiv

A]H_l::{)\GA‘U)\ﬁVk?é@} sowie Vk—l—l = U U)\.

)\EAkJrl

Offensichtlich gilt Ay C Ajyi. Weiters ist jedes Ay endlich und V}, kompakt. Um
dies einzusehen nehmen wir induktiv Vj, als kompakt an. Da die Uberdeckung
{U\} xea lokal endlich ist schneidet Vi nur endlich viele dieser Uberdeckungsmen—
gen Uy, also ist Ay, endlich und dann auch Vj.; kompakt, da die Uy kompakt
sind. SchlieBlich haben wir (J;- A = A. Betrachte dazu A’ := |J;—, Ay und
A" = A\ N, sowie V' := (J,cp Ux und V" := [J,cp» Ux. Als Vereinigungen offe-
ner Teilmengen sind V' und V" beide offen in M. Klarerweise gilt M = V' U V",
beachte aber auch V' N V” = (). Aus dem Zusammenhang von M folgt nun
V" =0, also A” = 0, und somit A = A" = J;—, Ay wie behauptet. Betrachte nun
die offenen Teilmengen

Wo := V. W= |J Uy k>1
AeA\AR 1

Nach Konstruktion besitzt also jedes W} eine endliche gute Uberdeckung. Beach-
te, dass auch Wy N W, eine endliche gute Uberdeckung besitzt, denn

wiowi=( U w)n( U w)= U L @nu,).

AEAR\AL—1 PEAR\AK—1 AEAR\Ag—1  pEM\A_1

Zudem gilt W, N W, = (), falls k + 2 < [, also haben wir disjunkte Vereinigungen

U= || W V= || W UﬁV:|j|Wk+1ﬂWk.

k gerade k ungerade k=0

Weiters ist M = U UV, also haben U und V' die gewiinschten Eigenschaften. [J

BEWEIS vON SATz [L41]l Wihle offene Teilmengen U,V C M wie in Lem-
ma[Z] Nach Lemma (26 und Lemma [Z A sind daher K v, Kf y und Ky v
Isomorphismen fiir jedes k. Aus Lemma folgt nun, dass auch K}, v ein Iso-
morphismus ist, fiir jedes k. Damit ist der Beweis von Satz [[41] vollstindig. [

[.4.9. KOROLLAR. Sind M und N zwei glatte Mannigfaltigkeiten mit endlich
dimensionaler Kohomologie, dann hat auch M x N endlich dimensionale Koho-
mologie und es gilt

X(M x N) = x(M) - x(N). (1.28)



26 I. DE RHAM KOHOMOLOGIE

BEWEIS. Nach Satz [[Zdlist H*(M x N) = D, H'(M) ® H(N), insbe-
sondere hat M x N endlich dimensionale Kohomologie. Fiir die Betti Zahlen von
M x N erhalten wir daraus

FMx N)= )" (M (1.29)

p+q=k

Fiir die Euler Charakteristik von M x N folgt nun

X(M x N) = (=1)}F(M x N) =) (-1 pr

=33 (M) - (—1)(N) = Z<—1>ibé<M> (—1)(N)
= (20 On) - (1)) = x(M) - x(N),
wie behauptet. 0

[.4.10. BEISPIEL. Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit mit endlich dimensionaler
Kohomologie, dann folgt aus Korollar [Z9 sofort x (M x S*) = 0, denn x(S') = 0.

[.4.11. BEMERKUNG. Die Voraussetzung in Satz [LZJ], dass eine der beiden
Faktoren endlich dimensionale Kohomologie hat ist tatsédchlich notwendig, fiir
die O-dimensionale Mannigfaltigkeit M := Z sind beispielsweise H°(M x M) und
H°(M) @ H°(M) nicht isomorph.

Hat M endlich dimensionale Kohomologie, dann wird
m(t) =D, bI(M)t

das Poincaré Polynom von M genannt. Beachte py(—1) = x(M), par(0) = 0°(M)
und py(1) = dim H*(M). Sind M und N zwei glatte Mannigfaltigkeiten mit
endlich dimensionaler Kohomologie, dann folgt aus ([29) wie im Beweis von

Korollar
puxn(t) = pu(t) - pn(t), (1.30)
vgl. Aufgabe Bl Setzen wir ¢ = —1 so erhalten wir ([28) zuriick.

[.4.12. BeispiEL. Nach Satz [L3.18 ist das Poincaré Polynom des Kreises
psi(t) = 1+ t. Fiir den Torus 7" = S* x --- x S! folgt mittels (L30) nun

pra(t) = psr(t)" = (1 +8)" = 2} (Z) e

und somit b(T™) = (7).

q
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1.4.13. BEISPIEL. Nach Satz gilt fiir das Poincaré Polynom der Sphére

psn(t) = 1+ ¢". Mit ([L30) erhalten wir

k

Dsr1x...x S™k (t) = H(l + tﬂz)

i=1
Folglich sind die Mannigfaltigkeiten S™ x --- x S™ und S™ X --- x S™ genau
dann homotopiedquivalent (diffeomorph) sind, wenn die Zahlen n; und m; bis auf
Umnummerierung iibereinstimmen.

[.4.14. BEISPIEL. Nach Satz gilt fiir das Poincaré Polynom des komple-
xen projektiven Raums pepr (t) = 1+ 2 +t4 + -+ 27 = (1 —¢2"1) /(1 —t). Mit
([C30) erhalten wir

k _ 2l
Pcpm ><m><(CP"k H
1—1¢

Es folgt nun, dass die Mannigfaltigkeiten (CP”1 -x CP" und CP™ x- .. xCP™
genau dann homotopiedquivalent (diffeomorph) Sind, wenn die Zahlen n; und m;
bis auf Umnummerierung iibereinstimmen.

In der Situation von Satz [[AT] gilt also H*(M x N) = H*(M) ® H*(N), dh.
die graduierte R-Algebra H*(M x N) ist in natiirlicher Weise zum Tensorprodukt
der graduierten R-Algebren H*(M) und H*(N) isomorph.

Ein Element aus a € H*(M) = @, H(M) wird homogen vom Grad q genannt
wenn es in H9(M) liegt, wir schreiben in diesem Fall |a| := ¢ fiir den Grad von
a. Ein Element von H*(M) wird homogen genannt, falls es homogen vom Grad ¢
fiir ein ¢ ist. Unter einer graduierten Basis von H*(M) verstehen wir eine Basis
aus homogenen Elementen. Sind M und N zwei glatte Mannigfaltigkeiten und
{ai}ier, bzw. {b;} e, graduierte Basen von H*(M) bzw. H*(N), dann folgt aus
Satz[L4T] dass {pja; Ap3b;} i j)erx, eine graduierte Basis von H*(M x N) bildet,
Ipa; A p3b;| = |ai| + |b;|, wobel wir wieder voraussetzen, dass einer der beiden
Faktoren endlich dimensionale Kohomologie hat.

1.4.15. BEISPIEL. Betrachte S"xS™, n,m > 1. Nach Satz[[LZTlund Satz[318§
existiert eine graduierte Basis {1,a,b,a A b} von H*(S™ x S™) und es gelten die
Relationen a Aa =0=0Ab.

[.4.16. BEMERKUNG. Ist M eine orientierte glatte m-Mannigfaltigkeit und
N eine orientierte glatte n-Mannigfaltigkeit, dann liefern die Tangentialabbil-
dungen der kanonischen Projektionen p; : M x N — M und py : M x N —
N lineare Isomorphismen T, , (M x N) = T,M x T,N. Wir versechen nun
Tey)(M x N) mit der Produktorientierung, dh. ist X,..., X,, eine positiv ori-
entierte Basis von T, M und Yi,...,Y, eine positiv orientierte Basis von T, N,
dann ist Xy,..., X, Y,...,Y], eine positiv orientierte Basis von T(, (M x N).
Dies definiert eine Orientierung von M x N, die als Produktorientierung bezeich-
net wird. Beachte, dass es hier auf die Reihenfolge der Faktoren ankommt, denn
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der Diffeomorphismus M x N = N x M ist i.A. nicht orientierungsbewahrend.
Beziiglich der Produktorientierung auf M x N gilt nun folgende Version des Satzes
von Fubini, vgl. Aufgabe 1],

LMTMP;/@:/M“'/N@ a € QMM), e QN).

Sind dariiber hinaus M und N geschlossen, dann erhalten wir daraus
Sy Pianpsb= [ a- [, a€ H™(M), be H"(N). (1.31)

I.5. Poincaré Dualitit. Diese Dualitdt liefert, fiir geschlossene orientier-
bare glatte n-Mannigfaltigkeiten M, einen Zusammenhang zwischen H?(M) und
H" (M), siehe Korollar [5.18 insbesondere folgt b4(M) = b"~4(M) fiir jedes q.
Wir werden dies als Korollar eines allgemeineren Resultats fiir nicht notwendiger-
weise kompakte Mannigfaltigkeiten erhalten, siehe Satz [L5.9 unten, selbst wenn
wir nur an geschlossenen Mannigfaltigkeiten interessiert wéren, treten beim Be-
weis den wir unten geben werden unweigerlich nicht-kompakte Mannigfaltigkeiten
auf. Wir werden zunéchst die notwendigen Eigenschaften der de Rham Kohomo-
logie mit kompakten Trégern herleiten: Mayer—Vietoris Sequenz mit kompakten
Tragern, siehe Satz [[5.0 und die Berechnung von HZ(R™), siche Korollar [5.8

Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Wir bezeichnen die Menge aller glatten
g-Formen deren Tréiger kompakt ist mit Q2(M). Beachte, dass das de Rham
Differential einer Form mit kompakten Tréager wieder kompakten Triger hat, dh.
d: QIM) — QI (M). Der reelle Vektorraum

_ ker(Q2(M) S Qi (M)
img (4~ (M) 4, Qi(M))

wird als g-te de Rham Kohomologie mit kompakten Trdgern bezeichnet.

HY(M) -

[

[.5.1. BEMERKUNG. Fiir kompaktes M haben wir offensichtlich HI(M) =
HY(M), denn QI(M) = QI(M), fiir jedes q.

1.5.2. BEMERKUNG. Offenbar gilt HI(M) = 0 falls ¢ < 0 oder ¢ > dim(M),
vgl. Bemerkung

[.5.3. BEMERKUNG. Ist M eine orientierte glatte n-Mannigfaltigkeit, dann
haben wir eine wohldefinierte lineare Abbildung

Su tHI(M) >R, o] [0

denn nach dem Satz von Stokes, siehe [3, Abschnitt 4.8], gilt [,, df = 0, fiir alle
B e Q1 (M). Fiir M # () ist diese surjektiv und somit H™(M) # 0.

[.5.4. BEMERKUNG. Ist M eine zusammenhéingende nicht-kompakte glatte
n-Mannigfaltigkeit, dann gilt H(M) = 0, denn in diesem Fall muss jede lokal
konstante Funktion mit kompakten Tréger auf M schon verschwinden, dh. der
Kern von d : Q0(M) — QL(M) ist trivial.
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Ist U € M offen und o € Q4(U), dann konnen wir o durch Null zu einer
glatten g-Form auf M ausdehnen, und diese Ausdehnung hat kompakten Tréger in
M. Bezeichnet ¢ : U — M die kanonische Inklusion, so schreiben wir t,a € Q%(M)
fiir die oben konstruierte Ausdehnung, dh. ¢, : QI(U) — QI(M). Offensichtlich
gilt d o 1, = 1, o d, also induziert ¢ eine lineare Abbildung ¢, : HY(U) — HZ(M).

[.5.5. BEMERKUNG. Ist M = M; LU M, eine disjunkte Vereinigung glatter
Mannigfaltigkeiten, dann induzieren die kanonischen Inklusionen ' : My — M
und ¢? : My — M fiir jedes ¢ einen Isomorphismus

denn o + 2 : QI(M;) & Q4(Ms) = Q4(M) sind Isomorphismen die mit den de
Rham Differentialen vertriglich ist. Diese Bemerkung bleibt offenbar fiir belie-
bige disjunkte Vereinigungen richtig, dh. die Inklusionen induzieren fiir jedes g
einen natiirliche Isomorphismus @, HI(M;) = HZ(| |, M;), wobei ¢ nun durch ei-
ne beliebige Indexmenge lauft. Beachte, dass hier eine direkte Summe auftritt,
wohingegen wir in Bemerkung [LT.7 ein Produkt angetroffen haben.

[.5.6. SATZ (Mayer—Vietoris Sequenz). Es sei M = U UV eine glatte Man-
nigfaltigkeit und U,V C M offen. Dann ezistiert eine natirliche lange exakte
Sequenz

q GY,—iY) T+ Oc +1

- — H(UNV) ——5 HI(U)® H{(V) — H{(M) = HI™({UNV) — ---
wobei VU — M,V : V=M,V :UNV -Uund i’ :UNV —V die kano-
nischen Inklusionen bezeichnen. Die lineare Abbildung O, wird als Einhdngungs-
homomorphismus bezeichnet. Ist X € C°°(M) mit supp(A) C U, supp(l—A) CV
und o € QI(M) geschlossen, dann definiert dNAa eine geschlossene (q+1)-Form
mit kompakten Trager in U NV, und es gilt O.[a] = [dA A af.

BEWEIS. Es lésst sich leicht einsehen, dass die Sequenz

(GY,=3Y) LY

0—-QUUNV) —=5QUU) QU(V) —= QY{(M) =0 (1.32)
bei QUU NV) und QIUU) & QI(V) exakt ist. Wir zeigen nun, dass sie auch bei
QI(M) exakt ist. Dazu wihlen wir eine der Uberdeckung M = U UV unterge-
ordnete Partition der Eins, Ay, Ay € C°°(M), supp(Ay) C U, supp(Ay) € V und
Av + Ay = 1, siehe [3, Abschnitt 2.6]. Ist nun o € QI(M), dann folgt A\paly €
QI(U) sowie Ayaly € Q4(V). Nach Konstruktion gilt (17 + V) Apaly, Avaly) =
Ava + Aya = a, also ist (¥ + 1Y surjektiv, die Sequenz ([[32) daher exakt. Die
Existenz der langen exakten Sequenz folgt nun aus Satz [[3.11l Ist o geschlossen,
dann gilt weiters d(Ayaly, Avaly) = (dAv Aaly, dAv Aaly) = (dAg Aaly, —dAg A
Oé|v) = (]E,—]Z)(d)\(] A Oé|Umv), denn d)\U + d)\v = dl = 0. Nach Definiti-
on des Einhingungshomomorphismus, siehe Beweis von Satz [[3.11], gilt daher
Oe[a] = [dA\y A ], wobei wir dA\y A o € QITH(U N'V) auffassen. O



30 I. DE RHAM KOHOMOLOGIE

1.5.7. SATZ. Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit, dann induziert
7 QUM x R) — QI (M), (o) := (—1)‘1_1/ Ligracdt,

fiir jedes q einen Isomorphismus HY(M x R) = HI7(M). Dabei bezeichnet i,
M — M x I, u(z) = (z,t), und 9, € X(M x R), 9,(z,t) := £|,_4(z,s).

BEWEIS. Fiir jedes a € Q4(M x R) gilt zunéchst, vgl. [3, Abschnitt 4.9],

d(m(a)) — m(da) = (—1)q_1d/ Ligiodt — (—1)‘1/ tiigedadt

—00 —0o0

o0

= (—1)7! / t (dige + i, d)a dt

= (—1)‘1—1/ U Losou dt = (—1)‘1—1/ 2adt=0-0=0.
Im letzten Schritt dieser Rechnung haben wir verwendet, dass ¢; « fiir hinreichend

grofle und hinreichend kleine ¢ verschwindet, denn a hat kompakten Tréager. Somit
gilt d o = 7 od, also induziert 7 eine lineare Abbildung in der Kohomologie,

T HY(M xR) — HITN (M), «([a]) = [r(a)].
Sei nun ¢ € Q(R) mit [, ¢g = 1, setze ¢ := p3¢y € Q' (M x R) und betrachte
e: QY (M) — QUM xR),  e(B):=piB A
Da d¢ = dpspo = p5dog = 0 gilt offenbar d o e = e o d, also induziert e eine
Abbildung in der Kohomologie,
et HITH(M) — H{(M xR),  e([B]) := [e(8)] = [piB A ¢].
Fiir 3 € Q7 1(M) folgt

o)

r(e(B)) = (~1)7! / i A 9) dt = / 2BL0 A o di

e :/_Z/@/\L:iatQSdt_:/@/_ZL:iatQSdt:ﬁ/Rgbo:/6’

wobei wir i, (pi3 A @) = (—1)7'piB A ig,¢ und p; o 1y = idys verwendet haben.
Insbesondere folgt

Toe= ingfl(M) .
Es bleibt daher noch

eoTM = lng(MXR) (133)
zu zeigen. Betrachte dazu

h:QI(M xR) — QU Y (M x R), h(a) =
Wir werden unten die Relation
doh—hod=id—eom: QLM x R) — Q{(M x R) (1.34)
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herleiten. Fiir geschlossene a € Q4(M x R) erhalten wir daraus o — e(mw(«)) =
d(h(a)), also [a] = [e(m(a))] = e(m([a])) und somit ([[33)). Kommen wir schlieBlich
zu (L34). ... O

1.5.8. KOROLLAR. Das Integral liefert einen Isomorphismus H™(R") = R,
la] = [g. . Dariber hinaus gilt H{(R™) = 0 fiir alle ¢ # n.
BEWEIS. Dies folgt aus Satz [L5.7 mittels Induktion nach n. O

Sei nun M eine orientierte glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n. Wir haben
eine wohldefinierte bilineare Paarung

HOOM) x HP0(M) = R, (o], [0y = fyanB,  (L35)

denn nach dem Satz von Stokes, siehe [3, Abschnitt 4.8], gilt

JudyANB= [, dyAB)=0, ~yeQI (M), 3eQ M), d3=0,
sowie

[yyands=(=1) [, dland) =0, a € QIM), da=0,45 € QraY(M).

Die Paarung ([[35) induziert eine lineare Abbildung

DY, : HY(M) — H! (M), D, (a)(b) == (a,b)yr = [,;a AD, (1.36)
wobei H?~%(M)" den Dualraum von H~%(M) bezeichnet.

1.5.9. SATz (Poincaré Dualitét). Fiir jede orientierte glatte n-Mannigfaltigkeit
M ist [L38) ein Isomorphismus, dh. HY(M) = H» (M)’ fiir alle q.

Wir beginnen den Beweis dieses Satzes mit einigen Lemmata.
1.5.10. LEMMA (Der Fall M =R"). D{, ist ein Isomorphismus, fir jedes q.
BEWEIS. Dies folgt sofort aus Korollar und Beispiel L2139 O

[.5.11. LEMMA (Natiirlichkeit). Bezeichnet v : U — M die Inklusion einer
offenen Teilmenge in einer orientierten glatten n-Mannigfaltigkeit, dann haben
wir (t*a,b)y = (a,wb)y fir alle a € HY(M) und b € HI9(U). Fir jedes q
kommutiert daher das Diagramm

HY(M) —~— HY(U)
oo
H (M) = 129U
wobei i, die zu v, : H}9(U) — HP9(M) duale Abbildung bezeichnet.

BEWEIS. Fiir o € QI(M) und § € Q2 9(U) gilt (a, b))y = [, 0 A =
Jova A B = (t*a,b)y, denn die Form « A v, hat kompakten Tréger in U und
stimmt dort mit der Form +*a A 3 iiberein. U
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[.5.12. LEMMA (Kompatibilitdt mit Einhdngungshomomorphismen). Ist M =
U UV eine orientierte glatte n-Mannigfaltigkeit, U,V C M offen, dann gilt
(Da,b)pr = (=19 (a,0.b)yry, fir alle a € H(UNV) und b € H 97 1(M).
Fiir jedes q kommutiert daher das Diagramm
0

H(UNV) H (M)
lszw quN#

Hr=9(U N VY~ Hr=a-L (MY

bis auf ein Vorzeichen. Dabei bezeichnet O in der oberen Zeile den Einhdingungs-
homomorphismus der Mayer—Vietoris Sequenz aus Satz[[L3 14 und O, in der unte-
ren Zeile die zum Einhingungshomomorphismus 0. : H»~ " Y(M) — H2~4(UNV)
duale Abbildung, siehe Satz[[24.

BEWEIS. Seien dazu A € C*°(M) mit supp(\) C U, supp(l —A) C V, a €
QU NV),du =0, und 3 € Q" 971(M), d3 = 0. Aus der Beschreibung des
Einhidngungshomomorphismus in Satz folgt

(3[04,[5])M:(—[dMa],w])M:—/ d)\/\oz/\ﬂ:—/ A\A A B,

M Unv
denn die Form dAA« hat Tréager in UNV. Aus der Beschreibung des Einhéngungs-
homomorphismus in Satz [L5.6] erhalten wir

([ed, 0B vrw = ([a], [dA A B])unv
:/ oz/\d)\/\ﬁ:(—l)q/ AN,

unv

also ([a], Oe[B))urv = (1) (9[al, [B)u- m

[.5.13. LEMMA (Mayer—Vietoris Argument). Es sei M = U UV eine ori-
entierte glatte n-Mannigfaltigkeit, U,V C M offen. Sind D}, D}, und D},
Isomorphismen fir jedes q, dann ist auch D3, fiir jedes q ein Isomorphismus.

BEWEIS. Betrachte folgendes Diagramm:

HI=1(U) @ H1=L(V) ————> HI" (U V) ——> H(M) HI(U) & HY(V) ———> HI(UNV)

:J{Dgl@pgl :lpgmlv \LD?W ﬂlD%@D% mJ{ngV
H;l*tﬂrl(U)/ e Hg*ﬁl(v)/ S H"*‘HI(U n V)’ Be > Hgfq(M)’ > ngfq(U)/ P ngfq(v)/ > Hgfq(U n V)’
Die obere Zeile ist ein Stiick der Mayer—Vietoris Sequenz aus Satz [L3.12 und da-
her exakt. Die untere Zeile entsteht aus der Mayer—Vietoris Sequenz in Satz [L5.0
durch Ubergang zu den Dualrdumen, sie ist daher ebenfalls exakt, vgl. Bemer-
kung [L371 Nach Voraussetzung sind die vier dufleren vertikalen Pfeile Isomor-
phismen. Nach Lemma [[5T1] und Lemma [[5T2 kommutiert das Diagramm bis
auf Vorzeichen. Aus dem Fiinferlemma [[3.8 folgt nun, vgl. Aufgabe [T, dass auch
D, ein Isomorphismus ist, fir jedes g. O
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1.5.14. LEMMA (Der Fall mit endlicher guter Uberdeckung). Ist M eine orien-

tierte glatte n-Mannigfaltigkeit die eine endliche gute Uberdeckung besitzt, siehe
Definition [[Z3.24, dann ist D}, ein Isomorphismus, fir jedes q.

BEWEIS. Sei also U = {U),...,U,} eine endliche gute Uberdeckung von M.
Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach m. Der Fall m = 0 ist trivial.
Fiir den Induktionsschritt sei nun m > 1, U :=U; U---UU,,_; und V = U,,.
Offensichtlich gilt M = U U V. Nach Lemma ist D{, ein Isomorphismus,
fiir jedes gq. Da {Uy,...,Up_1} eine gute Uberdeckung von U bildet, ist nach
Induktionsvoraussetzung Dy, ein Isomorphismus, fiir jedes g. SchlieBlich ist auch
{U:NUp, ..., Upn—10U,, } eine gute Uberdeckung von UNV, nach Induktionsvor-
aussetzung daher D, ein Isomorphismus, fiir jedes ¢. Aus Lemma folgt
nun, dass auch DY, ein Isomorphismus ist, fiir jedes q. 0

Damit ist der Beweis von Satz im kompakten Fall bereits vollstindig,
denn nach Satz [L3.23 besitzt jede geschlossene Mannigfaltigkeit eine endliche
gute Uberdeckung. Fiir den allgemeinen Fall bendtigen wir noch folgendes

[.5.15. LEMMA (Disjunkte Vereinigung). Ist M = | |, M; eine disjunkte Ver-
einigung orientierter glatter n-Mannigfaltigkeiten, i aus einer beliebigen Indezx-
menge, und ist DY, fiir jedes i und q ein Isomorphismus, dann ist auch DY, fiir
jedes q ein Isomorphismus.

BEWEIS. Betrachte das offensichtlich kommutative Diagramm

q
D M

HI(M) —> HP~9(M) == Hr~1(], M;)’

H (|, M) (@, -0

I1; Dy,
— [T, (Hz—9(M))

Hi Hq(Mi)

wobei wir die von den kanonischen Inklusionen ¢; : M; — M induzierten Isomor-
phismen aus Bemerkung [[LT.7] und Bemerkung verwenden. Nach Vorausset-
zung ist der untere horizontale Pfeil ein Isomorphismus. Fiir die rechte untere
vertikale Gleichheit beachte, dass der Dualraum einer direkten Summe (€D, V;)’
kanonisch mit dem Produkt der Dualrdume [[, V/ identifiziert werden kann. Aus
der Kommutativitit des Diagramms folgt nun, dass auch Dj, ein Isomorphismus
ist, fiir jedes q. O

BEWEIS VON SATz [L59 Wir wihlen offene Teilmengen U,V C M wie in
Lemma [L48 dh. U, V und U NV sind jeweils disjunkte Vereinigungen offener
Teilmengen die jede eine endliche gute Uberdeckung besitzen, und es gilt M =
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U U V. Nach Lemma [5T4 und Lemma [[5TH sind daher D¥, DY und D},
Isomorphismen, fiir jedes ¢. Aus Lemma [L5T3 folgt nun, dass auch Dj, fiir jedes
q ein Isomorphismus ist. Damit ist der Beweis von Satz [L5.9 vollstandig. U

[.5.16. KOROLLAR. Ist M # () eine zusammenhdingende orientierte glatte n-
Mannigfaltigkeit, dann induziert das Integral einen Isomorphismus H} (M) = R,
la] — fM a. Ist dariber hinaus M geschlossen, so erhalten wir einen Isomorphis-
mus H"(M) =R, [o] — [, a.

BEWEIS. Da M # () zusammenhingend ist, repriisentiert 1 € Q°(M) eine
Basis von H(M) = R, siehe Bemerkung [T Der erste Teil des Korollars folgt
daher aus Satz Im geschlossenen Fall gilt H"(M) = HX(M), die zweite
Aussage ist somit eine Konsequenz der ersten. U

[.5.17. BEMERKUNG. Fiir jede zusammenhéngende glatte n-Mannigfaltigkeit
M gilt, vgl. Korollar L5186,
HA (M) = R falls M o%"ientier'bar., und '
0 falls M nicht orientierbar ist.
Fiir die unbewiesene Implikation siehe etwa [II, Chapter 1§7]. Die Orientierbarkeit

von M lasst sich daher durch Berechnung von H(M) entscheiden. Weiters gilt,
vgl. Satz und Bemerkung [[54),

H"(M) = {

R falls M geschlossen und orientierbar,
0 andernfalls.

[.5.18. KOROLLAR. Fliir jede geschlossene orientierte glatte n-Mannigfaltigkeit
M wund jedes q ist die Paarung, siehe (L33),

HO(M) x H™0(M) =R, (,b) — (a, D) = fyya A b,
nicht-degeneriert, und daher b%(M) = b"~9(M).

Bewels. Dies folgt aus Satz [L5.9 denn im geschlossenen Fall gilt HI(M) =
H4(M), siehe auch Korollar [L3.26. O

[.5.19. KOROLLAR. Ist M eine geschlossene orientierbare glatte Mannigfal-
tigkeit ungerader Dimension, dann gilt x(M) = 0.

BewEIs. Nach Korollar haben wir b9(M) = 6" 9(M), n = dim(M).
Fiir die Euler-Charakteristik folgt daher

X(M) = (=1 (M) = Y (=1)" (M)

q q
= (=)™ Y (=) UM) = (1) (=1)(M) = (=1)"x(M).
q q
Ist n ungerade, so erhalten wir daraus y(M) = 0. O
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[.5.20. KOROLLAR. Ist M eine geschlossene orientierte glatte Mannigfaltigkeit
gerader Dimension n = 2m, dann gilt x(M) = b"(M) mod 2.

BEWEIS. Wir schreiben zunéachst

m—1 2m
X(M) = (=1 (M) + (=)™ (M) + Y (—=1)%*(M).
q=0 g=m+1
Nach Korollar gilt b4(M) = v*™~9(M), und daher
2m 2m m—1
D (=D)WM) = Y (=1)PWIUM) = Y (= 1) (M),
g=m+1 q=m+1 q=0
Zusammenfassend erhalten wir
(M) = (=1)™b™ (M) + 2 Z D%(M) = b™(M) mod 2,
qg=m+1
wie behauptet. O

[.5.21. KOROLLAR. Die Euler Charakteristik einer geschlossenen orientierten
glatten Mannigfaltigkeit der Dimension n =2 mod 4 ist gerade.

BEWEIS. Sei also M eine geschlossene orientierte glatte Mannigfaltigkeit der
Dimension n = 2m. Nach Voraussetzung ist m daher ungerade. Nach Korol-
lar geniigt es zu zeigen, dass 0™ (M) gerade ist. Betrachte dazu folgende
Bilinearform auf der mittleren Kohomologie, siehe ([L33),

w: H™(M) x H™(M) — R, w(a,b) := (a,b)y = [,,a Nb.

Da m ungerade ist, ist w schiefsymmetrisch, dh. w(a,b) = —w(b,a), fir alle
a,b € H™(M), sieche ([J). Nach Korollar ist w nicht-degeneriert. Aus
der linearen Algebra wissen wir, dass nicht-degenerierte schiefsymmetrische Bi-
linearform nur auf Vektorrdumen gerader Dimension existieren. Folglich muss
b"(M) = dim H™(M) gerade sein. O

[.5.22. BEMERKUNG (Signatur). Ist M eine geschlossene orientierte glatte
Mannigfaltigkeit der Dimension n = 4k, dann definiert

H?* (M) x H*(M) — R, (a,0) — (a,b)ar = [;a A,

eine nicht-degenerierte symmetrische Bilinearform, siehe Korollar L5 T8 und ([L2).
Unter der Signatur von M verstehen wir die Signatur dieser nicht-degenerierten
symmetrischen Bilinearform auf H?*(M)

2Es sei b eine nicht-degenerierte symmetrische Bilinearform auf einem endlich dimensionalen
reellen Vektorraum V. Dann existiert eine Basis von V' beziiglich der b die Matrixdarstellung
diag(1,...,1,—1,...,—1) hat. Nach dem Trigheitssatz von Sylvester ist die Anzahl der po-
sitiven Diagonaleintrdge und die Anzahl der negativen Diagonaleintrige unabhéngig von der
diagonalisierenden Basis. Ihre Differenz, dh. Anzahl der positiven minus Anzahl der negativen
Eintrége, wird die Signatur der symmetrischen Bilinearform b genannt. Beachte auch, dass zwei
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1.5.23. KOROLLAR. Fiir jedes 0 # ¢ € H*(CP") gilt auch 0 # ¢ € H**(CP"),
dh. {1,¢,c,...,c"} bildet eine graduierte Basis von H*(CP™), vgl. Satz [[T23.
Als graduierte Algebren gilt daher H*(CP™) = R[c]/c™ wobei |c| = 2.

BeEwEis. O.B.d.A. Sei n > 2, die anderen Félle sind trivial. Es bezeichne
1 : CP"! — CP" die kanonische (glatte) Inklusion. Wir fithren den Beweis mittels
Induktion nach n, wir diirfen daher annehmen, dass das Resultat fiir CP" ! schon
gezeigt ist. Sei nun 0 # ¢ € H?(CP"). Nach dem letzten Teil von Satz ist
auch 0 # 1*c € H?>(CP™'). Aus der Induktionsvoraussetzung erhalten wir nun
() = (o)™t # 0, und somit 0 # ¢! Nach Korollar existiert
a € H?(CP™) mit ¢! Aa # 0. Da c eine Basis von H%(CP") = R bildet, muss a
ein Vielfaches von c sein, es folgt daher ¢ # 0. O

1.5.24. BEMERKUNG. Es sei n > 1, f : CP" — CP" glatt und ¢ € H*(CP")
wie in Korollar Da c eine Basis von H?(CP") bildet, existiert eine ein-
deutige Zahl A mit f*c = Ac. Da f* ein Algebrahomomorphismus ist, siehe ([3),
folgt f*(c*) = (f*c)k = (A\e)k = Neck € H?*(CP™), und daher

=\ H*(CP") — H*(CP™), 0<k<n,

denn nach Korollar bildet ¢* eine Basis von H*(CP"). Dies liefert star-
ke Einschrankungen an die von einer glatten Abbildung induzierten Homomor-
phismen f* : H*(CP") — H*(CP"), diese sind durch A, dh. f* : H*(CP") —
H?(CP"), schon véllig bestimmt.

[.5.25. BEISPIEL. Betrachte die beiden zusammenhéingenden geschlossenen
orientierbaren 6-Mannigfaltigkeiten S x S* und CP?. Nach Satz und Theo-
rem [LZT] gilt 7(S? x S*) = b9(CP?) fiir alle q. Trotzdem koénnen die beiden Man-
nigfaltigkeiten nicht homotopiedquivalent (und daher auch nicht diffeomorph)
sein. Fiir jedes a € H%(S? x S*) gilt nimlich a A a = 0, siehe Beispiel [[ZT5 aber
es existiert ¢ € H2(CP?) mit ¢ A ¢ # 0, siche Korollar

I.6. Abbildungsgrad. Korollar erlaubt es einen Abbildungsgrad fiir
glatte Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten zu definieren. Seien dazu M
und N zwei nicht-leere zusammenhéngende geschlossene orientierte glatte n-
Mannigfaltigkeiten und f : M — N glatt. Nach Korollar L5160 gibt es genau
eine reelle Zahl deg(f) die das folgende Diagramm kommutativ macht:

H(N) L g ()

leg gJ/fM
R deg(f)

R
Diese Zahl deg(f) wird der Abbildungsgrad von f genannt, sie ist durch
[y [ra=deg(f) [y fiir alle « € Q"(N), (1.37)

nicht-degenerierte symmetrische Bilinearformen auf einem endlich dimensionalen Vektorraum
genau dann dquivalent sind wenn sie die gleiche Signatur haben.
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eindeutig bestimmt.

[.6.1. SATZ (Abbildungsgrad). Der Abbildungsgrad glatter Abbildungen zwi-
schen nicht-leeren zusammenhdngenden geschlossenen orientierten n-Mannigfal-
tigkeiten, f : M — N, g : N — P, hat folgende Figenschaften:

(a) deg(idy) = 1.

(b) deg(g o f) = deg(f) - deg(g).

(c) Sind f ~g: M — N glatt homotop, dann gilt deg(f) = deg(g).

(d) Ist deg(f) # 0, dann muss [ surjektiv sein.

(e) deg(A) = (—=1)", wobei A : S*™ — S™, A(z) := —x, die Antipodalabbildung
bezeichnet.

BEWEIS. Behauptung (@) ist offensichtlich, denn die identische Abbildung
idys : M — M induziert die identische Abbildung id), = idg=ny : H"(M) —
H™(M), siehe ([L4l). Auch () ist offensichtlich, denn (go f)* = f*og* : H*(P) —
H™(M), siehe (LH). Aus Satz erhalten wir auch sofort [@). Ist f: M — N
nicht surjektiv, dann existiert, aufgrund der Kompaktheit von M, eine offene
Teilmenge U C N mit f(M)NU = (). Wihle o € Q*(N) mit supp(a) C U und
Jya # 0. Es folgt f*a = 0, also deg(f) [ya = [,, f*a = 0, siehe ([C37), und
daher deg(f) = 0. Dies zeigt (dl). Nun zur letzten Behauptung (@). Es bezeichne
¢ S™ — R™*! die kanonische Inklusion, & := x'dz?Adz3A- - -Adx™ € QP (R,
und a = *a € Q"(S™). Aus dem Satz von Stokes, siche [3, Abschnitt 4.8],
erhalten wir zunéchst

fSn @ = fSn o= fDn+1 da = fDn+1 dzt Ao Ada" T = V01<Dn+l) # 0.
Bezeichnen wir die offensichtliche Ausdehnung von A mit A R R
A(x) := —x, dann gilt Aor =10 A und A*d = (—1)"*'G. Wir erhalten daher
A*a = A*v*a = (Lo A)*a = (Ao)*a = *A*a = (-1)"Tr'a = (—-1)"Ma.
Zusammen mit ([L37) folgt

deg(A) [goa = [g A% = (=1)"" [, o,
und da [, a # 0 schlieBlich deg(A4) = (—=1)"*". O
[.6.2. BEMERKUNG. Fiir Abbildungen zwischen Sphéren gilt sogar die Um-

kehrung in [L6Tl@), sind f, g : S™ — S™ glatt und deg(f) = deg(g), dann sind f
und ¢ glatt homotop.

[.6.3. SATZ. Es sei f : M — N eine glatte Abbildungen zwischen nicht-
leeren zusammenhdngenden geschlossenen orientierten glatten n-Mannigfaltigkei-
ten. Weiters sei y € N ein requlirer Wert von f, dh. fiir jedes x € f~(y) sei
T.f : T.M — T,M ein linearer Isomorphismus. Dann ist f~*(y) endlich, und

deg(f) = > el@),

zef~1(y)
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wobei e(x) := 1 falls T, f orientierungserhaltend bzw. e(z) := —1 falls T, f orien-
tierungsumkehrend ist. Insbesondere ist der Abbildungsgrad stets ganzzahlig!

BEWEIS. Nach dem inversen Funktionensatz ist A := f~!(y) eine diskrete
Teilmenge von M, also endlich aufgrund der Kompaktheit von M. Nach dem
inversen Funktionensatz existieren eine offene Umgebung U von y und offene
Umgebungen U, von z € A mit folgenden Eigenschaften:

(a) f7HU) = ,ea Us-

(b) flu, : Uz — U ist ein Diffeomorphismus.

(c) U ist zusammenhéngend.

Sei nun a € Q*(N) mit supp(e) € U und [, o # 0. Aufgrund von (@) ist der
Diffeomorphismus f|y, : U, — U orientierungsbewahrend falls e(z) = 1, bzw.
orientierungsumkehrend falls (z) = —1. In jedem Fall folgt

/ (flo,) o= ¢e(z) / a, z€A
Uz U
Nach (@) und da supp(e) C U, gilt supp(f*a) C f~1(U) = ||, Us, und daher

/Mf*o‘:/fw) f*Oz:;Az(fbx)*a:;s(z)/[]a:xez;le(x)/]va.

Zusammen mit (L37) folgt deg(f) [y o = [, ffa = > cie(z) [y o und da
[y @ # 0 schlieBlich deg(f) = >°, .4 &(z). Die letzte Aussage zur Ganzzahligkeit
des Abbildungsgrades folgt nun aus der nicht-trivialen Tatsache, dass jede glatte
Abbildung (sehr viele) regulire Werte besitzt, siehe Bemerkung [L6.4] unten. [

[.6.4. BEMERKUNG. Jede glatte Abbildung besitzt reguldre Werte. Die Men-
ge der reguldren Werte ist sogar sehr grofl; nach einem Satz von Sard ist ihr
Komplement eine Nullmenge, siehe etwa [2, Satz 6.1] oder [4].

1.6.5. SATZ. Es sei f:S™ — S™ glatt, n > 1. Dann gilt:

(a) Ist f fizpunktfrei, dh. f(x) # x fir alle x € S™, dann ist f homotop zur
Antipodalabbildung und daher deg(f) = (—1)"*1.

(b) Ist f antipodalpunktfrei, dh. f(x) # —x fir alle x € S™, dann ist f homotop
zur identischen Abbildung und daher deg(f) = 1.

BEWEIS. Wir zeigen zunichst (D). Ist f : S™ — S™ antipodalpunktfrei, dh.
f(z) # —u, fir alle X € S", dann liefert

t 1—1
R R AR G el Uk OV A GO
[tz + (1= 1) f(z)
die gewiinschte Homotopie von f zur identischen Abbildung idg». Beachte, dass
der Nenner in diesem Ausdruck wegen der Antipodalpunktfreiheit nie verschwin-
det. Aus Satz [L6.1] folgt nun auch deg(f) = 1. Um (@) einzusehen, sei nun
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f 8™ — S™ fixpunktfrei, dh. f(z) # x fiir alle x € S™. Es ist dann
bS8 h(at) = e U ZDf@)
| —tx+ (1 —1)f(z)|
eine Homotopie von f zur Antipodalabbildung A. Aus Satz [L6.1] folgt nun auch
deg(f) = (=1)"*. O

[.6.6. KOROLLAR. Ist f: S?" — S?" glatt, dann ezistiert x € S* mit f(x) =
x oder f(x) = —x, n > 0.

BEWEIS. Hitte f : S?* — S?" weder Fix- noch Antipodalpunkt, erhielten wir
den Widerspruch 1 = deg(f) = (—1)*""! = —1 aus Satz [LG.3(@) bzw. (0). O

[.6.7. KOROLLAR (Satz vom Igel). Jedes glatte Vektorfeld X auf S*", n >0,
besitzt eine Nullstelle, dh. es existiert v € S*™ mit X (x) = 0.

BEWEIS. Der Fall n = 0 ist trivial, sei also 0.B.d.A. n > 1. Wir gehen indirket
vor und nehmen an X € X(5?") besitze keine Nullstelle. Dann ist f : 5?" — S2",
f(z) := X(z)/| X (z)|, eine glatte Abbildung ohne Fixpunkt und ohne Antipodal-
punkt, denn f(x) L z fiir alle z € S?*. Da dies Korollar widerspricht muss
X also eine Nullstelle besitzen. 0

I.7. Poincaré Dual von Teilmannigfaltigkeiten. Es sei M eine glatte
Mannigfaltigkeit. Unter einer Teilmannigfaltigkeit von M verstehen wir eine Teil-
menge S C M, sodass zu jedem Punkt z € S eine Karte M O U = w(U) C R”
von M existiert, fiir die z € U und u(UNS) = u(U) NR* gilt. Dh. lokal liegt S in
M wie RF = R¥ x {0} in R™. Jede solche Karte wird eine Teilmannigfaltigkeitskar-
te (lokale Trivialisierung) von S C M bei z genannt. Die Einschrdnkungen dieser
Teilmannigfaltigkeitskarten bilden einen glatten Atlas fiir S, jede Teilmannigfal-
tigkeit ist daher in natiirlicher Weise selbst eine glatte Mannigfaltigkeit. Zudem
ist die kanonische Inklusion ¢ : S — M glatt. Fiir M = R" liefert dies den selben
Begriff wie in [3, Kapitel 2].

[.7.1. BEMERKUNG. Essei S C M eine Teilmannigfaltigkeit und M C N eine
Teilmannigfaltigkeit. Dann ist S auch Teilmannigfaltigkeit von N, vgl. Aufga-
be

[.7.2. DEFINITION (Transversalitit). Zwei glatte Abbildungen f : M — N
und g : P — N heiflen transversal, wenn fiir jedes + € M und y € P mit
f(z) = g(y) =: z die Bilder der Tangentialabbildungen T, f : T,M — T,N und
T,g9 : T,P — T,N den Tangentialraum 7. N aufspannen, dh.

img(T,M =L T.N) + img(T,P 2% T.N) = T.N.

Eine glatte Abbildung f : M — N wird transversal zu einer Teilmannigfaltigkeit
S C N genannt, wenn sie transversal zu der kanonischen Inklusion ¢ : S — N
ist. Zwei Teilmannigfaltigkeiten S;, Sy C N werden transversal genannt, wenn die
kanonischen Inklusionen ¢; : S; — N und ¢ : So — N transversal sind.
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[.7.3. SATZ. Es sei S C N eine Teilmannigfaltigkeit und f : M — N trans-
versal zu S. Dann ist f=1(S) eine Teilmannigfaltigkeit von M und es gilt

dimg (M) — dim, (f71(5)) = dimyi) (V) — dimg(8),  w € 174(9),

dh. die Kodimension von f~1(S) in M stimmt mit der Kodimension von S in N
tberein.

BEWEIS. Sei also x € f71(S). Da S C N eine Teilmannigfaltigkeit ist, exi-
stiert eine Karte N O U - u(U) € R” von N mit f(x) € U und w(U N S) =
uw(U) NR?, wobei n = dimy,)(N) und s = dimy;)(S). Da f stetig ist, existiert
eine Karte M DV = (V) C R™ von M mit x € V und f(V) C U, wobei

m = dim, (M). Betrachte nun die glatte Abbildung R™ D v(V) gimpaoucy R™s,
wobei p; : R* = R* x R"® — R"* die Projektion auf den zweiten Faktor
bezeichnet. Beachte v(V N f71(S)) = ¢g71(0). Wegen der Transversalititsvoraus-
setzung ist zudem D.g : R™ — R"* fiir jedes z € v(V N f~1(S)) surjektiv.
Somit ist v(V N f71(S)) eine (m — n + s)-dimensionale regulire Nullstellenmen-
ge, siehe [3, Abschnitt 2.1]. Aus dem Satz in |3, Abschnitt 2.3] folgt daher, dass
v(VN f71(S)) lokale (m —n + s)-dimensionale Trivialisierungen besitzt. Also exi-
stiert eine offene Teilmenge W C v(V') mit v(z) € W und ein Diffeomorphismus
v W — (W) C R™, sodass (W N (VN f74(S))) = (W) NR™ . Die
Komposition ¢ o v|,-1gyy : v (W) — (W) C R™ ist daher eine Teilmannigfal-
tigkeitskarte von S C M bei z. O

[.7.4. BEMERKUNG. Essei f: M — N glatt. Ein Punkt y € N wird requldrer
Wert von f genannt, wenn fiir jedes z € f~'(y) die Tangentialabbildung T, f :
T,M — T,N surjektiv ist. Offensichtlich ist dies genau dann der Fall, wenn f
transversal zu der einpunktigen Teilmannigfaltigkeit {y} C N ist. Aus Satz
folgt daher, dass das Urbild f~!(y) eines reguliren Wertes y eine abgeschlossene
Teilmannigfaltigkeit bildet und es gilt dim, (M) — dim,(f~(y)) = dim ) (N),
fiir alle x € f~1(y).

[.7.5. BEMERKUNG. Sind S7 und S5 zwei transversale Teilmannigfaltigkeiten
von M, dann ist auch ihr Durchschnitt S; NSy eine Teilmannigfaltigkeit von M,
und fiir jedes z € 51 NSy gilt

dim, (M) — dim, (S N S2) = (dim, (M) — dim,(S51)) + (dim, (M) — dim,(S>)),

dh. die Kodimension ist additiv. Es bezeichnen dazu ¢; : S — M und ¢9 : Sy —
M die beiden kanonischen Inklusionen. Nach Satz ist 51 NSy =15'(S)) eine
Teilmannigfaltigkeit von S,. Zusammen mit Bemerkung [L71] folgt daher, dass
S1 N Sy auch Teilmannigfaltigkeit von M ist.

[.7.6. DEFINITION. Eine glatte Abbildung f : M — N wird immersiv oder
Immersion genannt, wenn die Tangentialabbildung T, f : T, M — Ty, N bei
jedem x € M injektiv ist. Eine glatte Abbildung f : M — N wird submersiv
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oder Submersion genannt, wenn die Tangentialabbildung T, f : T,M — Ty N
bei jedem z € M surjektiv ist.

[.7.7. BEISPIEL. Eine immersive Abbildung wird i.A. nicht injektiv sein, be-
trachte etwa R — S' C C, t — €. Das Bild einer injektiven Immersion wird i.A.
keine Teilmannigfaltigkeit sein.

[.7.8. SATZ. Es sei f : M — N eine injektive Immersion und ein Homéomor-
phismus auf ihr Bild, dh. f : M — f(M) ist ein Homdomorphismus, wobei f(M)
die von N induzierte Topologie trigt. Dann ist f(M) eine Teilmannigfaltigkeit
von N und es gilt

dim ) (F(M)) = dim, (M), z € M.

BEWEIS. Es sei 2 € M und M D U N ﬂ(U) C R™ eine Karte von M mit
zel,m= dim,(M). Da f ein Hombomorphismus auf ihr Bild ist, existiert eine
offene Teilmenge V C N mit f(U) = f(M) N V. Wihle eine Karte N D V %
v(V) CR" von N mit f(z) e VCV,n= dimy(,) (N). Setze U = Uunf(v)

w:=1|y

und M O U ——= u(U) € R™. Nach Konstruktion ist dies eine Karte von
M mit z € U und es gilt f(U) = f(M)NV. Es ist daher vo fou™ : u(U) —
v(f(M)NV) C R™ eine m-dimensionale Parametrisierung von v(f(M)NV'), siehe
[8, Abschnitt 2.1]. Nach dem Satz in [, Abschnitt 2.3] ist v(f(M)N V) also eine
m-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von R". Daraus folgt sofort, dass f(M) eine
Teilmannigfaltigkeit von N ist. U

[.7.9. BEMERKUNG. Ist f : M — N eine injektive Immersion und M geschlos-
sen, dann ist f ein Homéomorphismus auf ihr Bild und f(M) daher eine Teil-
mannigfaltigkeit von IV, siehe Satz Dies folgt aus der elementaren Tatsache,
dass jede stetige Bijektion von einem kompakten Raum in einen Hausdorffraum
schon ein Homdomorphismus ist, siehe etwa [Bl, Kapitel 1§8].

[.7.10. BEISPIEL. Es sei f : M — N glatt, und es bezeichne
Gy={(z,f(x)) |[ze M} C M xN

den Graph von f. Dies ist eine glatte Teilmannigfaltigkeit und (ida, f) : M — Gy,
x — (z, f(x)), ist ein Diffeomorphismus mit Inverser p; : Gy — M, pi(x,y) == =,
siehe [3, Abschnitt 2.3]. Ist M orientiert, dann versehen wir Gy mit jener eindeu-
tigen Orientierung, die (idy, f) : M — Gy zu einem orientierungsbewahrenden
Diffeomorphismus macht.

[.7.11. BEISPIEL. Fiir jede glatte glatte Mannigfaltigkeit M, ist die Diagonale,
A= {(z,x)|xe M} C M x M,

eine glatte Teilmannigfaltigkeit und (idys,idys) : M — A ein Diffeomorphismus.
Dies ist ein Spezialfall von Beispiel [[710, denn die Diagonale ist der Graph
der identischen Abbildung, A = Giq,,. Ist M orientiert, dann versehen wir die
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Diagonale mit jener eindeutigen Orientierung, die (idys,idys) : M — A zu einem
orientierungsbewahrenden Diffeomorphismus macht.

[.7.12. BEMERKUNG. Zwei glatte Abbildungen f: M — Nund g : P — N
sind genau dann transversal, wenn die Abbildung f x g : M x P — N x N
transversal zur Diagonale A C N x N ist, vgl. Aufgabe [CTT2.

[.7.13. DEFINITION (Poincaré Dual einer Teilmannigfaltigkeit). Es bezeichne
t: S — M die Inklusion einer geschlossenen orientierten k-dimensionalen Teil-
mannigfaltigkeit in einer geschlossenen orientierten n-Mannigfaltigkeit M. Be-
trachte nun das lineare Funktional

HY(M) — R, ar [ga:= [gia.
Nach Korollar existiert eine eindeutige Klasse ng € H" *(M), sodass
Jga= [y, anns, fiir alle a € H*(M). (1.38)
Die Klasse ng wird als das Poincaré Dual der Teilmannigfaltigkeit S bezeichnet.

[.7.14. BEISPIEL. Es sei M eine zusammenhéngende geschlossene orientierte
n-Mannigfaltigkeit. Das Poincaré Dual eines Punktes P € M ist dann jene ein-
deutig bestimmte Klasse np € H"(M) fiir die [,, np = 1 gilt, vgl. Korollar [5T6

[.7.15. BEISPIEL. Es sei M eine geschlossene orientierte n-Mannigfaltigkeit.
Fassen wir M als Teilmannigfaltigkeit von sich selbst auf, dann gilt fiir ihr Poin-
caré Dual offensichtlich ny, = [1] € H°(M).

1.7.16. BEISPIEL. Das Poincaré Dual von S*¥ C S, 0 < k < n, ist trivial,
denn H"*(S") = 0, siehe Satz [ZI].

1.7.17. BEISPIEL. Das Poincaré Dual der Teilmannigfaltigkeit CP* C CP",
0 < k < n, ist nicht-trivial, denn die Inklusion induziert einen Isomorphismus
H?(CP™) = H?*(CP*) = R, siche Satz [3.23

1.7.18. BEISPIEL. Es sei x € S und betrachte die Teilmannigfaltigkeit S :=
St x {z} C S' x S'. Fiir ihr Poincaré Dual ng € H*(S* x S1) gilt dann ng =
psa, wobei a € H'(S') die eindeutige Klasse mit [, a = 1 bezeichnet. Eine
Verallgemeinerung davon wird in Aufgabe B8 besprochen.

[.7.19. DEFINITION (Lefschetz Zahl). Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit
mit endlich dimensionaler Kohomologie und f : M — M glatt. Unter der Lef-
schetz Zahl von f verstehen wir reelle Zahl

Af) =3, (1) te(HU(M) L5 Ho(0r)).

[.7.20. PROPOSITION. FEs sei M eine glatte Mannigfaltigkeit mit endlich di-
mensionaler Kohomologie. Die Lefschetz Zahl glatter Abbildungen f,qg: M — M
hat folgende Eigenschaften:

(a) AMidar) = x(M).
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(b) AM(fog)=Algof).
(c) Sind f und g glatt homotop, dann gilt A\(f) = A(g).

BEWEIS. Behauptung (@) ist offensichtlich, denn tr(idy) = dim V' fiir jeden
endlich dimensionalen Vektorraum V', siehe auch (L4]). Auch (b)) ist offensichtlich,
denn tr(p o 1)) = tr(y o ) fiir je zwei lineare Abbildungen p, YV — V, siehe
auch (CH). Behauptung (@) folgt aus Satz O

[.7.21. PROPOSITION. Es sei M eine geschlossene orientierte glatte n-Man-
nigfaltigkeit, a; eine graduierte Basis von H*(M), und VV die dazu duale Basis von
H*(M), dh. [,; a; NV = 67, vgl. Korollar[[ZZI8. Weiters sei f : M — M glatt und
f7 € R die Matrizdarstellung von f* : H*(M) — H*(M), dh. f*a; = > fla;.
Fiir das Poincaré Dual des Graphen ng, € H"(M x M), siehe Beispiel [[7.10,
gilt dann

e, = (=D fi pia A pst,
i,J
wobei py1,ps : M x M — M die beiden kanonischen Projektionen bezeichnen.

Bewgeis. Nach Satz [4T] existieren 7} € R mit e, = >, ;0 pia; A psb’. Es
gilt nun 77§ zu berechnen. Mit Bemerkung [L4.T6l erhalten wir, fiir jedes k£ und I,

/ pib* A pha Ana, = Znﬁ-/ pivF A phay A pia; A p3b
MxM i MxM

El4la)|a;| ..% * * '
_ Z |b I+lai]) IU]/ P (a; A b*) A pylag AND)
MxM

B4 ar])]a ) * * j
= Lty | pitant) [ pitan)
M
— Z |bk|+\az| )lail 2 5k 51 (— 1)(|bk|+\az|)\ak| nf
Andererseits gilt nach Deﬁmtlon des Poincaré Duals, siche ([38),
/ Pib A phar A g, =/ pib* A phay =/ (idar, f)* (6" A phar)
MxM Gy M
= / WA fra = Zf;’/ D nay = S (=)l gk — (1)t gk
M i M i
Zusammenfassend erhalten wir also nf = (—1)l@llaxl £k = (—1)laxl fF wobei wir im

letzten Gleichheitszeichen verwendet haben, dass f nur dann nicht-trivial sein
kann, wenn |ax| = |a;| gilt. O

[.7.22. SATZ. Ist M eine geschlossene orientierte glatte n-Mannigfaltigkeit,
f M — M glatt und bezeichnet ng, € H"(M x M) das Poincaré Dual des
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Graphen Gy C M x M, siehe Beispiel[[”7.10, dann gilt

fA ne, = )‘(.f)a
wobei A C M x M die Diagonale bezeichnet.

BEwEIS. Da (ida,idas) @ M — A ein orientierungsbewahrender Diffeomor-
phismus ist folgt, mit der Notation aus Proposition [[7.2]],

/Ant :/ (idar, ida) " nG, = Z(—l)ailf;/ (idar, idnr)* (pyas A p5b’)
M

irj M

=S 08I [t =3 = S
i\j M ij

i

=S (v e(HM) L M) = A(F),

wie behauptet. O

[.7.23. KOROLLAR. Ist M eine orientierte geschlossene glatte n-Mannigfal-
tigkeit und bezeichnet nn € H"(M x M) das Poincaré Dual der Diagonale A C
M x M, dann gilt [, na = x(M).

BEWEIS. Die Diagonale ist der Graph der identischen Abbildung, A = Gigq,,.
Aus Satz erhalten wir somit [, na = A(idy) = x(M), siche auch Proposi-
tion L7 20Ngm). O

1.8. Abschlieflende Bemerkungen. Die de Rham Kohomologie einer glat-
ten Mannigfaltigkeit ist in kanonischer Weise zu ihrer singuldren Kohomologie mit
reellen Koeffizienten isomorph. Wir wollen hier noch einen Beweis dieses Satzes
von de Rham kurz skizzieren.

Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Unter einem glatten ¢-Simplex ver-
stehen wir eine glatte Abbildung o : A? — M, wobei A? := {(to,...,t,) €
Rt | ¢; > 0,>°,t; = 1} den standard ¢-Simplex bezeichnet. Der Standard-
simplex ist eine Mannigfaltigkeit mit Ecken, i.A. jedoch keine glatte Mannigfal-
tigkeit mit Rand. Glattheit von o meint, dass eine glatte Ausdehnung auf eine
offene Umgebung von A? C R?*! existiert. Es bezeichne Sg°(M) die Menge aller
glatten ¢-Simplizes in M, und C%(M;R) den reellen Vektorraum aller Abbil-
dungen S°(M) — R. Offensichtlich ist dies ein Teilkomplex des singuliren Ko-
kettenkomplexes, C% (M;R) C Cf,, (M;R), wir bezeichnen seine Kohomologie
mit HZ (M;R). Jede glatte Abbildung f : M — N induziert offensichtlich eine
Komplexabbildung f*: C% (N;R) — C% (M;R), und daher Abbildungen in der
Kohomologie, f*: HL(N;R) — HZ (M;R). Da die baryzentrische Unterteilung
glatte Simplizes bewahrt haben wir auch fiir HX (M;R) eine Mayer—Vietoris Se-
quenz. Da die Kegelkonstruktion glatte Simplizes bewahrt induziert die Inklusion
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C:L (R R) — C

sing.

(R™; R) Isomorphismen

R falls ¢ =0, und

1.39
0 andernfalls. ( )

HL,(R™ R) = Hg,, (R";R) = {

Ein Mayer—Vietoris Argument wie im Beweis von Satz [[4]] oder Satz

zeigt dann, dass die Inklusion in den singuldren Kokettenkomplex, C* (M;R) —
Ying. (M R), fiir jedes M und ¢ natiirliche Isomorphismen

HL (M;R)=H! (M;R) (1.40)

sing.

induziert. Die singuldre Kohomologie mit reellen Koeffizienten kann daher mit
glatten Simplizes berechnet werden.
Integration liefert lineare Abbildungen

o QM) — CL(M:R),  o(a)(o) = /A oo, ae (M), o€ SE(M).

Aus dem Satz von Stokes (fiir Mannigfaltigkeiten mit Ecken) folgt, dass dies eine
Komplexabbildung ist und daher Abbildungen in der Kohomologie induziert,

¥ - H(li]o Rham(M) - Hgo(MvR) (141)

Diese sind offensichtlich natiirlich, dh. mit den von glatten Abbildungen f :
M — N induzierten Homomorphismen vertraglich. Fiir M = R™ und jedes ¢
ist (CZ) ein Isomorphismus, siche ([39). Eine einfache Uberlegung zeigt, dass
(LAl auch mit den Einhéngungshomomorphismen der Mayer—Vietoris Sequenzen
vertriglich ist. Mit einem Mayer—Vietoris Argument wie im Beweis von Satz[[47]
oder Satz folgt dann, dass (L40)) fiir jedes M und ¢ ein Isomorphismus ist.
Zusammen mit ([L40) erhalten wir also einen natiirlichen Isomorphismus zwi-
schen der de Rham Kohomologie H}, pj.m(M) und der singuléren Kohomologie
H: , (M;R).

sing.

1.9. Aufgaben zu Kapitel [l

1. AUFGABE. Es sei M # () eine orientierbare kompakte n-Mannigfaltigkeit
mir Rand OM. Zeige, dass OM nicht glatter Retrakt von M ist, dh. es existiert
keine glatte Abbildung r : M — OM mit r(z) = x fiir alle € M. Insbesondere
ist also S"~! nicht glatter Retrakt von D", n > 1. Anleitung: Nimm indirekt die
Existenz einer solchen Abbildung r an, konstruiere eine Form o € Q"~1(OM) mit
Jour @ 7 0 und wende den Satz von Stokes, siehe [3, Abschnitt 4.8], auf r*« an.

2. AUFGABE. Zeige folgende Version des Fixpunktsatzes von Brouwer. Je-
de glatte Abbildung f : D" — D" besitzt einen Fixpunkt, n > 0. Anleitung:
O.B.d.A. sei n > 1. Gehe indirekt vor und nimm an f hétte keinen Fixpunkt.
Betrachte die Abbildung r : D® — S"7! die jedem Punkt x € D™ den (ein-
deutigen) Schnittpunkt von S™ ! mit dem Halbstrahl {z + t(z — f(z)) : t > 0}
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zuordnet. Zeige, dass r durch die Formel r(z) := x + t(z)(z — f(z)) gegeben ist,
wobei t : D™ — [0, 00),

(@@ =)+ (@ f@) =)+ (L= [) | (@) = af

2
|f(2) — 2|
SchlieBe daraus, dass r glatt ist und leite einen Widerspruch zu Aufgabe [0 her.

t(z) :

3. AUFGABE. Zeige, dass glatt homotop zu sein eine Aquivalenzrelation auf
der Menge der glatten Abbildungen M — N definiert, vgl. Bemerkung 2.2
Hinweis: Fiir die Transitivitat ist es hilfreich Homotopien mit h(x,t) = h(x,0)
fiir t € [0,1/3] und h(x,t) = h(z, 1) fir t € [2/3,1] zu betrachten.

4. AUFGABE. Es seien fy ~ f; : M — N zwei glatt homotope Abbildungen
und gg =~ g1 : N — P zwei weitere glatt homotope Abbildungen. Zeige, dass dann
auch gg o fy glatt homotop zu g; o f; ist, vgl. Bemerkung

5. AUFGABE. Zeige, dass der Ausdruck fol tyigrh* o dt im Beweis von Satz [L2.5)
tatsédchlich eine glatte Differentialform definiert.

6. AUFGABE. Zeige, dass die stereographische Projektion in Beispiel [L2.16
tatsichlich ein Diffeomorphismus N+ 2 S™\ {N} ist.

7. AUFGABE. Zeige, dass die Abbildung p : S™ — RP" ein lokaler Diffeo-
morphismus ist und beschreibe das Urbild p~!(z) fiir jedes x € RP", vgl. Bei-
spiel L2217

8. AUFGABE. Konstruiere einen Diffeomorphismus RP! 22 S' siche Bei-
spiel L2217

9. AUFGABE. Essei N :=[0:0: 1] € RP?. Zeige, dass RP?\ { N} diffeomorph
zum Mobiusband ist.

10. AUFGABE. Zeige, dass die Hopf Abbildung p : S?"*! — CP" glatt ist und
beschreibe das Urbild p~*(z) fiir jedes x € CP", vgl. Beispiel L2183

11. AUFGABE. Konstruiere einen Diffeomorphismus CP' = 52 vgl. Bei-
spiel

12. AUFGABE. Zeige, dass die kanonische Inklusion O,, — GL,(R) eine glatte
Homotopiedquivalenz ist, vgl. Beispiel

13. AUFGABE. Zeige, dass die kanonische Inklusion U,, — GL,(C) eine glatte
Homotopiedquivalenz ist, vgl. Beispiel [L2.19

14. AUFGABE. Zeige, dass der Einhdngungshomomorphismus in Satz [[3.11]
tatséchlich linear ist.

15. AUFGABE. Zeige, dass die Aussage im Fiinferlemma richtig bleibt,
wenn das Diagramm nur bis auf Vorzeichen kommutiert.
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16. AUFGABE. Betrachte die zusammenhéingende glatte 2-Mannigfaltigkeit
M :=R?\ Z2. Zeige, dass H'(M) unendlich dimensional ist.

17. AUFGABE. Berechne H*(R?\ S1).

18. AUFGABE. Zeige, dass die Betti Zahlen der beiden Mannigfaltigkeiten
CP" x 8?2 und CP?*"*! iibereinstimmen, diese jedoch nicht homotopiedquivalent
und daher auch nicht diffeomorph sind.

19. AUFGABE. Betrachte die glatte Mannigfaltigkeit M := R\ (R* U {P})
wobei P € R%\ R2. Zeige HI(M) 2 R fiir ¢ = 0,2,4 und H?(M) = 0 andernfalls,
dh. M hat dieselben Betti Zahlen wie CP?, vgl. Satz 3.2 Zeige weiters aAa = 0

fiir alle @ € H?(M), und schlieBe daraus, dass M nicht homotopieiquivalent zu
CP? sein kann.

20. AUFGABE. Es seien M und N zwei glatte Mannigfaltigkeiten mit endlich

dimensionaler Kohomologie. Zeige py«n(t) = pa(t) - pn(t). Hinweis: Gehe wie
im Beweis von Korollar VOT.

21. AUFGABE. Fiihre die Details in Bemerkung [LZ.T0 aus. Zeige insbesondere,
dass die Produktorientierung auf M x N wohldefiniert und glatt ist, und verifiziere
JynPia ApsB = [,,a- [0 fir alle a € Q7(M) und g € QF(N). Hinweis:
Waihle Partitionen der Eins {\;};e;, von M und {s;}jes, von N, und verwende
die Partition der Eins {(A\; o p1) - (115 0 p2) }(ij)erxs, von M x N um das Integral
iiber M x N zu berechnen.

22. AUFGABE. Es seien M und N zwei geschlossene orientierte Mannigfaltig-
keiten gerader Dimension. Zeige (M x N) = 0.

23. AUFGABE. Es seien M und N zwei geschlossene orientierte Mannigfaltig-
keiten der Dimension 4k bzw. 41. Zeige o(M x N) = o(M) - o(N).

24. AUFGABE. Betrachte S' = {z € C: |z| =1} und f, : S' — S, fu(2) :=
2" n € 7. Zeige deg(f,) = n auf zwei Arten, einmal mit Hilfe von Satz und
einmal direkt aus der Definition, siehe (L31).

25. AUFGABE. Berechne den Abbildungsgrad der Antipodalabbildung A :
S™ — §" A(z) := —z, mit Hilfe von Satz [[63

26. AUFGABE. Es sei § C M eine Teilmannigfaltigkeit und M C N eine
Teilmannigfaltigkeit. Zeige, dass dann S auch Teilmannigfaltigkeit von N ist,
vgl. Bemerkung [C711

27. AUFGABE. Zeige, dass zwei glatte Abbildungen f: M — N und g: P —
N genau dann transversal sind, wenn die Abbildung f x g: M x P —- N x N
transversal zur Diagonale A C N x N ist, vgl. Bemerkung Hinweis: Ist V
ein endlich dimensionaler Vektorraum und sind V, V3 C V zwei Teilrdume dann
gilt Vo + V4 =V genau dann wenn Vo x Vi + D =V x V, wobei D CV x V den
Teilraum D := {(v,v) | v € V'} bezeichnet.
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28. AUFGABE. Es sei S C N eine geschlossene orientierte k-dimensionale
Teilmannigfaltigkeit in einer geschlossenen orientierten n-Mannigfaltigkeit N und
M eine weitere geschlossene orientierte m-Mannigfaltigkeit. Es bezeichne ng €
H"*(N) das Poincaré Dual von S C N und nyxs € H"*(M x N) das Poincaré
Dual von M x S C M x N. Zeige nyxs = pisns, wobei po : M x N — N
die kanonische Projektion bezeichnet. Hinweis: Zeige zuerst | Mxg PIa A\ p3b =
Jaron Pia Ap3b Apins, a € HY(M), b € HY(N), p+ g = m + k, und verwendet
das Kiinneth Theorem [[41] um daraus ny«s = pins zu schliefen.

29. AUFGABE. Zeige, dass RP" genau dann orientierbar ist wenn n = 0 oder n
ungerade ist, ohne dabei auf die hier nicht vollsténdig bewiesene Bemerkung [L5.17]
zuriickzugreifen. Hinweis: Zeige, dass die Antipodalabbildung A : S™ — S"
fiir ungerades n orientierungsbewahrend ist und schliele daraus, dass in diesem
Fall auf RP™ genau eine Orientierung existiert fiir die die kanonische Projektion
p : S™ — RP" ein orientierungserhaltender lokaler Diffeomorphismus wird. Fiir
gerades n > 0 verwende etwa Korollar [L5.20 und Beispiel oder Satz [L6.TI(@).



