II. Vektorbiindel

I1.1. Definition und elementare Konstruktionen. Unter einem Vektor-
biindel iiber einer glatten Mannigfaltigkeit M verstehen wir eine glatte Abbildung
p : E — M zusammen mit einer reellen Vektorraumstruktur auf jeder Faser
E, :=p Y(z), x € M, die lokal trivial in folgendem Sinn sind. Zu jedem Punkt
xo € M existiert eine offene Umgebung U von xg, ein endlich dimensionaler reeller

Vektorraum V' und ein Diffeomorphismus ¢ : p~*(U) = U x V mit p1op =D,
der faserweise linear ist, dh. ¢, = ¢|g, : £, — {x} x V = V ist ein linearer
[somorphismus, fiir jedes x € U A In diesem Fall werden M als Basis, E als
Totalraum und p als kanonische Projektion des Vektorbiindels bezeichnet. Jedes ¢
wie oben wird eine lokale Trivialisierung oder Vektorbiindelkarte von E genannt.
Beachte, dass die Projektion eines Vektorbiindels stets surjektiv ist, denn jede
Faser enthélt zumindest das Nullelement eines Vektorraums.

Unter dem Rang des Vektorbiindels bei x € M verstehen wir die Dimension
der Faser E,, dh. rank,(F) := dim(F,). Offensichtlich ist der Rang lokal konstant
in x, fiir zusammenhéngende Basen M ist er daher konstant. Hat jede Faser die
gleiche Dimension k£ dann sprechen wir von einem Vektorbiindel vom Rang k und
schreiben rank(E) = k. Ein Vektorbiindel vom Rang 1 wird auch als Linienbiindel
bezeichnet.

Unter einem orientierten Vektorbiindel verstehen wir ein Vektorbiindel p :
E — M zusammen mit einer Orientierung auf jeder Faser F,, z € M, die lokal
trivial in folgendem Sinn sind. Zu jedem zy € M existiert ein orientierter endlich
dimensionaler reeller Vektorraum V' und eine faserweise orientierungserhaltende
Vektorbiindelkarte ¢ : p~'(U) — U x V mit zy € U, dh. fiir jedes x € U ist
der lineare Isomorphismus ¢, : £, — {x} x V =V orientierungsbewahrend. Ein
Vektorbiindel wird orientierbar genannt, falls es eine Orientierung besitzt.

Es sei F ein orientiertes Vektorbiindel iiber M und ¢; : Ely, — U; x V;
eine Atlas aus orientierungsbewahrenden Vektorbiindelkarten, dh. |J,U; = M.
Ist auch M orientiert, dann bewahren die Vektorbiindelkartenwechsel @; o ;" :
(U;NU;) xV; = (U;NU;) x V; die Produktorientierung, diese definieren da-
her eine Orientierung des Totalraums E. Wir bezeichnen diese Orientierung der
Mannigfaltigkeit E als die induzierte Orientierung des Totalraums.

Unter einem Schnitt eines Vektorbiindels p : £ — M verstehen wir eine
Abbildung s : M — FE, sodass p o s = idy,. Die Menge der glatten Schnitte
bezeichnen wir mit

[(E):={se€C®M,E)|pos=idy}.

3Da jeder endlich dimensionale Vektorraum zu R* isomorph ist, wird dies oft #quivalent
wie folgt formuliert. Zu jedem Punkt z¢p € M existiert eine offene Umgebung U von zg, k € Ny
und ein Diffeomorphismus ¢ : p~1(U) — U x R¥ mit p; o ¢ = p, der faserweise linear ist, dh.
¢ = p|g, : Bx — {2} x R¥ = R¥ ist ein linearer Isomorphismus, fiir jedes = € U.
49
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Schnitte von E kénnen punktweise addiert und mit Funktionen multipliziert wer-
den, (s1 + s2)(x) = si1(z) + sa2(x), (fs)(z) := f(zx)s(z). Fir glatte Schnitte
$1,892,8 € I'(E) und f € C°°(M) sind auch s; + s und fs glatte Schnitte von FE,
die Glattheit von s; 4+ s und fs léasst sich leicht mit Hilfe lokaler Trivialisierun-
gen von E zeigen. Dadurch wird I'(E) also ein Modul itber C*°(M). Insbesondere
besitzt jedes Vektorbiindel einen kanonischen glatten Schnitt, den sogenannten
Nullschnitt, o € T'(E), der jedem = € M das Nullelement im Vektorraum F,
zuordnet, o(x) = 0. Das Bild des Nullschnitts ist eine zu M diffeomorphe Teil-
mannigfaltigkeit von F, o und die Einschrankung von p liefern zueinander inverse
Diffeomorphismen M = o(M) C E. Unter dem Tréger eines Schnittes s € I'(F)

verstehen wir die Teilmenge supp(s) = {z € M | s(x) # 0}.

I1.1.1. BEISPIEL. Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit und V' ein endlich di-
mensionaler Vektorraum, dann ist £ := M x V zusammen mit der kanonischen
Projektion p : E — M ein Vektorbiindel iiber M, rank(E) = dim(V'). Jedes solche
Vektorbiindel wird als triviales Vektorbiindel bezeichnet, seine Schnitte kénnen in
kanonischer Weise mit den V-wertigen glatten Funktionen auf M identifiziert wer-
den, T'(E) = C*°(M, V). Wir bezeichnen das triviale Vektorbiindel M x R¥ — M
mit ¥, Insbesondere kénnen wir C*°(M) als Schnitte des trivialen Linienbiindels
€' verstehen, und allgemeiner C*°(M,R*) = T'(¢F).

I1.1.2. BEISPIEL. Das Tangentialbiindel p : TM — M einer glatten Mannig-
faltigkeit ist ein Vektorbiindel, rank(7'M) = dim(M), siehe [3, Abschnitt 2.9]. Ist
M DU % u(U) C R” eine Karte von M, dann bildet Tw : TU — u(U) x R eine
Vektorbiindelkarte von T'M. Die Schnitte des Tangentialbiindels kénnen in kano-
nischer Weise mit den Vektorfeldern auf M identifiziert werden, I'(T'M) = X(M),
siehe [3, Abschnitt 2.10]. Eine Mannigfaltigkeit M ist genau dann orientierbar
wenn das Tangentialbiindel "M — M orientierbar ist, und eine Orientierung von
M ist nichts anderes als eine Orientierung des Vektorbiindels TM — M, vgl. [3,
Abschnitt 4.5].

Es seien p : E — M und q : FF — M zwei Vektorbiindel {iber M. Eine
glatte Abbildung ¢ : E — F mit qo ¢ = ¢ wird Vektorbiindelhomomorphis-
mus (tiber M) genannt, falls sie faserweise linear ist, dh. fiir jedes = € M ist
vz = p|g, : B — F, eine lineare Abbildung. Beachte, dass die Kompositi-
on von Vektorbiindelhomomorphismen wieder ein Vektorbiindelhomomorphismus
ist. Zwei Vektorbiindel £ und F' iiber M werden isomorph genannt, falls Vek-
torbiindelhomomorphismen ¢ : £ — F und ¢ : ' — E mit 1 o ¢ = idg und
po1) = idp existieren. In diesem Fall werden ¢ und v als zueinander inverse Vek-
torbiindelisomorphismen bezeichnet und wir schreiben £ = F'. Ein Vektorbiindel
wird trivialisierbar genannt, wenn es isomorph zu einem trivialen Vektorbiindel
ist.

Es seien p: F — M und g : F — N zwei Vektorbiindel und f : M — N
glatt. Unter einem Vektorbiindelhomomorphismus tiber f verstehen wir eine glatte
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Abbildung ¢ : E — F mit qo ¢ = f o p, die faserweise linear ist, dh. fiir jedes
x € Mist , == ¢|pg, : E; — Fj) eine lineare Abbildung.

I1.1.3. BEISPIEL. Das Tangentialbiindel des Kreises 7'S? ist trivialisierbar. Je-
des Vektorfeld X € X(S*) ohne Nullstelle liefert einen Vektorbiindelisomorphis-
mus &' = TS (z,\) — X X(x), wobei ! = S! x R das triviale Linienbiindel
iiber S! bezeichnet, siche auch Proposition

I1.1.4. BEISPIEL. Das Tangentialbiindel einer Sphére gerader Dimension 7'5?",

n > 1, ist nicht trivialisierbar, denn es besitzt keinen nirgendwo verschwindenden
Schnitt, siehe Korollar [LG.1

I1.1.5. PROPOSITION. Es sei ¢ : E — F ein Vektorbindelhomomorphismus
iber M, sodass ¢, : E, — F, fir jedes x € M ein linearer Isomorphismus ist.
Dann ist ¢ ein Vektorbiindelisomorphismus und daher £ = F.

BeEwEIS. Offensichtlich ist ¢ : £ — F' eine glatte Bijektion. Es geniigt zu
zeigen, dass die Umkehrabbildung ¢! : F' — E glatt ist, sie ist dann ebenfalls
faserweise linear und liefert daher einen zu ¢ inversen Vektorbiindelhomomorphis-
mus. Da Glattheit eine lokale Eigenschaft ist, diirfen wir 0.B.d.A. E = U x V|,
F=UxVund p = p; = q annehmen, U C M offen, V' ein Vektorraum. Der
Vektorbiindelhomomorphismus ¢ ist dann von der Form

e:UxV —-UXxYV, o(x,v) = (z,p(x) - v),

fiir eine eindeutig bestimmte glatte Abbildung ¢ : U — GL(V). Fiir die Umkehr-
abbildung gilt offensichtlich

e UxV —=UxV, o(z,v) = (:)s,gé(:c)_l -v),

wobei ¢(z)™! € GL(V) die zu ¢(z) € GL(V) inverse lineare Abbildung bezeich-
net. Aufgrund der Glattheit der Inversion GL(V) — GL(V), A — A™' ist also
auch ¢! glatt, vgl. Aufgabe B0 O

Ist p: E — M ein Vektorbiindel und U C M offen, dann bildet die Fin-
schrinkung p : Ely — U ein Vektorbiindel iiber U, wobei E|y = p~1(U).
Etwas allgemeiner ist fiir jede Teilmannigfaltigkeit S C M die Einschriankung
p: E|s — S ein Vektorbiindel iiber S, F|s := p~*(S). Ist E orientiert, dann erbt
E|s in kanonischer Weise eine Orientierung.

Esseip: E— N ein Vektorbiindel und f : M — N glatt. Beachte, dass p und
f transversal sind, denn die Projektion eines Vektorbiindels ist stets submersiv.
Nach Satz ist also

fE:={(z,e)e M xE| f(z)=ple)} CM x E

eine Teilmannigfaltigkeit. Es bezeichnen ¢ : f*E — M und f : f*E — FE die
Einschrikungen der beiden kanonischen Projektionen von M X E. Insbesondere
sind ¢ und f also glatt. Jede Faser von ¢ ist in kanonischer Weise mit einer Vek-
torraumstruktur versehen, denn ¢~ '(z) = {2} X Epu) = Efp(), fiir jedes x € M.
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Ist ¢ = (p,p2) : Ely — U x V eine lokale Trivialisierung von E, dann bildet
(¢, 020 f) : (f*E)|p-1@w) — f71(U) x V eine lokale Trivialisierung von f*F, somit
ist ¢ : f*E — M also ein Vektorbiindel, rank, (f*E) = ranky)(E). Wir bezeich-
nen f*FE als das mittels f zuriickgezogene Vektorbiindel, oder auch als Pullback
Biindel. Beachte auch, dass f : f*FE — E ein Vektorbiindelhomomorphismus iiber
f ist, der jede Faser (f*FE), linear isomorph auf die Faser Ey,) abbildet. Ist £

orientiert, dann existiert auf f*F genau eine Orientierung, sodass f faserweise
orientierungserhalten wird, wir bezeichnen diese als die induzierte Orientierung
von f*FE. Fiir die Schnitte des Pullback Biindels erhalten wir eine kanonische
Identifikation

I'(f*E)={0ce€ C®(M,E) |pooc = f}, s—o:=fos.

Ist I’ ein weiteres Vektorbiindel iiber M und v : ' — E ein Vektorbiindel-
homomorphismus iiber f, dann existiert ein eindeutiger Verktorbiindelhomomor-
phismus ¢ : F' — f*E iiber M mit f o =, ndmlich ¢ = (¢,¢) : F — f*E C
M x E. Dies wird als universelle Eigenschaft des Pullback Biindels bezeichnet. Ist
dariiber hinaus v faserweise ein linearer Isomorphismus, dann ist ¢ : F' — f*F
ein Vektorbiindelisomorphismus, siehe Proposition [LTH. Ist ¢ : P — M ei-
ne weitere glatte Abbildung, so erhalten wir einen kanonischen Isomorphismus
(fog)*E = g"f*E iiber P. Bezeichent ¢ : S — N die Inklusion einer Teil-
mannigfaltigkeit, so erhalten wir einen kanonischen Isomorphismus E|s & (*F,
die Pullback Konstruktion kann daher als Verallgemeinerung der Einschréankung
verstanden werden.

Es seien F und F' zwei Vektorbiindel iiber M. Wir werden nun ein Vek-
torbiindel £ @ F — M mit Fasern (F® F), = E,® F,, x € M, konstruieren. Die
dem Totalraum £ @ F' zugrundeliegende Menge sei £ ® F := | |, ., £, ® F, und
p: E® F — M bezeichne die offensichtliche Projektion. Sind ¢ : E|ly — U x V
und ¢ : F|y — U x W Vektorbiindelkarten von F und F, so erhalten wir eine
faserweise lineare Bijektion

(EoF)ly=|]|EoF | [vew=Uxvaw).

zeU zeU

P::Uer Pz DY
%

Es gibt nun auf £’ @ F genau eine glatte Struktur, sodass dieses p, fiir jedes Paar
von Trivialisierungen ¢ und ¢ wie oben, ein Diffeomorphismus ist H Versehen wir

4Um die Existenz und Eindeutigkeit der glatten Struktur auf E @ F einzusehen betrachten
wir weitere lokale Trivialisierungen ¢ : E|y — U x V von F und ¢ : F|y — U x W von F. Die
Vektorbiindelkartenwechsel sind dann von der Form

pop i UXV =UXYV, (@oy ) (x,v) = (z,8(z) - v)
o i UxW —UxW, (W o™ ) (@, w) = (¢ (x) - w)
fiir eindeutig bestimmte glatte Abbildungen ¢ : U — GL(V') und ¢ : U — GL(W). Fiir die
oben konstruierten p = | |, .y ¢z @ ¥, und p = | |, oy Pe @ 1), gilt offenbar,
pop i UX(VaW) = Ux(VaW), (pop ), w) = (@ @) @) -w),
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E @ F mit dieser glatten Struktur, so wird p : E® F — M zu einem Vektorbiindel
tiber M, rank(E & F) = rank(F) + rank(F'). Sind E und F orientiert, dann
definieren wir die davon induzierte Orientierung von E @ F indem wir die Fasern
(E® F), = E, ® F, mit der Produktorientierung versehen.

Wir haben kanonische faserweise injektive Vektorbiindelhomomorphismen ¢ :
EFE— E® F und p : ' — E @ F sowie kanonische faserweise surjektive Vek-
torbiidelhomomorphismen 7 : E® F — Eund np : E@ F — F. Diese geniigen
den Relationen

ot =idg, wpotwp=idp, wgotp=0=7poig.
Fiir die Schnitte von £ @ F' erhalten wir daraus eine kanonische Identifikation
NEaF)=T(F)xI'(F), s— (mpos,mpos).

Ist G ein weiteres Vektorbiindel und sind g : G — E sowie ¥p : G — F
zwei Vektorbiindelhomomorphismen iiber M, dann existiert ein eindeutiger Vek-
torbiindelhomomorphismus ¢ : G — E @ F mit vg = g oy und ¢Yp = wp 09,
namlich ¢ = 1g 0 Yg + tp 0 Yp. Die Whitney Summe hat daher die universel-
le Eigenschaft eines Produkts. Sie besitzt aber auch die universelle Eigenschaft
der direkten Summe, sind pg : £ — G und pp : F — G zwei Vektorbiindel-
homomorphismen, dann existiert ein eindeutiger Vektorbiindelhomomorphismus
p:E®F — G mit poig =pgund potp = pp, ndmlich p = pgomp + prpomp.

Beachte, dass kanonische Vektorbiindelisomorphismen E & (F & G) = (E &
F)oG Ed =E, ff(FE®OF)=fE® f*Fund E® F = F @ E existieren,
wobei der letzte i.A. nicht orientierungsbewahrend ist.

I1.1.6. BEISPIEL. Fiir das Tangentialbiindel der Sphére existiert ein Isomor-
phismus 7'S™ @ &' = TR g, = €77 also ist T'S™ @ &' trivialisierbar, wo-
bei ¢ = 8™ x R* das triviale Vektorbiindel iiber S™ bezeichnet. Beachte dazu,
dass die Tangentialabbildung der Inklusion S™ — R"*! einen faserweise injek-
tiven Vektorbiindelhomomorphismus ¢; : T'S®™ — TR"|g. liefert. Ist weiters
v : S" — TR""!gn ein Einheitsnormalenfeld fiir S™, so erhalten wir einen fa-
serweise injektiven Vektorbiindelhomomorphismus ¢o : £ — TR gn, (2, \) —
A - v(z). Zusammen induzieren ¢; und tp einen Vektorbiindelhomomorphismus
TS™ @ &Y — TR™ ! gn. Nach Konstruktion ist dieser faserweise bijektiv und da-
her ein Isomorphismus, sieche Proposition [LTH

I1.1.7. BEMERKUNG. Esseien p: E — M und q : FF — M zwei Vektorbiindel.
Dann ist offensichtlich p x ¢ : E x F' — M x M ein Vektorbiindel iiber M x M
mit Fasern (E X F),) = E; x F,. Bezeichnet 6 : M — M x M, 6(z) =
(x,x), die Diagonalabbildung so erhalten wir einen kanonischen Isomorphismus
E® F = 0*(E x F), sieche Aufgabe BA Dies kann als alternative Definition der
Whitney Summe verwendet werden. Andererseits léasst sich auch F x F' mit Hilfe

also sind die Vektorbiindelkartenwechsel po p~! glatt. Daraus folgt nun sofort die Existenz und
Eindeutigkeit der glatten Struktur auf £ ¢ F.
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der Whitney Summe darstellen, £ x F' = piE @ p3F', wobei p; : M x M — M
die beiden Projektionen bezeichnen, i = 1, 2.

Es sei p: E — M ein Vektorbiindel. Eine Teilmenge F C E wird Teilbiindel
von E genannt, falls zu jedem x € M eine lokale Trivialisierung ¢ : E|y — U xV
von E existiert, sodass x € U und ¢(F N E|y) = U x W fiir einen linearen
Teilraum W C V. Zusammen mit der Einschrankung p : F — M wird F dann
offensichtlich selbst zu einem Vektorbiindel. Zudem ist die kanonisches Inklusion
F — F ein faserweise injektiver Vektorbiindelhomomorphismus.

Wir nennen zwei Teilbiindel F,G C E komplementér, falls F, und G, fiir
jedes x € M, komplemantére Teilrdume von E, sind, dh. F, N G, = 0 und
F, + G, = E,. In diesem Fall induzieren die kanonischen Inklusionen F' — FE
und G — F einen Isomorphismus F & G = FE, sieche Proposition Die
kanonischen Inklusionen 1z : £ — E & G und 1 : G — E @& G erlauben es
umgekehrt £ und G als komplementére Teilbiindel von F & G aufzufassen.

I1.1.8. LEMMA. Es sei p : B — M ein Vektorbiindel und  : F — FE die
kanonische Inklusion eines Teilbiindels. Dann existieren (faserweise surjektive)
Vektorbiindelhomomorphismen w : E — F mit m o1 = idp.

BEWEIS. Es seien ¢; : E|y, — U; X V; Vektorbiindelkarten mit ¢;(FNE|y,) =
Ui x W; und |J,U; = M, wobei W; C V; Teilraume sind. Fiir jedes ¢ wéhlen
wir eine lineare Projektion 7; : V; — W; mit 7;|w, = idw,. Mit Hilfe der Karten
¢i : E|ly, — U; x V; und deren Einschrankungen ¢; : F|y, — U; x W; erhalten
wir Vektorbiindelhomomorphismen 7; : Ely, — Fly, mit m; 0 |r, = idg,, fir
jedes i. Sei nun \; eine der offenen Uberdeckung {U;} untergeordnete Partiti-
on der Eins, \; € C*(M), supp(\;) € U; und >, \; = 1. Beachte, dass sich
die Vektorbiindelhomomorphismen \;m; : E|y, — F|y, durch Null zu global de-
finierten glatten Vektorbiindelhomomorphismen F — F' ausdehnen lassen. Es

ist daher 7 := > . \m : E — F ein Vektorbiindelhomomorphismus fiir den
mor=> Nmor=y\idp = idp gilt. 0

Es sei E ein Vektorbiindel iiber M und F C E ein Teilbiindel. Wir kon-
struieren nun ein Quotientenbindel E/F iiber M mit Fasern (E/F), = E,/F,.
Genauer, die dem Totalraum von E/F zugrunde liegende Menge sei | |, ., £,/ F:,
und p : E/F — M bezeichne die offensichtliche Projektion. Ist ¢ : E|y — U x V
eine Trivialisierung von E mit o(F N E|y) = U x W, W C V ein Teilraum, so
erhalten wir eine faserweise lineare Bijektion

(B/F)u = || BufFu 222225 | | vyw = U x VW,
zelU zeU

Es gibt nun auf E/F genau eine glatte Struktur, sodass p, fir jede Trivialisie-
rung ¢, ein Diffeomorphismus ist i Versehen wir £ /F mit dieser glatten Struktur,

5Um die Existenz und Eindeutigkeit der glatten Struktur auf E/F' einzusehen betrachten
wir eine weitere lokale Trivialisierung @ : Ey — U x V von F mit ¢(F N E|y) = U x W. Dann
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dann wird p : E/F — M also zu einem Vektorbiindel iiber M, rank(E/F) =
rank(FE) — rank(F'). Zudem ist die kanonische Projektion 7 : E — E/F ein
faserweise surjektiver Vektorbiindelhomomorphismus, und wir erhalten eine (fa-
serweise) kurze exakte Sequenz von Vektorbiindeln

O—>FL>E1>E/F—>O.

Sind F und F' orientiert, dann definieren wir die davon induzierte Orientierung
auf E/F wie folgt. Eine Basis by,bs,... von (E/F), = E,/F, ist positiv ori-
entiert, falls fiir eine (und dann jede) positiv orientierte Basis fi, f2,... von
F, und eine (und dann jede) Wahl von eq,es,... € E, mit me; = b; die Basis
fi, fa,...,e1,ea,... von E, positiv orientiert ist, vgl. Aufgabe BA

Das Quotientenbiindel hat folgende universelle Eigenschaft. Ist G ein weiters
Vektorbiindel iiber M und ¢ : E — G ein Vektorbiindelhomomorphismus mit 1o
¢ = 0, dann existiert ein eindeutiger Vektorbiindelhomomorphismus v : E/F —
G, sodass ¥ o = 1). Beachte auch, dass 1) faserweise injektiv ist.

Nach Lemma existiert ein Vektorbiindelhomomorphismus p : £ — F
mit po ¢ = idp. Da (idg —t 0 p) o = ¢ — ¢ = 0, faktorisiert idg —top: E — FE
zu einem Vektorbiindelhomomorphimus ¢ : E/F — E mit 1 oo = idg/p. Die
Homomorphismen ¢ und ¢ induzieren einen Isomorphismus '@ E/F = E| dessen
Inverser von p und 7 induziert wird. Beachte jedoch, dass dieser Isomorphismus
nicht kanonisch ist, er hingt von der Wahl von ¢ bzw. p ab. Unsere Orientierungs-
konventionen sind so, dass der eben konstruierte Isomorphismus F & E/F = E
fiir jede Wahl von p bzw. o orientierungserhaltend ist. Wir halten fest:

I1.1.9. PROPOSITION. Jedes Teilbiindle F C E besitzt komplementdre Teil-
biindel G C E, dh. F & G = E, und fiir jedes solche G gilt G = E/F.

I1.1.10. PROPOSITION. FEs sei ¢ : E — F ein Vektorbiindelhomomorphis-
mus iber M mit lokal konstantem Rang, dh. rank(y, : E, — F}) ist lokal kon-
stant fir v € M. Dann ist img(p) = U, img(p.) ein Teilbindel von F und
ker(p) := U, en ker(py) ist ein Teilbiindel von E. Zudem induziert ¢ einen Vek-
torbindelisomorphismus E [ ker(p) = img(p).

BEWEIS. Da Teilbiindel zu sein eine lokale Eigenschaft ist, diirfen wir 0.B.d.A.
E=UxV und F =U x W annehmen, U C M offen, V und W Vektorrdume.

ist der Vektorbiindelkartenwechsel von der Form
pop UxVoUxV,  (gop )(@,v) = (z,8() - v)
fiir eine eindeutig bestimmte glatte Abbildung ¢ : U — GL(V). Da auch ¢(z)(W) = W, fiir
alle x € U, induziert ¢ eine glatte Abbildungen g : U — GL(V/W), vgl. Aufgabe Fiir die
oben konstruierten p := | |, @ und p:=| |, oy @2 gilt offenbar
pop U VIW = UXV/W, (popY)(w,0) = (v, 5(a) - ),

also sind die Vektorbiindelkartenwechsel po p~! glatt. Daraus folgt nun sofort die Existenz und
Eindeutigkeit der glatten Struktur auf E/F.
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Nach Voraussetzung konnen wir durch Verkleinern von U auch erreichen, dass
der Rang von ¢, : V — W konstant ist, z € U.

Sei nun zy € U, und betrachte die Teilraume Vj := ker(p,,) C V sowie W, :=
img(¢.,) € W. Wihle komplementére Teilraume Vj C V, dh. V& Vy =V, und
Wi C W, dh. Wy @ Wy =W. Da ¢,, : Vj — Wy ein Isomorphismus ist, existiert
eine lineare Abbildung o : W — V., mit o o ¢, |y = idyy, g, © olw, = idw, und
ker(o) = W{. Weiters bezeichne 7 : V' — Vj die Projektion auf V; ldngs V{, dh.
7|y, = idy,, ker(m) = Vy, und 7’ : W — W/ die Projektion auf W{ langs Wy, dh.
7'|w; = idwy und ker(n') = Wy. Nach Konstruktion gilt daher o o ¢, + 7 = idy
und ¢,, 0o + 7' =idy.

Betrachte nun die beiden Vektorbiindelhomomorphismen

Y:UxV —-UxV, ¢(xv):=(z,(00p,+7)-v),
p: UxW =UxW, plz,w):=(z,(pz00+7) w).

Beachte 1., = idy und p,, = idw. Da GL(V) eine offene Teilmenge von L(V, V)
bildet, konnen wir durch Verkleinern von U erreichen, dass v ein Isomorphismus
ist. Nach Konstruktion gilt ¢(ker(p)) € U x Vj, und aus Dimensionsgriinden
daher ¥ (ker(¢)) = U x Vj. Dies zeigt, dass ker(p) ein Teilbiindel von E bildet.
Analog kénnen wir durch Verkleinern von U auch erreichen, dass p ein Isomor-
phismus wird. Nach Konstruktion gilt p(U x W) C img(y) und aus Dimensions-
griinden daher p(U x Wy) = img(p). Damit ist auch img(y) als Teilbiindel von
F nachgewiesen, denn p~!(img(y)) = U x W.

Der Vektorbiindelhomomorphismus ¢ : E — img(yp) faktorisiert zu einem
Vektorbiindelhomomorphismus ¢ : E/ ker(¢) — img(y). Nach Konstruktion ist
@ faserweise ein linearer Isomorphismus, aus Proposition folgt daher, dass
@ ein Vektorbiindelisomorphismus ist. 0

I1.1.11. BEISPIEL (Normalenbiindel einer Teilmannigfaltigkeit). Bezeichnet
t S — M die Inklusion einer Teilmannigfaltigkeit, dann ist Tt : T'S —
TM ein faserweise injektiver Vektorbiindelhomomorphismus, und wir kénnen
TS als Teilbiindel von TM|g = ¢*T'M auffassen. Das Quotientenbiindel T+S :=
TM|s/TS wird als Normalenbiindel von S in M bezeichent. Sind M und S ori-
entiert, dann erhalten wir eine induzierte Orientierung auf dem Normalenbiindel
T+S.

I1.1.12. BEISPIEL (Vertikales Biindel). Ist p : E — M ein Vektorbiindel,
dann bildet die Tangentialabbildung T'p : TE2 — T'M einen Vektorbiindelhomo-
morphismus iiber p : F — M, und induziert daher einen faserweise surjektiven
Vektorbiindelhomomorphismus TE — p*T'M. Sein Kern VE = {X € TE :
Tp- X = 0} ist ein Teilbtindel von TE — E, das als vertikales Biindel von E
bezeichnet wird. Wir erhalten somit eine kanonische kurze exakte Sequenz von
Vektorbiindeln iiber F,

0= VE->TE X p"TM — 0.
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Insbesondere erhalten wir einen kanonischen Isomorphismus TE/V E = p*T M.
Nach Proposition [[LL9 gilt weiters TE = VE & p*T'M. Zudem existiert ein
kanonischer Vektorbiindelisomorphismus iiber F,

p'E=VE, (v, w) = %|t:0(v + tw),

wobel p*E = {(v,w) € E x E | p(v) = p(w)}. Durch Zuriickziehen mittels des
Nullschnitts o : M — FE erhalten wir eine kanonische kurze exakte Sequenz
von Vektorbiindeln 0 — F — o"TE — TM — 0 iiber M, denn o*'VE =
o'p*E = (poo)'E =idy, E = E und o*p*TM = (poo)*TM =id}, TM =TM.
Der Nullschnitt erlaubt es aber auch T'M als Teilbiindel von o*T'E aufzufassen,
To:TM — o*TFE, also bilden T"M und E komplementére Teilbiindel von o*TFE,
und wir erhalten somit einen kanonischen Isomorphismus o*T'E = T'M & E iiber
M. Ist E ein orientiertes Vektorbiindel und M orientiert, dann ist dieser Iso-
morphismus orientierungsbewahrend. Identifizieren wir das Bild des Nullschnitts
o(M) C E mit M, und fassen also M als Teilmannigfaltigkeit von E auf, so folgt
TE|y = TM & E. Fir das Normalenbiindel von M in E erhalten wir daraus
einen kanonischen Isomorphismus T+ M = E. Ist E ein orientiertes Vektorbiindel
und M orientiert, dann ist dieser Isomorphismus orientierungsbewahrend.

I1.1.13. PROPOSITION. FEs sei S C N eine Teilmannigfaltigkeit und f . M —
N transversal zu S. Dann induziert die Tangentialabbildung Tf : TM — TN
einen Vektorbiindelisomorphismus T+(f~1(S)) = f*(T*S). Sind M, N und S
orientiert, dann existiert genau eine Orientierung auf f~1(S), sodass dieser Iso-
morphismus orientierungsbewahrend wird.

BEWEIS. Wir erinnern uns, dass ¥ := f~1(.9) eine Teilmannigfaltigkeit von M
bildet, siche Satz Die Einschrinkung der Tangentialabbildung von f liefert
einen Vektorbiindelhomomorphismus 7'f : TM|y, — T N|g iiber f|x : ¥ — 5,
der T nach TS abbildet und daher zu einen Vektorbiindelhomomorphismus
TLY = TM|s/TY — TN|s/TS = T+S iiber f|s : ¥ — S faktorisiert. Da f
und S transversal sind, ist dieser Homomorphismus faserweise bijektiv und indu-
ziert daher einen Isomorphismus 7+% = f*T+S. Sind N und S orientiert, dann
erhalten wir eine induzierte Orientierung des Normalenbiindels 7S und diese in-
duziert eine Orientierung des Vektorbiindels 7+ = f*T+S. Es gibt daher genau
eine Orientierung des Vektorbiindels T3, die zusammen mit der Orientierung auf
M, diese Orientierung auf T+% = T M|y /T induziert, vgl. Aufgabe O

I1.1.14. BEMERKUNG. Die induzierte Orientierung von ¥ := f~1(S) in Propo-
sition [LT.13 kann wie folgt beschrieben werden. Eine Basis X, ..., X,,_,1x von
T,%, x € M, ist genau dann positiv orientiert wenn folgendes gilt. Ist Y7, ..., Y,

eine positiv orientierte Basis von TS und 71, ..., Z,_; € T, M, sodass die Vek-
toren Yy,..., Yy, Tof - Z1, ..., Tof - Z,—j eine postiv orientierte Basis von Ty N
bilden, dann ist Xy,..., Xy _nik, 21, ..., Zn_k €ine positiv orientierte Basis von

T,M.
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1I.1.15. BEMERKUNG. Es bezeichnen ¢; : S; — M und ¢y : S9 — M die Inklu-
sionen zweier transversaler orientierter Teilmannigfaltigkeiten einer orientierten
Mannigfaltigkeit M. Aus Proposition erhalten wir eine induzierte Orien-
tierung der Teilmannigfaltigkeit S; N Sy = 1,*(S1) C S,, wir bezeichnen diese
als die induzierte Orientierung des Durchschnitts Sy N Ss. Eine Basis X1, ... von
T,.(S1NY5) ist genau dann positiv orientiert, wenn folgendes gilt: ergénzen wir X;
zu einer positiv orientierten Basis Xy,...,Y7,... von TS und und zu einer posi-
tiv orientierten Basis X; ..., Z;,... von 1,55 dann bildet Xy,...,Yq,..., Z4,...
eine positiv orientierte Basis von T, M.

Mit Hilfe der Geometrie von Geodéiten werden wir im néchsten Kapitel fol-
gendes Resultat beweisen, das die Bedeutung des Normalenbiindels verdeutlicht.

I1.1.16. SATZ (Tubuldre Umgebung). Es sei S C M eine abgeschlossenen
Teilmannigfaltigkeit mit Normalenbiindel T+S := T M|g/TS. Dann ezistiert eine
offene Umgebung U von S in M und ein Diffeomorphismus ¢ : T+S = U, sodass
o|ls = idg und To|ls = idpig : TS — T+S, wobei wir S mit dem Bild des
Nullschnitts in T+S identifizieren, vgl. Beispiel [LT114. Jedes solche ¢ wird als
tubuldre Umgebung von S in M bezeichnet. Zudem kann U beliebig klein gewdhlt
werden, dh. ist V' eine offene Umgebung von S in M, dann kinnen ¢ und U so
gewdhlt werden, dass U CV.

I1.1.17. BEMERKUNG. Sind in der Situation von Satz[LT.I6 die Mannigfaltig-
keiten M und S orientiert, dann ist jede tubulire Umgebung ¢ : T+S = U C M
orientierungsbewahrend. Aus ¢|s = idg und Tp|s = idpig : T+S — T+S folgt
némlich, dass der Vektorbiindelisomorphismus

TSOTS =T(T+S)|s = TM|s =TSSTHS, Ty|ls= drs  *

0 ldTLS
orientierungsbewahrend ist. Da jeder Punkt v € TS durch eine glatte Kurve mit
einem Punkt in S verbunden werden kann, muss aus Stetigkeitsgriinden T,y :
T,(T+S) — Ty M bei jedem v € T+S orientierungsbewahrend sein.

[1.1.18. LEMMA. Der Rang eines Vektorbindelhomomorphismus ¢ : £ — F
tiber M kann lokal nicht fallen, dh. jeder Punkt xo € M besitzt eine Umgebung
U, sodass rank(p, : E, — F,) > rank(p,, : Ey, — Fy,) fir alle x € U.

BEWEIS. Die Kartendarstellungen von ¢ sind von der Form U x R¥ — U xR,
(z,v) — (z,§(x)-v) mit ¢ : U — My, (R) glatt. Es gibt daher einen (r x r)-Minor
po: My (R) — R mit p(@(xg)) # 0, wobei 7 := rank(p,,). Wegen der Stetigkeit
von i folgt pu(p(x)) # 0 und somit rank(p,) > r, fiir z nahe x. O

I1.1.19. PROPOSITION. FEs set w: E — E ein Vektorbiindelhomomorphismus
tiber M mit m o = 7. Dann sind img(m) und ker(mw) komplementire Teilbiindel
von E und daher img(mw) @ ker(mw) = E.
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BEWEIS. Beachte, dass fiir den Vektorbiindelhomomorphismus p := idg —7 :
E — E die Relationen pop=p, 1+ p=idg und mop =0 = por gelten, dh. 7
und p sind faserweise komplementiire Projektionen. Nach Lemma koénnen
die Rénge von 7 und p lokal nicht fallen. Da aber rank(7) + rank(p) = rank(FE)
lokal konstant ist, muss daher der Rang von 7 (und auch der von p) lokal konstant
sein. Aus Proposition [LT.T0 folgt nun, dass img(7) und ker(7) beides Teilbiindel
von F sind. U

I1.1.20. PROPOSITION. Zu jedem Vektorbiindel E existiert ein Vektorbindel
F, sodass E ® I trivialisierbar ist.

BEWEIS. Sei also p : E — M ein Vektorbiindel. O.b.d.A. diirfen wir M
zusammenhéngend voraussetzen, k = rank(FE). Wir geben den Beweis nur fiir
kompakte Basen M. In diesem Fall existieren endlich viele Vektorbiindel Karten
(p,¢i) : Ely, — Uy x RF i = 1,... N, mit |J,U; = M. Wihle eine der Uber-
deckung {U;}1<;<n untergeordnete Partition der Eins, ¢; € C*°(M), supp(p;) C
U; und Y, ¢; = 1. Wir dehnen die glatten Abbildungen (X; o p)p; : Ely, — R*
durch Null zu global definierten glatten Abbildung @; : E — R* aus, 1 <17 < N.
Da @, faserweise linear ist, erhalten wir einen Vektorbiindelhomomorphismus

YV E— N =MxRN=MxRx-- xR ¢:=(p&,...,5n)

Nach Konstruktion ist 1) faserweise injektiv, denn zu x € M existiert ¢ mit \;(x) #
0 und daher ist ¢; : E, — R* injektiv. Nach Proposition ist img(¢)) daher
ein Teilbiindel von £V und v induziert einen Isomorphismus E 2 img(v). Nach
Proposition existiert ein zu img(y) komplementires Teilbiindel FF C &V,
img(y) @ F = £V, und wir erhalten £ @ F = ¢V, O

II1.1.21. BEMERKUNG. Fiir jedes Vektorbiindel E ist der C*°(M)-Modul I'(E)
projektiv. Aus Proposition [LT.20 folgt namlich, dass T'(E) ein direkter Summand
des freien C*°(M)-Modules I'(¢Y) = C°(M)Y ist. Umgekehrt tritt jeder end-
lich erzeugte projektive C'*°(M)-Modul so auf. Diese Tatsache ist als Serre-Swan
Theorem bekannt.

I1.1.22. BEISPIEL (Tautologisches Linienbiindel iiber RP™). Wir erinnern uns
an den reellen projektive Raum,

RP" := {1-dimensionale Teilriume von R"**},

und betrachten das triviale Vektorbiidel ¢! = RP™ x R"*! {iber RP". Fiir
[ € RP" bezeichne m; : R*™ — R"*! die orthogonale Projektion auf den eindi-
mensionalen Teilraum ! C R™*!. Dies definiert einen Vektorbiindelhomomorphis-
mus 7 : " — &7 7 (1, v) = (I, m(v)), mit 7 o = 7. Nach Proposition [LT.T9
sind daher

v :=img(m) = {(l,v) e RP" x R*™" | v € I}
v+ i=ker(r) = {(l,v) € RP" x R"*' | v L 1}
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komplementire Teilbiindel, v & v+ = £*!. Das Linienbiindel v — RP" wird
als das tautologische Linienbiindel iiber RP™ bezeichnet. Beachte, dass die Ein-
schrinkung ~y|gpn-1 in natiirlichwer Weise zu dem tautologischen Linienbiindel
iiber RP" ! isomorph ist. Fiir n > 1 ist + nicht trivialisierbar und nicht ori-
entierbar, siehe Aufgabe B7 Der Totalraum des tautologischen Linienbiindels
v — RP! 2 S' ist zum Mobiusband diffeomorph.

I1.1.23. PROPOSITION. Ist p : L — M ewn Linienbiindel, dann existiert eine
Zahl N und eine glatte Abbildung f : M — RPY, sodass L = f*~.

BEwEIS. Nach Proposition diirfen wir L C ¢Vt = M x RY*! anneh-
men. Fiir jedes x € M bildet daher die Faser L, C R¥*! einen eindimensiona-
len Teilraum. Wir erhalten somit eine Abbildung f : M — RPY, f(z) := L,.
Ein Blick auf die Kartendarstellung zeigt, dass f glatt ist. Offensichtlich ist
Y = (fop,ps) : L — RPY x RV*! ein faserweise injektiver Vektorbiindelho-
momorphimus iiber f : M — RPY. Nach Konstruktion hat 1; Werte im tauto-
logischen Biindel v € RPY x R¥*! und liefert daher einen Vektorbiindelhomo-
morphismus ¢ : L — v iiber f: M — RPY, der faserweise bijektiv ist. Folglich
induziert ¢ einen Vektorbiindelisomorphismus ¢ : L — f*~v {iber M. U

I1.1.24. BEMERKUNG. Aufgrund des vorangehenden Resultats wird v auch
als universelles Linienbiindel bezeichnet. Hat M Dimension n, dann geniigt es in
Proposition N > n vorauszusetzen, siehe etwa [4, Theorem 3.4 in Chap-
ter 4]. Unter der Gassmannmannigfaltigkeit Gry,(R) verstehen wir die Menge
aller k-dimensionalen Teilrdume von R™. Diese Menge kann in natiirlicher Weise
zu einer glatten k(n — k)-dimensionalen Mannigfaltigkeit gemacht werden. Wie
oben lésst sich zeigen, dass

AR = {(V, v) € Grg,(R) x R" ‘ vE V} C Grypn(R) x R

ein Teilbiindel vom Rang k bildet, das sogenannte tautologische Vektorbiindel
iiber Gry,(R). Beachte Gr;,(R) = RP"' und 4! = 7. Wie oben lisst sich
zeigen, dass zu jedem Vektorbiindel ¥ — M vom Rang k eine Zahl N und eine
glatte Abbildung f : M — Gr n(R) existiert, sodass £ = f*y*. Aus diesem
Grund wird +* auch als das universelle Vektorbiindel von Rang k bezeichnet,
siche Aufgabe In diesem Fall geniigt es N > n + k vorauszusetzen, siehe etwa
[4, Theorem 3.4 in Chapter 4].

Es seien E und F' zwei Vektorbiindel iiber M. Wir definieren nun ein Vek-
torbiindel hom(F, F') iiber M mit Fasern hom(E, F), = L(E,,F,), x € M,
wobei L(V,W) den Vektorraum der lineren Abbildungen von V nach W be-
zeichnet. Genauer, die dem Totalraum hom(F, F') zugrundeliegende Menge ist
hom(E, F) := | |,cps L(Es, ;) und p : hom(E, F) — M bezeichnet die offen-
sichtliche Projektion. Sind ¢ : Ely — U x V und ¢ : Fly — U x W zwei
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Vektorbiindelkarten von F und F, so erhalten wir eine faserweise lineare Bijek-
tion
PizuzeU(@gl)*(’/’z)*

hom(E, F)|y = | | L(E, F) | | Lv,w) =U x L(v, W),
zelU xeU

wobei (o7 1)*(Ve)s @ L(Ey, Fy) — L(V,W), XA — 1, 0 Ao ¢, . Es gibt nun auf
hom(FE, F ) genau eine glatte Struktur, sodass diese p, fiir jedes Paar von Vek-
torbiindelkarten ¢ und v wie oben, ein lefeomorphlsmus wirdfl Versehen wir
hom(E, F') mit dieser glatten Struktur, so wird p : hom(F,F) — M zu ei-
nem Vektorbiindel iiber M, rank(hom(E, F)) = rank(E) -rank(F"). Die Schnitte
['(hom(E, F')) kénnen in natiirlicher Weise mit Vektorbiindelhomomorphismen
E — F iiber M identifiziert werden. Beachte, dass kanonische Isomorphismen
f*hom(E, F) = hom(f*E, f*F), hom(E, F & G) = hom(E, F') ® hom(F, G) und
hom(E & F,G) = hom(E,G) @ hom(F, @) existeren. Im Fall £ = F schreiben
wir end(E) := hom(F, E).

Unter dem dualen Biindel verstehen wir das Vektorbiindel £’ := hom(FE, £'),
wobei £ = M x R das triviale Linienbiindel bezeichnet. Die Fasern des dualen
Biindels £’ sind daher die Dualrdume der Fasern von E, dh. E! = (E,)". Es gibt
kanonische Isomorphismen (E & F) = E' & F', f*(F') = (f*E) und £ = E".

I1.1.25. BEeispPIEL. Fiir das Tangentialbiindel des projektiven Raums haben
wir TRP" = hom(y, v1), siehe Beispiel [LT.22 und Aufgabe BS

I1.1.26. PROPOSITION. Die kanonische Abbildung
P(hom(E, F)) = Le=an(D(E), T(F)), ¢ (s—gos),
ist ein C°°(M)-linearer Isomorphismus. Dabei bezeichnet Leoeor)(I'(E),I'(F))

(M
den C’°°( )-Modul der C*°(M)-linearen Abbildungen ¢ : I'(E) — I'(F), dh.
O(fs) = fo(s) fir alle f € C°(M) und s € T'(E).

BEWwEIS. Die Abbildung oben ist offensichtlich wohldefiniert und C°°(M)-

linear, denn (fs) — f(¢(s) = (f¢)(s), ¢ € T(hom(E, F)), s € (E), f €
C*®(M). Auch die Injektivitét ist leicht einzusehen. Sei dazu ¢ € I'(hom(FE, F'))

6Um die Existenz und Eindeutigkeit der glatten Struktur auf hom(F, F) einzusehen be-
trachten wir weitere lokale Trivialisierungen @ : Ely — U x V von Eund ¢ : Fly - U x W
von F'. Die Vektorbiindelkartenwechsel sind dann von der Form

pop UV —UxYV, (@oy (@) = (z,8(z) - v)

Yo i UxW —UxW, (W o™ (@, w) = (z,9(x) - w)
fiir eindeutig bestimmte glatte Abbildungen ¢ : U — GL(V) und ¢ : U — GL(W). Fiir die
oben konstruierten p = | |, (03 ")* (¥z) und p = | |, (851)*(¥2)« gilt offenbar,

po p71 U % L(Va W) —U X L(Va W)v ([)O pil)('rv)‘) = (Iad;('r) A @(I)il)

Da die Abbildung GL(W) x L(V,W) x GL(W) — L(V,W), (A,\,B) — A -\ B~1 glatt ist,
sind also die Vektorbiindelkartenwechsel po p~! glatt. Daraus folgt nun sofort die Existenz und
Eindeutigkeit der glatten Struktur auf hom(E, F').
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und z € M mit 0 # ¢, € L(E,, F,). Es existiert daher v € E, mit ¢,(v) # 0. Mit
Hilfe einer Vektorbiindelkarte lésst sich leicht ein Schnitt s € I'(E) mit s(x) = v
konstruieren, und fiir diesen gilt dann (¢ o s)(x) = @.(s(x)) = p.(v) # 0, also
pos#0.

Um auch die Surjektivitit einzusehen, sei nun ¢ € Leoo(any(I(E),I'(F)). Wir
zeigen zunéchst, dass ¢ ein lokaler Operator ist, dh. fiir jede offene Teilmenge
U C M und jeden Schnitt s € I'(E) mit supp(s) C U gilt auch supp(¢p(s)) C U.
Fiir jedes x € U existiert namlich A € C*°(M) mit supp(A) € U und A(z) = 1.
Insbesodere folgt As = 0 € I'(E), und mittels der C*°(M)-Linearitét von ¢ daher
0= o(As)(x) = (Ad(s))(x) = Ax)(¢(s)(x)) = ¢(s)(x), also supp(¢(s)) € U.

Es sei nun x € M und s € I'(F) mit s(x) = 0. Wir zeigen nun, dass dar-
aus auch ¢(s)(z) = 0 folgt. Aufgrund der Lokalitéit von ¢ diirfen wir 0.B.d.A.
M=R" =0 FE=R"xV und F = R" x W annehmen. Indentifizieren wir
['(E) = C®(R™ V) und I'(F) = C=*(R", W), so erhalten wir eine C*°(R")-lineare
Abbildung ¢ : C*(R™, V) — C*(R", W), sowie s € C*°(R", V) mit s(0) = 0. Zu
zeigen ist ¢(s)(0) = 0. Die entscheidende Beobachtung ist nun

S(y)ZS(y)—S(O):/0 %S(ty)dtZ/o Zyigji(ty)dtZZyi/o o (ty) dt,

wobei y* : R® — R die Koordinatenprojektionen bezeichnen. Es gilt daher
s = Yy y'si, wobei s; € C(R™ V), 5,(y) := [y 2 (ty)dt. Aus der C(M)-
Linearitit von ¢ erhalten wir damit ¢(s) = >_"" | y'¢(s;) und somit ¢(s)(0) = 0.

Wir sehen daher, dass ¢(s)(x) € F, nur von s(x) € E, abhéingt. Es existieren
daher ¢, € L(E,, F,), sodass ¢(s)(z) = p.(s(z)) fir alle s € T'(F) und z € M.
Diese ,, x € M, definieren einen Schnitt ¢ des Biindels hom(FE, F'), es bleibt
nur noch zu zeigen, dass dieser Schnitt auch glatt ist. Sei dazu U C M offen,
Ely 2U xV und F|y = U x W Vektorbiindelkarten und hom(E, F')|y = U X
L(V, W) die entsprechende lokale Trivialisierung von hom(F, F'). In diesen Karten
ist ¢ : C°(U, V) — C°°(U, W) von der Form ¢(s)(z) = @(z)-s(x), s € C(U, V),
x € U, fiir eine Abbildung ¢ : U — L(V, W). Betrachten wir v € V' als konstante
Abbildung v € C*(U, V) so folgt ¢(x) - v = ¢(v)(x), also ist P(x) - v fiir fixes v
glatt in x. Folglich ist ¢ : U — L(V, W) glatt, siehe Aufgabe B, woraus nun die
Glattheit von ¢ folgt. O

Aus Proposition erhalten wir insbesondere einen C'*°(M)-linearen Iso-
morphismus I'(E’) = Lo (I'(E), C*°(M)), dh. Schnitte von E’ kénnen in ka-
nonischer Weise mit C°°(M)-linearen Abbildungen I'(E) — C°°(M) identifiziert
werden. Mittels E” = E erhalten wir aber auch I'(E) = Lo (I'(E'), C*(M)),
dh. Schnitte von E konnen als C'*°(M)-linearen Abbildungen I'(E') — C*°(M)
aufgefasst werden.

[1.1.27. BEISPIEL. Unter dem Kotangentialbiindel einer glatten Mannigfaltig-
keit M verstehen wir das Vektorbiindel 7*M = (T'M)', rank(T*M) = dim(M),
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seine Schnitte konnen in kanonischer Weise mit den 1-Formen auf M identifi-
ziert werden, I'(T*M) = Q'(M). Aus Proposition sehen wir, dass Q' (M)
in kanonischer Weise mit den C'*°(M)-linearen Abbildungen X(M) — C*>°(M)
identifiziert werden kann, vgl. [3, Abschnitt 4.1]. Wir kénnen aber auch X(M)
mit C°°(M)-linearen Abbildungen Q!(M) — C°°(M) identifizieren.

Es seien £ und F' zwei glatte Vektorbiindel iiber M. Das Tensorprodukt von
und F' ist ein glattes Vektorbiindel F® F' iiber M mit Fasern (E®F), = E,QF,.
Genauer, die dem Totalraum zugrundeliegende Menge ist EQ F := | | ., E,®F,,
und F® F' — M bezeichnet die offensichtliche Projektion. Sind ¢ : E|y — U xV
und ¢ : F|y — U x W lokale Trivialisierungen, so erhalten wir eine faserweise
lineare Bijektion

p::Ung Pz @Y
#

(E®@F)y=||E.®F, | [Vew=UxVew)
zelU zelU
Analog zu den vorangehenden Konstruktionen lésst sich zeigen, dass auf £ ® F
genau eine glatte Struktur existiert, sodass dieses p ein Diffeomorphismus wird,
fiir alle Paare lokaler Trivialisierungen ¢ und v wie oben. Versehen wir nun £ ® F'
mit dieser glatten Struktur, so wird £ ® F' zu einem glatten Vektorbiindel iiber
M, rank(E® F) = rank(F) -rank(F). Ist s € ['(E) und ¢ € I'(F) so schreiben wir
s@t € I'(E®F) fir den entsprechenden Schnitt von F® F', dh. (s®t), = s, ®t,,
x € M. Beachte auch die kanonischen Isomorphismen (E® F)®@G = (EQF)®G,
E®f = FE EQF 2 FQE, f*(EQF) = f*EQf*F, EQ(F®G) = EQF®ERG,
hom(E,F)=FQFE',end(F)=E®FE, (F®F) = E' ® F' und
hom(F ® F,G) = hom(E, hom(F,G)).

Zusammen mit Proposition sehen wir daraus, dass Schnitte des Vektor-
biindels hom(F ® F, G) in natiirlicher Weise mit C°°(M)-bilinearen Abbildungen

I'(E) x I'(F') — I'(G) identifiziert werden kénnen.
Ist E ein Vektorbiindel dann definieren wir

®2E::El®"'®EL®E®"'®E,-

k Faktoren | Faktoren

Aus den Beobachtungen oben folgt nun, dass I'(®{ E) in natiirlicher Weise mit
den C°°(M)-multilinearen Abbildungen

[(E)x - xT(E)xT(E') x - xT(E") — C™®(M)

7 7

g

k Faktoren | Faktoren

identifiziert werden kann.

I1.1.28. BEISPIEL. Tensorfelder aus 7!(M) kénnen als glatte Schnitte des
Vektorbiindels

RITM=T"M® - T"MTM®---®TM

Vv Vv
k Faktoren | Faktoren
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aber auch als C'*°(M)-multilineare Abbildungen
X(M)x - x X(M)x Q" (M) x - x Q" (M) — C=(M)

i J

Vv Vv
k Faktoren [ Faktoren

verstanden werden, vgl. [3, Abschnitt 4.2].

Fiir jedes Vektorbiindel £ haben wir einen Vektorbiindelhomomorphismus
tr : end(F) — &', der als kanonische Kontraktion oder Spur bezeichnet wird.
Faserweise ist tr, : end(E), = end(E,) — & = R die iibliche Spur. Fiir Schnitte
erhalten wir daraus eine C*°(M)-lineare Abbildung tr : I'(end(E)) — C>®(M),
tr(¢)(x) = tr(p,). Analog definiert die faserweise Komposition von Endomorphis-
men einen Vektorbiindelhomomorphismus end(E) ® end(E) — end(F). Auch lie-
fert die faserweise Evaluation einen kanonischen Vektorbiindelhomomorphismus
hom(E,F)® E — F, bzw. end(E) ® E — E.

Es sei E ein Vektorbiindel iiber M und ®*F = E ® --- ® E. Fiir jede Per-
mutation o € &, bezeichne ¢, : @*F — ®@FFE den Vektorbiindelisomorphismus
der die Faktoren entsprechend permutiert, ¢,(e; ® - ® ) = €5(1) @ - =+ @ €q()-
Betrachte nun den Vektorbiindelhomomorphismus

1 :
alt : "E — @"E, alt := ] Z sign (o), .

geBy,

Da ¢yr = ¢50¢, und sign(or) = sign(o) sign(r), o, 7 € &, folgt sofort alt o alt =
alt. Nach Proposition ist daher AFE := img(alt) ein Teilbiindel von ®@FE
mit Fasern (A*E), = A¥(E,). Beachte, dass wir dieses Vektorbiindel auch als
Quotient von ®*E verstehen kénnen, denn alt induziert einen kanonischen Iso-
morphismus A*E = ®@FFE/ ker(alt). Glatte Schnitte von A*E kénnen daher mit
C>*(M)-multilinearen alternierenden Abbildungen I'( E') x - - - X T'(E') — C*°(M)
identifiziert werden. Analog, kénnen wir glatte Schnitte von A*E’" mit C(M)-
multilinearen alternierenden Abbildungen I'(E) x --- x ['(E) — C*°(M) identi-
fizieren. Beachte die kanonischen Isomorphismen f*(A*E) = A¥(f*E), A*E' =
(A*E), und
ME®F)= P NVE® AE.
pta=Fk

Das Faserweise Hack Produckt liefert einen Vektorbiindelhomomorphismus AP E®
AE — APTIE, die davon induzierte Abbildung I'(APE) x T'(AYE) — ['(APTIE)
macht @, T(A*E) = I'(D, A*E) zu einer assotiativen und graduiert kommuta-
tiven Algebra.

11.1.29. BEISPIEL. Aus obigen Uberlegungen sehen wir nun, dass QF(M) ei-
nerseits mit I'(A*T* M) und andererseits mit dem Modul der C°°(M )-multilineare
alternierende Abbildungen X(M) x - -- x X(M) — C*°(M) in kanonischer Weise

identifiziert werden konnen.
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Analog zum alternierenden Fall lésst sich zeigen, dass fiir den Vektorbiindel-
homomorphismus

1
ok k ._
sym: QE — Q°F, Sym.—Hg G,

ceSy

sym o sym = sym gilt, und daher S*F := img(sym) C ®*F ein Teilbiindel mit
Fasern (S*E), = S*(E,) bildet, das wir auch als Quotient S*F = ®@*E / ker(sym)
verstehen kénnen. Glatte Schnitte von S*E entsprechen nun C°°(M)-multili-
nearen symmetrischen Abbildungen I'(E') x --- x T'(E') — C°°(M). Analog
konnen wir I'(S*E’) mit dem Modul der C°°(M)-multilinearen symmetrischen
Abbildungen I'(E) x --- x I'(E) — C°°(M) identifizieren. Beachte auch, dass
die Fasern (S*E’), = S¥E! mit den homogenen Polynomen vom Grad k auf
E, identifiziert werden konnen. Wieder haben wir kanonische Identifikationen
f*(S*E) = S¥(f*E) und S*(E’) = (S*E)’. Fiir uns werden vor Allem Schnitte
b € T'(S?E") interessant sein, so ein Schnitt liefert eine symmetrische Bilinearform
b, auf jeder Faser E,, und diese hingen glatt von z ab. Alternativ kénnen wir b
als eine symmetrische C*°(M)-bilineare Abbildung b : I'(E) x I'(E) — C*(M)
auffassen.

I1.1.30. BEMERKUNG. Unter einem Rahmen eines Vektorbiindels E iiber M
verstehen wir Schnitte s1,...,s; € I'(E), sodass $14, ..., Sk, eine Basis der Faser
E, bildet, fiir jedes x € M. Unter einem lokalen Rahmen verstehen wir einen
Rahmen von E|y, wobei U C M offen ist. Ein Vektorbiindel vom Rang k besitzt
genau dann einen Rahmen, wenn es trivial ist, jeder Rahmen s; von F liefert
einen Isomorphismus M x R¥ = F (x, ', ... tF) — tls;, + - + tFs;,, siehe
Proposition [LTH I.A. wird ein Vektorbiindel daher keinen Rahmen besitzen,
lokale Rahmen exisistieren jedoch immer. Jeder lokale Rahmen s; € I'(F|y) liefert
eine Vektorbiindelkarte E|y = U x R* die den Schnitt s; auf die durch den i-ten
Einheitsvektor von R* definierte konstante Abbildung U — R* abbildet.

Unter dem (lokalen) dualen Korahmen verstehen wir jene eindeutig bestimm-
ten Schnitte o', ..., 0% € T'(E'|y) fiir die 07(s;) = 7 gilt, dh. in jeder Faser ist
ol ... 0% die zu sy ,,..., s, duale Basis, z € U. Ein beliebige Schnitt ¢ € ['(E)

x?

lasst sich lokal in einem Rahmen entwickeln,
k
ty =Y ts;, t=0d'(tly) € C¥(U).
i=1

Beziiglich eines lokalen Rahmens lésst sich ein Schnitt daher durch einen Spal-
tenvektor t = (t,...,t*)" € C>®(U)k = C>(U;R*) von Koeffizientenfunktionen
darstellen. Bilden §,...,5;, € I'(F|y) einen weiteren lokalen Rahmen von E,
dann gilt

7

k
s = Zh{gj, b =69(s;) € C®(U).
j=1
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Fassen wir diese h? als (k x k)-Matrix h = (h?) mit Eintragungen in C*°(U)
auf, dann bildet also h, die Matrix zum Basiswechsel von s; , nach §, ,. Fiir die
Koeffizienten der Entwicklung ¢y = Zf 1 t'5; im Rahmen §; gilt daher

k
=" ht
i=1

oder in Matrixschreibweise t = h t.

Ist s¥,... s¥ € T(E|y) ein lokaler Rahmen von E und si',... sf' € T'(F|y)
ein lokaler Rahmen von F, dann bilden s, ... sP s, ... s einen lokalen Rah-
men von £ @ F, und s¥ ® sf, 1<i<k 1<j<listein lokaler Rahmen von
E ® F'. Insbesondere bildet also

"R RS, R R s, 1 <ip5 <k,
einen lokalen Rahmen von ®7FE und
Sjp N NSy, 1< <jo<--<jp <Kk,
ist ein lokaler Rahmen von APFE.

I1.1.31. BEISPIEL. Ist M D U % R" eine Karte von M, dann bilden die
Koordinatenvektorfelder 52, ..., % € X(U) = I'(T'M|y) einen lokalen Rahmen

des Tangentialbiindels TM und du!,... du" € QY(U) = T(T*M]|y) ist der duale
Korahmen von 7M. Wir erhalten einen lokalen Rahmen von &FTM,

" @ Qdu't ® 3% ® - ® 55, 1<i, 5 <n,
und
du™ A --- Ndu', 1<i <ig <<ty <,

bildet einen lokalen Rahmen von AYT*M.

11.2. Thom Isomorphismus. Es sei p : E — M ein Vektorbiindel und
o € T'(F) der Nullschnitt. Offensichtlich ist p o 0 = idy,, es gilt aber auch oo p ~
idg, denn h : E x I — E, h(v,t) := tv, ist eine Homotopie von o o p nach
idg. Die Vektorbiindelprojektion ist also eine Homotopiedquivalenz und induziert
daher fiir jedes ¢ einen Isomorphismus p* : HY(M) = H?(F), deren Inverser vom
Nullschnitt induziert wird, sieche Korollar [2T0 Beachte auch, dass jeder Schnitt
s € I'(F) homotop zum Nullschnitt ist, denn M x I — E, (x,t) — h(s(x),t), ist
eine Homotopie von o nach s.

I1.2.1. SATZ. Esseip: E — M ein orientiertes Vektorbiindel vom Rank k tiber
einer geschlossenen glatten n-Mannigfaltigkeit M. Dann existiert eine eindeutige
Klasse ¢p € H(E), die sogenannte Thom Klasse von FE, sodass fEx viop =1
fir alle x € M, wobei v, : E, — E die Inklusion der Faser bezeichnet. Fiir die
Thom Klasse gilt weiters:

(a) Die Abbildung HI(M) — HIK(E), a — p*a A ¢g, ist fir jedes q ein Isomor-
phismus, der sogenannte Thom Isomorphismus.
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(b) Ist M orientiert und der Totalraum von E mit der induzierten Orientierung
versehen, dann gilt [, 0*b = [, bA¢g, fir alleb € H"(E), dh. ¢ is Poincaré
Dual zum Nullschnitt.

BEwEILS. Wir fithren den Beweis nur im orientierbaren Fall, sei also M orien-
tiert und der Totalraum F mit der induzierten Orientierung versehen. Betrachte
nun die Isomorphismen, siehe Satz [[5.9,

HIFH(EBY 2= H'™(B) &= H"™(M) 2 HA(M) = H(M).
Da M kompakt ist sind alle Kohomologien endlich dimensional, siche Korol-

lar [320. Es existiert daher ein eindeutiger Isomorphismus @ : HIt(E) =
HY(M), sodass

/p*a ANb= / a ANp(b), tiir alle a € H"9(M). (I1.1)
E M
Insbesondere ist die Klasse ¢ := v~ 1([1]) € H¥(E) durch
/p*a Aop = / a, fir alle a € H" (M), (11.2)
E M

eindeutig charakterisiert. Aus der definierenden Gleichung fiir 1, siehe ([ILT]), folgt
sofort ¥ (p*anb) = aAp(b), und daher p*aAdr = ¢~ (a), fiir alle a € H™(M). Dies
zeigt (@). Fiir b € H"(E) erhalten wir aus ([L2) auch [, 0*b = [, (p*0*b) A ¢ =
[z b A, denn o* : H'(E) — H"(M) ist inverse zu p* : H"(M) — H"(E). Damit
ist auch () gezeigt.

Es bleibt daher nur noch zu zeigen, dass ¢p durch | g, Lz = 1 eindeutig
charakterisiert ist. Wir nehmen dazu 0.B.d.A. M zusammenhéngend an. Weiters
sei x € S und U C M eine zu R" diffeomorphe Umgebung von x, iiber der £
trivialisierbar ist. Wihle o € Q"(M) mit supp(e) C U und [, @ = 1. Da die von
a reprasentierte Klasse H™(M) erzeugt, ist die ¢ definierende Relation ([L2)
Zu fp,l(U) p*a N\ o = 1 dquivalent. Wir wéhlen eine orientierungsbewahrende
Vektorbiindelkarte F|y = U x E, und eine orientierte Karte U = R", die = auf
0 € R" abbildet. Dies liefert einen Isomorphismus E|y = R" x E,, a € Q7 (R"),
Jon & =1, und bp € OF(R"x E,), dér = 0und supp(ng)ﬂsupp(pla) ist kompakt.
Die ¢ definierende Relation [[L2) ist nun zu f[g, 5, DI A ép = 1 dquivalent.
Beachte, dass R" x E, x I — R" x E,, (y,v,t) — (ty,v), eine Homotopie von
Lz © pa nach idgny g, definiert. Nach Satz existiert daher 3 € Q" }(R" x E,)
mit ¢ = pii¢r +dj3. Fiir das im Beweis von Satz konstruierte 3 ist zudem
supp(3) N supp(p;a) kompakt. Mit Bemerkung erhalten wir

/ p’{dAch:/ p*;dApzb;;asE:/ &-/ L;;¢E=/ b,
R X By R x By n = Ey

also ist die ¢ definierende Bedingung ([[L2) zu [, ;¢p = 1 dquivalent. O
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[1.2.2. DEFINITION. Unter der Fuler Klasse eines orientierten Vektorbiindels
E von Rank k iiber einer geschlossenen glatten Mannigfaltigkeit M verstehen
wir die Klasse ep := 0*¢p € H*(M), wobei ¢ € H¥(E) die Thom Klasse und
o € I'(E) den Nullschnitt von E bezeichnen.

I1.2.3. BEISPIEL. Es sei M eine geschlossene Mannigfaltigkeit, V' ein k-di-
mensionaler orientierter Vektorraum und es bezeichne F := M x V das triviale
Vektorbiindel. Weiters sei ¢ € QF(V) mit [, ¢ = 1. Dann reprisentiert p3¢ die
Thom Klasse von E, wobei ps : M xV — V die kanonische Projektion bezeichnet.
Insbesondere verschwindet die Euler Klasse jedes trivialisierbaren Vektorbiindels
mit Rang k& > 1, denn 0*pi¢p = (p2 00)*¢ =0 da ja pyoo: M — V konstant ist.

I1.2.4. Satz (Lokalisationsprinzip). Es bezeichne v : S — M die kanoni-
sche Inklusion einer geschlossenen orientierten k-dimensionale Teilmannigfaltig-
keit einer geschlossenen orientierten n-Mannigfaltigkeit M. Dann existiert zu
jeder offenen Umgebung U von S in M ein Reprisentant des Poincaré Duals
ns € H"%(M) der Triger in U hat. Versehen wir das Normalenbiindel T+S mit
der induzierten Orientierung dann gilt weiters epig = 1*ng € H" *(M).

BEWEIS. Durch Verkleinern von U diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dass eine
tubulire Umgebung ¢ : T+S = U wie in Satz existiert, dh. ¢ ist orien-
tierungsbewahrend und es gilt ¢|s = idg. Bezeichnen j : U — M und ¢ : S — M
die kanonischen Inklusionen und o € T'(T+S) den Nullschnitt, dann gilt also
L = joyoo. Es bezeichne ¢ € H» *(T+S) die Thom Klasse von T+S, siche
Satz [L2] und 7 = j.(p " 1)*¢ € HP*(M) = H"*(M). Nach Konstruktion
hat n einen Représentanten mit Tréger in U, es geniigt daher zu zeigen, dass n
Poincaré Dual zu S ist. Fiir jedes a € H*(M) gilt jedoch, siehe Satz [T2TI([H),

/MaAn=/MaAj*(so‘l)*cb:/Uj*a/\(w‘l)*cb

:/ (,O*j*aA¢:/O*QO*j*CL:/(jO(pOO)*a:/L*CL,
TS S S S

und somit 7 = ng. Daraus erhalten wir nun auch t*ng = t*n = (*j,.(¢71)*¢ =
O*¢ =€rLg. O

I1.2.5. PROPOSITION (Natiirlichkeit der Thom und Euler Klassen). FEs sei
f: M — N ein glatte Abbildung zwischen geschlossenen Mannigfaltigkeiten und
E ein orientiertes Vektorbiindel vom Rang k iiber N. Versehen wir das Pullback

Biindel f*E mat der induzierten Orientierung, dann gilt ¢y-p = [*¢p € HY(fE)
und epp = frep € H*(M), wobei f : f*E — FE den kanonischen Vektorbiindel-
homomorphismus iiber f bezeichnet.

BEWEIS. Fiir jedes € M ist f, : (f*E), — E(z) ein orientierungsbewah-
render linearer Isomorphismus und daher f( PR | e ¢r = 1. Da diese



I1.2. THOM ISOMORPHISMUS 69

Eigenschaft die Thom Klasse von f*FE charakterisiert folgt f*ng = ¢sp. Be-
zeichnet o : N — FE den Nullschnitt von F und 6 : M — f*FE den Nullschnitt
von f*E, dann gilt offenbar foo=o0o f: M — E und somit ef-p = 0"¢pp =
0" f*¢p = (fo0)'dp = (00 [) = f'0"dp = [rep. O

I1.2.6. PROPOSITION (Thom und Euler Klasse einer Whitney Summe). Es sei-
en E und ' zwei orientierte Vektorbiindel vom Rang k bzw. | iiber einer geschlos-
senen Mannigfaltigkeit M. Versehen wir E® F mit der induzierten Orientierung,
dann gilt pper = Tiop ATior € HFY (E © F) und epgr = ep A ep € HEY(M),
wobeim : E®F — EFundmy: E®F — F die beiden kanonischen Vektorbiindel-
homomorphismen bezeichnen.

BEWwEIS. Fiir jedes € M induzieren die faserweisen Projektionen (), :
(E® F), — E, und (m), : (E® F), — F, einen orientierungsbewahrenden
Isomorphismus (E & F'), = E, x F,. Es folgt somit

|y (wes Anior) = [ )i op A ()l 6
(E®F)z By xFy

- / (Eyor- [ (Eyor=1-1-1

Da diese Eigenschaft die Thom Klasse von E @ F' charakterisiert erhalten wir
die gewiinschte Relation ¢pgr = 7i¢p A m5¢p. Bezeichnet o : M — E @ F
den Nullschnitt, dann ist offenbar 0 := 7 00 : M — E der Nullschnitt in

F und 09 := my 00 : M — F der Nullschnitt in F. Somit erhlaten wir auch
eppr = 0" 0par = 0* (7T1<¢E/\7T§¢F) = 0" PpNO* T = (1100)*PpA\(1200) dp =
OT(ﬁE/\O;(ﬁF:eE/\eF. ]

[1.2.7. BEISPIEL. Besitzt ein Vektorbiindel E einen nirgendwo verschwin-
denden Schnitt, dann gilt ez = 0. Ein Schnitt s € I'(E) ohne Nullstelle de-
finiert ndmlich einen faserweise injektiven Vektorbiindelhomomorphismus &' —
E, dessen Bild ein Teilbiindel von E bildet. Bezeichnet F' ein komplementéres
Teilbiindel, so folgt E = '@ F und mit Proposition [L2@ daher e = ea Aep = 0,
denn esr = 0 nach Beispiel [L23 Fassen wir $**~! C C" auf, dann definiert
X (x) := iz ein Vektorfeld X € X(T.S?*"~1) = T(T'S?"~!) ohne Nullstelle, es folgt
daher e(TS*1) =0, n > 1.

I1.2.8. SATZ. Ist M eine orientierte geschlossene n-Mannigfaltigkeit, dann gilt

/ eryp — X(M)
M
BEWEIS. Aus Korollar L7723 Satz [L2.4] und Proposition folgt

X(M) :/nA:/eTlA:/ 5*€TLA:/ €5*TLA
A A M M
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wobei d : M = A C M x M, 6(z) = (z,). Es geniigt daher 6*T+A = TM
zu zeigen. Beachte hierfiir, dass TM — T(M x M)|a, X — (0,X), einen Vek-
torbiindelhomomorphismus iiber ¢ definiert, der einen faserweise bijektiven und
orientierungserhaltenden Homomorphismus TM — T+A iiber § induziert, und
daher einen orientierungsbewahrenden Isomorphismus TM = §*T+A liefert. O

I1.2.9. SATZ. Es seien M und N zwei orientierte geschlossenen Mannigfal-
tigkeiten der Dimensionen m und n. Weiters sei S C N eine geschlossene ori-
entierte k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von N und f : M — N transversal
zu S. Versehen wir die geschlossene Teilmannigfaltigkeit f~1(S) C M mit der
induzierten Orientierung, siehe Proposition [[LT13, dann gilt fiir ihr Poincaré
Dual

ne-1sy = fns.

BEWEIS. Es bezeichne ¥ := f~1(S) C M. Weiters seien ¢ : T+*X 2 U C M
und ¢ : T+S = V C N tubulire Umgebungen von Y bzw. S, sodass f(U) C V,
siehe Satz [LTI6. Betrachte F:= 1~ to flyop: T+Y — T+S. Wihle eine kom-
pakte Umgebung K von S C N, sodass f~1(K) C V. Es bezeichne ¢g € QF(T+S)
einen Reprisentanten der Thom Klasse von TS mit supp(¢s) € v~ '(K). Nach
Satz[[L2Z4 geniigt es zu zeigen, dass F*¢g € QF(T+Y) die Thom Klasse von T+%
reprasentiert. Sei dazu x € ¥. Wegen der Charakterisierung der Thom Klasse
in Satz [L27] geniigt es szLE F*¢s = 1 zu zeigen. Nach Proposition gilt

Jris f*¢s =1, wobei f den Vektorbiindelhomomorphismus T'f|y, : T+% — TS
iber f|x : 3 — S bezeichnet, siehe Proposition [LT.13 Mit einem Homotopiear-
gument lisst sich schlieBlich [,y f*ds = [;.y F*¢s zeigen. O

[1.2.10. BEMERKUNG. Als Spezialfall von Satz erhalten wir die For-
mel fiir den Abbildungsgrad in Satz Ist ndmlich f : M — N eine glatte
Abbildung zwischen nicht-leeren zusammenhéngenden orientierten geschlossenen
n-Mannigfaltigkeiten und y € M ein regulérer Wert von f, so folgt fiir das Poin-
caré Dual der O-dimensionalen Teilmannigfaltigkeit f~!(y) C M aus Satz
sofort ny-1¢) = f*ny,, wobei 1, € H"(N) das Poincaré Dual der einpunktigen
Teilmannigfaltigkeit {y} C N bezeichnet. Da [, 1, = 1 folgt mit (L37)

deg(f)zdeg(f)/Nnyz/Mf*nyZ/Mnf1<y> I/fl(y)lz > <)

f(2)=y
wobei g(z) € {£+1} wie in Satz gegeben ist, denn die induzierte Orientierung
von z € f~1(y) ist genau dann positiv wenn T}, f orientierungsbewahrend ist.

I1.2.11. KOROLLAR. Es seien S1 und So zwei transversale orientierte geschlos-
sene Teilmannigfaltigkeiten einer orientierten geschlossenen Mannigfaltigkeit M .
Versehen wir die geschlossenen Teilmannigfaltigkeit S; N .Sy C M mit der indu-
zierten Orientierung, siehe Bemerkung [[LTTH, dann gilt fir ihr Poincaré Dual

N$1nS2 = M8y N\ 1,
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BEWEIS. Es bezeichne 15 : Sy — M die kanonische Inklusion. Wir versehen
S1NSy =14y 1(51) C S5 mit der induzierten Orientierung, vgl. Bemerkung [LT.15.
Nach Satz [L2.9 gilt daher 7,-1(g ) = t3ns,. Fiir jedes a € H*(M) folgt somit

/ a:/ a:/ aAnL21(Sl):/ a/\L§7731:/ a Ang, \ns,,
S1NS2 13 1(S1) 52 So M

also Ms,ns, = Ns, A Ns,- O

I1.2.12. BEISPIEL. Es sei M = S™ x 8™ n,m > 1, und (xq,yo) € S™ x S™.
Betrachte die beiden Teilmannigfaltigkeiten 34 := S™ x {yo} und ¥y := {xo} x S™
von M und bezeichne ihre Poincaré Duale mit a; := 1y, € H™(M) bzw. ay :=
Ny, € H"(M). Beachte, dass ¥, und ¥, transversal sind, und sich nur in einem
Punkt schneiden. Aus Korollar [L2.17] folgt daher 0 # a; A ay € H™™™(M). Sei
nun yo # y, € S™ und ¥} := S™ x {y,}. Da die Inklusionen S™ = ¥, C M
und S™ = ) € M homotop sind gilt auch a; = 7s und aus Korollar [L2ZTT]
folgt a3 A ap = 0, denn X1 N'E] = (. Analog lisst sich die Relation as A ag = 0
geometrisch verstehen.

[1.2.13. BEISPIEL. Ist X eine zusammenhéngende geschlossene orientierte Fl&-
che vom Geschlecht g, dann existieren 1-dimensionale zu S! diffeomorphe Teil-
mannigfaltigkeiten A;,..., A, und By, ..., B, von X mit folgenden Eigenschaften:
(a) AiﬁAj:(Z), BiﬂBj :(Z)undAiﬁBj:@fiir allez;«éj
(b) A; und B; schneiden sich in genau einem Punkt transversal.

(c) Es existiert eine zu A; homotope Teilmannigfaltigkeit A} mit A; N A} = ().
(d) Es existiert eine zu B; homotope Teilmannigfaltigkeit B; mit B; N B, = (.

Es bezeichne a; € H'(X) das Poincaré Dual von A4; und b; € H'(X) das Poincaré
Dual von B;. Aus Korollar folgt nun

CLZ'/\CLj:O:bZ‘/\bj, ai/\bjzéij

fiir geeignete Wahlen der Orientierungen von A; und B;. Daraus sehen wir, dass
a1y ..., 0g,b1,...,b, € H(X) linear unabhigig sind und daher eine Basis von
H'(X) bilden, denn b; (%) = 2g.

11.2.14. BEISPIEL. Jede injektive lineare Abbildung ¢ : CK! — C**! in-
duziert eine Einbettung ¢ : CP* — CP", dh. ((CP*) C CP" ist eine Teilman-
nigfaltigkeit und ¢ ist ein Diffeomorphismus auf sein Bild. Wir zeigen zunéchst,
dass das Poincaré Dual dieser Teilmannigfaltigkeit nicht von ¢ abhéngt. Sind
01,9 : CH1 — C"*! zwei injektive lineare Abbildungen, dann existiert ein
linearer Isomorphismus ¢ : C"*!' — C"* mit oy = g o ;. Da GL,,;1(C) zusam-
menhéngend ist, existiert eine glatte Kurve ¢g; € GL,;1(C) von gy = idga+1 nach
g1 = g. Diese induziert eine Homotopie CP* x I — CP™ von ¢; : CP* — CP"
nach 5 : CP* — CP"™, wobei «; die von ¢; induzierte Einbettung bezeich-
net. Daraus folgt nun, dass ¢1(CP*) und 15(CP*) das selbe Poincaré Dual ha-
ben. Es bezeichne nun a, € H?**(CP") das Poincaré Dual von CP"* C CP",
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0 <k <mn. Sind 0 < ky,ky und k1 + ks < n, dann existieren injektive li-
neare Abbildungen ; : C* %+l — C"*! mit img(yp;) + img(ps) = C**! und
dim(img(¢1) N img(p2)) = n — k1 — ky + 1. Die davon induzierten Einbettun-
gen ¢ : CP"™™ — CP" und t, : CP" % — CP" sind transversal und es gilt
11 (CP" k1) M 4y (CP™*2) =2 CP™ " ~*2 Aus Korollar [LZ1] folgt daher ag, 4z, =
ay, A ay,. Insbesondere sind alle a;, # 0, denn a,, # 0. Mit ¢ := a; € H*(CP") er-
halten wir auch a;, = ¢*, vgl. Korollar [5.23 Die graduierte Basis {1,¢,c?,...,c"}
von H*(CP"™) besteht daher gerade aus den Poincaré Dualen der Teilmannigfal-
tigkeiten CP* C CP™, 0 < k < n.

11.2.15. Satz (Fixpunktformel von Lefschetz). Es sei M eine geschlossene
orientierte glatte n-Mannigfaltigkeit und f : M — M glatt, sodass alle Fizpunkte
nicht-degeneriert sind, dh. fir jedes x € M mit f(z) = x ist det(T, f—idr,p) # 0.
Dann hat f nur endlich viele Fizpunkte und es gilt, siehe Definition [[.7.19

S ind,(f) = A(f).

fl@)=z
wobei ind,(f) := signdet(idp,nr =15 f), fiir jeden Fizpunk x von f.

BEWEIS. Zunéchst bemerken wir, dass die Nichtdegeneriertheitsvoraussetz-
ung an die Fixpunkte gerade bedeutet, dass die Diagonalabbildung 6 : M —
M x M transversal zum Graphen G ist. Die Tangentialabbildung der Diagonalab-
bildung ist nédmlich 7,6 = (idgq, ar,idpyar) 1 ToM — ToM X T, M = Ty 2y (M x M)
und die Ableitung von (idyy, f) : M — Gy € M x M bei einem Fixpunkt z = f(z)
ist (idp,ar, Tof) « ToM — ToM X T, M = Ty 5y(M x M). Deren Bilder spannen
genau dann ganz T{, . (M x M) auf, wenn idg,ps =7, f ein Isomorphismus ist.
Die Menge der Fixpunkte, 6 1(Gy) = {z € M | f(z) = x}, ist daher eine kano-
nisch orientierte 0-dimensionale abgeschlossene Teilmannigfaltigkeit von M. Da
M kompakt ist, kann es also nur endlich viele Fixpunkte geben. Nach Definition
des Poincaré Duals folgt daher

fren=[gi= E i

f(z)=z
denn die induzierte Orientierung eines Fixpunktes z € 671(G) ist genau ind,(f).
Fiir die letzte Behauptung sei X1, ..., X,, eine positiv orientierte Basis von T, M.

Ein Fixpunkt z € §71(G}) ist genau dann positiv orientiert, wenn

Xl Xn X1 Xn
Tof - X1) 7 U\ Tf - X)) "\ X1 ) 7T\ XR)

eine positiv orientierte Basis von T{, .y (M x M) = T, M x T, M bildet, und dies ist
genau dann der Fall wenn det(idr,ps —77 f) > 0 gilt, denn die Basis oben definiert
die gleiche Orientierung wie

() (0) Coan - 2) (it 1)
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Nach Satz gilt weiters ns-1(g,) = 0*ng,. Zusammen mit Satz [7.22

erhalten wir daraus
/ N5-1(Gy) :/ 0'na, = / na; = A(f).
M M A

Kombinieren wir dies mit ([L3), so folgt der Satz. O

[1.2.16. KOROLLAR. Es sei M eine geschlossene orientierte glatte n-Mannig-
faltigkeit und f : M — M glatt mit \(f) # 0. Dann besitzt f einen Fizpunkt.

I1.2.17. BEISPIEL. Ist n gerade, dann besitzt jede glatte Abbildung f : CP" —
CP" einen Fixpunkt. Sei dazu o € R mit o = f* : H?*(CP") — H?*(CP"). Nach
Bemerkung [524 gilt dann A\(f) =1+ a+a?+---4+a”=(1—a"™)/(1 - a).
Da n gerade ist, folgt A(f) # 0, also muss f einen Fixpunkt besitzen, siehe
Korollar

I1.2.18. SATZ. Es sei E ein orientiertes Vektorbiindel vom Rang k tiber einer
geschlossenen orientierten glatten n-Mannigfaltigkeit M. Weiters sei s € I'(E)
ein Schnitt der transversal zum Nullschnitt ist. Dann ist die Nullstellenmenge
S:=s510)={z € M | s(x) =0} C M eine geschlossene kanonisch orientierte
(n — k)-dimensionale Teilmannigfaltigkeit mit Poincaré Dual ng = e € H*(M).

BEWEIS. Es bezeichne ¢p € H¥(E) die Thom Klasse von E. Genau wie im
Beweis von Satz lasst sich zeigen, dass s*¢p Poincaré Dual zu S ist. Da
s : M — E homotop zum Nullschnitt ist, folgt ep = 0*¢p = s* ¢ = ns. U

Es sei E ein Vektorbiindel iiber M. Wir erinnern uns an den kanonischen
Isomorphismus TE|y; = TM @& E und bezeichnen die Projektion auf den zweiten
Summanden mit 7 : TE|y — E. Ist nun # € M eine Nullstelle eines Schnitts s €
['(E), so erhalten wir eine lineare Abbildung D,s: T,M — E,, D,s := m, o Ts.
Spezialisieren wir dies zu £/ = T'M, so erhalten wir fiir jede Nullstelle x € M eines
Vektorfeldes X € X(M) eine lineare Abbildung D, X : T,M — T, M. Beziiglich

einer Karte M D U = R" um z gilt X|y = X'55 +- -+ X"52 X7 € C°(U,R),
und DX - 5% (z) = Y7 2 (2)2(z), dh. die Matrixdarstellung von D, X

Jj=1 ou? _
beziiglich der Basis 52 (z) von T, M ist gerade 227 (z). Eine Nullstelle z € M von
X € X(M) wird nicht-degeneriert genannt, falls det(D, X : T,M — T, M) # 0.

11.2.19. SATz (Poincaré-Hopf). Es sei M eine orientierte glatte n-Mannig-
faltigkeit und X € X(M) ein Vektorfeld dessen Nullstellen alle nicht-degeneriert
sind. Dann besitzt X nur endlich viele Nullstellen und es gilt

Y indo(X) = x(M),
X(x)=0

wobei ind, (X)) = signdet(D, X : T,M — T, M).
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BEWEIS. Es bezeichne S := X71(0) = {z € M | X(z) = 0} die Nullstellen-
menge von X. Wir werden unten sehen, dass die Nichtdegeneriertheitsvorausset-
zung gerade bedeutet, dass X transversal zum Nullschnitt ist. Nach Satz
ist S daher eine kanonisch orientierte kompakte 0-dimensionale Teilmannigfaltig-
keit von M mit Poincaré Dual g = erj,. Insbesondere ist S endlich, also besitzt

X nur endlich viele Nullstellen. Mit Satz folgt nun

X(M)I/M€TM:/M7752/51: Z ind, (X),

X (x)=0

denn die induzierte Orientierung von x € S ist gerade ind,(X). Um die letzte
Behauptung einzusehen, sei &, ...,&, eine positiv orientierte Basis von T, M.
Beziiglich des orientierungsbewahrenden Isomorphismus 7, 7M = T, M & T, M
gilt T, X - & = (&, D, X - &), also ist X genau dann transversal zum Nullschnitt

() (b ) (nf) o

eine Basis von T, M & T, M = T,TM bildet, und dies ist genau dann der Fall,
wenn det(D,X) # 0 gilt. Beachte auch, dass die Basis ([L4]) genau dann positiv
orientiert ist, wenn sign det(D,X) > 0 gilt, die induzierte Orientierung von z € S
ist daher genau ind,(X). O

I1.2.20. BEISPIEL. Ist X € X(5?") ein Vektorfeld dessen Nullstellen alle nicht-
degeneriert sind, dann muss X mindestens zwei Nullstellen besitzen. Dies folgt

aus Satz [L2ZT9 denn y(S?") = 2.

[1.2.21. BEISPIEL. Ist M eine orientierbare Mannigfaltigkeit mit y (M) # 0,
dann muss jedes Vektorfeld auf M eine Nullstelle besizten.

I1.3. Kovariante Ableitung und Paralleltransport. Es sei F/ ein Vek-
torbiindel iiber M. Unter einer kovarianten Ableitung oder linearen Konnexion
auf F verstehen wir eine Abbildung

V:X(M)xT(FE)—-T(E), (X,s) — Vxs,
sodass fiir alle X, Y € X(M), s,t € I'(E) und f € C>*(M) gilt:
(a) Vxiys =Vxs+ Vys
(b) VfXS = vaS
(C) Vx(S + t) = VXS + VXt
(d) Vx(fs) =fVxs+(X-f)s

Aufgrund der C*°(M)-Linearitdt in X kann eine kovariante Ableitung dqui-
valent als linearer Operator V : I'(F) — I'(T*M ® E) aufgefasst werden, fiir den
die Leibniz Regel V(fs) = fVs+df ® s gilt, s € I'(E), f € C>®(M).

Beachte weiters supp(Vs) C supp(s), dh. V ist ein lokaler Operator. Zu jedem
x ¢ supp(s) existiert namlich A € C°°(M) mit supp(A) Nsupp(s) = 0, A(z) =1
und dA(z) = 0. Es gilt daher As = 0, und mit der Leibniz Regel erhalten wir



