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und somit (@), denn lokal lésst sich jedes Element in Q*(M; E'® F) als endliche
Summe von Schnitten der Form o A 7 wie oben schreiben. O

I1.4.3. PROPOSITION. Die Kriimmung misst, wie weit der horizontale Lift
aus Bemerkung[L.3Z9, X(M) — X(F), X — X, davon abweicht ein Lie Algebra
Homomorphismus zu sein,

—_——

Ryye= ([X,Y] - [X,Y])(e) € V.E = E,, (11.32)
fir XY € X(M) und e € E,, v € M.

BEWEIS. Es bezeichne V := p*V die induzierte Konnexion auf dem Vek-
torbiindel p*E iiber E. Wir erinnern uns an die vertikale Projektion P = Vx €
QYE;p*E) = QY(M; VE), wobei x € T'(p*E) die identische Abbildung bezeich-
net. Mit Proposition [LZA[M) folgt d¥ P = dVdVx = RVx = (p*R)x und daher

P(IXY] - [X,¥]) = (@7 P)(X,¥) = p"(Rxy)x. (I133)

denn P([X,Y]) =0 und P(X) =0 = P(Y), siche auch ([L21). Beachte weiters

e~

Tp([X,Y] - [X,Y]) =0, (I1.34)
denn p o FIX = FI;X op, also Tpo TFI;:~< = TFI;X ol'p, somit
Tpo (FIX)Y) = Tpo (TFIX, o o FIY)
= TFI¥,0TpoY o FI¥
= TFI¥,0Y o poFIX
= TF1¥,0Y o FI.X op = (FI¥)*Y o p

und Ableiten bei t = 0 gibt Tpo [X,Y] = [X,Y] o p, siche [3, Abschnitt 2.15].
Aus ([L33)) und ([[L34) folgt

—~—

[X,Y] - [X,Y] =p*(Rxy)x
und Auswerten bei e € E liefert dann ([L32). O

[1.4.4. PROPOSITION. Es sei E/ ein Vektorbiindel iber M und V eine lineare
Konnezion auf E. Weiters sei U C R? eine offene Umgebung des Ursprungs,
h:U — M eine glatte Abbildung, z = h(0,0), X := 2h(0,0) € T.M und

Y = a%h(O, 0) € T,M. Fiir hinreichend kleines t > 0 ist daher

Py: B.— E.,  Pi=ptey optey opty (™ optiy ),

wohldefiniert und glatt in t. In dieser Situation gilt nun

; 0 102
P()ZldEz, E|0Pt:0 und §W|0Pt:RY7X‘
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BEWEIS. Durch Betrachten von A*E und A*V diirfen wir 0.B.d.A. M = U
und h = idy annehmen, siehe auch Proposition [LZ2([H). Durch Verkleinern von
U diirfen wir weiters £ = U x E; annehmen, wobei Ey die Faser iiber 0 = z
bezeichnet. Die Konnexion ldsst sich daher in der Form V = d 4+ A schreiben,
A € QY(U;end(Ep)). Trivilisieren wir FE mittels Paralleltransport zuerst lingst
der y-Achse und dann léngs Geraden parallel zur x-Achse, so kénnen wir weiters
A(LZ) =0und A(a%)(o,y) = 0 erreichen, dh. V = d + ady wobei a := A(a%) €
C°(U;end(FEp)) und a(0,y) = 0. Aus Proposition [LZ2([H) erhalten wir

R(Z,2) = (dA+ A A A)(

ox? dy 6x’8y)

= 5AG) — HAG) — Az ) + AGAR) - AGHAG)
- %A(aa) 0
und somit
Ryy = 2a(0,0). (I1.35)
Sei nun vy € Ey, und definiere v € C*°(U, E,) durch v(z,0) = vy und Va%v =0,
dh. 6%11 + av = 0. Es gilt daher

Py(vo) = v(t, ). (I1.36)

Da v(z,0) = v = v(0,y) folgt v(0,0) = v, 7 9 u(z,0) = 0, 5 2 v(z,0) = 0,
—U(O y) =0 und 3 2 4(0,y) = 0, und aus —v(a: 0) + a(x,0)vy = 0 erhalten wir

agay v(z,0) = —Za(x,0)vy. Zusammenfassend erhalten wir, siehe auch (IL35):
v(0,0) = v 2v(0,0)=0 iv(o 0)=0
2%0(0,0) = 0 250(0,0) = 0 525-0(0,0) = Ry, xq

Zusammen mit ([L30) ergibt sich

Po(vo) =vo, £|oPi(vg) =0 und ~loPi(vo) = 2Ry xo,

6t2

und somit die Behauptung der Proposition. O

I1.4.5. SATZ (Satz von Frobenius). Es sei M eine glatte n-Mannigfaltigkeit
und H CTM ein Teilbiindel vom Rang k. In dieser Situation sind dquivalent:

(a) H ist involutiv, dh. fir alle X,Y € I'(H) C X(M) gz’lt auch [X,Y] € I'(H).
(b) Um jeden Punkt in M ezistiert eine Karte M O U = u(U) C R", sodass

8u17 ey aak einen Rahmen von H|y bildet.

In dieser Situation wird das Teilbiindel integrabel genannt. Durch jeden Punkt
x € M existiert daher eine (lokale) Integralmannigfaltigkeit S mazimaler Di-
mension, dh. S C M st eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit, v € S und
TS = H|gs, nimlich S = {u' = const, k < i} beziiglich der Koordinaten in (0).
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BEWEIS. Die Implikation ()= (@) ist offensichtlich. Bilden die Koordinaten-

vektorfeder 6 S, a%k einen Rahmen von H |y, und sind XY € F(H ) zwel be-
liebige Schnitte, dann existieren X', Y € C°(U) mit X |y = X' 2 +- - -+ X2,
Y| = Yla%l 4 YRS a . Da die Koordinatenvektorfelder kommutleren folgt

[X,V] = ZXYJ

i,7=1

]_'_XZ{)YJ_ . 8lej

Out’ Oud out oud oud Out

=0

und somit [X,Y]|y € T'(H|y). Fiir die umgekehrte Implikation (@)=-(0)) sei nun
o € M und M O V = R" eine Karte um , sodass 52 (2o), - . ., 5 (o) eine
Basis von H,, bilden. Durch Verkleinern von V kénnen wir weiters erreichen,
dass Funktionen f! € C*°(V) existieren, sodass die Vektorfelder

i 6vl+z Zavl’ 1§Z§ka
l=k+1

tangential an H sind, dh. X; € ['(H|y) € X(V). Die Vektorfelder X, ..., Xj
bilden daher einen Rahmen von H|y. Fiir ihre Lie Klammern folgt

n

X X =) (&

I=k+1

Wegen der Involutivitat von H ist auch [X;, X;] tangential an H, also existieren
Funktionen by ; € C*°(V), sodass

X, X;] th ZhvaJrZZh 1D

I=k+1 p=1

Koeffizientenvergleich mit ([[L3T) liefert h; = 0, also [X;, X;] = 0. Nach [3,
Abschnitt 2.15] kommutieren daher die Fliisse dieser Vektorfelder, dh.

FIX (FIY () = FIV (FIY (2), 1<, <k, (IT.38)

wenn immer beide Seiten definiert sind, x € V', t,s € R. Fiir £ < i < n setzen
wir X; = %. Betrachte nun die lokal um 0 € R"™ definierte glatte Abbildung

R" D (—¢,¢)" % M, wty, ... t) == (FI} o o FLX) (z0).

Offensichtlich gilt w(0) = 2z und die Tangentialabbildung Tyw ist ein linearer
Isomorphismus. Durch Verkleinern von ¢ kénnen wir also erreichen, dass w ein
Diffeomorphismus auf sein Bild wird. Die Umkehrabbildung u := w™! bildet
daher eine Karte von M. Fiir |¢;] < e gilt

Lty t) = Xa ((F1 o 0 FIY) (7)),
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also ist das Koordinatenvektorfeld % tangential an H. Aufgrund von ([L38)
kénnen wir w auch in der Form

w(ty, ... ty) = (F oFLo- -0 Flff:l oFlfffll oo FLI) (z0)

1 <17 < k. Also bilden 6 oo ST 8‘9 einen lokalen Rahmen von H. 0

I1.4.6. SATZ. Es sei E ein Vektorbindel iber M und V eine lineare Konnezion
auf E mit Kriimmung R € Q*(M;end(FE)) und horizontalem Biindel H C TE.
In dieser Situation sind dquivalent:

(a) R =0.

(b) d¥d¥ = 0.

(¢) Der horizontale Lift (M) — X(E), X — X, siche Bemerkung ([I33), ist
ein Lie Algebra Homomorphsimus, dh. [X,Y] = [X,Y] fiir alle X,Y € X(M).

(d) Das horizontale Biindel H C TE ist integrabel.

(e) Um jeden Punkt in M existiert ein lokaler Rahmen sy, ...,s; € I'(E|y) par-
alleler Schnitte, Vs; = 0.

(f) Um jeden Punkt in M existiert eine Vektorbindelkarte Ely = U x V, so-
dass VEIU mit der trivialen Konnexion dieser Karte iibereinstimmt, siehe
Beispiel [[L23.

(9) Der Paralleltransport pt{, . @ Ecwy) — Eeqy) hingt nur von der Homotopie-
klasse relativ Endpunkten der Kurve ¢ ab, dh. ist h : I x [0,1] — M glatt und
h(to,s) = x, h(t1,s) =y fiir alle s € [0,1], dann gilt pty?, = pty,, : Bz —
E,, wobei co,c; : I — M die Kurven co(t) := h(t,0) und ¢i(t) := h(t,1)
bezeichnen.

Sind diese dquivalenten Eigenschaften erfillt, dann wird V flach genannt.

BEWEIS. Die Aquivalenz (@)< (B) folgt aus ([L31) und ([L2]). Die Aquivalenz
@)< (@) folgt aus ([[L32)). Ist der horizontale Lift ein Lie Algebra Homomorphis—
mus, dann ist das horizontale Biindel H C T F involutiv. Ist ndmlich X; ..., X, €
%(U) ein lokaler Rahmen von T'M, dann bilden Xi,..., X, € F(H|p o) ) einen
Rahmen von H|,-1) und fiir beliebige Schnitte { = §1X1+ 4+ X,, (=X +

-+ ("X, von H|,- 1(U £t e C=(p~1(U)), folgt, siehe [3, Abschnitt 2.14],

Z ECX X))+ (X - )X — (X - €)F X,

i,j=1
also hat auch [5 C] Werte im horizontalen Biindel. Die Implikation (@)=-(d) folgt
nun aus Satz [ oben.

Ist das horizontale Biindel H C TFE integrabel und e € F,, dann existiert
eine Teilmannigfaltigkeit S C F mit e € S und T'S = H|g. Die Einschrankung
der Projektion plg : S — M ist ein lokaler Diffeomorphismus, denn ihre Tan-
gentialabbildung ist ein Isomorphismus, T,(p|s) : 7.5 = H. = T, M. Es existiert
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daher eine lokale Umkehrabbildung s : U — S, pos = idy, U C M eine offene
Umgebung von z, dh. s € I'(E|y) und s(z) = e. Da die Tangentialabbildung 7's
Werte im horizontalen Biindel H = ker(P) hat, folgt Vs = 0, siehe ([LH). Ist

nun eq,...,e; € E, eine Basis, so erhalten wir lokale Schnitte s; € T'(F|y) mit
Vs; = 0 und s;(x) = e;. Durch Verkleinern von U kénnen wir weiters erreichen,
dass s1(y),...,sk(y) fir jedes y € U eine Basis von £, bildet. Damit ist die

Implikation (Ia]):>( ) gezeigt.

Ein lokaler Rahmen paralleler Schnitte si,...,s; € I'(F|y) wie in (@) de-
finiert eine Vektorbiindelkarte U x R* = E|y, (z,t',...,t%) — Y, t's;(x), sie-
he Proposition Fiir einen beliebigen Schnitt s = fls; + --- + f¥s;, €
[(E|y) = C®(U,R*) mit (f1,..., f*) € C>=(U;R¥), folgt mit der Leibniz Regel
und Vxs; =0,

VEVs = dfY (X)sy + - - + dfF(X) s,

also stimmt VZIU mit der trivialen Konnexion dieser Karte iiberein. Dies zeigt
die Implikation (g)=().

Um die Implikation (f)=-(g) einzusehen, bemerken wir zunéchst, dass wir
durch Unterteilen des Definitionsbereiches von A annehmen diirfen, dass h Werte
in einer offenen Teilmengen U C M wie in (fl) hat. O.B.d.A. sei daher E = M xV
und V = d die triviale Konnexion. Fassen wir v € V als konstante Abbildung
v e C®(M,V) =T(E) auf, dann gilt also Vv = 0, und daher pt{ , (v) = v, fiir
jede Kurve ¢ : [to, 1] — M.

Aus Proposition [L.4.4 erhalten wir sofort die Implikation (g)=-(@), denn nach
Voraussetzung gilt P, = id, da die in dieser Proposition betrachteten Kurven
homotop zu konstanten Kurven sind. O

I1.4.7. BEMERKUNG. Ist E ein flaches Vektorbiindel iiber M, dh. E ist mit
einer flachen Konnexion V ausgestattet, dann wird
ker(d¥ : QI(M; E) — QI (M; E))

HI(M; E) = img(d¥ : Q=1 (M; E) — Q1(M; E))

die g-te de Rham Kohomologie mit Werten im flachen Biindel E genannt. Be-
achte, dass dies wegen dVdY = 0 wohldefiniert ist. Fiir £ = &' mit der trivialen
Konnexion erhalten wir die iibliche de Rham Kohomologie H*(M) zurtick.

I1.4.8. BEMERKUNG. Es sei V eine kovariante Ableitung auf F, si,...,s, €
['(E|y) ein lokaler Rahmen, ol,...,0f € T(F'|y) der duale lokale Korahmen,
ol(s;) = o7, und wi € Q(U) die Konnexionsformen, w!(X) = ¢*(Vxs;), siehe
Bemerkung [[] Fur die Kriimmung R € Q?(U;end(E)) = Q*(U; E ® E') gilt

dann

k
ny = Z Q;(X, Y)SZ &® Uj,

i,j=1
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wobei (¥ € Q*(U) die sogenannten Kriimmungformen bezeichnen, Q%(X,Y) :=
o'(Rxys$;). Wir wollen nun die Kriimmungsformen Q; aus den Konnexionsformen

w’ berechnen. Aus ([L29) erhalten wir
RX YS; = VXVys] VYVXSJ' — V[va}sj

= (dwh)(X,Y)s + Z wi AW (X,Y)s;

=1 i,l=1

also
k
QUX,Y) =o' (Rxys;) = )+ Z (w) A w Y)
=1
und somit

k
Qf = dw! + Z wi Awh, (11.39)
=1
Fassen wir 2} als (k x k)-Matrix Q mit Eintragungen in Q*(U) auf, so lisst sich
dies mittels Matrizenmultiplikation auch als

Q=dw+wAWwW (I1.40)
schreiben.

I1.5. Euklidische Biindel. Unter einer Fuklidischen Metrik auf einem Vek-
torbiindel E verstehen wir einen glatten Schnitt g € T'(S?E"), der auf jeder Faser
positiv definit ist, dh. fiir jedes x € M ist g, eine positiv definite symmetrische
Bilinearform auf E,, und diese hingt glatt von z ab. Jede Euklidische Metrik
induziert einen Vektorbiindelisomorphismus b, : £ — E’, der faserweise durch
(bg)w : By — E., v, — gu(vs, —) gegeben ist, siche Proposition [T den In-
versen bezeichnen wir mit f, := b;l. Unter einem Fuklidischen Vektorbiindel
verstehen wir ein Vektorbiindel, das mit einer Euklidischen Metrik ausgestattet
ist.

I1.5.1. PROPOSITION. Jedes Vektorbiindel I/ besitzt Fuklidische Metriken. Je-
de solche Metrik induziert einen Isomorphismusbh =471 : E =~ E'.
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BEwEIS. Wir wihlen einen Vektorbiindelatlas ¢; : Ely, — U; x V; von E,
dh. |, U; = M. Weiters wéhlen wir positiv definite innere Produkte g; auf V;.
Mit Hilfe der Vektorbiindelkarten erhalten wir daraus Euklidische Metriken g;
auf den Vektorbiindeln E|y,. Schlieflich sei )\; eine der offenen Uberdeckung {U;}
untergeordnete Partition der Eins, \; € C*(1/, [0, 1]), supp(X\;) C U;, > A\ = 1.
Es ist dann \;g; € T'(S?*E’|y;,), und dieser Schnitt lisst sich durch Null zu einem
global definierten glatten Schnitt von S?E’ ausdehnen. Da die Partition der Eins
lokal endlich ist, erhalten wir einen glatten Schnitt ¢ := 3", \;g; € ['(S*E"). Fiir
jedes x € M ist g, eine Konvexkombination von positiv semi-definiten symmetri-
schen Bilinearformen auf F,, von denen mindestens eine positiv definit ist, denn
es existiert ¢ mit \;(z) # 0. Da die positiv definiten symmetrischen Bilinearfor-
men eines Vektorraums eine konvexe Menge bilden, folgt nun, dass g faserweise
positiv definit ist. O

I1.5.2. PROPOSITION. FEs sei E ein Fuklidisches Vektorbiindel iber M mit
Metrik g € T(S*E’). Dann existiert um jeden Punkt von M ein lokaler Ortho-
normalrahmen sy, ..., s; € I'(E|y), dh. g(si, sj) = 6; ;. Jeder solche lokale Ortho-
normalrahmen definiert eine isometrische Vektorbiindelkarte E|y = U x R*, die
jede Faser E, isometrisch auf R¥ mit dem Standardskalarprodukt abbildet, x € U.

BEwEIS. Wir beginnen mit einem beliebigen lokalen Rahmen vq,... v €
I'(E|y) und wenden das Orthonormalisierungsverfahren von Gram-Schmidt an.
Genauer definieren wir induktiv s; := v1/4/g(v1,v1) und

5 =v; — g(vi, Si—1)Si—1 — -+ - — g(vi, 51) 51, si = 5i//9(5i, 8:),

fir 1 < i < k. Wir erhalten s1,...,s; € I'(E|y) und nach Konstruktion gilt
g(si,s5) = d;j, also bildet s; einen lokalen Orthonormalrahmen. Schliefllich ist
UxRF = Ely, (x,t',...,t%") « ¥ tis;(x), eine Vektorbiindelkarte, die jede
Faser E, isometrisch auf R* abbildet. O

I1.5.3. BEMERKUNG. Ist £ — M ein Euklidisches Vektorbiindel mit Metrik
g und F' C E ein Teilbiindel, dann bildet das faserweise orthogonale Komple-
ment Ft = |J,c, Fi ein zu F komplementéres Teilbiindel, F' ¢ F+ = E,
denn F*+ = ker(m) wobei 7 : E — E die faserweise Orthogonalprojektion auf
F' bezeichnet. Beachte, dass m glatt ist, denn mit Hilfe eines lokalen Ortho-
normalrahmen s; von F, siehe Proposition [L3.2] lisst sich diese Projektion lo-
kal als w(v) = Y, g(si,v)s; schreiben. Die komplementére Orthogonalprojektion
idp —7 : E — F* faktorisiert zu einem kanonischen Isomorphismus E/F = F*.

I1.5.4. PROPOSITION. Ist E ein Euklidisches Vektorbiindel mit Metrik g, dann
existieren lineare Konnexionen V auf E, sodass Vg = 0, dh. g ist beziiglich der
induzierten Konnexion auf S*E’ parallel, in anderen Worten

X - g(s1,52) = g(Vxs1,52) + g(s1, Vx52) (IL.41)
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fiir alle X € X(M) und s; € T'(E). Ist V so eine Konnexion, A € Q'(M;end(E))
und V =V + A, dann gilt Vg = 0 genau dann wenn A € QY(M;o(E)), wobei
o(E) C end(E) das Teilbiindel der faserweise schiefsymmetrischen Endomorphis-
men bezeichnet)

o(FE), =0o(FE,) = {ap € end(E,) ‘ Vo, w € Ey @ go(pv,w) = —g.(v, cpw)}.
Die Menge der linearen Konnexionen fir die g parallel ist bildet daher einen
affinen Raum diber dem Vektorraum QY(M;o(E)).

BEwWEIS. Nach Proposition existiert ein isometrischer Vektorbiindelat-
las o' : E v, = U; x Vi, dh. |J, U; = M, jeder der Vektorrdume V; ist mit einem
Euklidischen Skalarprodukt ausgestattet, und ¢! : E, = V; ist eine lineare Isome-
trie, fiir jedes x € U;. Beachte, dass fiir die mit diesen Karten assozierten trivialen
Konnexionen V* lvi auf E|y, offensichtlich VFIUi (g|y;,) = 0 gilt. Ist nun \; eine der
Uberdeckung U; untergeordnete Partition der Eins, \; € C*°(M), supp()\;) C U,

YA =1, s0 definiert Vys:=) ", )\iV;E(IUiS eine lineare Konnexion auf £ und es
folgt

(Vxg)(s1,82) = X - g(s1,52) — g(Vx51,82) — g(51, Vxs2)
= Z Xi(X - g(s1,89) — Q(V)Ecwisla s2) — g(s1, V;E(‘Uisz))

= 3" M (VFI0ig) (51, 5) = O,

also Vg = 0 wie gewiinscht. Sind V und V zwei beliebige lineare Konnexionen
auf £ und bezeichnet A :=V — V € QY(M;end(F)) dann gilt

(6)(9)(81, s2) = (Vxg)(s1,52) — g(A(X)s1, 52) — g(s1, A(X)s2)
woraus sofort die zweite Behauptung folgt. O
I1.5.5. BEMERKUNG. Ist g eine Euklidische Metrik auf einem Vektorbiindel
E, dann induziert g Euklidische Metriken auf f*E, E', @ E, A¥E und S*E. Ist
V eine lineare Konnexion auf £ mit Vg = 0, dann sind auch die Metriken auf
f*E, E', @ ELE, A*E und S*E parallel beziiglich der induzierten Konnexionen
auf diesen Biindeln.

I1.5.6. PROPOSITION. Es sei p: E — M ein Fuklidisches Vektorbiindel mait
Metrik g und V eine lineare Konnexion auf E, sodass Vg = 0. Dann gilt:

(a) Fir jede glatte Kurve ¢ : I — M st der Paralleltransport pt{, , @ Eeuy) —
E ) eine lineare Isometrie, to,t, € I, dh.

gc(tl) (ptfhto (U)7 ptgl,t() (U))) = gC(tO) (U7 'l,U),
fiir alle v,w € Ey).

"Schnitte von o(E) kénnen daher mit C°(M)-linearen Abbildungen ¢ : T'(E) — I'(E)
identifiziert werden, fiir die g(¢s1, s2) = —g(s1, ¢s2) gilt, s1, 52 € T'(E).
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(b) Fiir die Kriimmung von V gilt R € Q*(M;o(F)), dh.
9(Rxys1,82) = —g(s1, Rx,ys2),
fir alle X, Y € X(M) und s; € I'(E).
BeEWEIS. Betrachte das Pullback Biindel ¢*FE iiber I mit der induzierten Eu-
klidischen Metrik § := ¢*¢g und der induzierten Konnexion V := V¢ F. Weiters
bezeichnen o,w : I — E die Kurven 9(t) := pt{, (v) und w(t) := pt{, (w). Da

pov = ¢ = pow kénnen wir v und w als Schnitte von c*E auffassen, v, w c [(cE),
und es gilt Vo = 0 = V. Nach Bemerkung [T5.0 gilt auch V§ = 0 und mit

((TZT) daher
8, - §(0,®) = §(Vo,0,@) + §(0, Vo) = 0+ 0 = 0,
wobei 0, € X(I). Zuriickiibersetzt bedeutet dies 2 ge() (pts,, (v), pts,, (w)) = 0,
woraus nun (@) folgt. Nach ([[L41]) gilt:
XY - g(s1,82) = g(VxVysi, 82) + g(Vysi, Vxsa)
+ 9(Vxs1, Vysg) 4+ g(s1, Vx Vysg)
=Y - X - g(s1,82) = —9(VyVxsi, 82) — g(Vxsi, Vys)
—9(Vys1,Vxsy) — g(s1, VyVxss)
—[X, Y] g(s1,52) = —9(Vx,v)51, 52) — 9(s1, Vix,v]s2)
Aufaddieren ergibt 0 = g(Rx ys1, S2) + g(s1, Rx ys2), siche ([[L29). a
Im verbleibenden Teil dieses Abschnitts werden wir nun explizite Resprésen-
tanten der Thom und Euler Klassen konstruieren, und damit dann einen Satz
von Gauss-Bonnet—Chern zeigen, siehe Satz unten. Die Darstellung hier
orientiert sich eng an der in [IT], Section 1.6].
Sei also E ein Vektorbiindel {iber M, g eine Euklidische Metrik auf £ und

V eine kompatible Konnexion, Vg = 0. Zunéchst konnen wir mittels g die Vek-
torbiindel A2E und o(E) identifizieren, A’E = o(F),

w(bsy,bsy) == g(w(sy),s2), weTl(0(F)),s1,s2 € '(E). (I1.42)

Dies erlaubt es die Kriimmung von V als Element in R € Q?(M; A%E) aufzufas-
sen, siehe Proposition [LL0([0H). Da Vg = 0, stimmen die induzierten Konnexio-
nen auf A2F und o(E) iiberein,

VAE = o), (11.43)
Die Bianchi Identitéat in Proposition [L42)@) ist daher zu

vA2 E

d¥" "R=0¢€ Q*(M;\*E) (11.44)

dquivalent.
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Auf dem graduierten Vektorraum Q*(M; A*E) = @, @D, ,—, ¥ (M; A1E) de-
finieren wir eine Multiplikation durch

(a®a)A(Bb):=(—D)Fflansoand, (11.45)

wobel o, € Q*(M) und a,b € T'(A*E). Dabei ist der Grad von a ® a €
QP (M; NE) durch |a®al := |a|+]|a| = p+q gegeben. Dadurch wird Q*(M; A*E)
zu einer assotiativen und graduiert kommutativen Algebra, dh.

0'/\7':(—1)'0-”7‘7'/\0', U7T€Q*(M7A*E)

VA* E

Dariiberhinaus wird d : QF(M; A*E) — Q*Y(M; A*E) zu einer graduierte
Derivation, siehe Proposition [LATI[d), dh.

dVA*E(O’/\T) _ (dVA*EO')/\T‘I'(_l)lalaAdVA*ET’ 0_’7_ c Q*(M, A*E) (1146)

Zusammen mit ([L44]) impliziert dies, fiir jedes r € N,
VPR =0 € QY M AT E), (I1.47)
wobei R" := RA--- AR € Q*(M;A*E).

Ist dariiberhinaus FE orientiert und k := rank(F), dann kann das Linienbiindel
A*E mittels g mit dem trivialen Linienbiindel identifiziert werden, und beziiglich
dieser Identifikation wird die induzierte Konnexion auf A*E zur trivialen Konne-
xion,

ME=¢=MxR, VME=gq

Dabei entspricht ¢ € £L = R das Element ts; A---A s, € A¥E, wobei s, ..., s ei-
ne positiv orientierte Orthonormalbasis von F, bezeichnet — das Resultat hingt
nicht von der Wahl dieser positiv orientierte Orthonormalbasis ab. Diese Identifi-

kation wird auch als Berezin Integration bezeichnet. Fiir geraden Rang k& kénnen
wir daher R¥/2 € QF(M; AFE) = QF(M) auffassen, und aus ([LZT) erhalten wir

dRY? =0 € QF Y (M). (11.48)

Fiir gerades k definieren wir die Fuler Form (Pfaffsche der Krimmung) eines
orientierten Euklidischen Biindels mit kompatibler Konnexion durch

e(E,g,V) := (-1)“’9-1)/2(270—’“/2% € QF(M), (11.49)

fiir ungerades k setzen wir e(F, g, V) := 0.

I1.5.7. PROPOSITION. Es sei E ein orientiertes Vektorbiindel iiber einer ge-
schlossenen Mannigfaltigkeit M, g eine Euklidische Metrik auf E und ¥V eine
kompatible lineare Konnexion, Vg = 0. Dann ist die Fuler Form e(E,g,V), sie-
he ([L49), geschlossen und reprdsentiert die Euler Klasse, [e(E, g, V)] = e(E) €
H*(M), siehe Definition [LZA. Insbesondere ist die Euler Klasse eines Vek-
torbiindels ungeraden Grades trivial.
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BeEwEis. Nach ([L48) gilt de(E, g, V) = 0, also ist die Euler Form geschlos-
sen. Es bezeichne nun E := = p"E das Pullback Biindel iiber £/ und V = p*V
die induzierte Konnexion auf E. Wie schon zuvor QF(M; A* E) fassen wir auch
Q*(E; A*E) als assotiative graduiert kommutative Algebra auf, siehe ([IZ3),
dV := d¥""* ist daher eine graduierte Derivation auf Q*(E; A*E), siehe ([L40).
Weiters fassen die identische Abbildung £ — E als Schnitt x € ['(E) auf, und
definieren eine lineare Abbildung ay : Q*(E; A*E) — Q*(E; A* 'E) durch

ax(B@b) = (-)Bi b BeQ(M),be(AE),

wobei i : A*E — A*"'E die Kontraktion mit x € F(E’) bezeichent, und

b E — E' mit der Euklidischen Metrik G := p*g auf E definiert ist. Eine
einfache Rechnung zeigt, dass auch ay eine graduierte Derivation bildet, dh.

ax (0 AT) = (axo) AT+ (=1)lo A ayr, o, 7€ Q(E;AE).

Betrachte nun die Funktion —|x|?/2 1= —g(x,x)/2 € Q°(E) = Q*(E;A°E E),
Vx € QY(E; E) = QY(E; A'E) und die Kriimmung von V, R € Q*(E;o(E)) =
Q%(E; A2FE). Aus V§ = 0, der Definition der Kriimmung, siehe ([L28), und der
Biancchi Identitét, vgl. ([L44), erhalten wir sofort folgende Relationen:

4V (—EL) = 0, Vx € QY(E; A°E)
dVvX = axR € Q*(E; A\'E)
VR =0e Q(E; \°E)
Aus diesen Gleichungen, und der trivialen Relation ay(—|x|?/2) = 0, erhalten wir
(d¥ — ax) (=2 + Vx + R) = 0.
Da d¥ — ay eine graduierte Derivation ist, folgt
(d¥ — a@((—% +Vx+ R)’") =0,

fiir jedes r € Ny, und daher auch

(d¥ — ax) exp(—22 + Vx + R) =0, (IL.50)
wobei
exp(—EE 4+ Vx+R) => I P Ux+R)" = e X 2eVxeR ¢ P v (E;AE).
r=0 p

Beachte, dass Vxund R in Q* (E; A*E ) kommutieren und beide nilpotent sind, die

Exponentiale eV* und e’ sind daher durch endliche Summen gegeben. Bezeichnet
0: M — FE den Nullschnitt, dann gilt weiters

o*exp(—2E 4 Vx + R) = e € Q" (M; A*E), (IL.51)
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denn aus xoo0 = 0 folgt 0*% =0,0"(Vx) = Vo'x = VO = 0 und 0*R = 0*p*R =
(poo)*R =1id}; R = R. Sei nun =g € M und FE,, die Faser von E iiber xy. Wahle
eine positiv orientierte Orthonormalbasis eq,...,e; von £, und betrachte die
orientierungserhaltende lineare Isometrie « : R¥ — B, «(z!, ..., 2%) = zle; +
.« + zFey,. Ziehen wir die Konnexion V mit ¢ zuriick, so erhalten wir die triviale
Konnexion auf dem trivialen Vektorbiindel (*E = *p*E = (poi)*E = const; I =
RF x A*E,, iiber R¥. Es gilt daher /*Vx = di*x = dY 2" @ ¢; = 3., dr’ @ e;,
also 1* exp(Vx) = exp(1*Vx) = [[, exp(da’ @ ¢;) = [[,(1 + d2’ @ ¢;), und somit

L* exp(—% + Vx + é) = PO v drt @e) A A (1+deb @ep), (IL52)

denn aufgrund der Natiirlichkeit der Kriimmung, siehe Proposition [LZ2([H), ha-
ben wir auch *R = *RP"Y = /'p'R = (po¢)*R = const’, R = 0 und somit
F(exp R) = 1.

Es bezeichne ¢ € QF(E; A*E) = QF(E) jenen Teil von

(—1)FE=D72 () k/2 exp(—g + Vx + R)

der in QF(E; AFE) liegt, k = rank(E). Aus ((I50), ((L51) und [[I53) folgt:

dd =0 (I1.53)
0*¢ = e(E,g,V) (I1.54)
Vo= (27?)_k/2e_‘””‘2/2dx1 Ao Adat (11.55)

Zusammen mit dem Gauf’schen Integral, [, e I"I"/2dz! A -+ A da* = (27)%/2,

erhalten wir aus ([L5H) auch
/ b=1. (I1.56)
E

0

Wir sehen daraus, dass qf; € O%(F) beinahe eine Thom Form darstellt, aller-
dings ist der Tréager von ¢ nicht kompakt. Um dies zu korrigieren, betrachten wir
die offene Teilmenge BE :={y € E : |y| < 1} C E und den Diffeomorphismus

f:BEiE, fly) = J

VI-Tly?

Sezten wir die Form ¢ := f*¢ € QF(BE) durch Null auf ganz E fort, so erhalten
wir eine glatte Form mit kompakten Triger, ¢ € QF(E). Aus ([L53) und ([L56)
folgt, dass ¢ die Thom Klasse repriisentiert, [¢] = ¢ € HF(E), siehe Satz [T21]
und aus ([LA4)) schlieBlich, dass e(E, g, V) die Euler Klasse reprisentiert, siehe
Definition [L22 O

Aus Satz [L28 und Proposition [L5.7 erhalten wir nun
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I1.5.8. SATZ (GauB-Bonnet-Chern). Es sei M eine orientierte geschlossene
n-Mannigfaltigkeit, g eine Euklidische Metrik auf TM und V eine kompatible
lineare Konnexion, Vg = 0. Dann gilt

/Me(TM,g,V) = x(M),

wobei e(TM, g, V) € Q*(M) die Euler Form (Pfaffsche der Krimmung) bezeich-
net, siche ([LZ9).
I1.6. Aufgaben zu Kapitel [

30. AUFGABE. Es sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum. Zeige, dass
die Inversion v : GL(V) — GL(V), v(A) := A™L, glatt ist. Hinweis: Da V = R*
geniigt es zu zeigen, dass die Inversion in GLg(R) glatt ist.

31. AUFGABE. Zeige, dass fiir jedes Linienbiindel L die folgenden Aussagen
dquivalent sind:
(i) L ist orientierbar.
(ii) L ist trivialisierbar.
(iii) L besitzt einen irgendwo verschwindenden Schnitt.

32. AUFGABE. Fiihre die Details in Bemerkung [LT.7 aus. Hinweis: Verwende
die kanonischen Vektorbiindelhomomorphismen m : £ x ' — FE iiber p; und
my : B X F' — I iiber py, wobei p1,po : M x M — M die beiden kanonischen
Projektionen bezeichnen, i = 1, 2.

33. AUFGABE. Es sei W ein Teilraum in einem endlich dimensionalen Vek-
torraum V. Zeige, dass GL(V; W) = {A € GL(V) | A(W) = W} eine Teil-
mannigfaltigkeit von GL(V') ist. Zeige weiters, dass die natiirliche Abbildung
p : GL(V; W) — GL(V/W) glatt ist. Zeige auch, dass glatte Abbildungen
s : GL(V/W) — GL(V;W) mit po s = idgrv/w) existieren. Zeige schlielich,
dass p und s zueinander inverse Homotopiedquivalenzen sind.

34. AUFGABE. Es sei S C M eine Teilmannigfaltigkeit. Zeige, dass T'S ein
Teilbiindel von T'M|g ist, ohne dabei auf Proposition zuriickzugreifen, vgl.
Beispiel LTIl

35. AUFGABE. Es sei W ein Teilraum eines endlich dimensionalen Vektor-
raums V. Sind zwei der drei Vektorrdume V, W, V/W orientiert, dann erbt der
dritte in kanonischer Weise eine Orientierung.

36. AUFGABE. Es sei 0 - F — E — (G — 0 eine kurze exakte Seqeunz von
Vektorbiindeln iiber M. Sind zwei dieser Vektorbiindel oreintiert, dann existiert
auf dem dritten genau eine Orientierung, sodass der kanonische Isomorphismus
E/F = @ orientierungsbewahrend ist.

37. AUFGABE. Zeige, dass das tautologische Linienbiindel iiber RP' = S!
keinen nirgendwo verschwindenden Schnitt besitzt und daher nicht orientierbar
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und auch nicht trivialisierbar sein kann. Schliefle daraus, dass auch das tautolo-
gische Linienbiindel {iber RP", n > 1, nicht orientierbar und nicht trivialisierbar
ist. Zeige weiters, dass der Totalraum des tautologischen Linienbiindels iiber RP!
diffeomorph zum Mobiusband ist.

38. AUFGABE. Zeige T RP™ = hom(v, 1), siche Beispiel [LT.22

39. AUFGABE. Verifiziere die Details in Bemerkung [L.T.24] Zeige weiters auch
T Gri, & hom(y%, (v%)1).

40. AUFGABE. Es seinen V und W zwei endlich dimensionale Vektorraume
und M eine Mannigfaltigkeit. Zeige, dass eine Abbildung f : M — L(V,W)
genau dann glatt ist, wenn fiir jedes v € V' die Abbildung M — W, x — f(x)-v
glatt ist.

41. AUFGABE. Zeige A*(E®F) = P
E und F iiber M.

APE®AIF fiir je zwei Vektorbiindel

p+q=k

42. AUFGABE. Es sei V eine kovariante Ableitung auf einem Vektorbiindel £
tiber M, s € I'(E), x € M und X € T, M. Weiters sei ¢ : I — M eine glatte
Kurve mit ¢(0) = z und ¢(0) = X. Zeige

Vs = lim ¢ (ptg,(s(c(t))) — s(x)),
vgl. Bemerkung [L3.TH

43. AUFGABE. Betrachte o := zdy + dz € Q'(R?) und das Teilbiindel H :=
ker(a) C TR3. Zeige, dass H nicht integrabel ist, vgl. Satz [LZH.

44. AUFGABE. Es sei E ein Vektorbiindel {iber M, das k punktweise linear
unabhiingige Schnitte besitzt. Zeige, dass ein Teilbiindel F' C F mit £ = F @ &F
existiert, wobei £&¥ = M x R* das triviale Vektorbiindel bezeichnet.



