ITI. Riemannsche Geometrie

II1.1. Levi—Civita Konnexion und Riemannkriimmung. Unter einer
Riemannschen Metrik auf einer Mannigfaltigkeit M verstehen wir eine Eukli-
dische Metrik auf dem Tangentialbiindle, g € T'(S*T*M), vgl. Abschnitt [TH
Eine Riemannsche Metrik spezifiziert also ein positiv definites symmetrisches
inneres Produkt auf jedem Tangentialraum T,M, z € M, und erlaubt es da-
her Lingen und Winkel von Tangentialvektoren zu messen. Unter einer Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit (M, g) verstehen wir eine Mannigfaltigkeit M zu-
sammen mit einer Riemannschen Metrik g. Auf einer orientierten Riemannschen
n-Mannigfaltigkeit erhalten wir eine kanonische Volumsform, vol € Q"(M), in
dem wir vol(Xj,...,X,) =1 fiir eine (und dann jede) positiv orientierte Ortho-
normalbasis von T, M fordern, x € M.

Riemannsche Mannigfaltigkeiten besitzen eine ausgezeichnete lineare Konne-
xion, die sogenannte Levi—Civita Konnexion, auf ihrem Tangentialbiindel. Um
die Bedingung, die diese Konnexion charakterisiert zu formulieren benttigen wir
den Begriff der Torsion einer linearen Konnexion auf dem Tangentialbiindel. Ist
V eine lineare Konnexion auf 7'M, so definiert

TorV(X,Y) :=VyY —Vy X — [X,Y], X,Y €X(M)=T(TM) (IIL1)

einen Schnitt TorY € Q?(M;TM), denn der Ausdruck ([ILT)) ist offensichtlich
schiefsymmetrisch und C*°(M) linear in X und Y. Dieses Tensorfeld wird als
Torsion der Konnexion V bezeichnet. Eine lineare Konnexion auf 7'M wird tor-

sionsfrei genannt, wenn der Torsionstensor verschwindet, dh. Torv(X ,Y) =0 fiir
je zwei Vektorfelder X,Y € X(M).

II1.1.1. PrROPOSITION (Levi—Civita Konnexion). Ist (M, g) eine Riemannsche
Mannigfaltigkeit, dann ezistiert genau eine torsionsfreie mit g kompatible lineare
Konnezion V auf TM, dh. Tor = 0 und Vg = 0. Diese Konnexion wird die
Levi-Civita Konnexion der Riemannschen Mannigfaltigkeit (M,g) genannt. Sie
st daher durch die Bedingungen

[X,Y] = VyY — Vy X (I11.2)
X-g(Y,2) = g(VxY,Z)+g(Y,VxZ) (IL.3)

fiir je drei Vektorfelder X,Y,Z € X(M), eindeutig charakterisiert.
BEWEIS. Wir schreiben die Bedingung Vg = 0, siehe ([IL3), drei mal an:

0=(Vxg)(Y,2) =X -g(Y,Z) - g(VxY,Z) — g(Y,VxZ)
0= (Vyg)(Z,X)=Y -9(Z,X) —g9(VvZ,X) — g(Z,VyX)
0= _(VZQ)(Xv Y) =—Z- g(X7 Y) +g(vZX7 Y) _'_g(Xv VZY)
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Da g symmetrisch ist, erhalten wir durch Aufaddieren dieser drei Gleichungen
unter Verwendung von ([IL2)

0=X -9V, 2)+Y -g(Z,X)—-Z-g9(X,Y)
—g(VxY +Vy X, Z)—g(VyZ —=V3Y, X)+g(VzX —VxZY)
=X -gY,2)+Y -9(Z,X)—-Z-9(X,Y)—29(VxY, Z)
+9((X, Y], Z2) = 9([Y, Z], X) + 9([Z, X].Y)
und schliefSlich:

g(VxY, Z) = %(X GV, Z)+Y - g(Z,X) — Z - g(X,Y)

+ (X, Y], 2) — g([Y, Z],X)+g([Z,X],Y)). (I11.4)

Da g nichtdegeneriert ist, sehen wir daraus bereits, dass es hochstens eine torsi-
onsfreie mit g kompatible Konnexion auf 7'M geben kann. Um auch die Existenz
einzusehen, versuchen wir VY durch ([IL4)) zu definieren. Eine einfache Rech-
nung zeigt, dass die rechte Seite dieser Gleichung C*°(M) linear in Z ist. Wegen
der Nichtdegeneriertheit von ¢ definiert ([IL4)) also eine, offensichtlich bilinea-
re Abbildung V : X(M) x X(M) — X(M), (X,Y) — VxY. Analoge Rech-
nungen zeigen, dass VxY auch C*(M) linear in X ist, und die Leibnitz Regel
Vx(fY)=fVxY + (X - f)Z gilt. Zusammenfassend sehen wir also, dass ([IL4))
eine lineare Konnexion V auf T'M definiert. Es bleibt also noch zu zeigen, dass
diese Konnexion V tatséchlich torsionsfrei und mit g kompatibel ist. Aus ([IL4))
erhalten wir sofort

g(VXK Z) - g(VYXa Z) = g([X> Y]>Z)>
also g(Tor(X,Y),Z) = g(VxY — Vy X — [X,Y],Z) = 0 fiir jedes Z € X(M),
und daher Tor(X,Y") = 0. Schliellich folgt aus ([IL4]) auch
also (Vxg)(YV,2) =X -g(Y,Z) —g(VxY,Z)—g(Y,VxZ) =0 fir alle X|Y, Z €
X(M), und somit Vg = 0. O
Unter dem Riemannschen Krimmungstensor einer Riemannschen Mannigfal-

tigkeit (M, g) verstehen wir die Kriitmmung, siehe Proposition [L42 der Levi-
Civita Konnexion, dh.

RX7yZ =VxVyvZ -VyvVxZ — V[X,Y]Z, X, Y, Z € %(M) (HI5)

I11.1.2. PROPOSITION. Der Krimmungstensor R einer Riemannschen Man-
nigfaltigkeit besitzt folgende Symmetrien, X, Y, Z, W € X(M):
(CL) RX,YZ = —RY’XZ
(b) 9(RxyZ,W) = —g(RxyW, Z)
(C) g(RX,YZa W) = g(RZ,WXa Y)
(d) RxyZ + Ry zX + Rz xY =0 (algebraische Bianchi Identitit)
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(e) 0=dv"™" "™ R € Q3(M;end(TM)), dh.

0= > V¥™Ry,— Rixyz (I11.6)
2ykl. X,Y, Z
oder dquivalent
0= Y (V¥™R)(Y,2). (IIL.7)
wykl. X,Y, Z

Diese Relation wird zweite oder differentielle Bianchi Identitit genannt.

BEWEIS. Die erste Symmetrie (@) ist offensichtlich. Aus Proposition [L5.CI[0)
erhalten wir (b)), denn Vg = 0. Die Bianchi Identitét AV ™ R = 0 haben wir

allgemeiner in Proposition [LL @) gezeigt, die Reformulierung ([IL8) erhalten
wir sofort mittels ([L21). Nach Abschnitt gilt
3 en
(V¥R (Y. 2) = V"™ Ry s — Ry,vz — Ryivyz
und wegen der Torsionsfreiheit, VxZ = VX — [Z, X|, daher

3 en
(V%TMR) (Y, 2) = VXd(TM)RY,Z — Ryyvz + Ry,xy — Bz x)y-
Summation iiber zyklische Permutationen von XY, Z liefert
3 en
Z (V%TMRMK Z) = Z VYT Ry ; — Rixyyz,
zykl. X, Y, Z zykl. X, Y, Z

somit folgt (L) aus (ILG). Um (d) einzusehen, verwenden wir die Torsions-
freiheit und schreiben R in folgender Form an:

RxyZ =VxVyZ —NVyVxZ -V xy|Z
=VxVyZ - VyVxZ -V X, Y] - [X,Y], Z]
=VxVyZ - VyVxZ -V;VxY +V;VyX —[[X,Y], Z]
Summation iiber zyklische Permutationen von XY, Z liefern nun
RxyZ+ RyzX+RzxY =— Y [X.Y],Z]=0,
zykl. X,Y, Z

wobel wir im letzten Gleichheitszeichen die Jacobi Identitdt verwendet haben.
Um (@) einzusehen, schreiben wir (d) viermal an:

0=g(RxyZ, W)+ g(Ry,zX, W)+ g(RzxY, W)
0=g(Ry,zW,X) + g(RzwY, X) + g(Rwy Z, X)
0=—g(RzwX.,Y) = g(RwxZ,Y) — g(Rx sWY)
0=—g(RwxY,Z) — g(RxyW, Z) — g(RyvwX, Z)
Aufaddieren liefert, unter Verwendung von (@) und (),
0=29(RxyZ,W)—29(RzwX,Y)
und somit (€). O
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II1.1.3. SATZ. Fiir eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) sind dquivalent:

(a) R =0, dh. die Levi-Civita Konnezion ist flach.
(b) Lokal um jeden Punkt existiert eine Karte M D U < u(U) C R, sodass

g=du' @ du' + -+ du" @ du", (I1L.8)

dh. (M, g) ist lokal isometrisch zu R™ mit der Standardmetrik.
In diesem Fall wird die Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) flach genannt.

BEWEIS. Die Implikation (b))=-(@) ist trivial, siehe Beispiel ILTI0. Fiir die
umgekehrten Implikation (@)=-(D)) fixieren wir x € M. Nach Satz existiert
eine offene Umgebung U von x und ein lokaler Rahmen X;,..., X, € X(U) =
['(TM|y) paralleler Vektorfelder, VX; = 0. O.B.d.A. diirfen wir annehmen, dass
Xi(z),..., X, (z) eine Orthonormalbasis von T, M bilden. Aus Vg = 0 folgt

Y 9(Xi, X;) = 9(Vy X;, X;) + 9(X;,Vy X;) =04+ 0=0,

fir jedes Y € X(U), also ist g(X;, X;) lokal konstant. Durch Verkleinern von U
kénnen wir also ¢(X;, X;) = 6;; erreichen, dh. X;,..., X, bilden einen lokalen
Orthonormalrahmen. Aus der Torsionsfreiheit der Levi—Civita Konnexion erhal-
ten wir [X;, X;] = Vx,X; — Vx, X; = 0 -0 = 0, also kommutieren die Fliisse
der Vektorfelder X;, dh. FIX o F1Y = FI2% o FLY fiir hinreichend kleine s und t.
Somit liefert

w Nty te) = (FE 0o 0 FIX") ()

eine lokal um 2 definierte Karte M D U % u(U) € R™ mit Koordinatenvek-
torfeldern éﬁi = Xj;, vgl. den Beweis von Satz Insbesondere bilden die
d 3

Koordinatenvektorfelder 57, ..., 57 einen lokalen Orthonormalrahmen, folglich

ist g durch ([ILY) gegeben. O

Unter der Ricci Kriimmung einer Riemannschen Mannigfaltigkeit verstehen
wir folgende Kontraktion des Riemannschen Kriimmungstensors

Ric = —try R, Ric(X,Y) ==Y g(Rx.Y,e;), XY €T, M,
i=1
wobei eq, ..., e, eine Orthonormalbasis von T, M bezeichnet. Dies ist unabhéngig
von der Wahl der Orthonormalbasis, nach Proposition [ILT2(@) symmetrisch,
Ric(X,Y) = Ric(Y, X), XY eT, M,

und definiert daher ein Tensorfeld, Ric € T'(S?*T*M), vom selben Typ wie die
Metrik g. Eine weitere Kontraktion fiithrt zur sogenannten Skalarkrimmung, r €

(M),

r = tr? Ric, r(x) = Z Ric(e;, e;), € M,
i=1
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wobei dies wieder unabhéngig von der Orthonormalbasis e; ist. Die sogenannte
Schnittkrimmung ist eine Abbildung, die jedem zwei dimensionalen Teilraum
ECT, M, x e M, die Zahl
K(§) == —g(RxyX.,Y)
zuordnet, wobei X, Y eine Orthonormalbasis von ¢ bildet. Dies ist unabhéngig
von der Wahl der verwendeten Orthonormalbasis, fiir eine beliebige Basis X, Y
von & erhalten wir, vgl. Aufgabe E1],
g(RxyX.Y)
K = = X %), v) — g (X7
9(X, X)g(Y,Y) — g(X,Y)
Der FEinstein Tensor einer Riemannschen Mannigfaltigkeit ist durch
G :=Ric—Lg € T(S*T*M)

definiert, dh. G(X,Y’) = Ric(X,Y) — £g(X,Y). Beachte, G(X,Y) = G(Y, X).

II1.1.4. LEMMA. Der Riemannsche Kriimmungstensor R ist durch die Schnitt-
krimmung K vollstindig bestimmt. Ist die Schnittkriimmung bei einem Punkt

x € M konstant, dh. existiert eine Konstante c,, sodass K(§) = ¢, fir jede
Ebene £ C T, M, dann gilt schon

9(Rxy Z,W) = = (9(X, 2)g(V, W) = (X, W)g(Y. 2)), XY, Z,W € T, M,

X,Y Basisvon £ C T, M. (IIL.9)

und somit auch Ric, = (n — 1)c g, und r(z) = n(n — 1)c,.

BEWEIS. Da dies ein punktweises Problem ist, fixieren wir x € M. Aufgrund
von ([IL9) bestimmt die Schnittkriimmung K alle Ausdriicke der Form
p(X,Y) :=g(RxyX,Y), X, Y e T, M.

Mit Hilfe der Symemtrien (@) bis (d) von R in Proposition [ILT.2 erhalten wir
durch direkte (langwierige) Rechnung [7, Lemma 3.3.3]

—69(Rxy Z.W) = p(X + W,Y + Z) = p(X + W,Y) = p(X + W, 2)
—p(X,Y +Z) = p(W,Y + Z) + p(X, Z) + p(W,Y)
—p(Y+W, X+ 2)+pY + W, X)+p(Y + W, 2)
+p(Y, X +2) + p(W, X + Z) — p(Y,Z) — p(W, X)
Folglich ist R durch p und daher auch durch K bestimmt. Beachte, dass auch RY,
RUX,Y,Z, W) :=g(X,Z)g(Y, W) — g(X,W)g(Y, Z), XY, Z, W eT,M,

alle Symmetrien von R besitzt, dh. (@) bis (d]) in Proposition gelten auch
fiir R°. Fiir p°(X,Y) := RY(X,Y, X,Y) erhalten wir

pO(Xv Y) = g(X7X>g<K Y) - g<X7 Y)27

die mit R° assozierte “Schnittkriimmung” ist daher konstant, K° = —1, sie-
he ([ILY). Daraus folgt nun sofort die zweite Behauptung des Lemmas. U
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III.1.5. BEMERKUNG (Riemannsche Flachen). Fiir 2-dimensionale Riemann-
sche Mannigfaltigkeiten ist der Kriimmungstensor R also vollig durch die Skalar-
kriimmung 7 bestimmt. Genauer folgt aus Lemma [ITT4, » = 2K, Ric = Ky,
G =0 und

9(Rxy Z,W) = =K (g(X. 2)g(Y. W) = (X, W)g(Y. 2)).

Beachte, dass dieses K mit der GauBkriimmung iibereinstimmt, siehe [3, Ab-
schnitt 3.7]. Aus Satz erhalten wir den klassischen Satz von Gaufi und
Bonnet fiir geschlossene, orientierbare 2-dimensionale Riemannsche Mannigfal-
tigkeiten,

1
— [ Kvol=x(M II1.1
5 | K vel = x(an), (111.10)

denn fiir die Euler Form gilt in diesem Fall ¢(T'M, g, V) = 5- K vol, siehe ([LZ9).

™

Ist (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und A € I'(@1T*M), so defi-
nieren wir die Divergenz, div A € ['(Q*T*M), durch div A := t1¥,(VA), dh
(div A)(Xy, ..., Xp) =Y (Ve A)e, X1,..., Xp), X; € T,M,
i=1
wobei eq, . . ., e, eine Orthonormalbasis von T, M bezeichnet. Dies ist unabhéngig
von der verwendeten Orthonormalbasis und erfiillt folgende Rechenregeln.

I11.1.6. LEMMA. Fiir A, B € D(@"T*M) und f € C(M) gilt:
(a) div(A+ B) = divA+divB
(b) div(fA) = fdiv A + trf,(df @ A)
(c) div(fg) = df.
(d) div(a) vol = diy, vol = Ly, vol, fiir a € QY(M).
(e) [, div(a)vol =0, fir a € QL(M).

BeEwels. Die erste Behauptung (@) ist trivial. Um die zweite Relation ein-
zusehen, sei X; € T, M und eq,...,e, eine Orthonormalbasis von T,M. Dann
gilt
(div(fA) (X1, ..., Xi) = Y (Ve,(fA)(es, X1, ..., Xi)

i=1
n

= Z f(VeiA)(ei,Xl, cee Xk) + (ei . f)A(eZ, Xl, . ,Xk)

=1

= (fdivA) (X1, ..., Xp) + > _(df ® A)es, €0, X1, ..., Xp)

= (fdivA)(Xq,..., Xg) + (tr]y(df @ A)(Xq,..., Xk)
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und somit (). Aus Vg = 0 erhalten wir div(g) = 0 und mittels (b)) daher
div(fg) = triy(df ® g) = df, also ([@). Fiir (dl) verwenden wir Aufgabe HO sowie
V vol = 0, und erhalten

Ly, vol = diy, vol = Z e’ A\ Ve, (igq vol) Z e’ A ( Zve ta VOI)

i=1
= Z €' (Ve fa) vol = tr(Via) vol = tr(f,Va) vol = tr?(Va) vol = div(a) vol.
i=1
Die letzte Behauptung folgt aus (d) und dem Satz von Stokes. O

II1.1.7. PROPOSITION (Kontrahierte Bianchi Identitét). Der Einstein Tensor
einer Riemannsche Mannigfaltigkeit erfillt

divG =0, dh. es gilt div Ric = %dr.
BEWEIS. Es sei ey, ..., e, ein lokaler Orthonormalrahmen. Die Bianchi Iden-
titat (IL7) besagt
(Ve R)(ej, X) + (Ve, R) (X, €;) + (VxR)(ei,¢5) =0
also
g((VeiR)(ej,X)ei,ej) + g((VejR)(X, €;)ei, ej) + g((VXR)(ei,ej)ei, ej) =0
und mittels der Symmetrien aus Proposition
—g((VeiR)(ei, e;) X, ej) — g((VejR)(ej, €)X, ei) + g((VXR)(ei, e;)ei, ej) = 0.
Summation iiber ¢ und j liefert
= (tr2a Ve, R) (e, X) = > (tras Ve, R)(ej, X) + Y (tray VxR)(es, ;) = 0
i j i
Da troy(Vy R) = Vy(tray R) = —Vy Ric, erhalten wir
> (Ve Ric)(e;, X) + Y (Ve Ric)(e;, X) — > (Vx Ric)(es,e;) =0,
i j i
also
2(div Ric)(X) = tr9(Vx Ric) = Vx(tr? Ric) = Vxr = X - r = (dr)(X).

Dies zeigt die zweite Gleichung, div Ric = %dr. Zusammen mit Lemma [TLT.6)
folgt nun sofort divG = 0. U

II1.1.8. SATZ (Schur). Ist (M,g) eine zusammenhdngende Riemannsche n-
Mannigfaltigkeit, dann gilt:
(a) Ezistiert eine Funktion f: M — R mit G = fg, dann ist f konstant.
Ist dariiberhinaus n # 2, so gilt weitersfl

8Beachte jedoch, dass @) fiir n = 2 trivialerweise erfiillt ist, da in diesem Fall ohnenhin
stets G = 0 gilt, siche Bemerkung [MTLTHl



108 III. RIEMANNSCHE GEOMETRIE

(b) Ezistiert eine Funktion f: M — R mit Ric = fg, dann ist f konstant.

(¢) Existiert eine Funktion f : M — R mit K,(§) = f(x) fir alle Ebenen
& CT,.M, dann ist f konstant. In anderen Worten: ist die Schnittkrimmung
punktweise konstant, dann ist sie schon global konstantl]

BEwEIs. Ad (@): Aus G = fg erhalten wir durch Kontraktion trG = nf,
insbesondere muss f also glatt sein. Mit der kontrahierten Bianchi Identitéat in
Proposition [ILT und Lemma [LT.0(@) folgt nun 0 = divG = div(fg) = df,
und somit muss f konstant sein. Ad (H): Aus Ric = fg folgt G = (f — §)g und
mittels (@) sehen wir, dass f — ¢ konstant sein muss. Kontraktion liefert weiters
r = tr? Ric = tr9(fg) = nf. Da n # 2 vorausgesetzt wurde, impliziert dies, dass
auch f konstant ist. Ad (@): Mittels Lemma [ILT4 erhalten wir in diesem Fall
Ric = (n — 1) fg, die Behauptung folgt daher aus (). O

Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita Konnexion
V und Riemannschen Kriimmungstensor R. Weiters bezeichne S C M eine glatte
Teilmannigfaltigkeit. Mittels g|g € T'(S*T*M]|g) erhalten wir eine orthogonale
Zerlegung TM|s = TS ® T+S. Die Einschrinkung von g|g auf T'S liefert eine
Riemannsche Metrik gs € T'(S*T*S) auf S. Die Einschriinkung von g|g auf T+9
liefert eine Euklidische Metrik g+ € T'(S?(T+S)*) auf dem Normalenbiindel 7+S.
Wir bezeichnen die assozierten Orthogonalprojektionen mit P : T'M|s — T'S und
Q : TM|s — T+S. Betrachte folgende die Ausdriicke:

VY = P(VyY), X, Y € X(S),

II(X,Y) := Q(VxY), X,Y € X(S),
V€ = Q(Vxé), X e X(9), e (1T+9)
Bx(§) == —P(Vx§), X € X(5), € e I(T+S)

Dabei wird II als zweite Fundamentalform bezeichnet, und B heifit Weingar-
tenabbildung.

1I1.1.9. SATZ. Fiir X,Y,Z,W € X(S) und £&,n € T(T+S) gilt:

(a) V¥ ist eine torsionsfreie mit gs kompatible lineare Konnezion auf T'S und
stimmt daher mit der Levi—Clivita Konnexion von (S, gs) tiberein.

(b) V= ist eine mit g~ kompatible lineare Konnexion auf T+S.

(c) Die zweite Fundamentalform 11 bildet ein Tensorfeld auf S, genauer haben
wir 11 € T(S*T*S @ T+S), insbesondere also 1(X,Y) = 1I(Y, X).

9Auch die ersten beiden Aussagen lassen sich #hnlich interpretieren. Etwa konnen wir die
Ricci Kriitmmung dquivalent als eine Abbildung auffassen, die jeder Geraden ¢ C T, M die Zahl
Ric(X, X)/g(X, X) zuordnet, wobei X eine Basis des 1-dimensionalen Teilraums £ bildet. Dies
ist offensichtlich unabhéngig vom verwendeten Basisvektor und enthélt die volle Information
iiber den Riccitensor, da dieser symmetrisch ist (Polarisieren). Behauptung (H) lisst sich daher
auch wie folgt formulieren: ist die Riccikriimmung punktweise konstant, dann ist sie schon
global konstant.
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(d) Die Weingartenabbildung B bildet ein Tensorfeld auf S, genauer haben wir
B e (T*S®(T+S)*®TS), und es gilt die sogenannte Weingarten Gleichung
g-(I(X,Y),€) = gs(Y, Bx§).

(e) Bezeichnet RS die Riemannkrimmung von (S, gs), dann gilt die sogenannte
Gaufl Gleichung, vgl. [3, Abschnitt 3.7],

9(RxyZ, W) = gs(RS v Z, W)
+ g (II(X, 2), 1LY, W)) — g~ (IL(Y, Z),I[(X, W)).

(f) Bezeichnet R+ die Kriimmung der Konnexion V+ auf T+S, dann gilt

9(Rxy&,n) = g (Rx & n) — 9s(By&, Bxn) + gs(Bx&, Byn).

(9) Es gilt die Codazzi-Mainardi Gleichung,
9(RxyZ,6) = g (Vx (Y, 2),€) — g (V¥ IN(X, 2),¢)

wobei V die von V* und V+ auf S*T*S @ T*+S induziert Konnexion bezeich-
net, dh. (Vx I)(Y, Z) = VE(IL(Y, 2)) — I(VSY, Z) — 11(Y, VE.Z).

Bewers. Offensichtlich sind alle vier Ausdriicke C*°(M) linear in X. Wen-
den wir auf die Gleichung Vx(fY) = fVxY + (X - )Y die Projektion P and
so erhalten wir V5 (fY) = fVY + (X - f)Y, denn P(Y) = Y. Anwenden
von @ liefert II(X, fY) = fII(X,Y), denn Q(Y) = 0. Analog erhalten wir aus
Vx(f€) = fVxE+ (X - f)€ durch Anwenden von @ bzw. P die Gleichungen
VL(f) = [VEEH (X - )€ und By (f€) = [Bx(£), denn Q(¢) = £ und P(€) = 0.
Wir schlieBen daraus, dass V° und V+ lineare Konnexionen darstellen, und II
und B Tensorfelder sind.

Wegen der Torsionsfreiheit von V gilt VxY — Vy X — [X,Y] = 0. Wenden
wir darauf P folgt V3V — V3 X — [X,Y] = 0, denn P([X,Y]) = [X,Y]. Somit
ist auch V¥ torsionsfrei. Wenden wir auf die selbe Gleichung @ an, so erhalten
wir [I(X,Y) —II(Y, X) = 0, denn Q([X,Y]) = 0, also ist II(X,Y) symmetrisch
in X und Y.

Wegen Vg = 0 gilt Z - g(X,Y) = g(VzX,Y) + g(X,VzY) und somit auch
Z-95(X,Y) = gs(V3X,Y)+gs(X,V5Y), also ist V° mit gg vertriiglich. Analog
folgt aus Z - g(&,m) = g(Vx&,n) + g(&,Vxn), dass V+ mit g+ kompatibel ist.
SchlieBlich erhalten wir aus 0 = X - g(Y, &) = g(VxY, &) + g(Y,Vx&) auch 0 =
g (I(X,Y),€) — g(Y, Bx¢).

Damit sind (@) bis (dl) gezeigt. Dariiberhinaus gilt beziiglich der orthogonalen
Zerlegung TM|s =TS @ TS,

TM|s _ oS 1 0 -B
s ~wi w4 (4 F)
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wobei wir die Matrix als Element in Q' (S;end(T'S @ T+S)) auffassen. Aus Pro-
position [LL2A@)& (d) erhalten wir daraus

RS 0 0 —-dV'B BAIL 0
TM|s _ y _
R ( 0 RL) * <dV mo0 ) < 0 I /\B) (IIL.11)

wobei V' bzw. V” die von V¥ und V* auf hom(T'S, T+S) bzw. hom(T+S,TS) in-
duzierten Konnexionen bezeichnen. Die beiden Gleichungen fiir die Diagonalein-
triage liefern zusammen mit der Weingartengleichung (dl) sofort (&) und (fl). Wegen
der Torsionsfreiheit gilt weiters (dV' II)(X,Y, Z) = (Vx )Y, Z)—(Vy II)(X, Z),
folglich liefert der linke untere Eintrag in ([ILIIl) die Codazzi-Mainardi Glei-
chung (). O

Unter einer (lokalen) Isometrie einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g)
verstehen wir einen (lokalen) Diffeomorphismus f € Diff(M) mit f*g = g. Of-
fensichtlich bildet die Menge aller Isometrien eine Untergruppe von Diff (M), die
wir mit Isom(M, g) bezeichnen. Fiir jede Isometrie f gilt f*V = V, denn die
zuriickgezogene Konnexion f*V ist mit g kompatibel, (f*V)g = (f*V)(f*g) =
f*(Vg) = f*0 = 0, und torsionsfrei, Tor” V(f*X, f*Y) = (f*V);px(fY) —
(F*V)py (fX) = [ X, f*Y] = [{(VxY = VyX = [X,Y]) = f*Tor¥(X,Y) =
f*0 = 0, und muss daher wegen der Eindeutigkeitsaussage in Proposition [TLTT]
mit der Levi-Civita Konnexion iibereinstimmen, dh. f*V = V. Fiir die Kriim-
mung folgt f*R = R, f*Ric = Ric, f*r =r und f*K = K, genauer K(T,f-&) =
K (&), fur jede Ebene & C T, M.

Der Fluss eines Vektorfeldes X ist genau dann eine (lokale) Isometrie, wenn
Lxg = 0 gilt, denn %(Flf{)*g = (F1%)*(Lxg). Solche Vektorfelder werden Kil-
ling Vektorfelder, genannt sie konnen als infinitesimale Isometrien interpretiert
werden. Eine einache Rechnung, vgl. Aufgabe B0, zeigt

Lxg=2symVX, dh. (Lxg)Y,Z2)=9(VyX,Z)+¢g(VzX,Y). (1I1.12)

Killing Vektorfelder sind daher durch die Gleichung symV X = 0 charakterisiert.
Insbesondere ist jedes parallele Vektorfeld VX = 0 auch ein Killing Vektorfeld.

[11.1.10. BEispIEL (Euklidische Geometrie, K = 0). Betrachte den Euklidi-
schen Raum R™ mit der Riemannschen Metrik

g=dr' @ds" + -+ da" @ da".

Die triviale Konnexion auf TR" = R™ x R" ist offensichtlich mit g kompatibel
und torsionsfrei. Aus der Eindeutigkeitsaussage in Proposition [TLTTl sehen wir
daher, dass die Levi-Civita Konnexion von (R",g) mit der trivialen Konnexi-
on iibereinstimmt. Insbesondere sind die Koordinatenvektorfelder parallel, dh.
va?ci = 0, und daher R = 0. Der flache Euklidische Raum hat daher konstante
Schnittkriimmung K = 0. Beachte, dass jede affine Abbildung f(z) = Ax + b mit
A € O, und b € R, eine Isometrie von (R", g) ist.
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Analog sieht man, dass der sogenannte flache Torus, T™ := S' x --- x S* mit
Riemannscher Metrik g := 0! @ 0! + --- + 0" ® 6", eine kompakte Riemannsche
Mannigfaltigkeit mit K = 0 darstellt. Hier ist 6" := p;0 € Q'(T™), wobei p; :
T — S* die Projektion auf die i-te Koordinate und 6 € Q!(S!) die standard
Winkelform bezeichnen. Beachte, dass die glatte Uberlagerung R” — T™ eine
lokale Isometrie bildet.

[II1.1.11. BEISPIEL (Sphérische Geometrie, K > 0). Es sei » > 0 und es be-
zeichne S := S" := {x € R""! : ||z|| = r} die Sphiire mit Radius 7. Wir versehen
St mit der von R™™ und g = Y"1 dz’ ® dz’ induzierten Riemannschen Metrik

gs. Betrachte das radiale Vektorfeld N € X(R™!), N(z) =z = Y1 2’2

Beachte, dass N normal auf S steht, und g*(N,N) = r? gilt. Aus V-2 = 0

folgt VN = dz* ® a?giv und mit Hilfe der Weingartengleichung, siehe Proposi-
tion [MLTI(d), daher IT = —%gs ® N. Zusammen mit der Gaufl Gleichung aus

Proposition [ILT9(@), liefert dies
0=gs(RSyX,Y) + Hgs(X, X)gs(Y,Y) = £gs(X,Y)gs(X,Y).

Daraus folgt nun, dass S)' konstante Schnittkrimmung K = %2 besitzt. Beachte,
dass jedes A € O, eine Isometrie von S} darstellt, dh. O, C Isom(S)"). Wir
werden spéter sehen, dass jede Isometrie der Sphére von dieser Form ist, dh.
Opn41 = Isom(S7).

I11.1.12. BEISPIEL (Hyperbolische Geometrie, K < 0). Betrachte wieder R* !,
nun aber mit der pseudo Riemannschen Metrik g = —d2® @ da® + Y1 | dz' ® da*.
Fiir 7 > 0 bildet das Hyperboloid S = H" := {z € R"" : g(z,z) = —r?} eine
glatte Teilmannigfaltigkeit und ¢ induziert eine (positiv definite) Riemannsche
Metrik gg auf H;'. Wie im vorangehenden Beispiel folgt 1T = —%gs ® N, jedoch
gilt nun gt(N, N) = —r?, denn g* ist negativ definit. Aus der Gaul Gleichung
folgt dann wie zuvor, dass H;' konstante Schnittkriimmung K = —}2 besitzt.
Beachte, O(1,n) C Isom(H"), tatsichlich gilt auch hier wieder Gleichheit.

II1.1.13. PROPOSITION (Variationsformeln). Es sei (M, g) eine orientierte
Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Volumsform vol, Levi—-Civita Konnexion V,
und assozierten Krimmungstensoren R, Ric und r. Weiters sei g;, t € R, ei-
ne glatte Familie von Riemannmetriken auf M mit g9 = g, und es bezeichne
§ = Z2log € T(S*T*M). Schlieflich definieren wir auf S*T*M eine Euklidische
Metrik

h, k) :=trtris(h®k) = he;, e k(e;, e; h,k € S?°T*M
< Y » ] Y1) 9 €T 9

i,j=1

wobei dies unabhdngig von der Orthonormalbasis e; ist. In dieser Situation gelten
die folgenden Variationsformeln, XY, Z € X(M):

(a) vol := lovol* = dtrg = 3(g.9).
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(b) Mit V := 2|,V € T(S*T*M @ TM) gilt
1 . . .
S(Vx) (Y, 2) + (Tv§)(2,X) = (V25) (X, V).
und daher auch trys V = sdtr(g) und tri V =divg — sdtr(g).
(¢) Mit R := Z|,R¥ gilt RxyZ = (VxV)(Y,Z) — (VyV)(X, 2).
(d) Mit 7 = Z|oro gilt
i = —(Ric, §) 4 div(tr;y V) — div(tras V) = —(Ric, §) + divdiv § + Atr(g),

wobei wird der Laplace Operator auf Funktionen f € C*°(M) durch Af =
—divdf = —tr VV f definiert ist.

9(VxY,Z) =

BEWEIS. Esseiey,...,e, eine positiv orientierte orthonormale Basis von T, M
beziiglich g = go, und es bezeichnet e', ..., e" € T M die duale Basis, e'(e;) = d5.
Fiir beliebiges ¢ gilt dann

voltt = \[det(gi(er. ) )e Ao A (IIL.13)
iﬁ:ﬁeﬁesofi(tﬁ%éﬁ) dﬁZ g;t(en ej)ij) = tr(glei e;)ij) = tr(g) = (g, ) folgt nun (@).
o(VxY, 2) 4 §(VxY. Z) = 5 (X -4V, 2) + Y - 9(Z,X) ~ Z-§(X.)
+ (XY, 2) = §(1Y 20, X) + §((2, X, Y))
= (Vi)Y 2) + (T ) (Z.X) ~ (V2g)(X.Y)
+2)(VxY, 7))

und damit (). Aus Proposition [TZA([@) erhalten wir R = dV'V, dh.
RxyZ = (VxVy)Z - (VyVx)Z = Vixy)Z.

Kombinieren wir dies mit (VXV)(Y, Z) = (VXVy)Z —'vaYZ und (X,Y] =
VxY — Vy X so folgt ([@. Da Ric” = —tryy R% gilt Ric = — tryy R. Weiters
haben wir r9 = tr9% Ric? = tr(#J’ Ric?) und somit

i = tr(f, Ric) 4 tr(fzRic) = —(Ric, ) + tr Ric = —(Ric, §) — tr tryy R.

Kombinieren wir dies mit (@) so erhalten wir

n n

F=—(Ric,d) = > 9((VeV)(ej e, e5) + > g((Ve,V)(ei ei), €5),

i,j=1 hj=1
= —(Ric, ) — div(trys V) + div(tryy V),

denn die Levi—Civita Konnexion vertauscht mit Kontraktionen. O



III.1. LEVI-CIVITA KONNEXION UND RIEMANNKRUMMUNG 113

I11.1.14. BeispIEL (Einstein-Hilbert Wirkung). Es sei M eine orientierte (ge-
schlossene) Mannigfaltigkeit. Zu jeder Riemannschen Metrik g auf M betrachte

E(g) ::/Mrvol, (I11.14)

wobei r und vol die Skalarkriimmung und Volumsform von g bezeichnen. Wir
wollen nun die kritischen Punkte dieser Wirkung bestimmen. Dazu betrachten wir
eine beliebige glatte 1-parameter Familie Riemannscher Metriken g, (Variation
der Metrik) mit go = g. Setzen wir § = 2|og, € ['(S*T*M), so erhalten wir mit
Hilfe von Proposition [MLTT3(@)& () und Lemma [MTT6(@),

E = 210E(gr) = /vaol +rvol

= —/ (Ric—%g, 9) VOH—/ div(tris V — tres V) vol = —/ (G, g) vol,
M M M

wobei G = Ric —5g den Einsteintensor von g bezeichnet. Ist g kritisch, so muss
E, fiir jede solche Variation der Metrik verschwinden. Insbesondere konnen wir
gt == g + tG betrachten, und erhalten aus obiger Formel [, (G, G) vol = 0, also
G = 0. Wir sehen daher, dass die kritischen Punkte der Einstein—Hilbert Wirkung
([IT14) genau die Riemannschen Metriken ¢g mit verschwindendem Einsteintensor
sind, G = 0. Fiir dim M # 2 ist die Gleichung G = 0 zu Ric = 0 dquivalent, denn
trG = (1 — %)r. Beachte, dass nach dem Satz von Gaufi-Bonnet, siche ([ILI0),
die Wirkung E(g) im 2-dimensionalen Fall unabhéngig von g ist. Dies ist mit
obiger Rechnung vertréglich, denn im 2-dimensionalen Fall gilt ja stets G = 0,
vgl. Bemerkung

II1.1.15. BEISPIEL (Minimalflichen). Es sei (M, g) eine orientierte Riemann-
sche Mannigfaltigkeit. Jeder (geschlossenen) orientierten Teilmannigfaltigkeit S
ordnen wir ihr induziertes Volumen zu,

V(S) = /S volf, (IIL.15)

wobei vol{ die Volumsform der auf S von ¢ induzierten Riemannschen Metrik
gs bezeichnet. Fiir jedes Vektorfeld X € X(M) erhalten wir eine Variation der
Teilmannigfaltigkeit S, := FI1X(S), definiert fiir hinreichend kleines ¢. Mit Hilfe
von ([IILI2) und Proposition [ILTI3|@) erhalten wir

X \*
4oV (5) = 4o [ v, = &y [ vl

St
1 1
— §/trs(%|o(Flix)*g) vol = §/trs(LXg)VOI%:/trs(VX)VOI%.
S S S

Zerlegen wir nun X lidngs S in Tangential- und Normalteil, X|s = PX + QX,
dann folgt aus der Weingartengleichung trg(VX) = trg(V(PX))+trg(V(QX)) =
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divg(X) — ¢ (trII, QX) und somit

D1V (S;) = / div(PX) volf, — / g (tr I, QX) volf = — / g (tr I, QX) volf, .
S S s

Die kritischen Punkte von ([ILTH) sind daher genau jene Teilmannigfaltigkeiten
S, deren mittlere Kriimmung H := tr1I € T'(T+S) verschwindet.

II1.1.16. BEMERKUNG (Kartendarstellungen). Es sei (M, g) eine Riemannsche
Mannigfaltigkeit und M D U = w(U) € R™ eine Karte. Dann existieren g;; €
C>°(U) mit

gluv = Z gijdu’ @ du’.
ij=1
Fiir jedes x € U bildet daher g;;(z) eine symmetrische positiv definite Matrix,

gi; = g5i- Unter den mit der Karte u assozierten Christoffel Symbolen verstehen
wir die durch

Vo g = E :Fwauk
u

eindeutig bestimmten lokal definierten Funktlonen I}, € C(U). Aus der Formel
fiir die Levi-Civita Konnexion ([IT4)) erhalten wir sofort

1 n
Oh = 530 0 (g + oo — n0i) (IIL16)
=1

wobei g* () die zu g;(x) inverse Matrix bezeichnet, x € U, dh. 377, gi;¢°% = 6.
Da die Levi-Civita Konexion torsionsfrei ist, gilt

k _ 1Tk

Kartendarstellung des Riemannschen Kriimmungstensors Rﬁjk e C>*(U)

i
8u7' BuJ ouk Z szy oul?

Aus ([ILEH) erhalten wir sofort

Riy = sl — 55T + Z (rpr, - rpr,) (IL.17)

was, zusammen mit ([ILT8) die Berechung von R erlaubt, wenn die Koordinaten-
darstellung g;; der Metrik bekannt ist. Beachte, dass die Riemannkriimmung R in
nicht linearer Weise von Ableitungen bis zweiter Ordnung der Metrik g abhéngt.
Mit
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lassen sich die Symmetrien in Proposition [ILT.2 wie folgt schreiben:

Riij = —Rikji
Rigi; = —Ruij
Riki; = Rijik

0 = Rikij + Ruijr + Rijr
II1.2. Aufgaben zu Kapitel [TI.

45. AUFGABE. Es sei V eine torsionsfreie Konnexion auf T'M. Zeige
k

(da)(Xo, ..., Xp) = > (=D)VE"Ma)(Xo,...,7,..., X)

1=0

fir & € QF(M) und X; € X(M), wobei VA'T™M die induzierte Konnexion auf
A*T* M bezeichnet. Daher ist da € QF(M) gerade die Schiefsymmetrisierung von
Va e D(T*M @ A*T*M).

46. AUFGABE. Ist e,...,e, ein lokaler Rahmen, und bezeichnet e',... e
den dualen Korahmen, €(e;) = 4%, dann gilt fiir jedes a € Q*(M),

do = iei A Ve a.

i=1

47. AUFGABE. Verifiziere, dass die rechte Seite von ([ILJ) unabhingig von
der Basis X,Y von £ C T, M ist.

48. AUFGABE. Verifiziere ([ILT3).

49. AUFGABE. Zeige, dass auf S? keine Riemannsche Metrik mit K < 0
existiert. Zeige weiters, dass auf 72 = S' x S! keine Riemannsche Metrik mit
K < 0 und auch keine mit K > 0 existiert. Hinweis: Verwende die Formel von

GauBi-Bonnet, siehe ([ILI0).
50. AUFGABE. Verifiziere (ILT2). Hinweis: Verwende
(Lxg)(Y,2) = (X - g)(Y, Z) — g([X, Y], Z) — g(V, [X, Z]),
(X, Y] =VxY = VyX sowie X -g(Y,Z) =g(VxY,Z)+g(Y,VxZ).






