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Dies ist ein Skriptum zu einer Vorlesung iiber Differentialgeometrie, die ich
2010 und 2011 an der Universitdt Wien gehalten habe. Es ist unter

http://www.mat.univie.ac.at/~stefan/DGIII2011.html
erhéltlich.
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I. De Rham Kohomologie

Wir werden in diesem Kapitel einige grundlegende Resultate zur de Rham
Kohomologie glatter Mannigfaltigkeiten behandeln: Homotopieinvarianz, Mayer—
Vietoris Sequenz, Kiinneth Theorem und Poincaré Dualitdt. Wir beschranken
uns dabei auf randlose Mannigfaltigkeiten, alles lasst sich jedoch leicht auf den
berandenten Fall verallgemeinern. Der Aufbau dieses Kapitels folgt in groben
Ziigen der Darstellung in [1I, Chapter I], siche aber etwa auch [6] oder [10].

I.1. Definition und elementare Eigenschaften. Es sei M eine glatte
Mannigfaltigkeit ohne Rand. Wir erinnern uns, siehe [3, Abschnitt 4.4], dass
das de Rham Differential, auch dufiere Ableitung,

d: QM) — QIH(M),
folgende Eigenchaften besitzt:

(a) d ist linear.

(b) d*> =0, dh. dda = 0 fiir jedes « € QI(M).

(c) dlaAB) = (da) ANB+ (—1)PaNdB, a € QP(M), 5 € QI(M).

(d) d(f*a) = f*(da), fiir jede glatte Abbildung f : M — N und alle a € QI(N).

Die Relation d? = 0 besagt gerade
img (01 (M) S QU(M)) C ker(Q(M) & Q1+ (M),

dh. jede ezxakte Differentialform, o = df, ist auch geschlossen, dao = 0. L.A.
miissen geschlossene Formen aber nicht unbedingt exakt sein.

1.1.1. Definition. Unter der g-ten de Rham Kohomologie einer glatten Mannig-
faltigkeit M verstehen wir den reellen Vektorraum

_ ker(Q1(M) 9 Qa1 (M)
img Qe (M) % Qa(M))

Ist a € QI(M) geschlossen, dann bezeichnen wir mit [a] € H?(M) die von
« reprisentierte Kohomologieklasse. Ist H1(M) endlich dimensional, dann wird
b?(M) := dim H9(M) die g-te Betti Zahl von M genannt. Wir sagen M hat end-
lich dimensionale Kohomologie wenn H*(M) := @, H?(M) endlich dimensional

ist. In diesem Fall wird

HY(M) :

X(M) =2 (=1)7b(M)
als Fuler Charakteristik von M bezeichnet.
Wegen der Leibniz-Regel d(a A 5) = (da) A B+ (—1)Pa A df erhalten wir
wohldefinierte bilineare Abbildungen
HY(M) x HO(M) % BP9, o] A 8] = [a A ] (11)

Sind némlich o und S geschlossen, so folgt d(a A f) = 0, also definiert o A 3

0,
tatsiichlich eine Kohomologieklasse [ A 8] € HPT(M). Fiir v € Q471(M) folgt
3



4 I. DE RHAM KOHOMOLOGIE

weiters (o +dy) A B =aAB+d(yAQB), und daher [(a + dy) A 5] = [a A F], dh.
die Klasse [a A 5] € HPT9(M) héngt nicht vom Reprisentanten der Klasse [o]
ab. Analog lasst sich zeigen, dass die Kohomologieklasse [a A 8] auch unabhéngig
vom Représentanten der Klasse [f] ist.

Aus den entsprechenden Eigenschaften des Hackproduktes, (aw A ) Ay =
aAN(BAy)und aAf=(—1PEAa, acQP(M), BeQi(M),ve Q (M), siche
[3, Abschnitt 4.3], folgt sofort, dass assotiativ und graduiert kommutativ ist.
Genauer, fiir a € H?(M), b € HY(M) und c € H" (M) gilt

(anb)Ne=aAN(bAc) sowie aAb=(—1)"bAa. (I.2)

Daher ist H*(M) = @, H!(M) eine assotiative und graduiert kommutative R-
Algebra. Ist M # (), dann besitzt diese Algebra ein (eindeutiges) Finselement,
némlich die von der konstanten Funktion 1 € C*(M) = Q°(M) reprisentierte
Kohomologieklasse [1] € H(M).

Sei nun f : M — N eine glatte Abbildung zwischen glatten Mannigfaltigkei-
ten. Wegen der Natiirlichkeit des de Rham Differentials, do f* = f* od, induziert
f lineare Abbildungen

[T HYN) = HI(M), [ ([o]) = [[Tal.

Fiir geschlossenes a € Q4(N) folgt namlich df*a = f*da = 0, also représentiert
[*a tatséichlich eine Kohomologieklasse [f*a| € HY(M). Weiters erhalten wir fiir
jedes v € QI71(N) sofort f*(a + dy) = f*a + df*v, folglich ist die Kohomo-
logieklasse [f*a] € HY(M) unabhingig vom Reprisentanten der Klasse [a]. Da
f*(anp) = (ffa)AN(f*B)ist f*: H*(N) — H*(M) ein Algebrahomomorphismus,

ffland) = fran f*b (1.3)
fir a € HP(N) und b € HY(N). Weiters gilt offensichtlich
idy, = idgae(ary : HY(M) — HY(M) (L.4)
sowie
(gof) = frog": H'(P) — H*(M) (L5)

fiir je zwei glatte Abbildungen f: M — N und g : N — P.
Wir fassen diese Beobachtungen in folgendem Resultat zusammen.

1.1.2. Proposition. Die de Rham Kohomologie ordnet jeder glatten Mannigfal-
tigkeit M eine assotiative graduiert kommutative R-Algebra H*(M), und jeder
glatten Abbildung f : M — N einen Algebrahomomorphismus f* : H*(N) —
H*(M) zu. Diese Zuordnung ist funktoriell, dh. id), = idg-) und (go f)* =
f*og* fir je zwei glatte Abbildungen f: M — N und g: N — P.

I.1.3. Bemerkung. Da Q¢(M) nur fiir 0 < ¢ < dim(M) nicht-trivial ist, gilt
offenbar H1(M) = 0 falls ¢ < 0 oder ¢ > dim(M).
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1.1.4. Bemerkung. Fiir die 0-te Kohomologie erhalten wir
HO(M)={f € C®M)=Q°M)| f ist lokal konstant},

sie kann daher als ein Ma8 fiir die Anzahl der Zuammenhangskomponenten von M
verstanden werden. Ist M # () zusammenhingend, dann folgt H°(M) = R, denn
im zusammenhéngenden Fall sind lokal konstante Funktionen schon konstant.

1.1.5. Beispiel. Aus obigen Bemerkungen erhalten wir fiir die einpunktige Man-
nigfaltigkeit R sofort H°(R%) = R und HY(R°) = 0 falls ¢ # 0. Fiir die zwei-
punktige Mannigfaltigkeit S® = {—1,1} folgt H°(S°) = R? und H?(S°) = 0 falls
q#0.

1.1.6. Bemerkung. Ist M eine orientierbare geschlossene Mannigfaltigkeit der
Dimension n, dann faktorisiert das Integral [ v - (M) — R zu einer linearen
Abbildung

Jy  H'(M) = R, o] — [, @, (1.6)
denn nach dem Satz von Stokes, siehe [3, Abschnitt 4.8], gilt [, df = 0 fiir jedes
B e QI (M). Ist M # § dann lisst sich leicht ein o € Q"(M) mit [, o # 0
konstruieren. Aus Dimensionsgriinden ist jedes solche o automatisch geschlossen
und représentiert daher eine Kohomologieklasse in [o] € H™(M). Nach Kon-
struktion ist [ yla] # 0, und daher surjektiv. Fiir orientierbare geschlossene
n-Mannigfaltigkeiten erhalten wir somit H™(M) # 0.

1.1.7. Bemerkung. Ist M = M; U M, die disjunkte Vereinigung zweier glatter
Mannigfaltigkeiten, dann induzieren die kanonischen Inklusionen ¢ : M7 — M
und ¢9 : My — M fiir jedes ¢ einen Isomorphismus

(5, 08) « HI(M) S HY(M,) x HY(M,),

denn (¢f,¢3) @ QY(M) — QI(M;) x QI(M;) sind Isomorphismen die mit den
de Rham Differentialen vertréglich sind. Diese Bemerkung bleibt offenbar fiir
beliebig viele Summanden richtig, dh. die Inklusionen induzieren natiirliche Iso-
morphismen H(| |, M;) = [[, H4(M;) fiir i aus einer beliebigen Indexmenge.

1.2. Homotopieinvarianz.

I.2.1. Definition. Zwei glatte Abbildungen f,g : M — N werden (glatt) ho-
motop genannt, falls eine glatte Abbildung h : M x I — N existiert, sodass
h(z,0) = f(z) und h(z,1) = g(x), fiir alle z € M. In diesem Fall schreiben wir
f =~ g. Jedes solche h wird eine glatte Homotopie von f nach g genannt.

I1.2.2. Bemerkung. Glatt homotop zu sein definiert eine Aquivalenzrelation auf
der Menge der glatten Abbildungen M — N, vgl. Aufgabe [3]

1.2.3. Bemerkung. Sind fy >~ f; : M — N zwei glatt homotope Abbildungen
und go =~ g1 : N — P zwei weitere glatt homotope Abbildungen, dann ist auch
go © fo glatt homotop zu g; o fi, vgl. Aufgabe [4]
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1.2.4. Bemerkung. Sind f,g : M — N zwei glatte Abbildungen und existiert
eine stetige Abbildung h : M x I — N mit h(z,0) = f(z), h(z,1) = g(x),
dann existiert auch eine glatte Homotopie von f nach g, siehe etwa [4] oder [2]
Satz 14.8].

I.2.5. Satz (Homotopieinvarianz). Sind f ~ g : M — N zwei homotope glatte
Abbildungen, dann gilt f* = g*: HI(N) — HI(M), fir alle q.

BEWEIS. Nach Voraussetzung existiert eine glatte Abbildung h: M x I — N
mit h(x,0) = f(z) und h(x,1) = g(z), x € M. Betrachte nun die linearen
Abbildungen, vgl. Aufgabe [3]

1
k:QIUN) — QU 1(M), k(o) = / tyigeh™acdt
0

wobei 9, € X(M x I), 0y(z,t) := L|—¢(,s), und tp : M — M x I, 1,(z) = (z,t).
Dann gilt

dok+kod=g — f*: QIN) — QI(M), (L7)
denn fiir jede Differentialform o € Q7(N) folgt, vgl. [3, Abschnitt 4.9],

1 1
d(k(o)) + k(da) = d/ Liigth* oo dt + / Lyigth*dodt
0 0

1 1 1
= / v (dige +ig,d)h v dt = / ty Loth*adt = / %th*oz dt
0 0 0
=uha—yh*a=(hou)'a—(how)'a=g'a— fra.

Fiir jede geschlossene Differentialform o € Q¢(N) erhalten wir aus nun
g'a = fra+d(k(a)), also g*([a]) = f*([a]) € HI(M). D

1.2.6. Definition. Eine glatte Abbildung f : M — N wird (glatte) Homoto-
piedquivalenz genannt, falls eine glatte Abbildung g : N — M existiert, sodass
go f ~idy und fog ~ idy. In diesem Fall heien M und N (glatt) homo-
topiedquivalent und wir schreiben M ~ N. Eine Mannigfaltigkeit wird (glatt)
kontrahierbar genannt wenn sie homotopiedquivalent zur einpunktigen Mannig-
faltigkeit RO ist.

1.2.7. Bemerkung. Jeder Diffeomorphismus ist offenbar eine glatte Homoto-
piedquivalenz, diffeomorphe Mannigfaltigkeiten sind daher auch homotopiedqui-
valent.

1.2.8. Bemerkung. Sind f : M — N und g : N — P zwei glatte Homoto-
piedquivalenzen, dann ist auch go f : M — P eine glatte Homotopiedquivalenz.
Dies folgt aus Bemerkung[[.2.3] Mit M ~ N und N ~ P gilt daher auch M ~ P.

1.2.9. Beispiel. Fiir jede glatte Mannigfaltigkeit M ist die kanonische Projektion
p: M xRF — M eine Homotopiedquivalenz. Betrachte dazu die glatte Abbildung
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o: M — M xRF o(x) := (x,0). Offensichtlich ist po o = idyy, es gilt aber auch
o op ~idyrr, denn

h:(MxRFYxT—MxRF — h(z,v,t) := (2, tv),
definiert eine glatte Homotopie von ¢ o p zur identischen Abbildung id;gx.

1.2.10. Korollar. Jede glatte Homotopiedquivalenz f : M — N induziert Iso-
morphismen f*: HI(N) = HY(M), fir alle q.

BEWEIS. Nach Voraussetzung existiert eine glatte Abbildung ¢ : N — M
mit g o f ~ idy; und f o g ~ idy. Aus Satz , (1.4) und folgt daher
ffog* = (go f) =idy = idg«r) sowie g* o f* = (f o g)* = idy = idg-).
Folglich sind f*: HY(N) — H9(M) und ¢g* : H4(M) — H9(N) zueinander inverse
[somorphismen. 0

1.2.11. Bemerkung. Sind M und N zwei glatte Mannigfaltigkeiten, und sind
die graduierten Algebren H*(M) und H*(N) nicht isomorph, dann kénnen M
und N nicht homotopiedquivalent (und daher auch nicht diffeomorph) sein. Dies
folgt sofort aus Korollar |[.2.10]

1.2.12. Korollar. Fliir jede kontrahierbare Mannigfaltigkeit M, gilt H°(M) = R
und H1(M) = 0 falls g # 0. Insbesondere daher x(M) = 1. Auf einer kontrahier-
baren Mannigfaltigkeit ist also jede geschlossene q-Form, q > 1, auch exakt.

BEWEIS. Dies folgt sofort aus Korollar und Beispiel O

1.2.13. Beispiel. Jede nicht-leere konvexe Teilmannigfaltigkeit M C R™ ist kon-
trahierbar. Seien dazu P € M, + : R® — M, +(0) := P, und r : M — R
r(z) := 0, die konstante Abbildung. Offensichtlich gilt r o ¢+ = idgo. Wegen der
Konvexitat von M ist

h:MxI— M, h(z,t) :==tx + (1 —1t)P,

eine glatte Homotopie von ¢ o r nach idy;, also ¢ o r >~ id);. Insbesondere sind R™
und auch die offenen Bélle B)'(zy) := {x € R" : |x — x¢| < r} kontrahierbar. Auf
diesen Mannigfaltigkeiten ist daher jede geschlossene ¢-Form, ¢ > 1, auch exakt.

1.2.14. Korollar (Poincaré Lemma). Fir die Kohomologie des FEuklidischen
Raums gilt
R falls ¢ =0, und

HI(R") =
(R") {0 anderfalls.

BEWEIS. Dies folgt aus Korollar [[.2.12, denn R" ist kontrahierbar. O

1.2.15. Beispiel. Die kanonische Inklusion ¢ : S*~! — R" \ {0} ist eine Homo-
topiedquivalenz, n > 1. Bezeichnet néimlich r : R™ \ {0} — S"~! die (glatte)
radiale Retraktion, r(z) := x/|z|, dann gilt offenbar r o ¢ = idgn-1, aber auch
tor =~ idgn\ foy, denn

h:R"\ {0} x I — R"\ {0}, h(z,t) =tz + (1 —t)z/|z|,
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ist eine glatte Homotopie von ¢ o r nach idgn\(0y. Nach Korollar induziert
die Inklusion daher Isomorphismen H?(R"™ \ {0}) & H9(S™!), fiir jedes q.

1.2.16. Beispiel. Ist N € S™ dann liefert die stereographische Projektion einen
Diffeomorphismus

2
N+ = 5"\ {N N+ —————(r— N
WV em Nt - )
wobei Nt = {x € R"" | z L N} = R™ Mit R” ist daher auch S™ \ {N}
kontrahierbar. Sei nun N = (0,...,0,1) € S und n > 1. Dann ist die kanonische
Inklusion S~ ! — S™\{N, =N}, x — (z,0), eine Homotopiesiquivalenz. Dies folgt
aus Beispiel denn die stereographische Projektion schrinkt sich zu einem

Diffeomorphismus S™ \ {N, =N} = R™\ {0} ein, und dieser fiihrt die Inklusion
St — 87\ {N,—N} in die Inklusion S™~' — R™\ {0} iiber.

1.2.17. Beispiel. Wir erinnern uns an den reellen projektiven Raum, siehe [3]
Abschnitt 2.5,

RP" = {1—dimensionale lineare Teilrdume in R"H},

eine zusammenhédngende geschlossene Mannigfaltigkeit der Dimension n. Die of-

fenen Teilmengen U; := {[z' : -+ : 2" | 2* # 0}, 1 < i < n + 1, iiberdecken
RP", und
u; U — R", wi([ot oo™ = (%,,%,i—tl,,%)

bildet einen glatten Atlas von RP™. Beachte auch, dass die kanonische Abbildung
p : 8™ — RP" ein lokaler Diffeomorphismus ist, vgl. Aufgabe [7] Offensichtlich
besteht RP° nur aus einem Punkt, und wir haben einen Diffeomorphismus RP* 22
51, siehe Aufgabe

Sei nun n > 1. Die Inklusion R® C R"*! erlaubt es RP" ! als Teilmenge
von RP" aufzufassen, [z' : -+ : "] — [2' : -~ : 2™ : 0]. Betrachte nun die
offenen Teilmengen U := RP™ \ RP"! = U, sowie V := RP"\ {N}, wobei
N:=[0:---:0:1] € RP". Da N ¢ RP""! haben wir

RP"=UUV.

Die Karte w,,; liefert einen Diffeomorphismus U = R", also ist U kontrahierbar.
Die Einschrankung dieser Karte liefert einen Diffeomorphismus UNV = R™\ {0},
es gilt daher U NV ~ S™ ! nach Beispiel . Schliefflich ist die kanonische
(glatte) Inklusion ¢ : RP"! — V eine Homotopiedquivalenz, denn fiir die glatte
Abbildung

r:V — RP" L r([zt o2 =2t 2"
gilt offenbar r o ¢ = idgpr-1 aber auch ¢ or ~ idy, denn
h:VxI—YV, h(lzh o™ t) =zt e st

ist eine glatte Homotopie von ¢ o r nach idy .
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1.2.18. Beispiel. Unter dem komplexen projektiven Raum verstehen wir

CP" .= {1—dimensionale komplexe Teilrdume von (C”H}.

Ist (2%,...,2"") € C**1\ {0}, dann bezeichnen wir mit [z : ---: 2"*] € CP"
den von (2!, ..., 2""1) aufgespannten 1-dimensionalen komplexen Teilraum. Dies
liefert eine surjektive Abbildung

7 C"\ {0} — CP", w2t M) = )

Wir versehen CP" mit der Quotiententopologie, dh. mit der feinsten Topologie
fiir die 7 noch stetig ist. Einschrénken von 7 auf

S = {(2 ) e O R R = 1)

liefert eine stetige surjektive Abbildung p : S?"*! — CP" die als Hopf Abbildung
bezeichnet wird. Unter Verwendung der radialen Retraktion C"™'\ {0} — S2"1,
vgl. Beispiel [[.2.15] lisst sich leicht zeigen, dass die Topologie auf CP™ mit der
Quotiententopologie beziiglich p iibereinstimmt. Daraus folgt nun leicht, dass CP"
ein zusammenhédngender kompakter Hausdorffraum ist. Die Teilmengen U; :=

{[zY : 02" 1 2" £ 0}, 1 <@ < n+ 1, sind offen in CP", und wir haben
Homdomorphismen
1 i—1 i+l e+l
U; - Uz—>(cn; ui([zl D Zn+1]) = (%7'--7277277---7Zzi )7

mit Umkehrabbildungen

u;t: C" — U, it (wh o w") =t s T e w”
Die Kartenwechselabbildungen,
(0w ..,
(.. oy, L e ) falls i< g
=< (wh,...,w") falls i = j
(%,... e w L ur Low L u) falls i > j

sind offensichtlich glatt (sogar holomorph) und orientierungsbewahrend. Also bil-
den die Karten (U;,u;), 1 <i < n+ 1, einen orientierten glatten Atlas von CP".
Dadurch wird CP™ zu einer orientierten zusammenhéngenden geschlossenen glat-
ten Mannigfaltigkeit der Dimension 2n. Beachte auch, dass die Hopf Abbildung
p: §2t1 5 CP" glatt ist, vgl. Aufgabe [10] Offensichtlich ist CP® einpunktig.
Weiters existiert ein Diffeomorphismus CP* 22 S2, vgl. Aufgabe .

Sei nun n > 1. Die Inklusion C* C C"*! erlaubt es CP"! als Teilmenge

von CP" aufzufassen, [z! : -+ : 2" — [z} : --- : 2" : 0]. Betrachte nun die
offenen Teilmengen U := CP™\ CP"' = U, sowie V := CP"\ {N}, wobei
N:=[0:---:0:1] € CP". Da N ¢ CP""! haben wir

CP*"=UUV.
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Die Karte u,1 liefert einen Diffeomorphismus U = C", also ist U kontrahierbar.
Die Einschrankung dieser Karte liefert einen Diffeomorphismus UNV = C™*\ {0},
es gilt daher U NV 22 $?"~1 nach Beispiel [.2.15] SchlieBlich ist die kanonische
(glatte) Inklusion ¢ : CP™™! — V eine Homotopiedquivalenz, denn fiir die glatte
Abbildung

r:V —CpP" !, r([t 2T =2t 27
gilt offenbar 7 o ¢ = idgpr-1 aber auch ¢ or ~ idy, denn
h:VXxI—=YV, h([zh - 2™t) =2 2 T,

ist eine glatte Homotopie von ¢ o r nach idy .

I.2.19. Beispiel. Die kanonische Inklusion O,, — GL,(R) ist eine glatte Ho-
motopiedquivalenz, vgl. Aufgabe . Auch die Inklusion U, — GL,(C) ist eine
glatte Homotopiedquivalenz, vgl. Aufgabe [13]

I.3. Mayer—Vietoris Sequenz. Ist M = UUV eine glatte Mannigfaltigkeit,
U,V C M offen, dann liefert die Mayer—Vietoris Sequenz einen Zusammenhang
zwischen der de Rham Kohomologie von U, V, U NV und M, siehe Satz [[.3.12]
unten. Zusammen mit der Homotopieinvarianz ermoglicht dies die Berechnung
der de Rham Kohomologie vieler Mannigfaltigkeiten. Wir beginnen mit einigen
algebraischen Vorbereitungen.

Eine Sequenz linearer Abbildungen V; v, V3 heif3t exakt bei V5, falls
img(¢1) = ker(p2). Eine Sequenz linearer Abbildungen

Pq—1 Pq Pq+1
o Ve == Ve = Ve —— Vo — -

wird ezakt genannt wenn sie bei jedem V,, exakt ist, dh. wenn img(p,—1) = ker(y,)
fiir jedes ¢ gilt. Unter einer kurzen exakten Sequenz linearer Abbildungen verste-
hen wir eine exakte Sequenz der Form 0 — V; 5V, 5 V3 — 0. Dies ist genau
dann der Fall, wenn ¢ injektiv ist, 7 surjektiv ist, und img(¢) = ker(m) gilt. In
diesem Fall konnen wir V; via ¢ als Teilraum von V5 auffassen, und 7 induziert
einen Isomorphismus 7 : Va/u(Vy) = V.

1.3.1. Beispiel. Es sei V' ein Vektorraum und W C V ein Teilraum. Bezeichnen
t : W — V die kanonische Inklusion und 7 : V' — V/W die kanonische Projektion
auf den Quotientenraum, dann ist 0 — W = V 5 V/W — 0 eine kurze exakte
Sequenz.

1.3.2. Bemerkung. Eine Sequenz linearer Abbildungen 0 — V' 5 W — 0 ist
genau dann exakt, wenn ¢ ein Isomorphismus ist, denn Exaktheit bei V' besagt,
dass ¢ injektiv ist, und Exaktheit bei W bedeutet, dass ¢ surjektiv ist.

1.3.3. Bemerkung. Ist --- — 1/ LN Vat1 RALEN Vg+2 — - -+ eine exakte Sequenz

endlich dimensionaler Vektorrdume, und V, = 0 fiir fast alle ¢, dann gilt
> (=1)dimV, = 0.
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~Y

Wegen der Exaktheit haben wir ndmlich Isomorphismen V,/ker ¢, = imgp, =
ker @441, also dim V,, = dim ker ¢, +dim ker ¢,4,. Aufaddieren dieser Gleichungen
liefert nun

Yo (—D)dimV, =" (=1)?dimker ¢, + > (—1)?dimker pg1 = 0,
denn die Dimensionen der Kerne kiirzen sich teleskopartig.

1.3.4. Bemerkung. Sind V; v, 2 Vs und W, ﬂ) Wy ﬁ W3 exakte

Sequenzen linearer Abbildugen, dann ist offensichtlich auch

View, 2% v, e W, 22 v o Wy

exakt, denn img(p; DY) = img(p;)Dimg(y1) = ker(pz) Dker(1hg) = ker(pa@B1bs).

1.3.5. Bemerkung. Es sei V) vy 2 V3 eine Sequenz linearer Abbildungen
und ¢y 0 1 = 0, dh. img(¢1) C ker(ps). In dieser Situation sind die folgenden
beiden Aussagen dquivalent:

(a) Die Sequenz ist exakt, dh. img(¢1) = ker(p2).
(b) Es existieren lineare Abbildungen hy : Vo — Vi und hy : V3 — V5, sodass
idy, = w10 hy + hz 0 .

Die Implikation (]ED = @ ist trivial, fiir vy € ker(ps) folgt vo = p1h V9 +hopave =
©1hqvy, dh. vy € img(¢p1). Nun zur umgekehrten Implikation @ = (]ED Da ¢y :
Vi — img(¢1) surjektiv ist, existiert eine lineare Abbildung h; : img(p;) — V3
mit p; o hy = idimg(p;)- Wir dehnen hy zu einer linearen Abbildung hy : Vo — V4
aus, nach Konstruktion verschwindet daher idy, —¢1 o hy @ Vo — V5 auf dem
Teilraum img(p;) = ker(yy) C Vi. Diese Differenz faktorisiert daher zu einer
linearen Abbildung hs : img(yps) = Va/ ker(py) — Vo, dh. hy o @y = idy, —¢1 0 hy.
Setzen wir nun hy zu einer linearen Abbildung hy : V3 — V5 fort, dann gilt die
gewiinschte Relation hy o @9 = idy, —py 0 hy.

1.3.6. Bemerkung. Ist V; =5 Vi, 22 Vj eine exakte Sequenz linearer Abbildun-
gen und W ein weiterer Vektorraum, dann ist auch die Sequenz

exakt. Es gilt ndmlich (¢ ® idy ) o (1 ® idw) = (20 1) ®idy = 0®idy = 0,
also img(y; ® idy) C ker(ps ® idy ). Fiir die umgekehrte Inklusion wihlen wir
lineare Abbildungen Ay : Vo — Vi und hy : V3 — V5 mit idy, = ¢1 0 hy + ho 0 o,
sieche Bemerkung [[.3.5] Tensorieren mit W liefert lineare Abbildungen hy ® idyy :
VoW = Vi W und hy Qidy : Va @ W — Vo @ W und diese erfiillen

idv2®w = idV2 Kidy = ((701 ohy+ hgo @2) ® idy
= (o1 ®@idy) o (hy ® idy) + (hy ® idy) o (v ® idy).
Aus Bemerkung folgt daher, dass exakt ist.
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1.3.7. Bemerkung. Ist V; 25 V5 25 V; eine exakte Sequenz linearer Abbildun-
gen, dann ist auch die duale Seqeunz

Vi€ Vg e Vg (L9)
exakt. Dabei bezeichnen V| = L(V;,R) die Dualrdume und ¢/ die dualen Abbil-
dungen. Zunéchst gilt ndmlich ¢} o ¢, = (2 0 1) = 0, also img(ph) C ker(y)).
Um auch die umgekehrte Inklusion img(ph) O ker(y}) einzusehen, wihlen wir
lineare Abbildungen hy : Vo — Vi und hy : V3 — V5 mit idy, = @1 0 by + hg 0 @s,
sieche Bemerkung |[.3.5] Dualisieren liefert lineare Abbildungen A} : V/ — Vi und
Wy : Vy — Vg mit idyy = idy, = (p1 0 hi + ha 0 3)' = hj o ¢} + ¢ o hfy, aus
Bemerkung folgt daher, dass exakt ist.

I.3.8. Lemma (Fiinferlemma). Es sei

W, Y1 Wy P2 W ¥3 W, P4 W

o o e o

v, = Vs sV s

ein kommutatives Diagmmwﬂ linearer Abbildungen mit exakten Zeilen. Sind in
dieser Situation \i, Xo, Ay und A5 Isomorphismen, dann ist auch A3 ein Isomor-
phismus.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass A3 injektiv ist. Sei dazu vy € V3 mit
Azvg = 0. Es folg A\ypsvs = 3A303 = 0, also ¢3v3 = 0 aufgrund der Injektivitét
von Ag. Wegen der Exaktheit bei V3 existiert also vy € V4 mit @povy = v3. Es
folgt Wodove = A3povs = A3u3 = 0, wegen der Exaktheit bei W, finden wir daher
wy € Wi mit Yw; = Awe. Da Ay surjektiv ist existiert v; € V] mit \jv; = wy.
Wir erhalten Aypivy = Y1 A\v; = Yiw; = Ao, also piv; = vy aufgrund der
Injektivitat von Ay. Dies impliziert nun v3 = povy = @op1v; = 0, denn o0 = 0
wegen der Exaktheit bei V5. Also ist A3 injektiv.

Es bleibt noch die Surjektivitdt von A3 zu zeigen. Sei dazu ws € W3. Da A4
surjektiv ist, existiert vy € Vj mit Ysws = Avy. Es folgt Aspqvy = Yy\vg =
Yyhsws = 0, denn 4 o 3 = 0 wegen der Exaktheit bei W,. Da A5 injektiv ist,
schlieBen wir p,v, = 0. Aufgrund der Exaktheit bei V} existiert daher vz € V5 mit
w303 = vg. Wir erhalten nun ¢3(ws — A3v3) = 3ws — Aypsv3 = A\gvg — Agvg = 0.
Wegen der Exaktheit bei W3 existiert daher wy € Wo mit ¥ows = ws — Azv3. Da
Ao surjektiv ist, finden wir vy € V4 mit Agvg = wy. Es folgt nun A3(vs + povs) =
A3U3 4+ Yo Aoy = A3v3 4+ owe = ws. Daher ist A3 auch surjektiv, und der Beweis
vollstandig. 0

1.3.9. Bemerkung. Ist 0 — V 5V, 5 Vi — 0 eine kurze exakte Sequenz
linearer Abbildungen, dann gilt V5 = V; @& V3 und daher insbesondere dim V5 =

1Dh l/Jl o )\7. = )\i+1 O ©; fiir ¢ = 1,2,3,4.
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dim V; 4 dim V3. Wegen der Surjektivitdt von 7 existiert ndmlich eine lineare
Abbildung o : V3 — V5 mit m oo = idy,, und wir erhalten eine lineare Abbildung
t+o:Vid Vg — Vs, (v1,v3) — o) + ovs. Offenbar kommutiert das Diagramm

0 Vi——V,——=V; 0
B
3 P

wobei i : Vi — Vi @ V;, i(vy) := (v1,0) und p : V1 & V3 — Vi, p(v1,v3) := v3. Be-
achte, dass in diesem Diagramm auch die zweite Zeile exakt ist, nach Lemmall.3.§]
ist also ¢ 4+ o der gesuchte Isomorphismus.

1.3.10. Bemerkung. Es sei V; = V5 = V; eine exakte Sequenz linearer Abbil-
dungen. Sind in dieser Situation V; und V3 endlich dimensional, dann ist auch
V; endlich dimensional. Dies folgt aus Bemerkung [[.3.9] denn 0 — V;/ker(s) <

Vo 5 img(7) — 0 ist eine kurze exakte Sequenz.

Unter einem Kokettenkomplex 0* verstehen wir eine Familie von Vektorraum-
en Q% ¢ € 7, zusammen mit linearen Abbildungen d? : Q¢ — Q¢+ sodass
d?™! o d? = 0, fiir alle ¢. Das an dieser Stelle wichtigeste Beispiel ist der de Rham
Komplex einer glatten Mannigfaltigkeit M, dh. Q*(M) mit der d&uBeren Ablei-
tung, wir werden spéter aber auch einige Variationen davon betrachten. Jedem
Kokettenkomplex kénnen wir seine Kohomologie H4(2) = ker(d?)/img(d?™ ') zu-
ordnen. Fiir den de Rham Komplex Q*(M) erhalten wir natiirlich die de Rham
Kohomologie H*(M).

Unter einer Komplexabbildung ¢ : * — Q* zwischen Kokettenkompelxen Q*
und Q* verstehen wir eine Familie linearer Abbildungen ©?: Q4 — Q1 q €7,
sodass @7 o d? = d% o ¢4, fiir alle ¢. Jede solche Komplexabbildung induziert
lineare Abbildungen in der Kohomologie, ¢ : H9(Q) — H(Q). Ist f : M — N
glatt, dann liefert der Pullback von Differentialformen eine Komplexabbildung
f*: Q5(N) — Q*(M), die induzierten Abbildungen in der Kohomologie sind
genau die in Abschnitt [I.1I] behandelten.

Unter einer kurzen exakten Sequenz von Kokettenkomplexen verstehen wir eine

Sequenz von Komplexabbildungen 0 — Q0 < Q5 = Qf — 0, sodass 0 — Qf =
Q4 5 Q4 — 0 fiir jedes q exakt ist.

1.3.11. Satz. Ist 0 — Q} = Q5 5 Qf — 0 eine kurze ezakte Sequenz von Koket-
tenkomplexen, dann existiert eine natiirliche lange exakte Sequenz der Form

D HTY Q) S HUQ) S HY(Q) D HYQs) S HIPY Q) S -
Die lineare Abbildung 0 wird dabei als Einhdngungshomomorphismus bezeichnet.

BEWEIS. Wir beginnen mit der Exaktheit bei H9(€2y). Nach Voraussetzung
ist mor=0:Qf = Qf, fiir die induzierten Abbildungen in der Kohomologie gilt
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daher ebenfalls rov=0: HY(Qy) — H(Q3), dh.

img (H(Q1) = HI()) C ker(HI(Q) = HY(Q3)). (1.10)
Um auch die umgekehrte Inklusion
img (H(Q1) = HI(Q)) D ker(H () = HY(Q;3)) (I.11)

einzusehen, sei nun [a] € H1(s), o € Qd, da = 0, sodass 7([a]) = 0. Es existiert
daher 8 € Qg_l mit 7o« = df. Da 7 : Q7' — Qg_l surjektiv ist, existiert
v € Q' mit 7y = B. Es folgt nun 7(a — dy) = 7o — dny = wae — df = 0,
dh. a — dy € ker(24 = Q%). Nach Voraussetzung existiert daher 6 € Qf mit
10 = o — dy. Es folgt vdd = did = d(a — dy) = 0, und wegen der Injektivitét
von Q" 5 QI also d§ = 0, dh. § reprisentiert eine Kohomologieklasse [0] €
H(€2;). Nach Konstruktion gilt ¢([0]) = [td] = [ — d7] = [a], also liegt [a] im
Bild von H9(Q) = H(€), womit ([11]) gezeigt wire. Zusammen besagen ([.10)
und (L.11), dass die lange Sequenz bei HY(),) exakt ist.

Widmen wir uns nun der Konstruktion des Einhdngungshomomorphismus
d: H1(Q3) — HI(Q). Sei also a = [a] € HI(Q3), a € Qf, da = 0. Da Q3 5 Q4
surjektiv ist, finden wir § € QF mit 75 = «. Es folgt wdf = dnff = da = 0, also
dB € ker(QI 5 QI Nach Voraussetzung existiert daher v € Q7™ mit vy =
dB. Es folgt tdy = diy = ddf = 0 und wegen der Injektivitit von Q7?5 QIF?
also dy = 0. Wir zeigen nun, dass die von 7 représentierte Kohomologieklasse
[v] € H1(;) unabhingig von der Wahl von «, 8 und = ist, und wir daher den
Einhdngungshomomorphismus durch da := [y]| definieren kénnen. Seien dazu
a=1la,aeQldi=0 e n8=aud?d e Q' 5 = dp andere
solche Wahlen. Da [a] = a = [a], existiert § € Q% " mit @ = o 4 df. Aufgrund
der Surjektivitit von Q47" 5 Q' finden wir ¢ € Q4" mit me = 4. Es folgt
mde = dme = dd = &—a = w3—nf3, also liegt f— S —de im Kern von Q4 5 Q2. Es
existiert daher n € Qf mit iy = 3—f—de. Es folgt vdn = dinp = dB—dB = 5 —u,
und wegen der Injektivitit von Qf < Q4 erhalten wir daraus dn = 7 — ~. Daher
gilt [y] = [y] € HT™(Qy), der Einhéingungshomomorphismus 9 ist also durch
Ja := [y] wohldefiniert. Es lésst sich nun auch leicht zeigen, dass O linear ist,
siche Aufgabe

Kommen wir nun zur Exaktheit bei H?(€23). Die Inklusion

img(H9(Q) & HI(23)) C ker(HY(2s) & H () (1.12)
folgt sofort aus der Definition von 0. Um auch die umgekehrte Inklusion
img (H(Q) & HI(Q23)) D ker(HY(2s) & H () (1.13)

einzusehen, sei nun [a] € HI(Q3), a € O3, da = 0, sodass d([a]) = 0. Nach
Definition des Einhdngungshomomorphismus 0 existieren daher 5 € Q3 ~ € Q‘{H
und ¢ € QI sodass 76 = «, vy = df und v = dd. Es folgt d(8 —10) = df — 1dd =
df — vy = 0, also représentiert 5 — 1 eine Kohomologieklasse [5 — 1] € HI(£2y).
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Nach Konstruktion gilt 7(8 — td) = 7 — md = «, also liegt [a] im Bild von

v H1(Qy) — HY(Q3). Dies zeigt ([.13]). Zusammen besagen ([.12)) und ([.13)),

dass die lange Sequenz bei H?(23) exakt ist.
Es bleibt noch die Exaktheit bei H9(€);) zu zeigen. Die Inklusion

img(H () & HI()) C ker(HY(y) 5 HI(2)) (1.14)

folgt sofort aus der Definition des Einhdngungshomomorphismus 0. Um die um-
gekehrte Inkusion

img(H () & HI()) D ker (HI(y) 5 HI(2)) (1.15)

einzusehen, sei nun [a] € H1(), a € Qf, da = 0, sodass «([a]) = 0 € HY(y).
Es existiert daher § € Qg_l mit ta = df. Es folgt dnf = ndf = ma = 0, also
repriisentiert 73 eine Kohomologieklasse [73] € H471(23). Nach Konstruktion
gilt d([r3]) = [a], also liegt [a] im Bild von 8 : H71(Q3) — H9(£2;). Dies zeigt
die Inklusion ([.15)). Zusammen besagen und , dass die lange Sequenz
bei H9(2;) exakt ist. Damit ist der Beweis vollsténdig. O

1.3.12. Satz (Mayer—Vietoris Sequenz). Es sei M = U UV eine glatte Mannig-
faltigkeit, U,V C M offen. Dann existiert eine natiirliche lange exakte Sequenz

oo HIM) Y gay @ HOVY 2T gowa vy & H (M) s -
wobet Ly - U — M, 1y : V- M, juy :UNV — U und 3y : UNV — V die
kanonischen Inklusionen bezeichnen. Die lineare Abbildung O wird Einhdngungs-
homomorphismus genannt. Ist X € C*°(M) mit supp(A) C U, supp(l — ) CV
und o € QUU NV) geschlossen, dann lisst sich d\ N\ o durch Null zu einer
geschlossene (q + 1)-Form auf M fortsetzen, und es gilt O] = —[d\ A a.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass die Sequenz

0 = QM) Y uuy e V) TN guunv) 0 (L16)
exakt ist, fiir jedes g. Die Exaktheit bei Q7(M) ist offensichtlich, ist ndmlich
a € QI(M) und ;o = 0 = ¢j,ar, dann verschwindet « auf den offenen Teilmengen
U und V, und da M = U UV, folgt a = 0. Dies zeigt, dass die Abbldung (¢}, ¢},)
injektiv, die Sequenz ([[.16)) daher bei Q9(M) exakt ist. Fiir o € Q(M) gilt weiters

G = 30) (e, 9 )(@) = G = 3v) (e, 1a))
= jipe — jutya = (o ju)a— (wvojy)a=0,
denn ¢y 0 jiy = vy o jy. Dies zeigt img( (17, ¢})) C ker(ji — jiv). Fiir die Exaktheit
bei Q1(U) @ Q4(V) bleibt daher noch ker(jj; — ji) C img((¢j,¢})) zu zeigen.
Seien dazu oy € QIU) und ap € QI(V) mit jja = jja. Diese Gleichung
besagt genau, dass die beiden Formen ay und ay auf dem Durchschnitt ihrer
Definitionsgebiete U N V' iibereinstimmen. Zusammen definieren sie daher eine
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glatte Form o € Q(M) fur die offensichtlich (¢f;, t3) (o) = (1, tp0) = (o, o)
gilt. Folglich ist sie Sequenz auch bei QI(U) & Q(V) exakt.

Der interssante Punkt ist nun die Exaktheit bei QU N V), dh. die Sur-
jektivitdat der Abbildung j;; — ji. Um diese einzusehen, wéhlen wir eine der
Uberdeckung M = U UV untergeordnete Partition der Eins Ay + Ay = 1,
Au, Ay € C°(M), supp(Ay) C U, supp(Ay) C V, siehe [3, Abschnitt 2.6]. Sei nun
a € QU NV). Dann ist Aya € Q49U NV) und supp(Aya) C V. Die Form Ay«
148t sich daher (durch Null) zu einer ¢-Form auf U ausdehnen, wir bezeichnen
diese Ausdehnung mit ay € Q4(U), nach Konstruktion gilt daher jjay = Aya.
Analog lésst sich Apa € QI(U NV) zu einer Form ay € Q9(V) ausdehnen, fiir
die daher jj,ay = A\pa gilt. Setzen wir = (ay, —ay) € QIU) & Q4(V), so gilt
(35 — Jv)B = jiau — ju(—ay) = Ava + Apa = «, folglich ist j; — ji surjektiv,
die Sequenz daher exakt. Aus Satz erhalten wir nun die Existenz der
langen exakten Sequenz. Fiir geschlossenes « gilt weiters df = (day, —day) =
(dA\y N o, —dA\y N ) = (157,03 )(—dA\y A @), denn dA\y + dA\y = d1 = 0. Nach
Definition des Einhdngungshomomorphismus, siche Beweis von Satz gilt
daher d[a| = —[dA\y A af. O

1.3.13. Korollar. Es set M = U UV eine glatte Mannigfaltigkeit, U,V C M
offen. Haben U, V und UNV endlich dimensionale de Rham Kohomologie, dann
hat auch M endlich dimensionale de Rham Kohomologie und es qilt die Relation

X(M) = x(U) +x(V) =x(UNV).

BEWEIS. Betrachten wir folgendes Stiick der exakten Mayer—Vietoris Sequenz
aus Satz |[[.3.12) HTY (U NV) RN HY (M) — HYU) ® H1(V), so sehen wir, dass
H%(M) endlich dimensional ist, siehe Bemerkung|l.3.10} denn nach Voraussetzung
sind H=Y(UNV), HY(U) und HY(V) endlich dimensional. Aus Bemerkung[I.3.3

erhalten wir nun

0= Z(— )7 dim H(M) = > " (—1)* dim(H(U) & H(V))

q

+Z 1)?dim HY(U NV)

=D = S UDR) = SR + U Y)

q q
= X(M) —x(U) =x(V) +x(UnV),
was zur gewiinschten Gleichung dquivalent ist. 0

1.3.14. Beispiel. Fiir die Euler Charakteristik der Sphéren gilt
x(S™) =1+ (—-1)". (1.17)

Der Fall n = 0 ist trivial, vgl. Beispiel [[.1.5] Sei nun n > 1. Betrachte die offenen
Teilmengen U := S" \ {N} und V := S™ \ {—N}, wobei N := (0,...,0,1) € S™.
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Offensichtlich gilt S™ = U UV. Nach Beispiel sind U und V kontrahierbar,
und die kanonische Inklusion S"~ ! — U NV ist eine Homotopiesiquivalenz. Es
gilt daher x(U) =1 = x(V) und x(U NV) = x(S"!). Aus Korollar folgt
somit x(S™) =2 — x(S" 1) und mittels Induktion dann (L.17).

1.3.15. Beispiel. Fiir die Euler Charakteristik der reellen projektiven Raume
gilt

V(RP™) = 1(1+ (=1)") = L (5"). (118)
Der Fall n = 0 ist trivial, denn RP° ist einpunktig, also y(RP?) = 1. Sei
nun n > 1. Nach Beispiel existieren offene Teilmengen U,V C RP"™ mit
RP" = U UV, U kontrahierbar, V ~ RP"' und U NV ~ S"~ ! Es gilt somit
X(U) = 1und x(V) = x(RP" ") und x(UNV) = 14+(—1)""!, siehe Beispiel[[.3.14]
Aus Korollar erhalten wir nun x(RP") = x(RP"" ")+ (—1)" und mittels In-
duktion dann . Insbesondere sind RP?" und S?" nicht homotopiedquivalent
und daher auch nicht diffeomorph.

1.3.16. Beispiel. Fiir die Euler Charakteristik der komplexen projektiven Raume
gilt

X(CP") =n+1. (1.19)
Der Fall n = 0 ist trivial, denn CP° ist einpunktig, also y(CP%) = 1. Sei
nun n > 1. Nach Beispiel existieren offene Teilmengen U,V C CP" mit
CP"™ = U UV, U kontrahierbar, V ~ CP"' und U NV ~ §?"~! Es gilt somit
x(U) =1und x(V) = x(CP" ') und x(UNV) = 0, siehe Beispiel [.3.14, Aus Ko-
rollar [[.3.13| erhalten wir nun x(CP") = x(CP" ') + 1, und induktiv dann ([.19).
Insbesondere sind also CP™ und S?" nicht homotopiedquivalent, und daher auch
nicht diffeomorph, n > 2.

1.3.17. Beispiel. Fiir die Euler Charakteristik des Torus gilt x(7?) = 0. Sei
dazu N € S! und betrachte U := S' x (S'\ {N}) sowie V := St x (S*\ {—=N}).
Dann gilt 7% =2 S x S = U UV, U ~ St ~V, UNV ~ StuSt also
x(U) =0=x(V) und x(UNV) = 0 nach Beispiel [.3.14 Mittels Korollar
erhalten wir x(7?) = 0. Insbesondere sind S? und T nicht homotopiedquivalent
und daher nicht diffeomorph.

1.3.18. Satz. Fiir die de Rham Kohomologie der Sphdre S™, n > 1, gilt

HY(S™) = {
Fiir die 0-dimensionale Sphire S = {—1,1} ist H°(S°) = R? und H?(S°) = 0
falls ¢ # 0. Insbesondere erhalten wir (erneut) x(S™) =14+ (=1)", n > 0.

BEWEIS. Der Fall n = 0 ist trivial, vgl. Bemerkung [[.1.5] Sei also 0.B.d.A.
n > 1. Setze N :=(0,...,0,1) € S*, U := S"\ {N} und V := 5"\ {—N}. Dann
gilt offensichtlich S™ = U U V. Nach Beispiel sind U und V kontrahierbar,

R falls ¢ =0 oder ¢ =n, und
0 andernfalls.
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und die Inklusion S"~! — U NV ist eine Homotopieiquivalez. Wir betrachten
nun folgendes Stiick der Mayer—Vietoris Sequenz aus Satz |[.3.12f

H Y U) @ HN(V) — HYY (U N V) S HI(S™) — HYU) & HY(V)
~—_———

~Ha-1(Sn—1)
Da HY(U) = 0= HY(V) fur g # 0, erhalten wir aus der Exaktheit dieser Sequenz
HY(S™) = HT (S 1), q#0,1. (1.20)
Aufgrund des Zusammenhangs von S”, gilt weiters
HY(S™) = R. (1.21)

Um auch die erste Kohomologie zu berechnen betrachten wir den Beginn der
Mayer—Vietoris Sequenz:

0— HO(S") = HO(U) & H(V) —» HOUNV) S H'(S") — H'(U) & H'(V)

N

~R ;&2 gHO?gn—l) ;6
Mittels Bemerkung folgt b*(S™) = 0°(S™~1) — 1, also
R fiirn=1, und
H'(S™) = = (1.22)
0 andernfalls.

Aus ([.20), (I.21)) und (I.22) lasst sich die Kohomologie von S™ nun mittels In-
duktion nach n bestimmen. OJ

1.3.19. Bemerkung. Nach Satz ist also jede geschlossene Form a &
Q(S™), 0 < ¢ < n, auch exakt. Fiir n > 1 ist H"(S™) eindimensional, also
liefert das Integral einen Isomorphismus [,, : H"(S™) = R, siehe auch Bemer-
kung [[.1.6| Eine Form o € Q"(S™), n > 1, ist daher genau dann exakt, wenn

Jgnx=0.

1.3.20. Beispiel. Da die kanonische Inklusion S"™' — R™\ {0}, n
Homotopiediquivalenz ist, siche Beispiel [[.2.15] gilt HI(R" \ {0}) =
fiir alle ¢. Nach Satz [[.3. 18 ist daher jede geschlossene Form a € QI(R"

q # 0,n — 1, auch exakt. Eine geschlossene Form o € Q" 1(R™\ {0}),
genau dann exakt, wenn [g, ;o = 0.

1.3.21. Beispiel. Betrachte R"\ R* = (R"*\ {0}) x R*, 0 < k < n —2. Da die
Inklusion S"*=1 — R"*\ {0} — R"\ R* eine Homotopieiiquivalenz ist, siche

Beispiele [[.2.15| und [[.2.9] folgt aus Satz
R falls ¢ = =n—k—1
HI(R™ \ RF) = { allsg=0oder ¢g=n—k—1, und

0 andernfalls.
Jede geschlossene Form o € Q4(R™ \ R¥), ¢ # 0,n — k — 1, ist daher exakt. Eine
Form o € Q" F~1(R™ \ R¥) ist genau dann exakt, wenn [, ., o = 0.
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1.3.22. Satz. Fiir die Kohomologie des reellen projektiven Raums gilt, n > 0,
R falls ¢ =0,
HYRP") = <R falls g = n ungerade,
0 andernfalls.

BEwEIS. Wir werden unten zeigen, dass die von der kanonischen Projektion
p:S™ — RP" induzierte Abbildung

p*: H(RP") — H(S") (1.23)
injektiv ist, fiir jedes ¢. Zusammen mit Satz folgt HI(RP™) = 0 fiir alle
q # 0,n. Da RP" zusammenhingend ist gilt weiters H°(RP") = R. Aus diesen
Uberlegungen erhalten wir auch y(RP™) = 1 + (—1)""(RP"). Zusammen mit
X(RP") = 1(1 + (=1)"), siche Beispiel , folgt nun 0" (RP") = 0 falls n
gerade, und b"(RP") = 1, falls n ungerade ist.

Es bleibt daher die Injektivitéit von zu zeigen. Sei dazu [a] € HI(RP™)
im Kern von p*. Es existiert daher § € Q471(S") mit p*a = df. Es bezeichne
A: 8" — 8" A(z) := —x, die Antipodalabbildung. Auch die Form 3 := %(ﬁ +
A*B) € QIH(S™) erfiillt dB = p*a, denn dff = L(dB+ A*dB) = L(p*a+ A'p*a) =
%(p*a + p*a) = p*a, wobei wir p o A = p verwendet haben. Fiir diese Form j3
gilt jedoch weiters A*S = [, denn mittels A o A = idgn erhalten wir A*3 =
1(A*B + (Ao A)*B) = 1(A*B + B) = j3. Da p ein lokaler Diffeomorphismus ist,
und weil A*3 = B, existiert v € QI7H(RP") mit p*y = B, also p*dy = p*a. Es
folgt dy = «, denn p* : QI(RP") — Q9(S™) ist injektiv, wieder weil p ein lokaler
Diffeomorphismus ist. Dies zeigt, dass die Abbildung p* : HI(RP") — HY(S")
trivialen Kern hat und somit injektiv ist. 0

1.3.23. Satz. Fiir die de Rham Kohomologie des komplexen projektiven Raums
CP", n >0, gilt

R falls q=0,2,4,...,2n, und
0 andernfalls.

H9(CP") = {

Insbesondere folgt x(CP") = n + 1. Zudem induziert die kanonische Inklusion
CP" ! — CP", n > 1, Isomorphismen H?(CP™) = HY(CP"™") fiir alle q # 2n.

BEWEIS. Der Fall n = 0 ist trivial, denn CP? ist einpunktig. Sei also 0.B.d.A.
n > 1. Da CP" zusammenhingend ist, induziert die Inklusion offensichtlich
einen Isomorphismus H°(CP™) & H°(CP" '), vgl. Bemerkung [[.1.4] Es sei nun
N:=[0:---:0:1 € CP", U := CP"\ CP" ! und V := CP"\ {N}. Nach
Beispiel gilt CP™ = U UV, U ist kontrahierbar, U NV ~ S§?*~! und die
kanonische Inklusion CP"™' — V ist eine Homotopiedquivalenz. Wir betrachten
nun folgendes Stiick der Mayer—Vietoris Sequenz aus Satz[[.3.12] 1 < ¢ # 2n:

o unv)E% qgycp) S HI(U)® HY(V) S H(UNV)
~—_—— —— ~—— —_—

qufl(S2n71) =0 %Hq(cpnfl) qu(Sanl)
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Mittels Satz sehen wir, dass die Abbildung ganz rechts stets verschwindet,
denn aus Dimensionsgriinden gilt F2"~*(CP""') = 0, vgl. Bemerkung[[.1.3] Aber
auch der Einhéngungshomomorphismus ganz links verschwindet. Fiir 1 < ¢ folgt
dies wieder aus Satz[[.3.18] und im Fall ¢ = 1 aus der Surjektivitit von H(U) &
H°(V) — H°(UNV) und der Exaktheit der Mayer—Vietoris Sequenz bei H°(U N
V). Aus der Exaktheit obiger Sequenz schliefen wir daher, dass der mittlere Pfeil
ein Isomorphismus ist, 1 < ¢ # 2n. Zusammenfassend haben wir also gezeigt,
dass die Inklusion CP"~! — CP" Isomorphismen

HY(CP") = HI(CP"™ 1), q # 2n, (I.24)

induziert. Um auch H?"(CP") zu berechnen, betrachten wir folgendes Stiick der
Mayer—Vietoris Sequenz:
H*™ Y U)o H™ (V) = H*™ Y UNV) RN H*(CP™) — H*(U)® H*™(V)

-~

~~ ~~
=0 gHQn—l(SQn—l)g]R =0

Dabei ist wieder aus Dimensionsgriinden H?*"~1(V) = H?*~'(CP"') = 0 und
H*(V) = H?>™(CP™ ') = 0. Aus der Exaktheit obiger Sequenz erhalten wir
somit H?"(CP") & R. Zusammen mit erlaubt dies nun die Kohomologie
von CP" mittels Induktion nach n zu bestimmen. O

1.3.24. Definition (Gute Uberdeckung). Eine offene Uberdeckung U einer glat-
ten Mannigfaltigkeit wird gut genannt, falls jeder nicht-leere endliche Durch-
schnitt Uy N -+~ N Uy, U; € U, diffeomorph zu R™ ist, vgl. [I, Chapter 1§5].

Jede glatte Mannigfaltigkeit besitzt gute Uberdeckungen, mit Hilfe der Geo-
metrie von Geodéiten werden wir spéter folgendes Resultat zeigen.

1.3.25. Satz (Existenz guter Uberdeckungen). Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit
und V eine offene Uberdeckung von M, dann existiert eine gute Verfeinerung U

von V, dh. U ist eine gute Uberdeckung von M und zu jedem U € U existiert
VeVmitUcClV.

1.3.26. Korollar. Besitzt eine glatte Mannigfaltigkeit eine endliche gute Uber-
deckung, dann hat sie endlich dimensionale Kohomologie. Insbesondere haben
geschlossene Mannigfaltigkeiten stets endlich dimensionale Kohomologie.

BEWEIS. Sei also U = {Uy,...,U,} eine endliche gute Uberdeckung einer
glatten Mannigfaltigkeit M. Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach m.
Der Induktionsbeginn m = 0 ist trivial. Fiir den Induktionsschritt sei nun m > 1,
U:=U,U---UU,_; und V := U,,. Nach Korollar hat V = R" endlich
dimensionale Kohomologie. Da {Ui,...,U,,_1} eine gute Uberdeckung von U
bildet, hat U nach Induktionsvoraussetzung endlich dimensionale Kohomologie.
SchlieBlich ist {U1NUp,, .. ., Upm—1NUy, } eine gute Uberdeckung von UNV also hat
auch U NV endlich dimensionale Kohomologie, wieder aufgrund der Induktions-
voraussetzung. Betrachten wir nun die mit M = U UV assozierte Mayer—Vietoris
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Sequenz HY (U N V) & HY(M) — HI(U) & H4(V), so sehen wir, dass auch
M endlich dimensionale Kohomologie hat, vgl. Bemerkung |[.3.10] Dies zeigt den
ersten Teil des Korollars. Aus Satz folgt sofort, dass jede geschlossene Man-
nigfaltigkeit eine endliche gute Uberdeckung besitzt, der zweite Teil des Korollars
ist daher eine Konsequenz des ersten. 0

I.4. Kiinneth Theorem. Wir wollen in diesem Abschnitt die de Rham Ko-
homologie eines Produktes glatter Mannigfaltigkeiten H*(M x N) bestimmen,
siehe Satz unten. Wir bezeichnen dazu die beiden kanonischen Projektionen
mit p; : ]\/[ X N — M und py : M x N — N. Fiir jedes p und ¢ erhalten wir eine
lineare Abbildung

Ky - HY(M) ® HY(N) — HP"(M x N), Kyfy(a®b) := pia A psb,
und dann, fiir jedes k, eine lineare Abbildung
Kiy: € H(M)@ H(N) » H*(M x N), Kp = > Kify. (1.25)
p+q=Fk p+q=Fk

I.4.1. Satz (Kiinneth Theorem). Sind M und N zwei glatte Mannigfaltigkeiten
und hat eine von beiden endlich dimensionale Kohomologie, dann ist (1.25)) ein
Isomorphismus, dh. fir jedes k gilt

HY(M x N)= @5 HP(M)® HY(N).
p+q=k

Wir beginnen den Beweis dieses Satzes mit einigen Lemmata.

I.4.2. Lemma (Der Fall M = R"). Fir jede glatte Mannigfaltigkeit N und jedes
kst Kgo y ein Isomorphismus, siehe ([.23)).

BEWEIS. Da R"™ kontrahierbar ist, gilt H°(R") = R und HY(R") = 0 fiir
q # 0, folglich @, ,,_, H*(R") ® HY(N) = H*(N). Unter dieser Identifikation
wird die Kiinneth Abbildung K. y zu pj : H*(N) — H*(R™ x N) und ist daher
ein Isomorphismus, siehe Beispiel [[.2.9] O

I.4.3. Lemma (Natiirlichkeit). Ist f : W — M glatt und N eine weitere glatte
Mannigfaltigkeit, dann kommutiert folgendes Diagramm fir alle p und q:

f*®idgan)

HP(M) ® HI(N) HP(W)® HY(N)

| it |t
AP (M x N) — L ptay )
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BEWwEIS. Mittels ([.3)), und folgt fiir a € H?(M) und b € HY(N),
(f xidn)" (KRiy(a @ b)) = (f x idx)"(pia A p3b)

= ((f xidn)"pia) A ((f < idw)"p3d)

= (pro (f xidn))"a A (pz o (f xidy))"b

= (fop1)anpyb

=piffanpyb = Kyiy(ffa®b),

denn py o (f xidy) = fop; und pyo (f x idy) = po. OJ

I.4.4. Lemma (Kompatibilitat mit Einhdngungshomomorphismus). Sind M und
N zwei glatte Mannigfaltigkeiten, U,V C M offen und M = U UV, dann kom-
mutiert folgendes Diagramm fiir alle p und q:

0®idpa(n
HP (U N V) @ HI(N) ——" N go(M) @ HY(N)

p—1,q P,q
\LKUQV,N lKM,N

HP=1((U N V) x N) HP (M x N)

Dabei bezeichnet O in der oberen Zeile den FEinhdngungshomomorphismus der mit
M =UUYV assozierten Mayer—Vietoris Sequenz, und 0 in der unteren Zeile den
FEinhingungshomomorphismus der mit M x N = (U x N)U (V' x N) assozierten
Mayer—Vietoris Sequenz, siehe Satz[I.3.13,

BEWEIS. Seien o € QP"1 (U NV) und B € QI(N) geschlossen. Wihle \ €
C*(M) mit supp(A) € U und supp(l — A) C V. Nach Satz [[.3.12] gilt daher
Jdla] = =[d\ N a] € HY(M) und somit

Ky (0@ idpa)([0] @ [8])) = K3y ([N A o] @ [8])
= —[pi(dr A @) Ap3B] = —[dA A pia Ap3f] (1.26)

wobei A == piA = Aop; € C%(M x N). Da supp(A) € U x N und supp(1 — ) C
V x N gilt weiters

O(Kfovv([o] @ [81) = 0([pie A p3pl) = —[dA A pia A p3H] (1.27)
Aus ([.26]) und ([.27)) folgt nun die Aussage des Lemmas. O

I.4.5. Lemma (Mayer—Vietoris Argument). Es seien M und N zwei glatte Man-
nigfaltigkeiten, U,V C M offen und M = U UV . Sind in dieser Situation K&N,
K n und Kfnyy Isomorphismen fir jedes k, dann ist auch K}y fir jedes k
ein Isomorphismus, siehe (1.25)).
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BEWEIS. Berachte folgendes Diagramm:

HP='(U) @ HI(N) HP(U) ® H9(N)

]
@ —— HP'(UNV)® HI(N) — HP(M)® HI(N) —> ® — HPUNV)® HI(N)
HP=Y (V) ® HI(N) HP(V) ® HI(N)
l Kf oKy g Ko Ky i KGNOKDY KGfy N
HPHa=L(U x N) 5 HPT4(U x N)
@ —— P (UNV) x N) ———> H*(M x N) o — HPF((UNV) x N)
HPH-1(V x N) HPT4(V x N)

Die untere Zeile ist ein Stiick der mit M x N = (U x N) U (V x N) assozier-
ten Mayer—Vietoris Sequenz und daher exakt, siche Satz |[.3.12] Die obere Zeile
entsteht aus der mit M = U UV assozierten Mayer—Vietoris Sequenz durch Ten-
sorieren mit H?(N), sie ist daher ebenfalls exakt, siehe Bemerkung [[.3.6f Nach
Lemma und Lemma kommutiert das Diagramm. Summieren iiber alle
p + q = k liefert daher ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen, siehe

Bemerkung [[.3.4}
P HP(U) ® HI(N) P (U) © HU(N)
pra=k=1 & PHUNV)HIN) o _ @HP(M)® HI(N) pa=k & PH(UNV)® HY(N)
P HP(V) ® HUN) prazhe prask P H? (V) ® HI(N) pak
p+q=k—1 p+q=k
:\LK{}J\}@K"})A} > | Kfjnv,n Kl n :\LKE’NGBK@'N = | Kfnv,n
HF=1(U x N) o H*(U x N)
® HF-Y(UNV)x N) ———— H*(M x N) ——> ® HF(UNV) x N)
HF=1(V x N) HF(V x N)

Nach Voraussetzung sind die vier d&ufleren vertikalen Pfeile Isomorphismen. Aus
dem Fiinferlemma folgt nun, dass auch der mittlere vertikale Pfeil ein Iso-
morphismus ist. 0

I.4.6. Lemma (Der Fall M besitzt endliche gute Uberdeckung). Sind M und N
zwer glatte Manigfaltigkeiten und besitzt M eine endliche gute Uberdeckung, dann
1st K]’f/LN fiir jedes k ein Isomorphismus, siehe ([.25)).

BEWEIS. Sei also U = {U;,...,U,,} eine endliche gute Uberdeckung von M.
Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach m. Der Fall m = 0 ist trivial.
Fiir den Induktionsschritt sei nun m > 1, U :=U; U---UU,,—; und V = U,,.
Offensichtlich gilt M = U U V. Nach Lemma ist K"; y €in Isomorphismus,
fiir jedes k. Da {Uy, ..., Unp_1} eine gute Uberdeckung von U bildet, ist nach In-
duktionsvoraussetzung K7 y ein Isomorphismus, fiir jedes k. SchlieBlich ist auch
{UNU,...,Upn_1NU,} eine gute Uberdeckung von U NV, nach Induktions-
voraussetzung daher Kfjy y ein Isomorphismus, fiir jedes k. Aus Lemma m
folgt nun, dass auch K 111:4 ~ €in Isomorphismus ist, fiir jedes k. U
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Damit ist der Beweis von Satz im Fall, dass einer der beiden Faktoren
kompakt ist bereits vollstdndig, denn jede kompakte Mannigfaltigkeit besitzt nach
Satz eine endliche gute Uberdeckung. Fiir den allgemeinen Fall sind noch
zwei weitere Uberlegungen notwendig.

I.4.7. Lemma (Disjunkte Vereinigung). Es sei M = | |, M; eine disjunkte Verei-
nigung glatter Mannigfaltigkeiten, © aus einer beliebigen Indermenge. Weiters sei
N eine glatte Mannigfaltigkeit mit endlich dimensionaler Kohomologie und K ]’\“J N
sei ein Isomorphismus fiir jedes i und k. Dann ist auch KJIT/LN ein Isomorphismus

fiir jedes k, siehe ([.25)).

BEWEIS. Nach Voraussetzung gilt auch M x N = | |,(M; x N). Betrachte nun
das offensichtlich kommutative Diagramm

szu,N
@p—l—q:ka(M)@Hq(N) MXN)
D, H? (L; Mi) @ HU(N) HE (L, (M % N))
Dprg=r(1)i | = = | ((Lxidn)*)i
Dy gi (T HP (M) ) @ HI(N) [T, H*(M; x N)
™ ~ |1, szui,N

Dy [1i (HP (M) @ HI(N)) [ Dy gi (HP (M) @ HU(N))

[ g TLi (HP(M3) @ HY(N)) ===, 1, i (H"(M;) @ H'(N))

wobei die beiden vertikalen Isomorphismen in der zweiten Zeile von den kano-
nischen Inklusionen ¢; : M; — M bzw. ¢; x idy : M; x N — M x N induziert
werden, vgl. Bemerkung Nach Voraussetzung ist auch der mit [ [, K ]'f/fl ~ be-
schriftete Pfeil rechts unten ein Isomorphismus. Auch der linke untere vertikale
Pfeil, die direkte Summe der kanonischen Abbildunge (T], H?(M;)) ® HY(N) —

IL (H P(M;)®HY(N)), ist ein Isomorphismus, da H(N) endlich dimensional vor-

ausgesetzt wurde. Der Ubergang von direkten Summen zu Produkten im unteren
Teil des Diagramms ist zuléissig, da es nur endlich viele Paare (p,q) mit p,q > 0
und p+q = k gibt. Aus der Kommutativitidt des Diagramms folgt nun, dass auch
K J’f/[ ~ €in Isomorphismus ist, fiir jedes k. U

1.4.8. Lemma. Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit, dann existieren offene Teil-
mengen U,V C M mit M = UUV, sodass U, V und U NV jeweils disjunkte
Vereinigungen offener Teilmengen sind, die jede eine endliche gute Uberdeckung
besitzen.
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BEWEIS. O.B.d.A. sei M # @ und zusammenhéngend. Mittels Satz
ldsst sich leicht eine lokal endliche gute Uberdeckung {Ux}ren von M konstruie-
ren, sodass Uy # () und U, kompakt ist fiir jedes A € A. Sei Ay € A. Wir setzen
Ao :={ o}, Vo := U, und definieren induktiv

A1 i={AEAN|U\NVL #0} sowie Vig:= |J Un

AEAK 1

Offensichtlich gilt Ay C Ajy. Weiters ist jedes A, endlich und V}, kompakt. Um
dies einzusehen nehmen wir induktiv Vj, als kompakt an. Da die Uberdeckung
{Ux}ren lokal endlich ist schneidet Vi, nur endlich viele dieser Uberdeckungsmen—
gen Uy, also ist Ay, endlich und dann auch V., kompakt, da die Uy kompakt
sind. SchlieBlich haben wir (J,-, Ay = A. Betrachte dazu A’ := |J;—, Ay und
A= A\ N, sowie V' := (J,cp Ux und V" := |J, o Ux. Als Vereinigungen offe-
ner Teilmengen sind V' und V" beide offen in M. Klarerweise gilt M = V' U V",
beachte aber auch V' N V" = (). Aus dem Zusammenhang von M folgt nun
V" =0, also A” = 0, und somit A = A’ = J;—, Ay wie behauptet. Betrachte nun
die offenen Teilmengen

Wo := V, W= |J U, k>1
AEAL\AE—1

Nach Konstruktion besitzt also jedes W} eine endliche gute Uberdeckung. Beach-
te, dass auch W; N W, eine endliche gute Uberdeckung besitzt, denn

woowi=( U w)n( U w)- U U @nu).
AEAR\AR—1 HEAR\AK 1 AEAR\Ag—1  pEMN\A_1

Zudem gilt W, N W, = (), falls k + 2 < [, also haben wir disjunkte Vereinigungen

U= || W V= || W UﬂV:DWkHﬂWk.
k=0

k gerade k ungerade =

Weiters ist M = U UV, also haben U und V' die gewiinschten Eigenschaften. [J

BEwEIS VON SATZ [L4.7] Wihle offene Teilmengen U,V C M wie in Lem-
ma [.4.8] Nach Lemmal[.4.6(und Lemma [.4.7)sind daher Ky, K¢y und Ky

Isomorphismen fiir jedes k. Aus Lemma [[.4.5| folgt nun, dass auch K ]’64 N ein Iso-
morphismus ist, fiir jedes k. Damit ist der Beweis von Satz vollsténdig. [

1.4.9. Korollar. Sind M und N zwei glatte Mannigfaltigkeiten mit endlich di-
mensionaler Kohomologie, dann hat auch M x N endlich dimensionale Kohomo-
logie und es qilt

X(M x N) = x(M) - x(N). (L.28)
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BewEss. Nach Satz [L4.1]ist H*(M x N) =@, _, H(M)® HI(N), insbe-
sondere hat M x N endlich dimensionale Kohomologie. Fiir die Betti Zahlen von
M x N erhalten wir daraus

(M x N) = Y (M) -b(N). (1.29)

ptq=k

Fiir die Euler Charakteristik von M x N folgt nun

VM x N) = SR x N) = ST1F ST () - ()

k k p+q=k
=D > ()PP (M) - (~1)BU(N) = D (=1 (M) - (=1)'6(N)
k pt+q=k i
= (X Ewwan) - (X EDPmD) = x0n - xw),
wie behauptet. 0

1.4.10. Beispiel. Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit mit endlich dimensionaler
Kohomologie, dann folgt aus Korollar sofort x(M x S') = 0, denn x(S') = 0.

I.4.11. Bemerkung. Die Voraussetzung in Satz[[.4.1] dass eine der beiden Fak-
toren endlich dimensionale Kohomologie hat ist tatsdchlich notwendig, fiir die
0-dimensionale Mannigfaltigkeit M := Z sind beispielsweise H°(M x M) und
H°(M) ® H°(M) nicht isomorph.

Hat M endlich dimensionale Kohomologie, dann wird
pu(t) = Zq be(M)td

das Poincaré Polynom von M genannt. Beachte py(—1) = x (M), par(0) = 0°(M)
und pp(1) = dim H*(M). Sind M und N zwei glatte Mannigfaltigkeiten mit
endlich dimensionaler Kohomologie, dann folgt aus wie im Beweis von
Korollar [.4.9]

puxn(t) = pu(t) - p(t), (1.30)
vgl. Aufgabe Setzen wir ¢ = —1 so erhalten wir (|[.28) zuriick.

1.4.12. Beispiel. Nach Satz|l.3.18|ist das Poincaré Polynom des Kreises pg1(t) =
1 + t. Fiir den Torus 7" = S! x -+ x St folgt mittels (I.30) nun

pra(t) = psr(t)" = (1 +8)" = zn; (’;) e

und somit b4(7™) = (7).

q
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1.4.13. Beispiel. Nach Satz gilt fiir das Poincaré Polynom der Sphére
pen(t) =1+ t". Mit ([.30) erhalten wir

k

Psr1x...x S"k (t) = H(l + tnl)

i=1
Folglich sind die Mannigfaltigkeiten S™ x --- x S™ und S™ X --- x S™ genau
dann homotopiedquivalent (diffeomorph) sind, wenn die Zahlen n; und m; bis auf
Umnummerierung iibereinstimmen.

1.4.14. Beispiel. Nach Satz gilt fiir das Poincaré Polynom des komplexen
projektiven Raums pepn(t) = 1+ 2 + 4+ - + 2" = (1 — ") /(1 — ¢). Mit

(1.30) erhalten wir

k

1 — t2n¢+1
PCP™1 x-..xCP™k (t) = Zl_Il ?
Es folgt nun, dass die Mannigfaltigkeiten CP™* x - - - x CP"* und CP™ x- - - x CP™
genau dann homotopiedquivalent (diffeomorph) sind, wenn die Zahlen n; und m;
bis auf Umnummerierung iibereinstimmen.

In der Situation von Satz gilt also H*(M x N) = H*(M) ® H*(N), dh.
die graduierte R-Algebra H*(M x N) ist in natiirlicher Weise zum Tensorprodukt
der graduierten R-Algebren H*(M) und H*(N) isomorph.

Ein Element aus a € H*(M) = @, H(M) wird homogen vom Grad q genannt
wenn es in H9(M) liegt, wir schreiben in diesem Fall |a| := ¢ fiir den Grad von
a. Ein Element von H*(M) wird homogen genannt, falls es homogen vom Grad ¢
fiir ein ¢ ist. Unter einer graduierten Basis von H*(M) verstehen wir eine Basis
aus homogenen Elementen. Sind M und N zwei glatte Mannigfaltigkeiten und
{ai}ier, bzw. {b;};es, graduierte Basen von H*(M) bzw. H*(N), dann folgt aus
Satz[[.4.1] dass {pfa; Apsb;}(ijyerxJ, eine graduierte Basis von H*(M x N) bildet,
Ipa; A p3b;| = |a;| + |b;|, wobel wir wieder voraussetzen, dass einer der beiden
Faktoren endlich dimensionale Kohomologie hat.

1.4.15. Beispiel. Betrachte S™ x S™, n,m > 1. Nach Satz und Satz
existiert eine graduierte Basis {1, a,b,a A b} von H*(S™ x S™) und es gelten die

Relationen a Aa=0=0bAb.

1.4.16. Bemerkung. Ist M eine orientierte glatte m-Mannigfaltigkeit und N
eine orientierte glatte n-Mannigfaltigkeit, dann liefern die Tangentialabbildun-
gen der kanonischen Projektionen p; : M X N — M und ps : M X N —
N lineare Isomorphismen T, ., (M x N) = T,M x T,N. Wir versehen nun
Tz (M x N) mit der Produktorientierung, dh. ist Xi,..., X,, eine positiv ori-
entierte Basis von T, M und Yi,...,Y, eine positiv orientierte Basis von T, N,
dann ist Xi,..., X,,,Y1,...,Y,, eine positiv orientierte Basis von T, (M x N).
Dies definiert eine Orientierung von M x N, die als Produktorientierung bezeich-
net wird. Beachte, dass es hier auf die Reihenfolge der Faktoren ankommt, denn
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der Diffeomorphismus M x N = N x M ist i.A. nicht orientierungsbewahrend.
Beziiglich der Produktorientierung auf M x N gilt nun folgende Version des Satzes
von Fubini, vgl. Aufgabe

/A4XNPTCY/\]?§5=/A4@./]VB, o€ Q™ (M), B € Q"(N).

Sind dariiber hinaus M und N geschlossen, dann erhalten wir daraus
Sy Pranpsb= [ a- [ b, a€ H"(M), b e H"(N). (1.31)

1.5. Poincaré Dualitiat. Diese Dualitét liefert, fiir geschlossene orientier-
bare glatte n-Mannigfaltigkeiten M, einen Zusammenhang zwischen H9(M) und
H"(M), siehe Korollar [[.5.18] insbesondere folgt b9(M) = b"~4(M) fiir jedes g.
Wir werden dies als Korollar eines allgemeineren Resultats fiir nicht notwendiger-
weise kompakte Mannigfaltigkeiten erhalten, siehe Satz [[.5.9) unten, selbst wenn
wir nur an geschlossenen Mannigfaltigkeiten interessiert wéren, treten beim Be-
weis den wir unten geben werden unweigerlich nicht-kompakte Mannigfaltigkeiten
auf. Wir werden zunéchst die notwendigen Eigenschaften der de Rham Kohomo-
logie mit kompakten Tréagern herleiten: Mayer—Vietoris Sequenz mit kompakten
Tréigern, siehe Satz [[.5.6] und die Berechnung von HZ(R™), siche Korollar [[.5.8|

Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Wir bezeichnen die Menge aller glatten
g-Formen deren Triager kompakt ist mit QI(M). Beachte, dass das de Rham
Differential einer Form mit kompakten Tréager wieder kompakten Triger hat, dh.
d:QI(M) — QITH(M). Der reelle Vektorraum

~ ker(2(M) 5 Qa1(M))
img (0271 (M) L Q2(M))
wird als g-te de Rham Kohomologie mit kompakten Trigern bezeichnet.

I.5.1. Bemerkung. Fiir kompaktes M haben wir offensichtlich H(M) = HY(M),
denn QI(M) = Q(M), fiir jedes q.

I.5.2. Bemerkung. Offenbar gilt H?(M) = 0 falls ¢ < 0 oder ¢ > dim(M), vgl.
Bemerkung [[.1.3]

HY(M) -

1.5.3. Bemerkung. Ist M eine orientierte glatte n-Mannigfaltigkeit, dann haben
wir eine wohldefinierte lineare Abbildung

fM:Hg(M)%R, [oz]»—>fMoz,

denn nach dem Satz von Stokes, siche [3, Abschnitt 4.8], gilt [,, df = 0, fiir alle
B € QY (M). Fiir M # ) ist diese surjektiv und somit H"(M) # 0.

1.5.4. Bemerkung. Ist M eine zusammenhédngende nicht-kompakte glatte n-
Mannigfaltigkeit, dann gilt H?(M) = 0, denn in diesem Fall muss jede lokal
konstante Funktion mit kompakten Trager auf M schon verschwinden, dh. der
Kern von d : Q0(M) — QL(M) ist trivial.
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Ist U € M offen und a € Q4(U), dann koénnen wir o durch Null zu einer
glatten g-Form auf M ausdehnen, und diese Ausdehnung hat kompakten Tréger in
M. Bezeichnet ¢ : U — M die kanonische Inklusion, so schreiben wir t,o0 € Q3(M)
fiir die oben konstruierte Ausdehnung, dh. ¢, : Q4(U) — Q4(M). Offensichtlich
gilt d o 1, = 1, o d, also induziert ¢ eine lineare Abbildung ¢, : H{(U) — HI(M).

1.5.5. Bemerkung. Ist M = M; U M, eine disjunkte Vereinigung glatter Man-
nigfaltigkeiten, dann induzieren die kanonischen Inklusionen ¢! : M; — M und
12 My — M fiir jedes ¢ einen Isomorphismus

2 M) @ HO(My) S HY(M),

denn X + 02 : QI(M;) @ Q4(M,) = Q4(M) sind Isomorphismen die mit den de
Rham Differentialen vertraglich ist. Diese Bemerkung bleibt offenbar fiir belie-
bige disjunkte Vereinigungen richtig, dh. die Inklusionen induzieren fiir jedes ¢
einen natiirliche Isomorphismus @, HZ(M;) = H(| |, M;), wobei ¢ nun durch ei-
ne beliebige Indexmenge lduft. Beachte, dass hier eine direkte Summe auftritt,
wohingegen wir in Bemerkung ein Produkt angetroffen haben.

1.5.6. Satz (Mayer—Vietoris Sequenz). Es sei M = UUV eine glatte Mannigfal-
tigkeit und U,V C M offen. Dann existiert eine natiirliche lange exakte Sequenz
q (Jg»_JY) q q L*U+LY q ac q+l

> H(UNV) —5 H(U)®HI(V) —= HI(M) = H™({UNV) — ---
wobei LV U — M,V :V—= M,V :UNV = U und ;" :UNV =V die kano-
nischen Inklusionen bezeichnen. Die lineare Abbildung 0. wird als Einhéngungs-
homomorphismus bezeichnet. Ist A € C°°(M) mit supp(A) C U, supp(1—A) CV
und a € QI(M) geschlossen, dann definiert AN\« eine geschlossene (q+1)-Form
mit kompakten Trager in U NV, und es gilt O.[a] = [dA A a].

BEWEIS. Es ldsst sich leicht einsehen, dass die Sequenz

G =dY) e

0—=QUNV)—"5Q(U)® Q(V) —= QI(M) =0 (1.32)
bei QUU NV) und QUU) & QI(V) exakt ist. Wir zeigen nun, dass sie auch bei
QI(M) exakt ist. Dazu wihlen wir eine der Uberdeckung M = U UV unterge-
ordnete Partition der Eins, Ay, Ay € C°(M), supp(Ay) C U, supp(Ay) € V und
Av + Av = 1, siehe [3 Abschnitt 2.6]. Ist nun o € Q%(M), dann folgt A\pa|y €
QI(U) sowie Ayaly € Q4(V). Nach Konstruktion gilt (:¥ + V) \paly, Avaly) =
Ava + Adva = a, also ist ¥ + 1Y surjektiv, die Sequenz ([.32) daher exakt. Die
Existenz der langen exakten Sequenz folgt nun aus Satz[l.3.11] Ist a geschlossen,
dann gilt weiters d(Apaly, Avaly) = (dAv Aaly, dA\v Aaly) = (dAy Aaly, —dAy A
a|v) = (jg,—jy)(dAU VAN Oz|Um/), denn d)\U + d)\v = dl = 0. Nach Definiti-
on des Einhingungshomomorphismus, siche Beweis von Satz gilt daher
Oela] = [dAy A ], wobei wir dA\y A a € QI (U N V) auffassen. O
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1.5.7. Satz. Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit, dann induziert

T QUM X R) = QLMY (a) = (—1)i! / g dt,

fiir jedes q einen Isomorphismus HIY(M x R) = HI7Y(M). Dabei bezeichnet v,
M — M x I, y(z) = (z,t), und Oy € X(M x R), 8t(x t) =L y(x, 5).

BEWEIS. Fiir jedes a € Q4(M x R) gilt zunéchst, vgl. [3, Abschnitt 4.9],

d(m(a)) — m(da) = (—1)q_1d/ Ligroedt — (—1)q/ tyigedo dt
= (—1)‘1_1/ vy (dige + i, d)a dt

= (—1)‘1_1/ 1y Ly dt = (—1)‘1_1/ Siadt=0-0=0.

Im letzten Schritt dieser Rechnung haben wir verwendet, dass ¢; « fiir hinreichend
grofle und hinreichend kleine ¢ verschwindet, denn e hat kompakten Tréager. Somit
gilt d o™ = 7 o d, also induziert 7 eine lineare Abbildung in der Kohomologie,

7 HI(M xR) — H"Y(M), 7([a]) == [r(a)].
Sei nun ¢ € QL (R) mit [, ¢o = 1, setze ¢ := pi¢o € Q' (M x R) und betrachte
e:Qg (M) — QI(M x R), e(B) :=piB A ¢.
Da d¢ = dpspo = p3doo = 0 gilt offenbar d o e = e o d, also induziert e eine
Abbildung in der Kohomologie,
e H{H (M) — H{(M xR),  e([8]) :=[e(B)] = [piB A 9].
Fiir 8 € Q7 1(M) folgt

o0

r(e(B)) = (~1)7! / (DB A 6) dt = / DB A i dt

/ B A i dt = B/ it = ﬁ/cbo

wobei wir i, (piB A @) = (—1)7'pi B A ig,¢ und p; o 1, = idyr verwendet haben.
Insbesondere folgt
mToe = lngfl(M) .

Es bleibt daher noch
eom = idye ) (1.33)
zu zeigen. Betrachte dazu
h: QUM xR) — QU1 (M x R), h(a) =
Wir werden unten die Relation
doh—hod=id—eom: QYM x R) — Q{(M x R) (L.34)
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herleiten. Fiir geschlossene o € Q9(M x R) erhalten wir daraus a — e(m(«)) =
d(h(@)), also [a] = [e(m(«))] = e(n([@])) und somit ([I.33)). Kommen wir schlieflich
zu ([.34). ... O

1.5.8. Korollar. Das Integral liefert einen Isomorphismus H*(R") = R, [o] —
Jgn @ Dariiber hinaus gilt HY(R™) = 0 fir alle g # n.

BEWEIS. Dies folgt aus Satz mittels Induktion nach n. 0

Sei nun M eine orientierte glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n. Wir haben
eine wohldefinierte bilineare Paarung

HOOM) x HP0(M) 5 R, (o, [8)w = fyanf,  (139)

denn nach dem Satz von Stokes, siehe [3, Abschnitt 4.8], gilt

JudyANB= [ dyAB)=0, ~yeQI (M), 5eQ M), d3=0,
sowie

[yyands =(=1) [, dland) =0, a€QI(M), da=0,8€ Q1Y (M).

Die Paarung induziert eine lineare Abbildung

DY, : H(M) — H=(MY, D% (a)(b) := (a,b)ar = [, anb,  (1.36)
wobei H"9(M)" den Dualraum von H?~(M) bezeichnet.

1.5.9. Satz (Poincaré Dualitét). Fir jede orientierte glatte n-Mannigfaltigkeit
M st (1.36) ein Isomorphismus, dh. HY(M) = H? (M) fir alle q.

Wir beginnen den Beweis dieses Satzes mit einigen Lemmata.
I.5.10. Lemma (Der Fall M =R"). D, ist ein Isomorphismus, fir jedes q.
BEWEIS. Dies folgt sofort aus Korollar [.5.8 und Beispiel O

I.5.11. Lemma (Natiirlichkeit). Bezeichnet « : U — M die Inklusion einer

offenen Teilmenge in einer orientierten glatten n-Mannigfaltigkeit, dann haben
wir (t*a,b)y = (a,wb)y fiir alle a € HY(M) und b € H!Y(U). Fir jedes q

kommutiert daher das Diagramm
HI(M) ——= H(U)
n
HE (MY = H (U
wobei U, die zu v, : HY~U(U) — H} (M) duale Abbildung bezeichnet.

BEWEIS. Fir v € Q4(M) und 8 € QI79(U) gilt (a, b))y = [, @ A wf =
Jyva A B = (¢*a,b)y, denn die Form a A v, hat kompakten Tréiger in U und
stimmt dort mit der Form (*a A § iiberein. 0]
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I.5.12. Lemma (Kompatibilitdt mit Einhdngungshomomorphismen). Ist M =
U UV eine orientierte glatte n-Mannigfaltigkeit, U,V C M offen, dann gilt
(Da,b)pyr = (=19 (a,0.0)uny, fir alle a € H(U NV) und b € H7Y(M).

Fiir jedes q kommutiert daher das Diagramm

0

HY(UNV) HIH (M)
iD?mV l%“
Hr=o(U A VY~ Hr=-L (MY

bis auf ein Vorzeichen. Dabei bezeichnet O in der oberen Zeile den Einhdngungs-
homomorphismus der Mayer—Vietoris Sequenz aus Satz und 0., in der unte-
ren Zeile die zum Einhdngungshomomorphismus 0, : H*~9Y(M) — H*1(UNV)
duale Abbildung, siehe Satz[[.5.6,.

BEWEIS. Seien dazu A € C*°(M) mit supp(A) C U, supp(l =) CV, a €
QU NV), du =0, und B € Q"9 1(M), dB = 0. Aus der Beschreibung des
Einhdngungshomomorphismus in Satz [[.3.12] folgt

(a[a],[ﬁ])M_(-[dAAa],[ﬁ])M_—/ d)\/\aAB——/ A\A A B,

M unv
denn die Form dAAa hat Tréager in UNV'. Aus der Beschreibung des Einhdngungs-
homomorphismus in Satz erhalten wir

([a, 0:[B))vrv = ([al, [dA A B])vav
:/ aNd\N B = (—1)‘1/ dANa A B,

also ([o], 0c[B])unv = (=1)**1(9]ad, [B]) - O

I.5.13. Lemma (Mayer—Vietoris Argument). Es sei M = UUV eine orientierte
glatte n-Mannigfaltigkeit, U,V C M offen. Sind Df;, D}, und D{,,, Isomorphis-
men fiir jedes q, dann ist auch D%, fir jedes q ein Isomorphismus.

BEWEIS. Betrachte folgendes Diagramm:
HI=Y(U) @ HI7} (V) —————> HI='(U N V) ——> H9(M) H(U) ® HI(V) ——— HI{UNV)

:lD‘IU‘l@DQ/‘l NquUﬁlv inM N\LD‘{I@D% Niqufr‘lV
HZL_(H_I(U)/ @ Hg_q+1(V)/ > H"7q+1(Uﬂ V)/ % > H?_q(M)’ > HZI—Q(U)/ D HZI—Q(V)/ > H?_q(Uﬁ V)'
Die obere Zeile ist ein Stiick der Mayer—Vietoris Sequenz aus Satz und da-
her exakt. Die untere Zeile entsteht aus der Mayer—Vietoris Sequenz in Satz
durch Ubergang zu den Dualrdumen, sie ist daher ebenfalls exakt, vgl. Bemer-
kung Nach Voraussetzung sind die vier dufieren vertikalen Pfeile Isomor-
phismen. Nach Lemma und Lemma kommutiert das Diagramm bis
auf Vorzeichen. Aus dem Fiinferlemma[[.3.8|folgt nun, vgl. Aufgabe[I5] dass auch
D, ein Isomorphismus ist, fir jedes g. O
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1.5.14. Lemma (Der Fall mit endlicher guter Uberdeckung). Ist M eine orien-

tierte glatte n-Mannigfaltigkeit die eine endliche gute Uberdeckung besitzt, siehe
Definition |I.3.24}, dann ist D}, ein Isomorphismus, fir jedes q.

BEWEIS. Sei also U = {Uy,...,U,,} eine endliche gute Uberdeckung von M.
Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach m. Der Fall m = 0 ist trivial.
Fiir den Induktionsschritt sei nun m > 1, U :=U; U---UU,,—; und V = U,,.
Offensichtlich gilt M = U U V. Nach Lemma ist D, ein Isomorphismus,
fiir jedes ¢q. Da {Uy,...,Uy_1} eine gute Uberdeckung von U bildet, ist nach
Induktionsvoraussetzung Dy, ein Isomorphismus, fiir jedes g. SchlieBlich ist auch
{U:NUp, ..., U100, } eine gute Uberdeckung von UNV, nach Induktionsvor-
aussetzung daher D{,,, ein Isomorphismus, fiir jedes ¢. Aus Lemma folgt
nun, dass auch D4, ein Isomorphismus ist, fiir jedes g. 0

Damit ist der Beweis von Satz [[.5.9] im kompakten Fall bereits vollstindig,
denn nach Satz besitzt jede geschlossene Mannigfaltigkeit eine endliche
gute Uberdeckung. Fiir den allgemeinen Fall benotigen wir noch folgendes

I.5.15. Lemma (Disjunkte Vereinigung). Ist M = | |, M; eine disjunkte Vereini-
gung orientierter glatter n-Mannigfaltigkeiten, i aus einer beliebigen Indexmenge,
und st D?wi fiir jedes i und q ein Isomorphismus, dann ist auch DY, fiir jedes q
ein Isomorphismus.

BEWEIS. Betrachte das offensichtlich kommutative Diagramm

Diy

HI(M) —" H (M) == Hr~(L], M;)’

H (L, M) (@, Hro()

Hi D?\/Ii

[T, (M) [L(H ()

wobei wir die von den kanonischen Inklusionen ¢; : M; — M induzierten Isomor-
phismen aus Bemerkung [[.1.7] und Bemerkung [[.5.5] verwenden. Nach Vorausset-
zung ist der untere horizontale Pfeil ein Isomorphismus. Fiir die rechte untere
vertikale Gleichheit beachte, dass der Dualraum einer direkten Summe (€D, V;)’
kanonisch mit dem Produkt der Dualréume [ [, V; identifiziert werden kann. Aus
der Kommutativitédt des Diagramms folgt nun, dass auch D%, ein Isomorphismus
ist, fiir jedes q. 0

BEWEIS VON SATZ [L5.9 Wir wihlen offene Teilmengen U,V C M wie in
Lemma 4.8, dh. U, V und U NV sind jeweils disjunkte Vereinigungen offener
Teilmengen die jede eine endliche gute Uberdeckung besitzen, und es gilt M =
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U U V. Nach Lemma [[.5.14] und Lemma [[.5.15] sind daher Df;, D{, und D{, .,
[.5.13

Isomorphismen, fiir jedes q. Aus Lemma folgt nun, dass auch DY, fiir jedes
g ein Isomorphismus ist. Damit ist der Beweis von Satz vollsténdig. 0

1.5.16. Korollar. Ist M # () eine zusammenhdingende orientierte glatte n-
Mannigfaltigkeit, dann induziert das Integral einen Isomorphismus H (M) = R,
[a] — [, . Ist dariber hinaus M geschlossen, so erhalten wir einen Isomorphis-

mus H"(M) =R, [o] — [, a.

BEWEIS. Da M # () zusammenhingend ist, reprisentiert 1 € Q°(M) eine
Basis von H°(M) = R, siehe Bemerkung [[.1.4] Der erste Teil des Korollars folgt

daher aus Satz [[5.9] Im geschlossenen Fall gilt H"(M) = HI(M), die zweite
Aussage ist somit eine Konsequenz der ersten. 0

1.5.17. Bemerkung. Fiir jede zusammenhéingende glatte n-Mannigfaltigkeit M
gilt, vgl. Korollar

HY (M) R falls M oFientier'bar', und '

0 falls M nicht orientierbar ist.
Fiir die unbewiesene Implikation siehe etwa [1, Chapter I§7]. Die Orientierbarkeit
von M lésst sich daher durch Berechnung von H'(M) entscheiden. Weiters gilt,

vgl. Satz und Bemerkung [[.5.4]
H"(M) = {R falls M geschlossen und orientierbar,

0 andernfalls.

1.5.18. Korollar. Fiir jede geschlossene orientierte glatte n-Mannigfaltigkeit M
und jedes q ist die Paarung, siehe ([.35)),

HY(M) x H" (M) — R, (a,b) = (a,b)y = [;a A,
nicht-degeneriert, und daher b%(M) = b0""9(M).

BEWEIS. Dies folgt aus Satz denn im geschlossenen Fall gilt HI(M) =
HI(M), sieche auch Korollar [.3.26] O

1.5.19. Korollar. Ist M eine geschlossene orientierbare glatte Mannigfaltigkeit
ungerader Dimension, dann gilt x(M) = 0.

Beweis. Nach Korollar [I.5.18) haben wir b9(M) = 0" 9(M), n = dim(M).
Fiir die Euler-Charakteristik folgt daher

X(M) =) (=1 (M) =Y (=1)%" (M)

q q

= (D)"Y (=1 M) = (<1)" Y (~1)(M) = (=1)"x(M).
Ist n ungerade, so erhalten wir daraus x(M) = 0. O
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1.5.20. Korollar. Ist M eine geschlossene orientierte glatte Mannigfaltigkeit ge-
rader Dimension n = 2m, dann gilt x(M) = b™(M) mod 2.

BEWEIS. Wir schreiben zunéachst

m—1 2m
X(M) = (=1)%(M) + (—=1)"0™(M) + > (=1)%4(M).
q=0 g=m+1
Nach Korollar [[.5.18| gilt b9(M) = b*™~4(M), und daher
2m 2m m—1
o (DN = 3T (PRM) = 37 (-1 ().
qg=m+1 g=m+1 q=0
Zusammenfassend erhalten wir
X(M) = (=1)"b™(M) + 2 Z 1)%4(M) = b™(M) mod 2,
qg=m+1
wie behauptet. O

1.5.21. Korollar. Die Euler Charakteristik einer geschlossenen orientierten glat-
ten Mannigfaltigkeit der Dimension n =2 mod 4 st gerade.

BEWEIS. Sei also M eine geschlossene orientierte glatte Mannigfaltigkeit der
Dimension n = 2m. Nach Voraussetzung ist m daher ungerade. Nach Korol-
lar geniigt es zu zeigen, dass 0™ (M) gerade ist. Betrachte dazu folgende
Bilinearform auf der mittleren Kohomologie, siehe ,

w:H™(M) x H"(M) — R, w(a,b) == (a,b)y = [, a ND.

Da m ungerade ist, ist w schiefsymmetrisch, dh. w(a,b) = —w(b,a), fur alle
a,b € H™(M), siche ([.2). Nach Korollar ist w nicht-degeneriert. Aus
der linearen Algebra wissen wir, dass nicht-degenerierte schiefsymmetrische Bi-
linearform nur auf Vektorrdumen gerader Dimension existieren. Folglich muss
b"(M) = dim H™(M) gerade sein. O

1.5.22. Bemerkung (Signatur). Ist M eine geschlossene orientierte glatte Man-
nigfaltigkeit der Dimension n = 4k, dann definiert

H™(M) x H*(M) >R, (a,b) = (a,b)y = [,, a AD,

eine nicht-degenerierte symmetrische Bilinearform, siche Korollar|l.5.18{und ([I.2)).
Unter der Signatur von M verstehen wir die Signatur dieser nicht-degenerierten
symmetrischen Bilinearform auf H?*(M )E|

2Es sei b eine nicht-degenerierte symmetrische Bilinearform auf einem endlich dimensionalen
reellen Vektorraum V. Dann existiert eine Basis von V beziiglich der b die Matrixdarstellung
diag(1,...,1,—1,...,—1) hat. Nach dem Trigheitssatz von Sylvester ist die Anzahl der po-
sitiven Diagonaleintrdge und die Anzahl der negativen Diagonaleintrige unabhéingig von der
diagonalisierenden Basis. Thre Differenz, dh. Anzahl der positiven minus Anzahl der negativen
Eintrage, wird die Signatur der symmetrischen Bilinearform b genannt. Beachte auch, dass zwei
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1.5.23. Korollar. Fiir jedes 0 # ¢ € H*(CP") gilt auch 0 # ¢ € H**(CP"), dh.
{1,¢,¢% ..., c"} bildet eine graduierte Basis von H*(CP™), vgl. Satz|[.5.25. Als
graduierte Algebren gilt daher H*(CP") = Rlc|/c" ™ wobei |c| = 2.

BEwEIS. O.B.d.A. Sei n > 2, die anderen Félle sind trivial. Es bezeichne
1 : CP" ! — CP" die kanonische (glatte) Inklusion. Wir fiihren den Beweis mittels
Induktion nach n, wir diirfen daher annehmen, dass das Resultat fiir CP" ! schon
gezeigt ist. Sei nun 0 # ¢ € H?(CP"). Nach dem letzten Teil von Satz ist
auch 0 # 1*c € H>(CP"'). Aus der Induktionsvoraussetzung erhalten wir nun
() = (o)t # 0, und somit 0 # ¢"'. Nach Korollar existiert
a € H?*(CP™) mit "' Aa # 0. Da ¢ eine Basis von H*(CP") = R bildet, muss a
ein Vielfaches von ¢ sein, es folgt daher ¢™ # 0. U

1.5.24. Bemerkung. Es sein > 1, f : CP" — CP”" glatt und ¢ € H*(CP") wie
in Korollar . Da c eine Basis von H*(CP") bildet, existiert eine eindeutige
Zahl X\ mit f*c = Ac. Da f* ein Algebrahomomorphismus ist, siehe , folgt
f5(*) = (fre)k = (Ae)* = \eck € H*(CP™), und daher

=\ H*(CP") — H*(CP™), 0<k<n,

denn nach Korollar bildet c* eine Basis von H?*(CP"). Dies liefert star-
ke Einschrinkungen an die von einer glatten Abbildung induzierten Homomor-
phismen f* : H*(CP") — H*(CP"), diese sind durch A, dh. f* : H*(CP") —
H?(CP™), schon véllig bestimmt.

1.5.25. Beispiel. Betrachte die beiden zusammenhéngenden geschlossenen ori-
entierbaren 6-Mannigfaltigkeiten S x S* und CP?. Nach Satz und Theo-
rem gilt b7(S% x S*) = b9(CP?) fiir alle ¢q. Trotzdem konnen die beiden Man-
nigfaltigkeiten nicht homotopiedquivalent (und daher auch nicht diffeomorph)
sein. Fiir jedes a € H%(S? x S*) gilt niimlich a A a = 0, sieche Beispiel aber
es existiert ¢ € H?(CP?) mit ¢ A ¢ # 0, siche Korollar

1.6. Abbildungsgrad. Korollar erlaubt es einen Abbildungsgrad fiir
glatte Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten zu definieren. Seien dazu M
und N zwei nicht-leere zusammenhdngende geschlossene orientierte glatte n-
Mannigfaltigkeiten und f : M — N glatt. Nach Korollar [[.5.16| gibt es genau
eine reelle Zahl deg(f) die das folgende Diagramm kommutativ macht:

H(N) L g ()

leN ~lfM
R deg(f)

R
Diese Zahl deg(f) wird der Abbildungsgrad von f genannt, sie ist durch
[y fra=deg(f) [y @ fiir alle a € Q"(N), (1.37)

nicht-degenerierte symmetrische Bilinearformen auf einem endlich dimensionalen Vektorraum
genau dann dquivalent sind wenn sie die gleiche Signatur haben.
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eindeutig bestimmt.

1.6.1. Satz (Abbildungsgrad). Der Abbildungsgrad glatter Abbildungen zwischen
nicht-leeren zusammenhdngenden geschlossenen orientierten n-Mannigfaltigkei-
ten, f: M — N, g: N — P, hat folgende Eigenschaften:

(a) deg(idy ) = 1.

(b) deg(g o f) = deg(f) - deg(g)-

(c) Sind f ~¢g: M — N glatt homotop, dann gilt deg(f) = deg(g).

(d) Ist deg(f) # 0, dann muss f surjektiv sein.

(e) deg(A) = (—1)"*, wobei A : S™ — S™, A(z) := —=x, die Antipodalabbildung

bezeichnet.

BEWEIS. Behauptung @ ist offensichtlich, denn die identische Abbildung
idys : M — M induziert die identische Abbildung id}y, = idgnapy @ H*(M) —
H"™(M), siehe ([.4). Auch (b)) ist offensichtlich, denn (go f)* = f*og* : H"(P) —
H"(M), siehe (.5). Aus Satz erhalten wir auch sofort (d). Ist f : M — N
nicht surjektiv, dann existiert, aufgrund der Kompaktheit von M, eine offene
Teilmenge U C N mit f(M)NU = (). Wihle a € Q*(N) mit supp(a) C U und
[y a # 0. Es folgt f*o = 0, also deg(f) [y = [, f*o = 0, siche ([.37), und
daher deg(f) = 0. Dies zeigt @ Nun zur letzten Behauptung (@ Es bezeichne
v S™ — R™*! die kanonische Inklusion, & := z'dz? Ada®A- - - Adz" T € Q*(R™ ),
und « = *& € Q"(S™). Aus dem Satz von Stokes, siehe [3 Abschnitt 4.8],
erhalten wir zunéchst

fSn = fSn Vo= fDn-H da = fDn-H dxl JARRRNA dxn+1 = V01<Dn+1) ;é 0.
Bezeichnen wir die offensichtliche Ausdehnung von A mit A R 5 R
A(r) := —wx, dann gilt Aot =10 A und A*d = (—1)"*'a. Wir erhalten daher
A*a = A*v*a = (Lo A)*a = (Ao u)*a = A*a = (-1)""va = (-1)"Ma.
Zusammen mit ([.37]) folgt

deg(A) Jgu o = [, A% = (=1)"" [g. @,
und da [, a # 0 schlieBlich deg(A) = (—1)"*". O

1.6.2. Bemerkung. Fiir Abbildungen zwischen Sphéren gilt sogar die Umkeh-

rung in[L.6.1](d), sind f,g: S™ — S™ glatt und deg(f) = deg(g), dann sind f und
g glatt homotop.

1.6.3. Satz. Es sei f : M — N eine glatte Abbildungen zwischen nicht-leeren zu-
sammenhdngenden geschlossenen orientierten glatten n-Mannigfaltigkeiten. Wei-
ters seiy € N ein requlirer Wert von f, dh. fir jedesx € f~'(y) sei T f : TyM —
T,M ein linearer Isomorphismus. Dann ist f~'(y) endlich, und

deg(f) = 3 ela),

zef~1(y)
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wobei e(x) :=1 falls T, f orientierungserhaltend bzw. e(x) := —1 falls T, f orien-
tierungsumkehrend ist. Insbesondere ist der Abbildungsgrad stets ganzzahlig!

BEWEIS. Nach dem inversen Funktionensatz ist A := f~!(y) eine diskrete
Teilmenge von M, also endlich aufgrund der Kompaktheit von M. Nach dem
inversen Funktionensatz existieren eine offene Umgebung U von y und offene
Umgebungen U, von x € A mit folgenden Eigenschaften:

(a) f7HU) =,ea Us-

(b) flu, : Uy — U ist ein Diffeomorphismus.

(c) U ist zusammenhéngend.

Sei nun « € Q*(N) mit supp(e) € U und [, o # 0. Aufgrund von () ist der
Diffeomorphismus f|y, : U, — U orientierungsbewahrend falls e(x) = 1, bzw.
orientierungsumkehrend falls e(x) = —1. In jedem Fall folgt

/ (f|Ux)*a=6(l’)/oz, x € A
x U
Nach @) und da supp(a) € U, gilt supp(f*a) € f~H(U) = |J,c4 Uz, und daher

/Mf*a:/f1(U)f*a=Z;‘/Uz(ﬂzjz)*ang(z)/l]a:;e(x)/zva.

Zusammen mit folgt deg(f) [y = [, frfa = >, cae(x) [y und da
[ & # 0 schlieBlich deg(f) = >, .4 e(x). Die letzte Aussage zur Ganzzahligkeit
des Abbildungsgrades folgt nun aus der nicht-trivialen Tatsache, dass jede glatte
Abbildung (sehr viele) regulire Werte besitzt, siche Bemerkung unten. [

1.6.4. Bemerkung. Jede glatte Abbildung besitzt regulire Werte. Die Menge
der reguldren Werte ist sogar sehr grof}; nach einem Satz von Sard ist ihr Kom-
plement eine Nullmenge, siche etwa [2, Satz 6.1] oder [4].

1.6.5. Satz. Fs sei f : S™ — S™ glatt, n > 1. Dann gilt:

(a) Ist f fizpunktfrei, dh. f(x) # x fir alle x € S™, dann ist f homotop zur
Antipodalabbildung und daher deg(f) = (—1)"1.

(b) Ist f antipodalpunktfrei, dh. f(x) # —x fir alle x € S™, dann ist f homotop
zur identischen Abbildung und daher deg(f) = 1.

BEwEIS. Wir zeigen zunéchst @ Ist f:S™ — S™ antipodalpunktfrei, dh.
f(x) # —z, fir alle X € S™, dann liefert

t 1—t¢
hiS XIS h(at) = 2T L OIE)
tz + (1 —t) f(x)]
die gewiinschte Homotopie von f zur identischen Abbildung idg-». Beachte, dass
der Nenner in diesem Ausdruck wegen der Antipodalpunktfreiheit nie verschwin-

det. Aus Satz folgt nun auch deg(f) = 1. Um (a)) einzusehen, sei nun
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f: 8" — S™ fixpunktfrei, dh. f(z) # x fiir alle z € S™. Es ist dann
—t 1—t
L B O i ) A
| —tz+ (1 =1)f(z)|
eine Homotopie von f zur Antipodalabbildung A. Aus Satz folgt nun auch
deg(f) = (~1)"*. .

1.6.6. Korollar. Ist f : S?" — S?" glatt, dann ezistiert v € S** mit f(x) = x
oder f(z) = —x, n > 0.

BEWEIS. Hitte f : S?" — 52" weder Fix- noch Antipodalpunkt, erhielten wir
den Widerspruch 1 = deg(f) = (—1)>"*! = —1 aus Satz [.6.5|fa)) bzw. (b). O

1.6.7. Korollar (Satz vom Igel). Jedes glatte Vektorfeld X auf S**, n > 0, besitzt
eine Nullstelle, dh. es existiert x € S*" mit X (x) = 0.

BEWEIS. Der Fall n = 0 ist trivial, sei also 0.B.d.A. n > 1. Wir gehen indirket
vor und nehmen an X € X(5?") besitze keine Nullstelle. Dann ist f : §?" — S2"
f(z) := X (x)/| X (x)], eine glatte Abbildung ohne Fixpunkt und ohne Antipodal-
punkt, denn f(x) L z fiir alle z € S*". Da dies Korollar widerspricht muss
X also eine Nullstelle besitzen. 0

1.7. Poincaré Dual von Teilmannigfaltigkeiten. Es sei M eine glatte
Mannigfaltigkeit. Unter einer Teilmannigfaltigkeit von M verstehen wir eine Teil-
menge S C M, sodass zu jedem Punkt x € S eine Karte M D U = u(U) C R"
von M existiert, fiir die z € U und w(UNS) = u(U)NR* gilt. Dh. lokal liegt S in
M wie RF = RF x {0} in R". Jede solche Karte wird eine Teilmannigfaltigkeitskar-
te (lokale Trivialisierung) von S C M bei x genannt. Die Einschrankungen dieser
Teilmannigfaltigkeitskarten bilden einen glatten Atlas fiir S, jede Teilmannigfal-
tigkeit ist daher in natiirlicher Weise selbst eine glatte Mannigfaltigkeit. Zudem
ist die kanonische Inklusion ¢ : S — M glatt. Fiir M = R" liefert dies den selben
Begriff wie in [3, Kapitel 2].

1.7.1. Bemerkung. Es sei S C M eine Teilmannigfaltigkeit und M C N eine
Teilmannigfaltigkeit. Dann ist S auch Teilmannigfaltigkeit von N, vgl. Aufga-
be 261

1.7.2. Definition (Transversalitéit). Zwei glatte Abbildungen f : M — N und g :
P — N heiflen transversal, wenn fiir jedes z € M und y € P mit f(z) = g(y) =: z
die Bilder der Tangentialabbildungen 7, f : T, M — T.N und T,g : T,P — T.N
den Tangentialraum 7, N aufspannen, dh.

img (T, M =4 T.N) + img(T,P =% T.N) = T.N.

Eine glatte Abbildung f : M — N wird transversal zu einer Teilmannigfaltigkeit
S C N genannt, wenn sie transversal zu der kanonischen Inklusion ¢ : S — N
ist. Zwei Teilmannigfaltigkeiten S;,.S; C N werden transversal genannt, wenn die
kanonischen Inklusionen ¢; : 7 — N und ¢ : S5 — N transversal sind.



40 I. DE RHAM KOHOMOLOGIE

1.7.3. Satz. Es sei S C N eine Teilmannigfaltigkeit und f : M — N transversal
zu S. Dann ist f~1(S) eine Teilmannigfaltigkeit von M und es gilt

dim, (M) — dim, (f7(S)) = dimge) (V) — dimgey (), @ € f74(8),

dh. die Kodimension von f~1(S) in M stimmt mit der Kodimension von S in N
tliberein.

BEWEIS. Sei also x € f71(5). Da S C N eine Teilmannigfaltigkeit ist, exi-
stiert eine Karte N O U = w(U) € R® von N mit f(x) € U und w(U N S) =
uw(U) NR?, wobei n = dimy)(N) und s = dimy)(S). Da f stetig ist, existiert
eine Karte M DV = (V) C R™ von M mit x € V und f(V) C U, wobei

m = dim,(M). Betrachte nun die glatte Abbildung R™ D (V) L7221, gn—s,
wobei p; : R" = R® x R"*® — R"° die Projektion auf den zweiten Faktor
bezeichnet. Beachte v(V N f~1(S)) = g~!(0). Wegen der Transversalititsvoraus-
setzung ist zudem D.g : R™ — R"* fiir jedes z € v(V N f71(S)) surjektiv.
Somit ist v(V N f71(S)) eine (m — n + s)-dimensionale regulire Nullstellenmen-
ge, siehe [3, Abschnitt 2.1]. Aus dem Satz in |3, Abschnitt 2.3] folgt daher, dass
v(V N f7YS)) lokale (m —n + s)-dimensionale Trivialisierungen besitzt. Also exi-
stiert eine offene Teilmenge W C v(V') mit v(z) € W und ein Diffeomorphismus
Y W — (W) C R™, sodass (W N (VN f74(S))) = (W) NR™ " . Die
Komposition ¢ o v|,-1gyy : v (W) — (W) C R™ ist daher eine Teilmannigfal-
tigkeitskarte von S C M bei z. U

1.7.4. Bemerkung. Es sei f : M — N glatt. Ein Punkt y € N wird requldrer
Wert von f genannt, wenn fiir jedes x € f~!(y) die Tangentialabbildung T, f :
T,M — T,N surjektiv ist. Offensichtlich ist dies genau dann der Fall, wenn f
transversal zu der einpunktigen Teilmannigfaltigkeit {y} C N ist. Aus Satz m
folgt daher, dass das Urbild f~'(y) eines reguliiren Wertes y eine abgeschlossene
Teilmannigfaltigkeit bildet und es gilt dim, (M) — dim,(f~(y)) = dim(N),
fiir alle z € f~1(y).

1.7.5. Bemerkung. Sind S; und S5 zwei transversale Teilmannigfaltigkeiten von
M, dann ist auch ihr Durchschnitt S; N S; eine Teilmannigfaltigkeit von M, und
fiir jedes x € 571 N .9y gilt

dim, (M) — dim, (S N S3) = (dim, (M) — dim,(S1)) + (dim, (M) — dim,(Ss)),

dh. die Kodimension ist additiv. Es bezeichnen dazu ¢ : S; — M und ¢9 : Sy —
M die beiden kanonischen Inklusionen. Nach Satz @ ist 51N Sy =15'(5)) eine
Teilmannigfaltigkeit von S;. Zusammen mit Bemerkung folgt daher, dass
S1 N Sy auch Teilmannigfaltigkeit von M ist.

1.7.6. Definition. Eine glatte Abbildung f : M — N wird immersiv oder
Immersion genannt, wenn die Tangentialabbildung T, f : T, M — Ty, N bei
jedem x € M injektiv ist. Eine glatte Abbildung f : M — N wird submersiv
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oder Submersion genannt, wenn die Tangentialabbildung T, f : T, M — Ty N
bei jedem z € M surjektiv ist.

1.7.7. Beispiel. Eine immersive Abbildung wird i.A. nicht injektiv sein, betrach-
te etwa R — S! C C, t +— €' Das Bild einer injektiven Immersion wird i.A. keine
Teilmannigfaltigkeit sein.

1.7.8. Satz. Es sei f : M — N eine injektive Immersion und ein Homdomor-
phismus auf ihr Bild, dh. f : M — f(M) ist ein Homdéomorphismus, wobei f(M)
die von N induzierte Topologie trigt. Dann ist f(M) eine Teilmannigfaltigkeit
von N und es gilt

dimf(x)(f(M)) = dimm(M), r € M.

BEWEIS. Es sei # € M und M D U % @(U) C R™ eine Karte von M mit
z € U, m = dim,(M). Da f ein Homéomorphismus auf ihr Bild ist, existiert eine
offene Teilmenge V C N mit f(U) = f(M) NV. Wihle eine Karte N D V %
v(V) CR" von N mit f(z) € V C V, n = dims(N). Setze U := U N f~H(V)

w:=1|y

und M O U —— u(U) € R™. Nach Konstruktion ist dies eine Karte von
M mit z € U und es gilt f(U) = f(M)NV. Es ist daher vo fou™ : u(U) —
v(f(M)NV) C R™ eine m-dimensionale Parametrisierung von v(f(M)NV'), siehe
[3 Abschnitt 2.1]. Nach dem Satz in [3, Abschnitt 2.3] ist v(f(M)NV) also eine
m-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von R". Daraus folgt sofort, dass f(M) eine
Teilmannigfaltigkeit von N ist. U

1.7.9. Bemerkung. Ist f : M — N eine injektive Immersion und M geschlossen,
dann ist f ein Homdomorphismus auf ihr Bild und f(M) daher eine Teilmannig-
faltigkeit von N, siehe Satz [[.7.8] Dies folgt aus der elementaren Tatsache, dass
jede stetige Bijektion von einem kompakten Raum in einen Hausdorffraum schon
ein Homdomorphismus ist, siehe etwa [5], Kapitel 1§8].

1.7.10. Beispiel. Es sei f: M — N glatt, und es bezeichne
Gp={(z, f(x)) |[re M} C M xN

den Graph von f. Dies ist eine glatte Teilmannigfaltigkeit und (ida, f) : M — Gy,
x — (z, f(x)), ist ein Diffeomorphismus mit Inverser p; : Gy — M, pi(x,y) == =,
siehe [3| Abschnitt 2.3]. Ist M orientiert, dann versehen wir Gy mit jener eindeu-
tigen Orientierung, die (idy, f) : M — Gy zu einem orientierungsbewahrenden
Diffeomorphismus macht.

1.7.11. Beispiel. Fiir jede glatte glatte Mannigfaltigkeit M, ist die Diagonale,
A:={(x,x) |z e M} C M x M,

eine glatte Teilmannigfaltigkeit und (idys,idys) : M — A ein Diffeomorphismus.
Dies ist ein Spezialfall von Beispiel |[[.7.10, denn die Diagonale ist der Graph
der identischen Abbildung, A = Giq,,. Ist M orientiert, dann versehen wir die
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Diagonale mit jener eindeutigen Orientierung, die (idys,idy) : M — A zu einem
orientierungsbewahrenden Diffeomorphismus macht.

1.7.12. Bemerkung. Zwei glatte Abbildungen f : M — N und g : P — N sind
genau dann transversal, wenn die Abbildung f x g: M x P — N x N transversal
zur Diagonale A C N x N ist, vgl. Aufgabe|[.7.12]

1.7.13. Definition (Poincaré Dual einer Teilmannigfaltigkeit). Es bezeichne
t: S — M die Inklusion einer geschlossenen orientierten k-dimensionalen Teil-
mannigfaltigkeit in einer geschlossenen orientierten n-Mannigfaltigkeit M. Be-
trachte nun das lineare Funktional
H*(M) — R, ar [ga:= [qia.

Nach Korollar [[.5.18] existiert eine eindeutige Klasse ng € H" *(M), sodass

Jga= [y anns, fiir alle a € H*(M). (1.38)
Die Klasse ng wird als das Poincaré Dual der Teilmannigfaltigkeit S bezeichnet.

1.7.14. Beispiel. Es sei M eine zusammenhéngende geschlossene orientierte n-
Mannigfaltigkeit. Das Poincaré Dual eines Punktes P € M ist dann jene eindeutig
bestimmte Klasse np € H™(M) fiir die [,,np = 1 gilt, vgl. Korollar [[.5.16]

1.7.15. Beispiel. Es sei M eine geschlossene orientierte n-Mannigfaltigkeit. Fas-
sen wir M als Teilmannigfaltigkeit von sich selbst auf, dann gilt fiir ihr Poincaré
Dual offensichtlich ny, = [1] € H°(M).

1.7.16. Beispiel. Das Poincaré Dual von S¥ C S", 0 < k < n, ist trivial, denn
H™*(S") = 0, siehe Satz[[.3.18]

1.7.17. Beispiel. Das Poincaré Dual der Teilmannigfaltigkeit CP* C CP", 0 <
k < n, ist nicht-trivial, denn die Inklusion induziert einen Isomorphismus H?*(CP")

H?*(CP*) = R, siehe Satz [[.3.23]

1.7.18. Beispiel. Es sei # € S! und betrachte die Teilmannigfaltigkeit S :=
St x {x} C S' x S'. Fiir ihr Poincaré Dual ng € H*(S* x S1) gilt dann ng =
psa, wobei a € H'(S') die eindeutige Klasse mit [, a = 1 bezeichnet. Eine
Verallgemeinerung davon wird in Aufgabe [28] besprochen.

~

1.7.19. Definition (Lefschetz Zahl). Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit mit
endlich dimensionaler Kohomologie und f : M — M glatt. Unter der Lefschetz
Zahl von f verstehen wir reelle Zahl

M) =3, (~D) tr(HY(M) L5 HY(M)).

1.7.20. Proposition. FEs sei M eine glatte Mannigfaltigkeit mit endlich dimen-
sionaler Kohomologie. Die Lefschetz Zahl glatter Abbildungen f,g: M — M hat
folgende Figenschaften:

(a) Midar) = x(M).
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(b) A(fog)=Mgof).
(c) Sind f und g glatt homotop, dann gilt A\(f) = A(g).

BEWEIS. Behauptung ist offensichtlich, denn tr(idy) = dim V' fiir jeden
endlich dimensionalen Vektorraum V', siehe auch . Auch (]ED ist offensichtlich,
denn tr(p o 1)) = tr(y o ) fiir je zwei lineare Abbildungen ¢,v : V' — V| siche

auch (L.5). Behauptung (d) folgt aus Satz [[.2.5] O

1.7.21. Proposition. FEs sei M eine geschlossene orientierte glatte n-Mannig-
faltigkeit, a; eine graduierte Basis von H*(M), und VV die dazu duale Basis von
H*(M), dh. [,; a;\V = &7, vgl. Korollar|1.5.18 Weiters sei f : M — M glatt und
f/ € R die Matrizdarstellung von f* : H*(M) — H*(M), dh. f*a; = 3. fla;.
Fiir das Poincaré Dual des Graphen ng, € H"(M x M), siche Beispiel
qilt dann

e, = Y (=)™ fi piai A st/
i,j
wobei py,ps : M x M — M die beiden kanonischen Projektionen bezeichnen.

BEWEIS. Nach Satz existieren 7} € R mit ng, = >, .1} pia; A psb’. Bs
gilt nun 77§ zu berechnen. Mit Bemerkung [[.4.16| erhalten wir, fiir jedes k und [,

/ pib* A pha A g, = Znﬁ/ pivE A phai A pia; A p3b
MxM i MxM

El+|a])|a 7 * * j
_ Z |b I-+laz))] zln]/ v (a; /\bk) A py(ag ANY)
MxM

El+|a|)|a i * * j
= Sl [ witent) [ pitanv)
M M
- Z — 1) FHarDlasl g ok s = (~1 1) (B HHaDlaxl pk
Andererseits gilt nach Definition des Poincaré Duals, siche ([.38)),
/ pibF A pya A, = / pib* A pyar = / (idas, £)* (P30 A pha)
MxM Gy M
— / bE A Fra; = Zfl]/ bE A a; = Z(_l)\bkllaﬂflj(sf - (_1)|bk”(lk|flk7
M j M j
Zusammenfassend erhalten wir also nf = (—1)l@llasl fF = (—1)laxl & wobei wir im

letzten Gleichheitszeichen verwendet haben, dass fF nur dann nicht-trivial sein
kann, wenn |ai| = |a| gilt. O

1.7.22. Satz. Ist M eine geschlossene orientierte glatte n-Mannigfaltigkeit, f :
M — M glatt und bezeichnet ng, € H"(M x M) das Poincaré Dual des Graphen
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Gy C M x M, siehe Beispiel dann gilt

fA nt = A(f)?
wobei A C M x M die Diagonale bezeichnet.

Beweis. Da (idys,idy) : M — A ein orientierungsbewahrender Diffeomor-
phismus ist folgt, mit der Notation aus Proposition [[.7.21]

J o6 = [ Gaunidan)ne, = S35 [ G idan) (vies A i)
M

irj M

=YV [ any = S = S,

%

=S (~vre(H(M) L HOOM)) = A(f),

wie behauptet. 0

1.7.23. Korollar. Ist M eine orientierte geschlossene glatte n-Mannigfaltigkeit
und bezeichnet na € H"(M x M) das Poincaré Dual der Diagonale A C M x M,

dann gilt [\ na = x(M).
BeEWwEIs. Die Diagonale ist der Graph der identischen Abbildung, A = Giq,,.

Aus Satz [[.7.22 erhalten wir somit [, 7a = A(idar) = x(M), siehe auch Proposi-
1.7.20((al).

tion O

1.8. Abschlielende Bemerkungen. Die de Rham Kohomologie einer glat-
ten Mannigfaltigkeit ist in kanonischer Weise zu ihrer singuldren Kohomologie mit
reellen Koeffizienten isomorph. Wir wollen hier noch einen Beweis dieses Satzes
von de Rham kurz skizzieren.

Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Unter einem glatten g-Simplex ver-
stehen wir eine glatte Abbildung o : A? — M, wobei AY := {(to,...,t,) €
R | ¢; > 0,>°.t; = 1} den standard ¢-Simplex bezeichnet. Der Standard-
simplex ist eine Mannigfaltigkeit mit Ecken, i.A. jedoch keine glatte Mannigfal-
tigkeit mit Rand. Glattheit von ¢ meint, dass eine glatte Ausdehnung auf eine
offene Umgebung von A? C R9*! existiert. Es bezeichne S;°(M) die Menge aller
glatten ¢-Simplizes in M, und CZ (M;R) den reellen Vektorraum aller Abbil-
dungen Sg°(M) — R. Offensichtlich ist dies ein Teilkomplex des singuldren Ko-
kettenkomplexes, C3 (M;R) C CF, (M;R), wir bezeichnen seine Kohomologie
mit HZ (M;R). Jede glatte Abbildung f : M — N induziert offensichtlich eine
Komplexabbildung f*: C* (N;R) — C% (M;R), und daher Abbildungen in der
Kohomologie, f*: HL(N;R) — HZ (M;R). Da die baryzentrische Unterteilung
glatte Simplizes bewahrt haben wir auch fiir H? (M;R) eine Mayer—Vietoris Se-
quenz. Da die Kegelkonstruktion glatte Simplizes bewahrt induziert die Inklusion
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CL (R R) — Ct

sing.

(R™; R) Isomorphismen

R falls ¢ =0, und

1.39
0 andernfalls. ( )

HZ(R™R) = H,, (R";R) = {

Ein Mayer—Vietoris Argument wie im Beweis von Satz oder Satz

zeigt dann, dass die Inklusion in den singuldren Kokettenkomplex, C* (M;R) —
Sing. (M R), fiir jedes M und g natiirliche Isomorphismen

HY(M;R) = H  (M:R) (1.40)

sing.

induziert. Die singuldre Kohomologie mit reellen Koeffizienten kann daher mit
glatten Simplizes berechnet werden.
Integration liefert lineare Abbildungen

0 : QM) — CL(M;R), ¢(a)(o):= /Aq o, ae€QI(M),oec ST (M),

Aus dem Satz von Stokes (fiir Mannigfaltigkeiten mit Ecken) folgt, dass dies eine
Komplexabbildung ist und daher Abbildungen in der Kohomologie induziert,

2 ng Rham(M) - Hgo(Ma R) <I41)

Diese sind offensichtlich natiirlich, dh. mit den von glatten Abbildungen f :
M — N induzierten Homomorphismen vertraglich. Fiir M = R™ und jedes ¢
ist ([.41]) ein Isomorphismus, siehe . Eine einfache Uberlegung zeigt, dass
[.41)) auch mit den Einhdngungshomomorphismen der Mayer—Vietoris Sequenzen
vertréglich ist. Mit einem Mayer—Vietoris Argument wie im Beweis von Satz[.4.1]
oder Satz folgt dann, dass fiir jedes M und ¢ ein Isomorphismus ist.
Zusammen mit erhalten wir also einen natiirlichen Isomorphismus zwi-
schen der de Rham Kohomologie H}, py.m(M) und der singulédren Kohomologie
H: , (M;R).

sing.

1.9. Aufgaben zu Kapitel [I

1. Aufgabe. Es sei M # () eine orientierbare kompakte n-Mannigfaltigkeit mir
Rand OM. Zeige, dass OM nicht glatter Retrakt von M ist, dh. es existiert keine
glatte Abbildung r : M — OM mit r(z) = z fir alle z € M. Insbesondere ist
also S™~1 nicht glatter Retrakt von D", n > 1. Anleitung: Nimm indirekt die
Existenz einer solchen Abbildung r an, konstruiere eine Form o € Q" 1(OM) mit
/. oy @ 7 0 und wende den Satz von Stokes, siehe [3| Abschnitt 4.8], auf r*a an.

2. Aufgabe. Zeige folgende Version des Fixpunktsatzes von Brouwer. Jede glat-
te Abbildung f : D™ — D™ besitzt einen Fixpunkt, n > 0. Anleitung: O.B.d.A.
sei n > 1. Gehe indirekt vor und nimm an f hétte keinen Fixpunkt. Betrach-
te die Abbildung r : D" — S"! die jedem Punkt z € D" den (eindeutigen)
Schnittpunkt von S™~! mit dem Halbstrahl {x + t(z — f(z)) : t > 0} zuordnet.



46 I. DE RHAM KOHOMOLOGIE

Zeige, dass r durch die Formel r(z) := = + t(z)(z — f(x)) gegeben ist, wobei
t: D" — [0,00),

(@ f@) =) + /(o f@) =)+ (L= o) @) af°

2
|f(x) — 2|
Schliefe daraus, dass r glatt ist und leite einen Widerspruch zu Aufgabe [I] her.

t(z) :

3. Aufgabe. Zeige, dass glatt homotop zu sein eine Aquivalenzrelation auf der
Menge der glatten Abbildungen M — N definiert, vgl. Bemerkung[[.2.2] Hinweis:
Fiir die Transitivitdt ist es hilfreich Homotopien mit h(x,t) = h(z,0) fir t €
[0,1/3] und h(z,t) = h(z,1) fir ¢ € [2/3, 1] zu betrachten.

4. Aufgabe. Es seien fo ~ f; : M — N zwei glatt homotope Abbildungen und

go =~ g1 : N — P zwei weitere glatt homotope Abbildungen. Zeige, dass dann
auch go o fy glatt homotop zu ¢y o fi ist, vgl. Bemerkung [[.2.3]

5. Aufgabe. Zeige, dass der Ausdruck fol tiigth*adt im Beweis von Satz
tatsédchlich eine glatte Differentialform definiert.

6. Aufgabe. Zeige, dass die stereographische Projektion in Beispiel |l.2.16|tatséchlich
ein Diffeomorphismus N+ = S™\ {N} ist.

7. Aufgabe. Zeige, dass die Abbildung p : S™ — RP" ein lokaler Diffeomorphis-
mus ist und beschreibe das Urbild p~!(z) fiir jedes x € RP", vgl. Beispiel [[.2.17]

8. Aufgabe. Konstruiere einen Diffeomorphismus RP! 22 S* siehe Beispiel[[.2.17]

9. Aufgabe. Es sei N :=[0:0: 1] € RP?. Zeige, dass RP?\ {N} diffeomorph
zum Mobiusband ist.

10. Aufgabe. Zeige, dass die Hopf Abbildung p : S**™! — CP”" glatt ist und
beschreibe das Urbild p~!(z) fiir jedes # € CP", vgl. Beispiel [[.2.18]

11. Aufgabe. Konstruiere einen Diffeomorphismus CP! 22 52, vgl. Beispiel [[.2.18]

12. Aufgabe. Zeige, dass die kanonische Inklusion O,, — GL,(R) eine glatte
Homotopiedquivalenz ist, vgl. Beispiel |[.2.19]

13. Aufgabe. Zeige, dass die kanonische Inklusion U, — GL,(C) eine glatte
Homotopiedquivalenz ist, vgl. Beispiel |[.2.19]

14. Aufgabe. Zeige, dass der Einhdngungshomomorphismus in Satz tatséchlich
linear ist.

15. Aufgabe. Zeige, dass die Aussage im Fiinferlemma [[.3.8 richtig bleibt, wenn
das Diagramm nur bis auf Vorzeichen kommutiert.

16. Aufgabe. Betrachte die zusammenhéngende glatte 2-Mannigfaltigkeit M :=
R?\ Z2. Zeige, dass H'(M) unendlich dimensional ist.
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17. Aufgabe. Berechne H*(R?\ S?).

18. Aufgabe. Zeige, dass die Betti Zahlen der beiden Mannigfaltigkeiten CP™ x
S22 yund CP*"*! {ibereinstimmen, diese jedoch nicht homotopiesiquivalent und
daher auch nicht diffeomorph sind.

19. Aufgabe. Betrachte die glatte Mannigfaltigkeit M := R>\ (R*U{P}) wobei
P € R®\ R% Zeige HI(M) = R fiir ¢ = 0,2,4 und H?(M) = 0 andernfalls, dh.
M hat dieselben Betti Zahlen wie CP?, vgl. Satz Zeige weiters a A a = 0
fiir alle @ € H?(M), und schlieBe daraus, dass M nicht homotopiefiquivalent zu
CP? sein kann.

20. Aufgabe. Es seien M und N zwei glatte Mannigfaltigkeiten mit endlich
dimensionaler Kohomologie. Zeige pyxn(t) = pa(t) - py(t). Hinweis: Gehe wie
im Beweis von Korollar [4.9] vor.

21. Aufgabe. Fiihre die Details in Bemerkung aus. Zeige insbesondere,
dass die Produktorientierung auf M x N wohldefiniert und glatt ist, und verifiziere
Suan i A5 = [, o [ B fiir alle @ € Q7(M) und 3 € QF(N). Hinweis:
Waihle Partitionen der Eins {\;}ier, von M und {x;};es, von N, und verwende
die Partition der Eins {(A; o p1) - (1t 0 p2) }ijyerxs, von M x N um das Integral
iiber M x N zu berechnen.

22. Aufgabe. Esseien M und N zwei geschlossene orientierte Mannigfaltigkeiten
gerader Dimension. Zeige o(M x N) = 0.

23. Aufgabe. Esseien M und N zwei geschlossene orientierte Mannigfaltigkeiten
der Dimension 4k bzw. 41. Zeige o(M x N) = o(M) - o(N).

24. Aufgabe. Betrachte S’ = {z € C: |z| = 1} und f, : S — S, f.(z) := 2",
n € 7Z. Zeige deg(f,) = n auf zwei Arten, einmal mit Hilfe von Satz und
einmal direkt aus der Definition, siehe ([.37)).

25. Aufgabe. Berechne den Abbildungsgrad der Antipodalabbildung A : S™ —
S™, A(z) := —z, mit Hilfe von Satz[[.6.3]

26. Aufgabe. Es sei S C M eine Teilmannigfaltigkeit und M C N eine Teil-
mannigfaltigkeit. Zeige, dass dann S auch Teilmannigfaltigkeit von N ist, vgl.

Bemerkung [[.7.1}

27. Aufgabe. Zeige, dass zwei glatte Abbildungen f: M — Nund g: P - N
genau dann transversal sind, wenn die Abbildung f x g : M x P - N x N
transversal zur Diagonale A C N x N ist, vgl. Bemerkung [[.7.12] Hinweis: Ist V
ein endlich dimensionaler Vektorraum und sind V, V3 C V zwei Teilrdume dann
gilt Vo + V4 =V genau dann wenn Vo x Vi + D =V x V, wobei D CV x V den
Teilraum D := {(v,v) | v € V'} bezeichnet.

28. Aufgabe. Es sei S C N eine geschlossene orientierte k-dimensionale Teil-
mannigfaltigkeit in einer geschlossenen orientierten n-Mannigfaltigkeit N und
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M eine weitere geschlossene orientierte m-Mannigfaltigkeit. Es bezeichne ng €
H""*(N) das Poincaré Dual von S C N und nyxs € H" *(M x N) das Poin-
caré Dual von M x S C M x N. Zeige nyxs = p3ns, wobei po : M x N — N
die kanonische Projektion bezeichnet. Hinweis: Zeige zuerst [, gPia A p3b =
Jaren Pia A p3b Aping, a € HY(M), b € HY(N), p+q = m+ k, und verwendet
das Kiinneth Theorem um daraus 7«5 = p3ns zu schliefen.

29. Aufgabe. Zeige, dass RP" genau dann orientierbar ist wenn n = 0 oder n un-
gerade ist, ohne dabei auf die hier nicht vollstindig bewiesene Bemerkung
zuriickzugreifen. Hinweis: Zeige, dass die Antipodalabbildung A : S — S"
fiir ungerades n orientierungsbewahrend ist und schliele daraus, dass in diesem
Fall auf RP"™ genau eine Orientierung existiert fiir die die kanonische Projektion
p: S™ — RP" ein orientierungserhaltender lokaler Diffeomorphismus wird. Fiir

gerades n > 0 verwende etwa Korollar [[.5.20 und Beispiel[[.3.15 oder Satz[L.6.1(e]).



II. Vektorbiindel

I1.1. Definition und elementare Konstruktionen. Unter einem Vektor-
biindel iiber einer glatten Mannigfaltigkeit M verstehen wir eine glatte Abbildung
p : E — M zusammen mit einer reellen Vektorraumstruktur auf jeder Faser
E, :=p Y(z), x € M, die lokal trivial in folgendem Sinn sind. Zu jedem Punkt
xo € M existiert eine offene Umgebung U von xg, ein endlich dimensionaler reeller

Vektorraum V' und ein Diffeomorphismus ¢ : p~(U) = U x V mit pLo@ =D,
der faserweise linear ist, dh. ¢, = ¢|g, : E, — {x} x V = V ist ein linearer
[somorphismus, fiir jedes x € U E] In diesem Fall werden M als Basis, E als
Totalraum und p als kanonische Projektion des Vektorbiindels bezeichnet. Jedes ¢
wie oben wird eine lokale Trivialisierung oder Vektorbiindelkarte von E genannt.
Beachte, dass die Projektion eines Vektorbiindels stets surjektiv ist, denn jede
Faser enthélt zumindest das Nullelement eines Vektorraums.

Unter dem Rang des Vektorbiindels bei x € M verstehen wir die Dimension
der Faser E,, dh. rank, (F) := dim(E,). Offensichtlich ist der Rang lokal konstant
in x, fiir zusammenhéngende Basen M ist er daher konstant. Hat jede Faser die
gleiche Dimension k& dann sprechen wir von einem Vektorbiindel vom Rang k& und
schreiben rank(E) = k. Ein Vektorbiindel vom Rang 1 wird auch als Linienbiindel
bezeichnet.

Unter einem orientierten Vektorbiindel verstehen wir ein Vektorbiindel p :
E — M zusammen mit einer Orientierung auf jeder Faser F,, € M, die lokal
trivial in folgendem Sinn sind. Zu jedem xg € M existiert ein orientierter endlich
dimensionaler reeller Vektorraum V' und eine faserweise orientierungserhaltende
Vektorbiindelkarte ¢ : p~*(U) — U x V mit zy € U, dh. fiir jedes x € U ist
der lineare Isomorphismus ¢, : £, — {x} x V =V orientierungsbewahrend. Ein
Vektorbiindel wird orientierbar genannt, falls es eine Orientierung besitzt.

Es sei E ein orientiertes Vektorbiindel iiber M und ¢; : E|y, — U; x V;
eine Atlas aus orientierungsbewahrenden Vektorbiindelkarten, dh. |J,U; = M.
Ist auch M orientiert, dann bewahren die Vektorbiindelkartenwechsel @; o ;"
(U;NU;) xV; = (U;NU;) x V; die Produktorientierung, diese definieren da-
her eine Orientierung des Totalraums E. Wir bezeichnen diese Orientierung der
Mannigfaltigkeit E als die induzierte Orientierung des Totalraums.

Unter einem Schnitt eines Vektorbiindels p : £ — M verstehen wir eine
Abbildung s : M — FE, sodass p o s = idy;. Die Menge der glatten Schnitte
bezeichnen wir mit

[(E):={se€C®M,E)|pos=idy}.

3Da jeder endlich dimensionale Vektorraum zu R¥ isomorph ist, wird dies oft dquivalent
wie folgt formuliert. Zu jedem Punkt xy € M existiert eine offene Umgebung U von zg, k € Ny
und ein Diffeomorphismus ¢ : p~1(U) =, U x R mit p1 o = p, der faserweise linear ist, dh.
¢ = p|p, : Bx — {r} x R¥ = R¥ ist ein linearer Isomorphismus, fiir jedes x € U.
49
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Schnitte von F kénnen punktweise addiert und mit Funktionen multipliziert wer-
den, (s1 + s2)(x) = s1(z) + sa2(x), (fs)(x) := f(x)s(x). Fir glatte Schnitte
$1,892,8 € I'(E) und f € C°°(M) sind auch s; + s und fs glatte Schnitte von F,
die Glattheit von s; 4+ s und fs léasst sich leicht mit Hilfe lokaler Trivialisierun-
gen von E zeigen. Dadurch wird I'(E) also ein Modul iiber C*°(M). Insbesondere
besitzt jedes Vektorbiindel einen kanonischen glatten Schnitt, den sogenannten
Nullschnitt, o € T'(E), der jedem x € M das Nullelement im Vektorraum FE,
zuordnet, o(x) = 0. Das Bild des Nullschnitts ist eine zu M diffeomorphe Teil-
mannigfaltigkeit von F, o und die Einschrankung von p liefern zueinander inverse
Diffeomorphismen M = o(M) C E. Unter dem Tréger eines Schnittes s € I'(E)

verstehen wir die Teilmenge supp(s) = {z € M | s(x) # 0}.

I1.1.1. Beispiel. Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit und V' ein endlich dimen-
sionaler Vektorraum, dann ist £ := M x V zusammen mit der kanonischen Pro-
jektion p : E — M ein Vektorbiindel iiber M, rank(E) = dim(V'). Jedes solche
Vektorbiindel wird als triviales Vektorbiindel bezeichnet, seine Schnitte kénnen in
kanonischer Weise mit den V-wertigen glatten Funktionen auf M identifiziert wer-
den, T'(E) = C*°(M, V). Wir bezeichnen das triviale Vektorbiindel M x R¥ — M
mit €. Insbesondere kénnen wir C°°(M) als Schnitte des trivialen Linienbiindels
¢! verstehen, und allgemeiner C*° (M, R*) = T'(¢F).

11.1.2. Beispiel. Das Tangentialbiindel p : TM — M einer glatten Mannigfal-
tigkeit ist ein Vektorbiindel, rank(7'M) = dim(M), siehe [3, Abschnitt 2.9]. Ist
M DU % u(U) C R” eine Karte von M, dann bildet Tw : TU — u(U) x R eine
Vektorbiindelkarte von T'M. Die Schnitte des Tangentialbiindels kénnen in kano-
nischer Weise mit den Vektorfeldern auf M identifiziert werden, I'(T'M) = X(M),
siehe [3, Abschnitt 2.10]. Eine Mannigfaltigkeit M ist genau dann orientierbar
wenn das Tangentialbiindel TM — M orientierbar ist, und eine Orientierung von
M ist nichts anderes als eine Orientierung des Vektorbiindels TM — M, vgl. [3],
Abschnitt 4.5].

Es seien p : E — M und ¢q : F — M zwei Vektorbiindel iiber M. Eine
glatte Abbildung ¢ : E — F mit qo ¢ = g wird Vektorbindelhomomorphis-
mus (tiber M) genannt, falls sie faserweise linear ist, dh. fiir jedes € M ist
vz = @|g, : B, — F, eine lineare Abbildung. Beachte, dass die Kompositi-
on von Vektorbiindelhomomorphismen wieder ein Vektorbiindelhomomorphismus
ist. Zwei Vektorbiindel £ und F' iiber M werden isomorph genannt, falls Vek-
torbiindelhomomorphismen ¢ : £ — F und ¢ : F' — E mit ¥ o ¢ = idp und
po1) = idp existieren. In diesem Fall werden ¢ und v als zueinander inverse Vek-
torbiindelisomorphismen bezeichnet und wir schreiben £ = F. Ein Vektorbiindel
wird trivialisierbar genannt, wenn es isomorph zu einem trivialen Vektorbiindel
ist.

Es seien p: E — M und ¢ : F — N zwei Vektorbiindel und f : M — N
glatt. Unter einem Vektorbiindelhomomorphismus tiber f verstehen wir eine glatte
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Abbildung ¢ : E — F mit qo ¢ = f o p, die faserweise linear ist, dh. fiir jedes
x € M ist g, == ¢|g, : Ex = Fj) eine lineare Abbildung.

I1.1.3. Beispiel. Das Tangentialbiindel des Kreises T'S? ist trivialisierbar. Jedes
Vektorfeld X € X(S') ohne Nullstelle liefert einen Vektorbiindelisomorphismus
=TS (2,)\) = X X(z), wobei ¢! = S! X R das triviale Linienbiindel iiber
S* bezeichnet, siehe auch Proposition [IL.1.5

I1.1.4. Beispiel. Das Tangentialbiindel einer Sphére gerader Dimension 152",
n > 1, ist nicht trivialisierbar, denn es besitzt keinen nirgendwo verschwindenden

Schnitt, siehe Korollar [[.6.7]

11.1.5. Proposition. Es sei ¢ : E — F ein Vektorbiindelhomomorphismus tber
M, sodass @, : B, — F, fir jedes x € M ein linearer Isomorphismus ist. Dann
st p ein Vektorbiindelisomorphismus und daher E = F'.

BeEwEIs. Offensichtlich ist ¢ : £ — F' eine glatte Bijektion. Es geniigt zu
zeigen, dass die Umkehrabbildung ¢~! : ' — E glatt ist, sie ist dann ebenfalls
faserweise linear und liefert daher einen zu ¢ inversen Vektorbiindelhomomorphis-
mus. Da Glattheit eine lokale Eigenschaft ist, diirfen wir 0.B.d.A. E = U x V|,
F=UxVund p = p; = q annehmen, U C M offen, V' ein Vektorraum. Der
Vektorbiindelhomomorphismus ¢ ist dann von der Form

p:UxV =UxV,  ov)=(r,86(x) - v),

fiir eine eindeutig bestimmte glatte Abbildung ¢ : U — GL(V). Fiir die Umkehr-
abbildung gilt offensichtlich

el UXxV =UxYV, o(z,v) = (z,¢(z) " - v),

wobei @(z)~! € GL(V) die zu ¢(x) € GL(V) inverse lineare Abbildung bezeich-
net. Aufgrund der Glattheit der Inversion GL(V) — GL(V), A — A~1 ist also
auch ! glatt, vegl. Aufgabe [30] O

Ist p : E — M ein Vektorbiindel und U C M offen, dann bildet die Fin-
schrinkung p : E|ly — U ein Vektorbiindel iiber U, wobei E|y := p~'(U).
Etwas allgemeiner ist fiir jede Teilmannigfaltigkeit S C M die Einschréinkung
p: E|ls — S ein Vektorbiindel iiber S, E|g := p~'(S). Ist E orientiert, dann erbt
F|s in kanonischer Weise eine Orientierung.

Esseip: E — N ein Vektorbiindel und f : M — N glatt. Beachte, dass p und
f transversal sind, denn die Projektion eines Vektorbiindels ist stets submersiv.
Nach Satz [L7.3 ist also

fE:={(z,e)e M xE| f(z) =ple)} CM x E

eine Teilmannigfaltigkeit. Es bezeichnen ¢ : f*E — M und f : f*E — E die
Einschrikungen der beiden kanonischen Projektionen von M X E. Insbesondere
sind ¢ und f also glatt. Jede Faser von ¢ ist in kanonischer Weise mit einer Vek-
torraumstruktur versehen, denn ¢ '(z) = {z} X Ef) = Ef(y), fiir jedes x € M.
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Ist ¢ = (p,p2) : Ely = U x V eine lokale Trivialisierung von E, dann bildet
(¢, 020 f) : (f*E)|; w) = f7HU) x V eine lokale Trivialisierung von f*E, somit
ist ¢ : f*E — M also ein Vektorbiindel, rank, (f*E) = ranky)(E). Wir bezeich-
nen f*E als das mittels f zuriickgezogene Vektorbiindel, oder auch als Pullback
Biindel. Beachte auch, dass f : f*E — FE ein Vektorbiindelhomomorphismus iiber
f ist, der jede Faser (f*E), linear isomorph auf die Faser Ey(, abbildet. Ist E

orientiert, dann existiert auf f*F genau eine Orientierung, sodass f faserweise
orientierungserhalten wird, wir bezeichnen diese als die induzierte Orientierung
von f*FE. Fiir die Schnitte des Pullback Biindels erhalten wir eine kanonische
Identifikation

I(f*E) ={oc € C*(M,E)|poo=f}, s+—o:=fos

Ist F' ein weiteres Vektorbiindel iiber M und ¢ : F' — FE ein Vektorbiindel-
homomorphismus {iber f, dann existiert ein eindeutiger Verktorbiindelhomomor-
phismus ¢ : F — f*E iiber M mit f o ¢ =+, namlich ¢) = (q,v): F — f*E C
M x E. Dies wird als universelle Figenschaft des Pullback Biindels bezeichnet. Ist
dariiber hinaus v faserweise ein linearer Isomorphismus, dann ist ¢ : F — f*FE
ein Vektorbiindelisomorphismus, siehe Proposition [[I.1.5 Ist g : P — M ei-
ne weitere glatte Abbildung, so erhalten wir einen kanonischen Isomorphismus
(fog)*E = g*f*FE iiber P. Bezeichent ¢ : S — N die Inklusion einer Teil-
mannigfaltigkeit, so erhalten wir einen kanonischen Isomorphismus E|s = (*F,
die Pullback Konstruktion kann daher als Verallgemeinerung der Einschréinkung
verstanden werden.

Es seien F/ und F' zwei Vektorbiindel iiber M. Wir werden nun ein Vek-
torbiindel £ @ F' — M mit Fasern (F® F), = E, ® F,, x € M, konstruieren. Die
dem Totalraum E @ F zugrundeliegende Menge sei £ ® F := | |, ., £, ® F, und
p: E® F — M bezeichne die offensichtliche Projektion. Sind ¢ : E|ly — U x V
und ¢ : Fly — U x W Vektorbiindelkarten von E und F, so erhalten wir eine
faserweise lineare Bijektion

(E@F)y=|]|EoF | [Vew=UxVaw).

zelU zeU

pi=lyer P2®Ya
B

Es gibt nun auf '@ F genau eine glatte Struktur, sodass dieses p, fiir jedes Paar
von Trivialisierungen ¢ und 1 wie oben, ein Diffeomorphismus ist.ﬁ Versehen wir

4Um die Existenz und Eindeutigkeit der glatten Struktur auf E @ F einzusehen betrachten
wir weitere lokale Trivialisierungen ¢ : Ely — U x V von E und ¢ : F|y — U x W von F. Die
Vektorbiindelkartenwechsel sind dann von der Form

pop :UxV —=UxV, (@ov N (@,0) = (z,8(z) - v)
poypy T UXW U xW, (W0 (@, w) = (,9(x) - w)

fiir eindeutig bestimmte glatte Abbildungen ¢ : U — GL(V) und ¢ : U — GL(W). Fiir die
oben konstruierten p = | |, .y ¢z @ %, und p = ||, oy P © ), gilt offenbar,

Fop UX(VeW)=Ux(VeWw), (5op ) (v,0) = (@ @) v, d() - w)),
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E @& F mit dieser glatten Struktur, so wird p : E® F — M zu einem Vektorbiindel
tiber M, rank(E & F) = rank(E) 4 rank(F'). Sind E und F orientiert, dann
definieren wir die davon induzierte Orientierung von E @ F indem wir die Fasern
(E® F), = E, ® F, mit der Produktorientierung versehen.

Wir haben kanonische faserweise injektive Vektorbiindelhomomorphismen ¢z :
E — E® F und tp : FF — E & F sowie kanonische faserweise surjektive Vek-
torbiidelhomomorphismen 7 : E® F — E und np : E@ F — F. Diese geniigen
den Relationen

mpolg =idg, 7wrpotp=idp, wgoip=0=7Tpoig.
Fiir die Schnitte von F @ F' erhalten wir daraus eine kanonische Identifikation
NEeF)=T(F) xI'(F), s+ (Tpos,mpos).

Ist G ein weiteres Vektorbiindel und sind ¢g : G — E sowie ¥p : G — F
zwei Vektorbiindelhomomorphismen iiber M, dann existiert ein eindeutiger Vek-
torbiindelhomomorphismus ¢ : G — E & F mit vg = mg oY und ¢p = wp 0 9,
namlich ¢ = 1g 0 Y + tp 0 Yp. Die Whitney Summe hat daher die universel-
le Eigenschaft eines Produkts. Sie besitzt aber auch die universelle Eigenschaft
der direkten Summe, sind pg : £ — G und pp : F — G zwei Vektorbiindel-
homomorphismen, dann existiert ein eindeutiger Vektorbiindelhomomorphismus
p: EGF — Gmit poirg =pgund poip = pp, ndmlich p = pgomp + ppomp.

Beachte, dass kanonische Vektorbiindelisomorphismen E & (F & G) = (E &
F) oG EFEo& =E, ff(E®F)=fE® f*Fund E® F 2 F @ E existieren,
wobei der letzte i.A. nicht orientierungsbewahrend ist.

11.1.6. Beispiel. Fiir das Tangentialbiindel der Sphére existiert ein Isomor-
phismus T'S™ @ &' = TR g = "1 also ist T'S™ @ &' trivialisierbar, wo-
bei ¢ = 8" x R* das triviale Vektorbiindel iiber S™ bezeichnet. Beachte dazu,
dass die Tangentialabbildung der Inklusion S™ — R"*! einen faserweise injek-
tiven Vektorbiindelhomomorphismus ¢; : T'S®™ — TR"|g. liefert. Ist weiters
v :S" — TR"™g. ein Einheitsnormalenfeld fiir S™, so erhalten wir einen fa-
serweise injektiven Vektorbiindelhomomorphismus ¢y : £ — TR gn, (2, \) =
A - v(x). Zusammen induzieren ¢; und ts einen Vektorbiindelhomomorphismus
TS™ @ &Y — TR gn. Nach Konstruktion ist dieser faserweise bijektiv und da-
her ein Isomorphismus, siehe Proposition [[I.1.5]

I1.1.7. Bemerkung. Es seien p: E — M und ¢q : F — M zwei Vektorbiindel.
Dann ist offensichtlich p x ¢ : E x F' — M x M ein Vektorbiindel iiber M x M
mit Fasern (E X F),) = E; x F,. Bezeichnet 6 : M — M x M, 6(z) =
(x,z), die Diagonalabbildung so erhalten wir einen kanonischen Isomorphismus
E® F = §*(E x F), siche Aufgabe 32 Dies kann als alternative Definition der
Whitney Summe verwendet werden. Andererseits ldsst sich auch £ x F mit Hilfe

also sind die Vektorbiindelkartenwechsel po p~! glatt. Daraus folgt nun sofort die Existenz und
Eindeutigkeit der glatten Struktur auf £ @ F'.
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der Whitney Summe darstellen, £ x F' = piE @ p3F', wobei p; : M x M — M
die beiden Projektionen bezeichnen, i = 1, 2.

Es sei p: E — M ein Vektorbiindel. Eine Teilmenge F' C E wird Teilbiindel
von E genannt, falls zu jedem x € M eine lokale Trivialisierung ¢ : E|y — U xV
von E existiert, sodass © € U und ¢(F N E|y) = U x W fiir einen linearen
Teilraum W C V. Zusammen mit der Einschriankung p : F© — M wird F' dann
offensichtlich selbst zu einem Vektorbiindel. Zudem ist die kanonisches Inklusion
F — FE ein faserweise injektiver Vektorbiindelhomomorphismus.

Wir nennen zwei Teilbiindel F,G C F komplementér, falls F, und G, fiir
jedes x € M, komplemantéire Teilrdume von FE, sind, dh. F, N G, = 0 und
F, + G, = E,. In diesem Fall induzieren die kanonischen Inklusionen F* — FE
und G — E einen Isomorphismus F & G = E, siche Proposition [[I.1.5 Die
kanonischen Inklusionen 1 : £ — E & G und g : G — E @& G erlauben es
umgekehrt £ und G als komplementére Teilbiindel von E & G aufzufassen.

I1.1.8. Lemma. FEs sei p : E — M ein Vektorbindel und + : FF — E die
kanonische Inklusion eines Teilbiindels. Dann existieren (faserweise surjektive)
Vektorbiindelhomomorphismen w: E — F mit mo 1 = idp.

BeEWEIs. Es seien ¢; : E|y, — U; x V; Vektorbiindelkarten mit ¢;(F N E|y,) =
Ui x W; und |J,U; = M, wobei W; C V; Teilrdume sind. Fiir jedes ¢ wéhlen
wir eine lineare Projektion 7; : V; — W; mit 7;|w, = idw,. Mit Hilfe der Karten
i : E|ly, = U; x V; und deren Einschrankungen ¢; : F|y, — U; x W, erhalten
wir Vektorbiindelhomomorphismen m; : E|y, — F|y, mit m; o ¢ Fy, = idp,,, fir

jedes i. Sei nun ); eine der offenen Uberdeckung {U;} untergeordnete Partiti-
on der Eins, \; € C*(M), supp(\;) € U; und >, \; = 1. Beachte, dass sich
die Vektorbiindelhomomorphismen \;m; : E|y, — F|y, durch Null zu global de-
finierten glatten Vektorbiindelhomomorphismen E — F' ausdehnen lassen. Es
ist daher 7 := >, \;m; : E — F ein Vektorbiindelhomomorphismus fiir den
WOL:Zi)\Z‘ﬂ'Z‘OL:Zi)\Z‘idF:idF gllt [

Es sei E ein Vektorbiindel iiber M und F' C E ein Teilbundel. Wir kon-
struieren nun ein Quotientenbindel E/F iber M mit Fasern (E/F), = E,/F,.
Genauer, die dem Totalraum von E/F zugrunde liegende Menge sei | |, ., £,/ F;,
und p : E/F — M bezeichne die offensichtliche Projektion. Ist ¢ : E|y — U x V
eine Trivialisierung von £ mit p(F N E|y) = U x W, W C V ein Teilraum, so
erhalten wir eine faserweise lineare Bijektion

(B/F)y = | | B/ B Z2225 | | VW = U x V)W
zeU zelU

Es gibt nun auf F/F genau eine glatte Struktur, sodass p, fiir jede Trivialisie-
rung ¢, ein Diffeomorphismus ist.E] Versehen wir F//F mit dieser glatten Struktur,

®Um die Existenz und Eindeutigkeit der glatten Struktur auf E/F einzusehen betrachten
wir eine weitere lokale Trivialisierung @ : Fy — U X V von E mit ¢(F N E|y) = U x W. Dann
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dann wird p : E/F — M also zu einem Vektorbiindel iiber M, rank(E/F) =
rank(F) — rank(F'). Zudem ist die kanonische Projektion 7 : E — E/F ein
faserweise surjektiver Vektorbiindelhomomorphismus, und wir erhalten eine (fa-
serweise) kurze exakte Sequenz von Vektorbiindeln

0+FS5ESE/F—0.

Sind E und F' orientiert, dann definieren wir die davon induzierte Orientierung
auf E/F wie folgt. Eine Basis by,bs,... von (E/F), = E,/F, ist positiv ori-
entiert, falls fiir eine (und dann jede) positiv orientierte Basis fi, f2,... von
F, und eine (und dann jede) Wahl von eq,es,... € E, mit me; = b; die Basis
fi, fa, ..., €1,€9,... von E, positiv orientiert ist, vgl. Aufgabe [35

Das Quotientenbiindel hat folgende universelle Eigenschaft. Ist G ein weiters
Vektorbiindel iiber M und ¢ : E — G ein Vektorbiindelhomomorphismus mit v o
1 = 0, dann existiert ein eindeutiger Vektorbiindelhomomorphismus 1 : E/F —
G, sodass ¥ o m = 1). Beachte auch, dass 1) faserweise injektiv ist.

Nach Lemma [[I.1.§] existiert ein Vektorbiindelhomomorphismus p : £ — F
mit po ¢ = idp. Da (idg —t o p) ot = ¢ — ¢ = 0, faktorisiert idg —top: E — FE
zu einem Vektorbiindelhomomorphimus o : E/F — E mit m oo = idg/p. Die
Homomorphismen ¢ und ¢ induzieren einen Isomorphismus F'& E/F = E, dessen
Inverser von p und 7 induziert wird. Beachte jedoch, dass dieser Isomorphismus
nicht kanonisch ist, er hingt von der Wahl von ¢ bzw. p ab. Unsere Orientierungs-
konventionen sind so, dass der eben konstruierte Isomorphismus F & E/F = E
fiir jede Wahl von p bzw. o orientierungserhaltend ist. Wir halten fest:

11.1.9. Proposition. Jedes Teilbiindle F' C E besitzt komplementdre Teilbiindel
GCE,dh F®G=FE, und fir jedes solche G gilt G = E/F.

11.1.10. Proposition. Es sei ¢ : E — F ein Vektorbindelhomomorphismus
iber M mit lokal konstantem Rang, dh. rank(y, : FE, — F,) ist lokal kon-
stant fir x € M. Dann ist img(p) := |J,c,, img(ps) ein Teilbindel von F und
ker(p) := U, en ker(ps) dst ein Teilbiindel von E. Zudem induziert o einen Vek-
torbindelisomorphismus E [ ker(p) = img(p).

BEWEIS. Da Teilbiindel zu sein eine lokale Eigenschaft ist, diirfen wir 0.B.d.A.
E=UxVund F =U x W annehmen, U C M offen, V und W Vektorraume.

ist der Vektorbiindelkartenwechsel von der Form
@Ocpil:UXV%UXV, (@ocpfl)(x,v):(x,@(x)%))
fiir eine eindeutig bestimmte glatte Abbildung ¢ : U — GL(V). Da auch ¢(z)(W) = W, fiir
alle z € U, induziert ¢ eine glatte Abbildungen g : U — GL(V/W), vgl. Aufgabe Fiir die
oben konstruierten p := | | ., ¢, und p:= | | o P. gilt offenbar
pop i UXV/W = UxV/W, (popt)(z,0) = (,p(z) - v),

also sind die Vektorbiindelkartenwechsel po p~! glatt. Daraus folgt nun sofort die Existenz und
Eindeutigkeit der glatten Struktur auf E/F.
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Nach Voraussetzung konnen wir durch Verkleinern von U auch erreichen, dass
der Rang von ¢, : V' — W konstant ist, x € U.

Sei nun xy € U, und betrachte die Teilrdume V; := ker(p,,) C V sowie Wy :=
img(¢.,) € W. Wihle komplementére Teilraume Vj C V, dh. Vi @ Vj =V, und
Wi CW, dh. Wy @ W) =W. Da ¢,, : Vj = Wj ein Isomorphismus ist, existiert
eine lineare Abbildung o : W — V, mit o o ¢, |y; = idvy, @z, © olw, = idw, und
ker(o) = W{. Weiters bezeichne 7 : V' — Vj die Projektion auf V; lings V{, dh.
7|y, = idy,, ker(m) = Vy, und ' : W — W/ die Projektion auf W{ langs Wy, dh.
7'|w; = idwy und ker(n') = Wy. Nach Konstruktion gilt daher o o ¢, + 7 = idy
und @,, oo + 7' = idy.

Betrachte nun die beiden Vektorbiindelhomomorphismen

V:UxV =UXxYV, U(x,v) = (z,(0 0@, +m)-0v),
p:UxW =UxW,  plr,w):=(z,(pzo0+7) w).

Beachte ., = idy und p,, = idw. Da GL(V) eine offene Teilmenge von L(V, V)
bildet, konnen wir durch Verkleinern von U erreichen, dass v ein Isomorphismus
ist. Nach Konstruktion gilt ¥ (ker(p)) C U x V4, und aus Dimensionsgriinden
daher ¥(ker(p)) = U x V. Dies zeigt, dass ker(y) ein Teilbiindel von E' bildet.
Analog konnen wir durch Verkleinern von U auch erreichen, dass p ein Isomor-
phismus wird. Nach Konstruktion gilt p(U x W;) C img(¢) und aus Dimensions-
grinden daher p(U x W) = img(p). Damit ist auch img(y) als Teilbiindel von
F nachgewiesen, denn p~!(img(y)) = U x W.

Der Vektorbiindelhomomorphismus ¢ : E — img(yp) faktorisiert zu einem
Vektorbiindelhomomorphismus ¢ : E/ ker(¢) — img(p). Nach Konstruktion ist
@ faserweise ein linearer Isomorphismus, aus Proposition folgt daher, dass
¢ ein Vektorbiindelisomorphismus ist. 0J

I1.1.11. Beispiel (Normalenbiindel einer Teilmannigfaltigkeit). Bezeichnet ¢ :
S — M die Inklusion einer Teilmannigfaltigkeit, dann ist Tv : T'S — TM
ein faserweise injektiver Vektorbiindelhomomorphismus, und wir kénnen 7'S als
Teilbiindel von T'M|s = «*T'M auffassen. Das Quotientenbiindel T+S := TM|g/TS
wird als Normalenbiindel von S in M bezeichent. Sind M und S orientiert, dann
erhalten wir eine induzierte Orientierung auf dem Normalenbiindel T+S.

I1.1.12. Beispiel (Vertikales Biindel). Ist p : £ — M ein Vektorbiindel, dann
bildet die Tangentialabbildung Tp : TE — T'M einen Vektorbiindelhomomor-
phismus iiber p : £ — M, und induziert daher einen faserweise surjektiven
Vektorbiindelhomomorphismus TE — p*T'M. Sein Kern VE = {X € TFE :
Tp-X = 0} ist ein Teilbiindel von TE — E, das als vertikales Biindel von E
bezeichnet wird. Wir erhalten somit eine kanonische kurze exakte Sequenz von

Vektorbiindeln iiber F,

0= VE=TE 2 p*TM — 0.
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Insbesondere erhalten wir einen kanonischen Isomorphismus TE/VE = p*T'M.
Nach Proposition |[I.1.9] gilt weiters TE = VE @ p*T'M. Zudem existiert ein
kanonischer Vektorbiindelisomorphismus iiber F,

p'E=VE, (v, w) — %]tzo(v + tw),

wobei p*E = {(v,w) € E x E | p(v) = p(w)}. Durch Zuriickziehen mittels des
Nullschnitts o : M — FE erhalten wir eine kanonische kurze exakte Sequenz
von Vektorbiindeln 0 — F — o*TE — TM — 0 iiber M, denn o*'VE =
o*p*E = (poo)'E =idy, E = E und o*'p*TM = (poo)*TM =id}, TM = TM.
Der Nullschnitt erlaubt es aber auch T'M als Teilbiindel von o*TE aufzufassen,
To:TM — o*TFE, also bilden T'M und E komplementére Teilbiindel von o*TE,
und wir erhalten somit einen kanonischen Isomorphismus o*T'E = T'M & FE iiber
M. Ist E ein orientiertes Vektorbiindel und M orientiert, dann ist dieser Iso-
morphismus orientierungsbewahrend. Identifizieren wir das Bild des Nullschnitts
o(M) C E mit M, und fassen also M als Teilmannigfaltigkeit von E auf, so folgt
TE|y = TM @ E. Firr das Normalenbiindel von M in E erhalten wir daraus
einen kanonischen Isomorphismus T+ M = E. Ist E ein orientiertes Vektorbiindel
und M orientiert, dann ist dieser Isomorphismus orientierungsbewahrend.

11.1.13. Proposition. Es sei S C N eine Teilmannigfaltigkeit und f : M — N
transversal zu S. Dann induziert die Tangentialabbildung T f : TM — TN einen
Vektorbiindelisomorphismus T+(f~1(S)) & f*(T*S). Sind M, N und S orien-
tiert, dann existiert genau eine Orientierung auf f~(S), sodass dieser Isomor-
phismus orientierungsbewahrend wird.

BEWEIS. Wir erinnern uns, dass ¥ := f~1(.9) eine Teilmannigfaltigkeit von M
bildet, siehe Satz[[.7.3] Die Einschrankung der Tangentialabbildung von f liefert
einen Vektorbiindelhomomorphismus 7'f : TM|y — TN|g iiber f|x : ¥ — 5,
der T nach TS abbildet und daher zu einen Vektorbiindelhomomorphismus
TLY = TM|s/TY — TN|g/TS = T+S iiber f|s : ¥ — S faktorisiert. Da f
und S transversal sind, ist dieser Homomorphismus faserweise bijektiv und indu-
ziert daher einen Isomorphismus 7+ = f*T+S. Sind N und S orientiert, dann
erhalten wir eine induzierte Orientierung des Normalenbiindels 7+S und diese in-
duziert eine Orientierung des Vektorbiindels T+Y & f*T+S. Es gibt daher genau
eine Orientierung des Vektorbiindels T, die zusammen mit der Orientierung auf
M, diese Orientierung auf T+% = T M|y, /TS induziert, vgl. Aufgabe . 0

I1.1.14. Bemerkung. Die induzierte Orientierung von 3 := f~1(S) in Propo-
sition [[I.1.13| kann wie folgt beschrieben werden. Eine Basis X, ..., X,,_,1x von
T, x € M, ist genau dann positiv orientiert wenn folgendes gilt. Ist Y;,..., Y}

eine positiv orientierte Basis von Ty, S und 71, ..., Z,_ € T, M, sodass die Vek-
toren Yy,..., Yy, Tof - Z1, ..., Tof - Z,—y eine postiv orientierte Basis von Ty, N
bilden, dann ist Xy,..., Xy _nik, Z1,---, Zn_ €ine positiv orientierte Basis von

T, M.
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11.1.15. Bemerkung. Es bezeichnen ¢1 : 57 — M und ¢ : So — M die Inklu-
sionen zweier transversaler orientierter Teilmannigfaltigkeiten einer orientierten
Mannigfaltigkeit M. Aus Proposition [[I.1.13| erhalten wir eine induzierte Orien-
tierung der Teilmannigfaltigkeit S; N Sy = 157(S1) C S, wir bezeichnen diese
als die induzierte Orientierung des Durchschnitts S1 N Sy. Eine Basis Xi,... von
T,.(S1NYs) ist genau dann positiv orientiert, wenn folgendes gilt: ergénzen wir X;
zu einer positiv orientierten Basis X1,...,Y7,... von TS und und zu einer posi-
tiv orientierten Basis X; ..., Z1,... von 1,55 dann bildet Xq,...,Y},..., Z1,...
eine positiv orientierte Basis von T, M.

Mit Hilfe der Geometrie von Geodéaten werden wir im néchsten Kapitel fol-
gendes Resultat beweisen, das die Bedeutung des Normalenbiindels verdeutlicht.

I1.1.16. Satz (Tubuldre Umgebung). Es sei S C M eine abgeschlossenen Teil-
mannigfaltigkeit mit Normalenbiindel T+S := TM|s/TS. Dann existiert eine
offene Umgebung U von S in M und ein Diffeomorphismus ¢ : T+S = U, sodass
olg = ids und T|s = idprg : TS — TLS, wobei wir S mit dem Bild des
Nullschnitts in TS identifizieren, vgl. Beispiel [IL.1.13. Jedes solche ¢ wird als
tubuldre Umgebung von S in M bezeichnet. Zudem kann U beliebig klein gewdhlt
werden, dh. ist V' eine offene Umgebung von S in M, dann kénnen ¢ und U so
gewdhlt werden, dass U C V.

I1.1.17. Bemerkung. Sind in der Situation von Satz die Mannigfaltig-
keiten M und S orientiert, dann ist jede tubulire Umgebung ¢ : T+S = U C M
orientierungsbewahrend. Aus ¢|s = idg und Tp|g = idpig : THS — T+S folgt
namlich, dass der Vektorbiindelisomorphismus

TSOTHS =T(T*S)|s = TM|s =TSSTHS, Ty|ls = idrs  #

0 ldTLS
orientierungsbewahrend ist. Da jeder Punkt v € T+S durch eine glatte Kurve mit
einem Punkt in S verbunden werden kann, muss aus Stetigkeitsgriinden 75, :
T,(T+S) — Tp)M bei jedem v € T+S orientierungsbewahrend sein.

I1.1.18. Lemma. Der Rang eines Vektorbiindelhomomorphismus ¢ : E — F
tiber M kann lokal nicht fallen, dh. jeder Punkt xq € M besitzt eine Umgebung
U, sodass rank(p, : E, — F,) > rank(p,, : E,, — Fy,) fir allex € U.

BEWEIS. Die Kartendarstellungen von ¢ sind von der Form U x R*¥ — U xR/,
(x,v) — (z,o(x)-v) mit ¢ : U — Mg, (R) glatt. Es gibt daher einen (7 x r)-Minor
pos My (R) — R mit p(@(xg)) # 0, wobei r := rank(p,,). Wegen der Stetigkeit
von i folgt pu(p(z)) # 0 und somit rank(p,) > 7, fiir z nahe x. O

11.1.19. Proposition. Es seim: E — E ein Vektorbiindelhomomorphismus tiber
M mit wom = m. Dann sind img(m) und ker(mw) komplementdre Teilbiindel von
E und daher img(m) @ ker(mw) = E.
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BEWEIS. Beachte, dass fiir den Vektorbiindelhomomorphismus p := idg —7 :
E — FE die Relationen pop=p, 1+ p=idg und mrop =0 = por gelten, dh. 7
und p sind faserweise komplementére Projektionen. Nach Lemma koénnen
die Rénge von 7 und p lokal nicht fallen. Da aber rank(w) 4+ rank(p) = rank(F)
lokal konstant ist, muss daher der Rang von 7 (und auch der von p) lokal konstant
sein. Aus Proposition folgt nun, dass img(7) und ker(7) beides Teilbiindel
von FE sind. O

11.1.20. Proposition. Zu jedem Vektorbiindel E existiert ein Vektorbiindel F,
sodass E @ F trivialisierbar ist.

BEWEIS. Sei also p : E — M ein Vektorbiindel. O.b.d.A. diirfen wir M
zusammenhéngend voraussetzen, k = rank(E). Wir geben den Beweis nur fiir
kompakte Basen M. In diesem Fall existieren endlich viele Vektorbiindel Karten
(p,i) : Elg, = Ui x RF, i =1,... N, mit |J,;U; = M. Wihle eine der Uber-
deckung {U;}1<;<n untergeordnete Partition der Eins, ¢; € C*°(M), supp(p;) C
U; und Y, ¢; = 1. Wir dehnen die glatten Abbildungen (X; o p)p; : E|y, — R*
durch Null zu global definierten glatten Abbildung @; : £ — R* aus, 1 <i < N.
Da @, faserweise linear ist, erhalten wir einen Vektorbiindelhomomorphismus

Vv E—= N = MxRY =M xR x ... xR, V= (p, P1,..., PN).

Nach Konstruktion ist 1 faserweise injektiv, denn zu x € M existiert i mit \;(x) #
0 und daher ist @; : E, — R* injektiv. Nach Proposition ist img(¢)) daher
ein Teilbiindel von £*¥ und ¢ induziert einen Isomorphismus £ = img(¢)). Nach
Proposition existiert ein zu img(y) komplementires Teilbiindel F' C £V,
img(¢y) @ F = "V und wir erhalten E @ F = ¢V, O

I1.1.21. Bemerkung. Fiir jedes Vektorbiindel E ist der C*°(M)-Modul I'(E)
projektiv. Aus Proposition folgt ndmlich, dass I'(F) ein direkter Summand
des freien C*°(M)-Modules T'(¢Y) = C°°(M)Y ist. Umgekehrt tritt jeder end-
lich erzeugte projektive C'*°(M)-Modul so auf. Diese Tatsache ist als Serre-Swan
Theorem bekannt.

I1.1.22. Beispiel (Tautologisches Linienbiindel iiber RP™). Wir erinnern uns an
den reellen projektive Raum,

RP" := {l-dimensionale Teilriume von R™"*'},

und betrachten das triviale Vektorbiidel £"*!1 = RP"™ x R"*! {iber RP". Fiir
[ € RP" bezeichne m : R*™ — R"*! die orthogonale Projektion auf den eindi-
mensionalen Teilraum { C R™*!. Dies definiert einen Vektorbiindelhomomorphis-
mus 7 : " — & w(1,v) = (I, m(v)), mit 7 o = 7. Nach Proposition
sind daher

v :=img(m) = {(l,v) e RP" x R*™" | v € I}
v+ i=ker(r) = {(l,v) € RP* x R"' | v L1}
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komplementire Teilbiindel, v @ v+ = &*!. Das Linienbiindel v — RP"™ wird
als das tautologische Linienbiindel iber RP™ bezeichnet. Beachte, dass die Ein-
schrankung ~y|gpn-1 in natiirlichwer Weise zu dem tautologischen Linienbiindel
iiber RP"! isomorph ist. Fiir n > 1 ist 4 nicht trivialisierbar und nicht ori-
entierbar, siehe Aufgabe |37, Der Totalraum des tautologischen Linienbiindels
v — RP! 2 S ist zum Mébiusband diffeomorph.

11.1.23. Proposition. Ist p: L — M ein Linienbiindel, dann existiert eine Zahl
N und eine glatte Abbildung f : M — RPY | sodass L = f*~.

BEWwEIS. Nach Proposition diirfen wir L C ¢V = M x RY*! anneh-
men. Fiir jedes x € M bildet daher die Faser L, C R¥*! einen eindimensiona-
len Teilraum. Wir erhalten somit eine Abbildung f : M — RPY, f(z) := L,.
Ein Blick auf die Kartendarstellung zeigt, dass f glatt ist. Offensichtlich ist
Y o= (f op,p2) : L — RPN x R¥*! ein faserweise injektiver Vektorbiindelho-
momorphimus iiber f : M — RPY. Nach Konstruktion hat 1& Werte im tauto-
logischen Biindel v € RPY x RN*! und liefert daher einen Vektorbiindelhomo-
morphismus ¢ : L — ~ iiber f : M — RPY, der faserweise bijektiv ist. Folglich
induziert ¢ einen Vektorbiindelisomorphismus t : L — f*v iiber M. 0

11.1.24. Bemerkung. Aufgrund des vorangehenden Resultats wird v auch als
universelles Linienbiindel bezeichnet. Hat M Dimension n, dann geniigt es in
Proposition N > n vorauszusetzen, siehe etwa [4, Theorem 3.4 in Chap-
ter 4]. Unter der Gassmannmannigfaltigkeit Gry,(R) verstehen wir die Menge
aller k-dimensionalen Teilrdume von R". Diese Menge kann in natiirlicher Weise
zu einer glatten k(n — k)-dimensionalen Mannigfaltigkeit gemacht werden. Wie
oben ldsst sich zeigen, dass

¥* = {(V,v) € Grjn(R) x R" | v € V} C Gryp(R) x R”

ein Teilbiindel vom Rang k bildet, das sogenannte tautologische Vektorbiindel
iiber Gry,(R). Beachte Gri,(R) = RP" ! und v* = 5. Wie oben lisst sich
zeigen, dass zu jedem Vektorbiindel £ — M vom Rang k eine Zahl N und eine
glatte Abbildung f : M — Grpn(R) existiert, sodass E = f*v*. Aus diesem
Grund wird +* auch als das universelle Vektorbiindel von Rang k bezeichnet,
siehe Aufgabe In diesem Fall geniigt es N > n + k vorauszusetzen, siehe etwa
[4, Theorem 3.4 in Chapter 4].

Es seien F und F' zwei Vektorbiindel iiber M. Wir definieren nun ein Vek-
torbiindel hom(FE, F') iiber M mit Fasern hom(E, F), = L(E,,F,), © € M,
wobei L(V,W) den Vektorraum der lineren Abbildungen von V nach W be-
zeichnet. Genauer, die dem Totalraum hom(F, F') zugrundeliegende Menge ist
hom(E, F) := | |,cp L(E,, F;) und p : hom(&, F)) — M bezeichnet die offen-
sichtliche Projektion. Sind ¢ : Fly — U x V und ¢ : Fly — U x W zwei
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Vektorbiindelkarten von F und F, so erhalten wir eine faserweise lineare Bijek-
tion
pi=llpeu Pz )" (¥a)s

hom(E, F)ly = | | L(E, F.) y| | LV, W) = U x LV, W),
zelU zelU

wobei (o) (V) @ L(Ey, Fy) — L(V,W), X — 1, 0 X o ¢, . Es gibt nun auf
hom(E, F ) genau eine glatte Struktur, sodass diese p, fiir jedes Paar von Vek-
torbiindelkarten ¢ und v wie oben, ein Diffeomorphismus Wirdﬂ Versehen wir
hom(E, F') mit dieser glatten Struktur, so wird p : hom(E,F) — M zu ei-
nem Vektorbiindel iiber M, rank(hom(E, F)) = rank(F) - rank(F'). Die Schnitte
['(hom(E, F')) kénnen in natiirlicher Weise mit Vektorbiindelhomomorphismen
E — F iiber M identifiziert werden. Beachte, dass kanonische Isomorphismen
f*hom(E, F) = hom(f*E, f*F), hom(E, F & G) = hom(E, F') ® hom(F, G) und
hom(E & F,G) = hom(F,G) @ hom(F, G) existeren. Im Fall £ = F schreiben
wir end(E) := hom(F, E).

Unter dem dualen Biindel verstehen wir das Vektorbiindel £’ := hom(FE, ¢1),
wobei £ = M x R das triviale Linienbiindel bezeichnet. Die Fasern des dualen
Biindels £’ sind daher die Dualrdume der Fasern von E, dh. E!, = (E,)". Es gibt
kanonische Isomorphismen (E & F)' = E' & F', f*(E') = (f*E) und £ = E".

11.1.25. Beispiel. Fiir das Tangentialbiindel des projektiven Raums haben wir
TRP"™ = hom(v, %), siehe Beispiel [[1.1.22| und Aufgabe .

I1.1.26. Proposition. Die kanonische Abbildung
I'(hom(E, F)) = Leeo(ary(I'(E),T'(F)), (s pos),

ist ein C°°(M)-linearer Isomorphismus. Dabei bezeichnet Leoeony(I'(E),I'(F))
den C’°°( )-Modul der C*°(M)-linearen Abbildungen ¢ : I'(E) — T'(F), dh.
o(fs) = fo(s) fir alle f € C®°(M) und s € T'(E).

Beweis. Die Abbildung oben ist offensichtlich wohldefiniert und C*°(M)-

linear, denn o(fs) = f(4(s) = (f@)(s), ¢ € D(hom(E, F)), s € D(E), [ €
C°°(M ). Auch die Injektivitét ist leicht einzusehen. Sei dazu ¢ € I'(hom(E, F'))

6Um die Existenz und Eindeutigkeit der glatten Struktur auf hom(E, F) einzusehen be-
trachten wir weitere lokale Trivialisierungen ¢ : Ely - U x V von Eund ¢ : Fly - U x W
von F. Die Vektorbiindelkartenwechsel sind dann von der Form

pop i UxV —=UxV, (@op™")(z,v) = (z,8(x) - v)
Pop Tl UXW 5 UxW, (o™t (@,w) = (z,9(x) - w)
fiir eindeutig bestimmte glatte Abbildungen ¢ : U — GL(V') und ¢ : U — GL(W). Fiir die
oben konstruierten p = | |, (0z1)* (¥2)s und p = | | o, (@5 1)*(¥2)+ gilt offenbar,
pop L U X L(V,W) 5 U x LIV,W), (pop ), )) = (2, B(x) - A+ $(2)L).

Da die Abbildung GL(W) x L(V,W) x GL(W) — L(V,W), (A,\,B) — A -\ B~1 glatt ist,
sind also die Vektorbiindelkartenwechsel po p~! glatt. Daraus folgt nun sofort die Existenz und
Eindeutigkeit der glatten Struktur auf hom(E, F).
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und x € M mit 0 # ¢, € L(E,, F,). Es existiert daher v € E, mit ¢, (v) # 0. Mit
Hilfe einer Vektorbiindelkarte lésst sich leicht ein Schnitt s € ['(E) mit s(x) = v
konstruieren, und fiir diesen gilt dann (¢ o s)(z) = @.(s(x)) = @.(v) # 0, also
pos#0.

Um auch die Surjektivitét einzusehen, sei nun ¢ € Leoo(any(I'(E),I'(F)). Wir
zeigen zunéchst, dass ¢ ein lokaler Operator ist, dh. fiir jede offene Teilmenge
U C M und jeden Schnitt s € I'(E) mit supp(s) C U gilt auch supp(¢(s)) C U.
Fiir jedes © € U existiert namlich A € C*°(M) mit supp(A\) C U und A\(z) =
Insbesodere folgt As = 0 € I'(E), und mittels der C'*°(M)-Linearitét von ¢ daher
0= o(As)(x) = (Ad(s))(x) = Ax)(¢(s)(x)) = ¢(s)(x), also supp(¢(s)) € U.

Es sei nun x € M und s € I'(F) mit s(z) = 0. Wir zeigen nun, dass dar-
aus auch ¢(s)(z) = 0 folgt. Aufgrund der Lokalitét von ¢ diirfen wir 0.B.d.A.
M=R" 2=0, FE=R"xV und F = R” x W annehmen. Indentifizieren wir
['(E) = C®(R" V)und I'(F) = C=(R", W), so erhalten wir eine C*°(R")-lineare
Abbildung ¢ : C*(R™, V) — C>(R", W), sowie s € C°(R", V) mit s(0) = 0. Zu
zeigen ist ¢(s)(0) = 0. Die entscheidende Beobachtung ist nun

() = 50 = 50) = [ Gstewyit= [ Yoy gttt - Zy

wobei y* : R® — R die Koordinatenprojektionen bezeichnen. Es gilt daher
s = >." y'si, wobei s; € C®(R™, V), s;(y) := 01 gs (ty) dt. Aus der C°°(M)-
Linearitit von ¢ erhalten wir damit ¢(s) = >_"" | y'¢(s;) und somit ¢(s)(0) = 0.

Wir sehen daher, dass ¢(s)(x) € F, nur von s(z) € E, abhéngt. Es existieren
daher ¢, € L(E,, F,), sodass ¢(s)(z) = p.(s(z)) fir alle s € T'(F) und = € M.
Diese @, © € M, definieren einen Schnitt ¢ des Biindels hom(FE, F'), es bleibt
nur noch zu zeigen, dass dieser Schnitt auch glatt ist. Sei dazu U C M offen,
Ely 2U xV und F|y = U x W Vektorbiindelkarten und hom(E, F)|y = U x
L(V, W) die entsprechende lokale Trivialisierung von hom(E, F'). In diesen Karten
ist ¢ : C°(U, V) — C°°(U, W) von der Form ¢(s)(z) = @(z)-s(x), s € C(U, V),
x € U, fiir eine Abbildung ¢ : U — L(V,W). Betrachten wir v € V' als konstante
Abbildung v € C*(U, V) so folgt ¢(z) - v = ¢(v)(z), also ist @(x) - v fiir fixes v
glatt in . Folglich ist ¢ : U — L(V, W) glatt, siehe Aufgabe 40| woraus nun die
Glattheit von ¢ folgt. O

Aus Proposition erhalten wir insbesondere einen C'*°(M )-linearen Iso-
morphismus I'(E') = Lo (I'(E), C*(M)), dh. Schnitte von E’ kénnen in ka-
nonischer Weise mit C*°(M)-linearen Abbildungen I'(E) — C*°(M) identifiziert
werden. Mittels E” = E erhalten wir aber auch I'(E) = Loy (I'(E'), C*(M)),
dh. Schnitte von E konnen als C°°(M)-linearen Abbildungen I'(E') — C*°(M)
aufgefasst werden.

11.1.27. Beispiel. Unter dem Kotangentialbiindel einer glatten Mannigfaltig-
keit M verstehen wir das Vektorbiindel 7*M := (T'M)', rank(T*M) = dim(M),
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seine Schnitte konnen in kanonischer Weise mit den 1-Formen auf M identifi-
ziert werden, T'(T*M) = Q'(M). Aus Proposition sehen wir, dass Q! (M)
in kanonischer Weise mit den C°°(M)-linearen Abbildungen X(M) — C*°(M)
identifiziert werden kann, vgl. [3, Abschnitt 4.1]. Wir kénnen aber auch X(M)
mit C'*(M)-linearen Abbildungen Q'(M) — C°°(M) identifizieren.

Es seien E' und F' zwei glatte Vektorbiindel iiber M. Das Tensorprodukt von E
und F' ist ein glattes Vektorbiindel F® F' iiber M mit Fasern (E® F), = E,® F,.
Genauer, die dem Totalraum zugrundeliegende Menge ist EQ F := | | ., F,®F,,
und F® F — M bezeichnet die offensichtliche Projektion. Sind ¢ : E|y — U XV
und ¥ : F|y — U x W lokale Trivialisierungen, so erhalten wir eine faserweise
lineare Bijektion

pi=lper P2®@Ya
B

(E@F)ly=|]|E®F | [Vew=UxVew).

zelU zelU

Analog zu den vorangehenden Konstruktionen ldsst sich zeigen, dass auf £ ® F
genau eine glatte Struktur existiert, sodass dieses p ein Diffeomorphismus wird,
fiir alle Paare lokaler Trivialisierungen ¢ und v wie oben. Versehen wir nun £ ® F'
mit dieser glatten Struktur, so wird £ ® F' zu einem glatten Vektorbiindel iiber
M, rank(E® F) = rank(FE) -rank(F). Ist s € I'(E) und t € I'(F") so schreiben wir
s®t € I'(E®F) fir den entsprechenden Schnitt von E® F, dh. (s®t), = s, ®t,,
x € M. Beachte auch die kanonischen Isomorphismen (E® F)®G = (EQF)®G,
E®¢ = E,EQF 2 FQE, f(EQF) = f*EQf*F, EQ(F®G) = EQF®E®G,
hom(E,F)=F®FE',end(F)=E®FE, (F® F) =E' ® F' und
hom(E ® F,G) = hom(E, hom(F,G)).

Zusammen mit Proposition sehen wir daraus, dass Schnitte des Vektor-
biindels hom(F ® F, G) in natiirlicher Weise mit C°° (M )-bilinearen Abbildungen

['(E) x I'(F) — T'(G) identifiziert werden kénnen.
Ist E ein Vektorbiindel dann definieren wir

®2E::E/®'--®EL®E®'--®EJ.

VvV VvV
k Faktoren | Faktoren

Aus den Beobachtungen oben folgt nun, dass I'(®LF) in natiirlicher Weise mit
den C'*°(M)-multilinearen Abbildungen

I(E)x -« xT(E)xT(E) x - xT(E") = C®(M)

J

TV VvV
k Faktoren | Faktoren

identifiziert werden kann.

I1.1.28. Beispiel. Tensorfelder aus T;/(M) konnen als glatte Schnitte des Vek-
torbiindels

®§€TM:?*M@)"-@T*]\/{@?M@”'@TM

vV Vv
k Faktoren [ Faktoren
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aber auch als C°°(M)-multilineare Abbildungen
X(M) x - x X(M)x QY(M) x --- x QY(M) — C®(M)

4

Vv Vv
k Faktoren | Faktoren

verstanden werden, vgl. [3, Abschnitt 4.2].

Fiir jedes Vektorbiindel E haben wir einen Vektorbiindelhomomorphismus
tr : end(E) — &', der als kanonische Kontraktion oder Spur bezeichnet wird.
Faserweise ist tr, : end(FE), = end(E,) — &L = R die iibliche Spur. Fiir Schnitte
erhalten wir daraus eine C*°(M)-lineare Abbildung tr : I'(end(E)) — C>®(M),
tr(¢)(x) = tr(p,). Analog definiert die faserweise Komposition von Endomorphis-
men einen Vektorbiindelhomomorphismus end(£) ® end(F) — end(E). Auch lie-
fert die faserweise Evaluation einen kanonischen Vektorbiindelhomomorphismus
hom(E,F)® E — F, bzw. end(F) ® E — E.

Es sei E ein Vektorbiindel iiber M und ®*F = E ® --- ® E. Fiir jede Per-
mutation o € &, bezeichne ¢, : @*F — ®FE den Vektorbiindelisomorphismus
der die Faktoren entsprechend permutiert, ¢,(e; ® -+ ® ) = €,1) ® -+ @ €q(k)-
Betrachte nun den Vektorbiindelhomomorphismus

1 :
alt : @"F — @"E, alt := o Z sign(o)g,.

ceGy

Da ¢,r = ¢,0¢, und sign(or) = sign(o) sign(7), o, 7 € S, folgt sofort alt o alt =
alt. Nach Proposition ist daher A*E := img(alt) ein Teilbiindel von ®*F
mit Fasern (A*E), = A*(E,). Beachte, dass wir dieses Vektorbiindel auch als
Quotient von ®*E verstehen konnen, denn alt induziert einen kanonischen Iso-
morphismus A*E = ®@FFE/ ker(alt). Glatte Schnitte von A*¥E kénnen daher mit
C®(M)-multilinearen alternierenden Abbildungen I'(E") x - --xT'(E') — C*(M)
identifiziert werden. Analog, kénnen wir glatte Schnitte von A*E’ mit C>(M)-
multilinearen alternierenden Abbildungen I'(E) x --- x I'(E) — C*°(M) identi-
fizieren. Beachte die kanonischen Isomorphismen f*(A*E) = A*(f*E), A*E' =
(A*E), und
ME®F)= P NVE® AE.
pt+a=Fk

Das Faserweise Hack Produckt liefert einen Vektorbiindelhomomorphismus A E®
ANE — APTME, die davon induzierte Abbildung I'(APE) x I'(AYE) — T'(APTIE)
macht @, T(A*E) = I'(), A*E) zu einer assotiativen und graduiert kommuta-
tiven Algebra.

I1.1.29. Beispiel. Aus obigen Uberlegungen sehen wir nun, dass Q¥(M) einer-
seits mit T'(A*T*M) und andererseits mit dem Modul der C° (M )-multilineare
alternierende Abbildungen X(M) x --- x X(M) — C°(M) in kanonischer Weise
identifiziert werden konnen.
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Analog zum alternierenden Fall lésst sich zeigen, dass fiir den Vektorbiindel-
homomorphismus

1
. ok k R
sym: @"E — QF, sym = 4 E Gos

<GP

sym o sym = sym gilt, und daher S*F := img(sym) C ®*F ein Teilbiindel mit
Fasern (S*E), = S*(E,) bildet, das wir auch als Quotient S¥*E = ®@*E/ ker(sym)
verstehen konnen. Glatte Schnitte von S*E entsprechen nun C°°(M)-multili-
nearen symmetrischen Abbildungen I'(E') x --- x I'(E') — C*°(M). Analog
konnen wir ['(S*E’) mit dem Modul der C*°(M)-multilinearen symmetrischen
Abbildungen I'(E) x --- x I'(E) — C°°(M) identifizieren. Beachte auch, dass
die Fasern (S*E’), = S¥E! mit den homogenen Polynomen vom Grad k auf
E, identifiziert werden konnen. Wieder haben wir kanonische Identifikationen
f*(S*E) = S*(f*E) und S*(E') = (S*E)’. Fiir uns werden vor Allem Schnitte
b € T(S*FE’) interessant sein, so ein Schnitt liefert eine symmetrische Bilinearform
b, auf jeder Faser F,, und diese hidngen glatt von x ab. Alternativ konnen wir b
als eine symmetrische C*°(M)-bilineare Abbildung b : I'(E) x I'(E) — C*>°(M)
auffassen.

I1.1.30. Bemerkung. Unter einem Rahmen eines Vektorbiindels F iiber M
verstehen wir Schnitte s1,...,s; € I'(E), sodass S, ..., S, eine Basis der Faser
E, bildet, fiir jedes x € M. Unter einem lokalen Rahmen verstehen wir einen
Rahmen von E|y, wobei U C M offen ist. Ein Vektorbiindel vom Rang & besitzt
genau dann einen Rahmen, wenn es trivial ist, jeder Rahmen s; von E liefert
einen Isomorphismus M x R* & E, (z,t',... %) — t's;, + -+ + t"s,, siehe
Proposition [[I.I.5] I.A. wird ein Vektorbiindel daher keinen Rahmen besitzen,
lokale Rahmen exisistieren jedoch immer. Jeder lokale Rahmen s; € I'(E|y) liefert
eine Vektorbiindelkarte E|; = U x R¥, die den Schnitt s; auf die durch den i-ten
Einheitsvektor von R* definierte konstante Abbildung U — R* abbildet.

Unter dem (lokalen) dualen Korahmen verstehen wir jene eindeutig bestimm-
ten Schnitte o', ...,0" € T(E'|y) fiir die 07(s;) = 7 gilt, dh. in jeder Faser ist
ol ... 0% die zu s1,,..., s, duale Basis, # € U. Ein beliebige Schnitt ¢ € I'(E)

x?

lasst sich lokal in einem Rahmen entwickeln,
k
oy => t's;,  t'=0d'(tly) € C™(U).
i=1

Beziiglich eines lokalen Rahmens lésst sich ein Schnitt daher durch einen Spal-
tenvektor t = (t,...,t*)" € C>®°(U)F = C*>°(U;R*) von Koeffizientenfunktionen
darstellen. Bilden §,...,5; € I'(F|y) einen weiteren lokalen Rahmen von E,
dann gilt

k
si= Y hl5, bl =5(s;) € C*(U).
j=1



66 II. VEKTORBUNDEL

Fassen wir diese h} als (k x k)-Matrix h = (h!) mit Eintragungen in C>(U)
auf, dann bildet also h, die Matrix zum Basiswechsel von s; , nach §; .. Fiir die
Koeffizienten der Entwicklung ¢ = Zf 1 £'3; im Rahmen 3, gilt daher

k
= Z hit
=1

oder in Matrixschreibweise t = h t.

Ist s¥,...,sF € T(E|y) ein lokaler Rahmen von F und st ,...,sf € T(F|y)
ein lokaler Rahmen von F, dann bilden s¥. ... ,SE T ,le einen lokalen Rah-
men von £ @ F, und s¥ ® sf, 1 <i<k 1<j<Iistein lokaler Rahmen von
E ® F. Insbesondere bildet also

MR ROTRS, QR s, 1<, 5 <k,
einen lokalen Rahmen von ®7FE und
Sjy N N sy, 1< <jo<---<jp <Kk,
ist ein lokaler Rahmen von APFE.

I1.1.31. Beispiel. Ist M D U % R™ eine Karte von M, dann bilden die Ko-
ordinatenvektorfelder 72r,..., 5% € X(U) = I(T'M|y) einen lokalen Rahmen

des Tangentialbiindels TM und du', ..., du™ € QY (U) = T(T*M|y) ist der duale
Korahmen von 7% M. Wir erhalten einen lokalen Rahmen von ®PT'M,

du" @ @dut @ 3% @@ 5%, 1<, <n,
und
du A - A du', 1<iy <ig < <iy<m,
bildet einen lokalen Rahmen von AYT™*M.

11.2. Thom Isomorphismus. Es sei p : £ — M ein Vektorbiindel und
o € I'(F) der Nullschnitt. Offensichtlich ist p o 0 = idyy, es gilt aber auch oo p ~
idg, denn h : E x I — E, h(v,t) := tv, ist eine Homotopie von o o p nach
idg. Die Vektorbiindelprojektion ist also eine Homotopiedquivalenz und induziert
daher fiir jedes ¢ einen Isomorphismus p* : HY(M) = HY(E), deren Inverser vom
Nullschnitt induziert wird, siehe Korollar |[.2.10} Beachte auch, dass jeder Schnitt
s € I'(E) homotop zum Nullschnitt ist, denn M x [ — E, (z,t) — h(s(x),t), ist
eine Homotopie von o nach s.

11.2.1. Satz. Es seip: E — M ein orientiertes Vektorbiindel vom Rank k tiber

einer geschlossenen glatten n-Mannigfaltigkeit M. Dann existiert eine eindeutige

Klasse ¢p € H*(E), die sogenannte Thom Klasse von E, sodass fEl viop =1

fur alle x € M, wobei v, : B, — E die Inklusion der Faser bezeichnet. Fiir die

Thom Klasse gilt weiters:

(a) Die Abbildung HI(M) — HI*(E), a s p*a A ¢g, ist fiir jedes q ein Isomor-
phismus, der sogenannte Thom Isomorphismus.



I1.2. THOM ISOMORPHISMUS 67

(b) Ist M orientiert und der Totalraum von E mit der induzierten Orientierung
versehen, dann gilt [,, 0*b = [, bA\¢g, fir alleb € H"(E), dh. ¢ is Poincaré
Dual zum Nullschnitt.

BEwEIS. Wir fithren den Beweis nur im orientierbaren Fall, sei also M orien-
tiert und der Totalraum F mit der induzierten Orientierung versehen. Betrachte
nun die Isomorphismen, siehe Satz [.5.9]

HIH(BY £ Br(B) & Bro(M) 25 HY(MY = HO(M).

Da M kompakt ist sind alle Kohomologien endlich dimensional, siehe Korol-

lar [[.3.26] Es existiert daher ein eindeutiger Isomorphismus ¢ : HITF(E) —
HY(M), sodass

/p*a ANb= / aAp(b), fir alle a € H"9(M). (I1.1)
B M
Insbesondere ist die Klasse ¢ := v~ 1([1]) € H*(E) durch
/p*a Aopp = / a, fir alle a € H"(M), (1I1.2)
B M

eindeutig charakterisiert. Aus der definierenden Gleichung fiir 1, siehe , folgt
sofort ¥ (p*anb) = aA(b), und daher p*aAdr = 1 (a), fiir allea € H"(M). Dies
zeigt @ Fir b € H"(E) erhalten wir aus auch [, 0*b = [,(p*0*b) A b =
[z b A, denn o* : H"(E) — H"(M) ist inverse zu p* : H"(M) — H"(E). Damit
ist auch (]ED gezeigt.

Es bleibt daher nur noch zu zeigen, dass ¢ durch [ g, Lz = 1 eindeutig
charakterisiert ist. Wir nehmen dazu 0.B.d.A. M zusammenhéngend an. Weiters
sei z € S und U C M eine zu R" diffeomorphe Umgebung von z, iiber der F
trivialisierbar ist. Wahle a € Q"(M) mit supp(a) € U und [;, o = 1. Da die von
a reprasentierte Klasse H"(M) erzeugt, ist die ¢ definierende Relation
zu fp,l o) p'a A ¢p = 1 dquivalent. Wir wéhlen eine orientierungsbewahrende
Vektorbiindelkarte E|y = U x E, und eine orientierte Karte U = R", die = auf
0 € R™ abbildet. Dies liefert einen Isomorphismus E|y = R™ x E,, & € QF(R"),
Jgn @ =1, und bp € W (R"XE,), dpg = 0 und supp(dg)Nsupp(ptd) ist kompakt.
Die ¢g definierende Relation ist nun zu fRnX g, PIOCA <;~5E = 1 &quivalent.
Beachte, dass R" x E, x I — R" x E,, (y,v,t) — (ty,v), eine Homotopie von
Lz © pa nach idgny g, definiert. Nach Satz ’52_5‘ existiert daher 8 € Q*}(R" x E,)
mit ¢p = pytidp+dp. Fiir das im Beweis von Satz|[.2.5| konstruierte 5 ist zudem

ﬁJ

supp(/3) N supp(pja) kompakt. Mit Bemerkung [[.4.16| erhalten wir

/ p’{&A¢E=/ pidAp;L;¢E=/ d-/ L;¢E=/ b5,
R x B, R x B, n - Ex

also ist die ¢ definierende Bedingung ([1.2) zu [ p, L = 1 dquivalent. O
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I1.2.2. Definition. Unter der Fuler Klasse eines orientierten Vektorbiindels E
von Rank £ {iber einer geschlossenen glatten Mannigfaltigkeit M verstehen wir
die Klasse ep = o*¢p € H¥(M), wobei ¢p € H¥(E) die Thom Klasse und
o € I'(E) den Nullschnitt von E bezeichnen.

11.2.3. Beispiel. Es sei M eine geschlossene Mannigfaltigkeit, V' ein k-dimensi-
onaler orientierter Vektorraum und es bezeichne E := M x V das triviale Vek-
torbiindel. Weiters sei ¢ € Q(V) mit [;, ¢ = 1. Dann repréisentiert p5¢ die Thom
Klasse von E, wobei p; : M x V — V die kanonische Projektion bezeichnet.
Insbesondere verschwindet die Euler Klasse jedes trivialisierbaren Vektorbiindels
mit Rang k& > 1, denn 0*pj¢p = (p2 0 0)*¢ =0 da ja psoo: M — V konstant ist.

I1.2.4. Satz (Lokalisationsprinzip). Es bezeichne ¢ : S — M die kanonische
Inklusion einer geschlossenen orientierten k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit
einer geschlossenen orientierten n-Mannigfaltigkeit M. Dann existiert zu jeder
offenen Umgebung U wvon S in M ein Reprdsentant des Poincaré Duals ng €
H"™ ¥ (M) der Triger in U hat. Versehen wir das Normalenbiindel T+S mit der
induzierten Orientierung dann gilt weiters eprg = 1*ng € H" *(M).

BEWEIS. Durch Verkleinern von U diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dass eine
tubulidre Umgebung ¢ : T+S = U wie in Satz existiert, dh. ¢ ist orien-
tierungsbewahrend und es gilt ¢|s = idg. Bezeichnen j : U — M und ¢ : S — M
die kanonischen Inklusionen und o € T(T+S) den Nullschnitt, dann gilt also
L = joyoo. Es bezeichne ¢ € H*" *¥(T+S) die Thom Klasse von T+S, siehe
Satz [[1.2.1] und 1 = j.(¢ )¢ € H* *(M) = H"*(M). Nach Konstruktion
hat n einen Représentanten mit Tréger in U, es geniigt daher zu zeigen, dass n

Poincaré Dual zu S ist. Fiir jedes a € H*(M) gilt jedoch, siche Satz II.2.1@,

/Ma/\n:/MaAj*(go_l)*qbz/Uj*aA(SO_l)*¢

=/ sO*j*aMb:/O*w*j*aZ/(jWOO)*a:/L*a,
TLS S S S

und somit 7 = ng. Daraus erhalten wir nun auch t*ng = t*n = (*j. (o7 1)*¢ =
o' =erig. 0

I1.2.5. Proposition (Natiirlichkeit der Thom und Euler Klassen). Es sei f :
M — N ein glatte Abbildung zwischen geschlossenen Mannigfaltigkeiten und E
ein orientiertes Vektorbindel vom Rang k diber N. Versehen wir das Pullback
Biindel f*E mit der induzierten Orientierung, dann gilt ¢pop = f*¢r € HF(f*E)
und epp = frep € H*(M), wobei f: f*E — E den kanonischen Vektorbiindel-

homomorphismus tiber f bezeichnet.

BEWEIS. Fiir jedes z € M ist f, : (f*E), — E(z) ein orientierungsbewah-
render linearer Isomorphismus und daher f( FE). fop = [ By ¢or = 1. Da diese
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Eigenschaft die Thom Klasse von f*E charakterisiert folgt f*¢p = ¢p+p. Be-
zeichnet o : N — E den Nullschnitt von £ und 6 : M — f*FE den Nullschnitt
von f*E, dann gilt offenbar foo =00 f : M — E und somit ep+p = 0"¢sp =
0" f*¢p = (fo0)'¢p = (00 [)" = [f'0"dp = [rep. O

I1.2.6. Proposition (Thom und Euler Klasse einer Whitney Summe). Es seien
E und F zwei orientierte Vektorbiindel vom Rang k bzw. [ tber einer geschlosse-
nen Mannigfaltigkeit M. Versehen wir E & F mit der induzierten Orientierung,
dann gilt dper = Tiop ATior € HYY E @ F) und epgr = ep A ep € HMY(M),
wobei m : E®F — E undmy: E®F — F die beiden kanonischen Vektorbiindel-
homomorphismen bezeichnen.

BeEwEls. Fiir jedes € M induzieren die faserweisen Projektionen (), :
(E® F), — E, und (m), : (E® F), — F, einen orientierungsbewahrenden
Isomorphismus (E & F'), = E, x F,. Es folgt somit

[y (mes Amior) = [ (i) o A (ra)iE) 6
(BOF)s

FE,xFy
= / (E)op- | (L)yer=1-1=1
z Fy

Da diese Eigenschaft die Thom Klasse von E & F' charakterisiert erhalten wir
die gewiinschte Relation ¢per = mi¢r A m5¢pr. Bezeichnet o : M — E @ F
den Nullschnitt, dann ist offenbar 01 := 7 o0 : M — E der Nullschnitt in
F und 09 := my 00 : M — F der Nullschnitt in F. Somit erhlaten wir auch
eppr = 0% Qpgr = O (ﬂng/\ﬂ;gzﬁF) = 0"l PpNO* T = (1100)* PR (1200)* Pp =
OTQbE/\O;(bF :€E/\€F. ]

11.2.7. Beispiel. Besitzt ein Vektorbiindel F einen nirgendwo verschwindenden
Schnitt, dann gilt ez = 0. Ein Schnitt s € I'(£) ohne Nullstelle definiert ndmlich
einen faserweise injektiven Vektorbiindelhomomorphismus &' — E, dessen Bild
ein Teilbiindel von E bildet. Bezeichnet F' ein komplementéares Teilbiindel, so
folgt £ = ¢! @ F und mit Proposition daher egp = ea Aep = 0, denn
egr = 0 nach Beispiel . Fassen wir 5"~ C C" auf, dann definiert X (z) :=
iz ein Vektorfeld X € X(T'S?"!) = I'(T'S*"~1) ohne Nullstelle, es folgt daher
e(TS*™ 1 =0,n>1.

11.2.8. Satz. Ist M eine orientierte geschlossene n-Mannigfaltigkeit, dann gilt

/ eTmM = X(M)
M
BewEIS. Aus Korollar [[.7.23], Satz [[T.2.4] und Proposition folgt

X(M):/HA:/eTLA:/ (5*€TlA:/ Es*TLA,
A A M M
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wobei 6 : M = A C M x M, §(z) = (z,z). Es geniigt daher §*T+A = TM
zu zeigen. Beachte hierfiir, dass TM — T (M x M)|a, X +— (0,X), einen Vek-
torbiindelhomomorphismus iiber ¢ definiert, der einen faserweise bijektiven und
orientierungserhaltenden Homomorphismus TM — T+A iiber ¢ induziert, und
daher einen orientierungsbewahrenden Isomorphismus TM £ §*T+A liefert. [

11.2.9. Satz. FEs seien M und N zwei orientierte geschlossenen Mannigfaltigkei-
ten der Dimensionen m und n. Weiters sei S C N eine geschlossene orientierte
k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit von N und f : M — N transversal zu S.
Versehen wir die geschlossene Teilmannigfaltigkeit f=1(S) € M mit der indu-
zierten Orientierung, siche Proposition[IL.1.13, dann gilt fiir ihr Poincaré Dual

Nr-1(8) = fns.

BEWEIS. Es bezeichne ¥ := f~1(S) C M. Weiters seien ¢ : T+ 2 U C M
und ¢ : TS =V C N tubulire Umgebungen von Y bzw. S, sodass f(U) C V,
siehe Satz|[1.1.16, Betrachte F' := 1o flyop : T+Y — T+S. Wiihle eine kom-
pakte Umgebung K von S C N, sodass f~1(K) C V. Es bezeichne ¢g € QF(T+S)
einen Reprisentanten der Thom Klasse von TS mit supp(¢s) € v~ (K). Nach
Satz geniigt es zu zeigen, dass F*¢g € QF(T+Y) die Thom Klasse von T+%
reprasentiert. Sei dazu x € ¥. Wegen der Charakterisierung der Thom Klasse
in Satz geniigt es sziE F*¢s = 1 zu zeigen. Nach Proposition gilt
[ris f*ds =1, wobei f den Vektorbiindelhomomorphismus T'f|s : T+% — TS
iiber fls : ¥ — S bezeichnet, siehe Proposition . Mit einem Homotopiear-
gument lésst sich schliefflich foLE frog = foLE F*¢g zeigen. 0

I1.2.10. Bemerkung. Als Spezialfall von Satz erhalten wir die Formel
fiir den Abbildungsgrad in Satz [[.6.3] Ist ndmlich f : M — N eine glatte Ab-
bildung zwischen nicht-leeren zusammenhéngenden orientierten geschlossenen n-
Mannigfaltigkeiten und y € M ein reguldrer Wert von f, so folgt fiir das Poincaré
Dual der O-dimensionalen Teilmannigfaltigkeit f~!(y) C M aus Satz sofort
N1y = f*ny, wobei n, € H"(N) das Poincaré Dual der einpunktigen Teilman-
nigfaltigkeit {y} € N bezeichnet. Da [ n, = 1 folgt mit

deg(f)Zdeg(f)/Nnyz/Mf*nyz/Mnf1<y>=/f_1(y)1= D> @)

wobei e(x) € {£1} wie in Satz gegeben ist, denn die induzierte Orientierung
von z € f~!(y) ist genau dann positiv wenn T}, f orientierungsbewahrend ist.

11.2.11. Korollar. Es seien S7 und Sy zwei transversale orientierte geschlossene
Teilmannigfaltigkeiten einer orientierten geschlossenen Mannigfaltigkeit M. Ver-
sehen wir die geschlossenen Teilmannigfaltigkeit S1 NSy C M mit der induzierten
Orientierung, siehe Bemerkung dann gilt fiir ihr Poincaré Dual

Ns1nS2 = N8y N\ 1S,
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BEWEIS. Es bezeichne ¢y : So — M die kanonische Inklusion. Wir versehen
S1NSy; = Lgl(Sl C S5 mit der induzierten Orientierung, vgl. Bemerkung [[1.1.15]
Nach Satz [I1.2.9 gilt daher 7,-1(g,) = t3ns,. Fiir jedes a € H*(M) folgt somit

/ a:/ a:/ G//\77L2—1(Sl):/ a/\Lanlz/ aAns, Nns,,
S1NS? 13 1(S1) 32 Sy M

also ns,ns, = Ns, A 1s,- 0

I1.2.12. Beispiel. Es sei M = S™ x S™ n,m > 1, und (zg,99) € S™ x S™.
Betrachte die beiden Teilmannigfaltigkeiten X1 := S™ x {yo} und g := {0} x S™
von M und bezeichne ihre Poincaré Duale mit a; := ny, € H™(M) bzw. ay :=
Ny, € H"(M). Beachte, dass ¥; und ¥, transversal sind, und sich nur in einem
Punkt schneiden. Aus Korollar folgt daher 0 # a; A az € H™ ™ (M). Sei
nun yo # y, € S™ und ¥} := S" x {y,}. Da die Inklusionen S™ = ¥, C M
und S™ = X} € M homotop sind gilt auch a; = 7y und aus Korollar
folgt a; A a; = 0, denn ¥; N} = (. Analog lisst sich die Relation as A az = 0
geometrisch verstehen.

11.2.13. Beispiel. Ist X eine zusammenhéngende geschlossene orientierte Fléche
vom Geschlecht g, dann existieren 1-dimensionale zu S' diffeomorphe Teilman-
nigfaltigkeiten A;,..., A, und By, ..., By von ¥ mit folgenden Eigenschaften:
(a) AZQAJ :Q), BzﬂBJ :Q)U_Ild Asz] :Q)fur 8411627&]

(b) A; und B; schneiden sich in genau einem Punkt transversal.

(c) Es existiert eine zu A; homotope Teilmannigfaltigkeit A} mit A; N A} = .
(d) Es existiert eine zu B; homotope Teilmannigfaltigkeit B; mit B; N B, = (.
Es bezeichne a; € H'(X) das Poincaré Dual von A; und b; € H'(X) das Poincaré
Dual von B;. Aus Korollar folgt nun

CLi/\CLj:O:bZ'/\bj, ai/\bjzél-j

fiir geeignete Wahlen der Orientierungen von A; und B;. Daraus sehen wir, dass
aiy...,a4,b1,...,b, € H(X) linear unabhigig sind und daher eine Basis von
H'(X) bilden, denn b (%) = 2g.

I1.2.14. Beispiel. Jede injektive lineare Abbildung ¢ : CK! — C"*! indu-
ziert eine Einbettung ¢ : CP* — CP", dh. ((CP*¥) C CP”" ist eine Teilman-
nigfaltigkeit und ¢ ist ein Diffeomorphismus auf sein Bild. Wir zeigen zunéchst,
dass das Poincaré Dual dieser Teilmannigfaltigkeit nicht von ¢ abhéngt. Sind
01,9 : CH1 — C"*! zwei injektive lineare Abbildungen, dann existiert ein
linearer Isomorphismus ¢ : C**! — C"*! mit oy = g o ;. Da GL,,;1(C) zusam-
menhéngend ist, existiert eine glatte Kurve g; € GL,;1(C) von go = idga+1 nach
g1 = g. Diese induziert eine Homotopie CP* x I — CP" von ¢; : CP* — CP"
nach 5 : CP* — CP"™, wobei «; die von ¢; induzierte Einbettung bezeich-
net. Daraus folgt nun, dass ¢;(CP*) und 1,(CP*) das selbe Poincaré Dual ha-
ben. Es bezeichne nun a;, € H?*(CP") das Poincaré Dual von CP"™* C CP",
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0 <k <mn. Sind 0 < ki,ky und k1 + ks < n, dann existieren injektive li-
neare Abbildungen ¢; : C* %+t — C™! mit img(p;) + img(p2) = C*** und
dim(img(y1) Nimg(¢2)) = n — k; — ko + 1. Die davon induzierten Einbettun-
gen ¢, : CP"™™ — CP" und ¢, : CP" % — CP" sind transversal und es gilt
11 (CP™™M) M 15 (CP™ ™) = CP" ™ ~*2_ Aus Korollar folgt daher ay, 1, =
ay, A ay,. Insbesondere sind alle a;, # 0, denn a,, # 0. Mit ¢ := a; € H?*(CP") er-
halten wir auch a;, = ¢*, vgl. Korollar . Die graduierte Basis {1,¢,c?,...,c"}
von H*(CP") besteht daher gerade aus den Poincaré Dualen der Teilmannigfal-
tigkeiten CP¥ C CP™, 0 < k < n.

I1.2.15. Satz (Fixpunktformel von Lefschetz). Es sei M eine geschlossene ori-
entierte glatte n-Mannigfaltigkeit und f : M — M glatt, sodass alle Fixpunkte
nicht-degeneriert sind, dh. fir jedes x € M mit f(z) = x ist det(T, f—idr, ) # 0.
Dann hat f nur endlich viele Fizpunkte und es gilt, siehe Definition

S inda(f) = A(F).

fla)==
wobei ind,(f) := signdet(idr,pr =715 f), fir jeden Fizpunk x von f.

BEWEIS. Zunédchst bemerken wir, dass die Nichtdegeneriertheitsvoraussetz-
ung an die Fixpunkte gerade bedeutet, dass die Diagonalabbildung 6 : M —
M x M transversal zum Graphen G ist. Die Tangentialabbildung der Diagonalab-
bildung ist nédmlich 7,6 = (idgp, ar, idgyar) : ToM — To M X T, M =T (M x M)
und die Ableitung von (idyy, f) : M — Gy € M x M bei einem Fixpunkt x = f(z)
ist (idp,ar, Tof) : ToM — ToM X T M = Ty 5)(M x M). Deren Bilder spannen
genau dann ganz T{, ) (M x M) auf, wenn idgp,ps =T, f ein Isomorphismus ist.
Die Menge der Fixpunkte, 6 '(Gy) = {# € M | f(z) = x}, ist daher eine kano-
nisch orientierte O-dimensionale abgeschlossene Teilmannigfaltigkeit von M. Da
M kompakt ist, kann es also nur endlich viele Fixpunkte geben. Nach Definition
des Poincaré Duals folgt daher

/M%l(cf) N /5_1(Gf) L= > indi(f), (IL3)

flz)==
denn die induzierte Orientierung eines Fixpunktes z € 6~ (G) ist genau ind, (f).
Fiir die letzte Behauptung sei Xy, ..., X,, eine positiv orientierte Basis von T, M.

Ein Fixpunkt z € §71(G}) ist genau dann positiv orientiert, wenn

Xl Xn X1 Xn
Tacle . Tacan ’ Xl Y Xn 7

eine positiv orientierte Basis von T{, ) (M x M ) =T, M x T, M bildet, und dies ist
genau dann der Fall wenn det(idg, »s =77 f) > 0 gilt, denn die Basis oben definiert
die gleiche Orientierung wie

(0)(0) Coan - 2) (it 10 )
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Nach Satz gilt weiters ns-1q,) = 0"ng,. Zusammen mit Satz
erhalten wir daraus

/ 776—1(Gf) :/ 6*77Gf = / ne, = A(f)
M M A

Kombinieren wir dies mit (I1.3)), so folgt der Satz. O

11.2.16. Korollar. Es sei M eine geschlossene orientierte glatte n-Mannigfal-
tigkeit und f : M — M glatt mit \(f) # 0. Dann besitzt f einen Fizpunkt.

11.2.17. Beispiel. Ist n gerade, dann besitzt jede glatte Abbildung f : CP" —
CP" einen Fixpunkt. Sei dazu o € R mit o = f* : H*(CP") — H?*(CP"). Nach
Bemerkung [[.5.24) gilt dann A(f) =1+ a+a?+ - +a" = (1 —a"")/(1 — a).
Da n gerade ist, folgt A(f) # 0, also muss f einen Fixpunkt besitzen, siehe
Korollar [T.2.76l

11.2.18. Satz. Es sei E ein orientiertes Vektorbiindel vom Rang k idiber einer
geschlossenen orientierten glatten n-Mannigfaltigkeit M. Weiters sei s € I'(E)
ein Schnitt der transversal zum Nullschnitt ist. Dann ist die Nullstellenmenge
S:=s10)={z e M| s(x) =0} C M eine geschlossene kanonisch orientierte
(n — k)-dimensionale Teilmannigfaltigkeit mit Poincaré Dual ns = e € H*(M).

BEWEIS. Es bezeichne ¢p € H¥(E) die Thom Klasse von E. Genau wie im
Beweis von Satz ldsst sich zeigen, dass s*¢p Poincaré Dual zu S ist. Da
s : M — E homotop zum Nullschnitt ist, folgt ep = 0*¢p = s = ns. 0

Es sei F ein Vektorbiindel iiber M. Wir erinnern uns an den kanonischen
Isomorphismus TE|y; = TM @ E und bezeichnen die Projektion auf den zweiten
Summanden mit 7 : TE|y — E. Ist nun # € M eine Nullstelle eines Schnitts s €
['(E), so erhalten wir eine lineare Abbildung D,s: T,M — E,, D,s := m, o T}s.
Spezialisieren wir dies zu £ = T'M, so erhalten wir fiir jede Nullstelle x € M eines
Vektorfeldes X € X(M) eine lineare Abbildung D, X : T, M — T, M. Beziglich
einer Karte M D U % R" um z gilt X|p = X' -2 +---+ X2 X7/ € C=(U,R),

] Oul oum?
und D, X - 52 (z) = > i 9X ()52 (), dh. die Matrixdarstellung von D, X
beziiglich der Basis 32 (z) von T, M ist gerade 237 (z). Eine Nullstelle z € M von

X € X(M) wird nicht-degeneriert genannt, falls det(D,X : T,M — T, M) # 0.

I1.2.19. Satz (Poincaré—Hopf). Es sei M eine orientierte glatte n-Mannigfaltig-
keit und X € X(M) ein Vektorfeld dessen Nullstellen alle nicht-degeneriert sind.
Dann besitzt X nur endlich viele Nullstellen und es gilt

> indo(X) = x(M),
X(z)=0

wobei ind, (X) = signdet(D, X : T,M — T, M).
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BEWEIS. Es bezeichne S := X1(0) = {z € M | X(2) = 0} die Nullstellen-
menge von X. Wir werden unten sehen, dass die Nichtdegeneriertheitsvorausset-
zung gerade bedeutet, dass X transversal zum Nullschnitt ist. Nach Satz
ist S daher eine kanonisch orientierte kompakte 0-dimensionale Teilmannigfaltig-

keit von M mit Poincaré Dual ng = erps. Insbesondere ist S endlich, also besitzt
X nur endlich viele Nullstellen. Mit Satz [[I.2.§] folgt nun

xX(M) :/eTM—/Tls—/ Z ind, (

denn die induzierte Orientierung von x € S ist gerade ind,(X). Um die letzte
Behauptung einzusehen, sei &, ...,&, eine positiv orientierte Basis von T, M.
Beziiglich des orientierungsbewahrenden Isomorphismus 7, 7M = T, M & T, M
gilt T, X - & = (&, D, X - &), also ist X genau dann transversal zum Nullschnitt

Do) (of ) (nf) oo

eine Basis von T, M & T, M = T,TM bildet, und dies ist genau dann der Fall,
wenn det(D,X) # 0 gilt. Beachte auch, dass die Basis genau dann positiv
orientiert ist, wenn sign det(D,X) > 0 gilt, die induzierte Orientierung von z € S
ist daher genau ind,(X). O

I1.2.20. Beispiel. Ist X € X(5?") ein Vektorfeld dessen Nullstellen alle nicht-
degeneriert sind, dann muss X mindestens zwei Nullstellen besitzen. Dies folgt

aus Satz [I1.2.19) denn x(S5%") = 2.

I1.2.21. Beispiel. Ist M eine orientierbare Mannigfaltigkeit mit x (M) # 0, dann
muss jedes Vektorfeld auf M eine Nullstelle besizten.

I1.3. Kovariante Ableitung und Paralleltransport. Es sei F ein Vek-
torbiindel iiber M. Unter einer kovarianten Ableitung oder linearen Konnexion
auf F verstehen wir eine Abbildung

V:X(M)xT(FE)—>T(E), (X,s) — Vxs,

sodass fiir alle X,Y € X(M), s,t € I'(E) und f € C*(M) gilt:
(a) VX+yS = VXS + Vys
( ) foS = fVXS
(C) VX<S + t) = VXS + th
(d) Vx(fs) = fVxs+(X-[)s

Aufgrund der C*°(M)-Linearitit in X kann eine kovariante Ableitung dqui-
valent als linearer Operator V : I'(F) — I'(T*M ® E) aufgefasst werden, fiir den
die Leibniz Regel V(fs) = fVs+df @ s gilt, s e I'(E), f € C®(M).

Beachte weiters supp(Vs) C supp(s), dh. V ist ein lokaler Operator. Zu jedem
x ¢ supp(s) existiert namlich A € C°°(M) mit supp(A) Nsupp(s) = 0, A(z) =
und dA(z) = 0. Es gilt daher As = 0, und mit der Leibniz Regel erhalten wir
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0=V(As) =AVs+dA\® s, also (Vs), = 0. Ist U C M offen dann folgt aus der
Lokalitét, dass (Vs)|y € I'(T*M ® E|y) nur von s|y € I'(E|y) abhéngt, dh. V
schriinkt sich zu einer kovarianten Ableitung Vv auf E|y ein.

11.3.1. Beispiel. Ist £ = M xV ein triviales Vektorbiindel, so definiert Vs := ds,
dh. Vxs = X - s, eine lineare Konnexion, X € X(M), s € C*(M,V) = ['(E).

Diese wird als triviale Konnexion bezeichnet.

I1.3.2. Beispiel. Ist M C RY eine Teilmannigfaltigkeit, dann bildet die in [3]
Abschnitt 3.6] konstruierte Levi-Civita Ableitung V eine kovariante Ableitung
auf T'M.

Wir definieren die Menge der FE-wertigen ¢g-Formen durch
QUM E) =T(AT"M ® E).

Elemente von Q(M; E) konnen kanonisch mit C*°(M )-multilinearen alternieren-
den Abbildungen X(M) x (M ) — T'(F) identifiziert werden. Fiir E = ¢! =
M x R erhalten wir Q4(M ) Q4(M) zuriick. Beachte auch Q°(M; E) = T'(E).
Ist f: N — M glatt, so deﬁnieren wir f*: QI(M; FE) — QUN; f*E),

(f0)e(Ya,.. ., Yy) i= 04y (Tuf - Vi,..., Tuf -Y,),  Yi€T,N.

Beachte auch (fog)* =g*o f*: QUM; E) — QUM;g* f*E) = QUM;(fog)E)
fiir jede weitere glatte Abbildung g : P — N.

11.3.3. Proposition. Jedes Vektorbiindel besitzt lineare Konnexionen. Ist' V eine
lineare Konnezion auf E und A € Q*(M;end(F)) = I'(T*M @ end(E)), dann ist
auch V + A eine lineare Konnezion auf E. Jede weitere lineare Konnezion V auf
E lisst sich als V = V + A fiir ein eindeutig bestimmtes A € QY(M;end(E))
schreiben, dh. Vxs = Vxs + A(X)s fir alle X € X(M) und s € T'(E). Die
Menge der linearen Konnexionen auf E bildet daher einen affinen Raum idiber
dem Vektorraum Q' (M;end(F)).

BEwEIS. Um die Existenz einer linearen Konnexion auf F einzusehen, wéhlen
wir Vektorbiindelkarten E|y, = U; x V; mit |J, U; = M. Nach dem vorangehenden
Beispiel existieren lineare Konnextionen VFIUi auf den trivialen Vektorbiindeln
E|y,. Sei nun {\;} eine der offenen Uberdeckung {U;} untergeordnete Partition
der Eins, \; € C*°(M), supp(\;) C U; und >, \; = 1. Der offensichtlich lineare
Operator

V:I(E)=T(T"M®E), Vs:=Y \NVIu(s|y),

bildet eine lineare Konnexion auf F, denn fiir f € C*°(M) folgt

= SNV (fslg) = STASVI(s],) + Ai(df)s = fVs + (df)s.
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Eine einfache Rechnung zeigt, dass fiir jedes A € Q'(M;end(E)) auch
Vxs:=Vxs+ A(X)s

eine lineare Konnexion auf £ bildet. Sind umgekehrt V und V zwei lineare Kon-
nexionen, dann ist A(X)s := Vxs— Vxs in beiden Variablen C*°(M)-linear und
definiert daher einen Schnitt A € Q'(M;end(F)). O

11.3.4. Proposition. Ist E ein Vektorbiindel iber M, ¥V eine kovariante Ablei-
tung auf E und f : N — M glatt, dann existiert auf dem Pullback Bindel f*FE
genau eine kovariante Ableitung VP = f*V, sodass

VIE(fs) = [*(Vs), (IL5)
fiir alle s € T'(E), dh. Vé*E(s o f) =V, rys fir jedes Y € TyN. Zudem haben
wir f*(V + A) = f*V + f*A fiir jedes A € Q' (M;end(E)). Ist g : P — N glatt
dann gilt weiters idy, V = V und g*f*V = (f o g)*V bis auf die kanonischen
Isomorphismen idy, E = E und g*f*E = (f o g)*E.

BEWEIS. Es sei E|y & U x V eine Vektorbiindelkarte, U := f~'(U) und
[FE|; = U x V die entsprechende Vektorbiindelkarte des Pullback Biindels. Nach
Proposition existiert A € QY(U;end(V)), sodass Vxs = X - s + A(X)s,
fiir alle s € F(E]U) = C®(U,V) und X € T,U. Betrachte nun A := f*A €
QYU,end(V)), A(Y) = A(T,f -Y), Y € T,U. Es definiert dann

Vys: =Y 54+ AY)5 YeT,U iel(fEly)=C®U,V)
eine kovariante Ableitung auf f*E|;. Nach Konstruktion gilt

Vy(sof)=Y - (sof)+AY)(sof)
=(T,f-Y) s+ AT, f Y)s(f(y) = Vr,rvs

fir alle s € I'(E|y) = C®°(U,V) und Y € TyU. Eine einfache Uberlegung zeigt,
dass V die einzige kovariante Ableitung auf f*E |7 mit dieser Eigenschaft ist. Ist
nun Ely, 2 U; x V; ein Vektorbiindelatlas und bezeichnen V? die eben konstru-
eirten kovarianten Ableitungen auf f*E|;-1,), dann miissen wegen der Eindeu-
tigkeitsaussage oben, je zwei davon auf 1hrem gemeinsamen Definitionsbereich
iibereinstimmen. Diese V'’ definieren daher eine kovariante Ableitung V/™F auf
[*FE fiir die (IL.5)) gilt. Die verbleibenden Eigenschaften lassen sich nun leicht mit
Hilfe der Eindeutigkeit zeigen. 0

I1.3.5. Beispiel. Ist V eine kovariante Ableitung auf einem Vektorbiindel E iiber
M und ist f : N — M eine konstante Abbildung f(y) = zo, dann erhalten wir
eine kanonische Trivialisierung f*E = N x E,, und die zuriickgezogene Konnexion
f*V auf f*E stimmt mit der trivialen Konnexion iiberein.

I1.3.6. Beispiel. Ist V eine kovariante Ableitung auf einem Vektorbiindel E
iitber M, und Bezeichnet ¢ : U — M die Inklusion einer offenen Teilmenge, dann
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haben wir einen kanonischen Isomorphismus (*FE = F|y und die zuriickgezogene
Konnexion ¢*V stimmt mit der Einschrinkung VZv iiberein.

Es sei V eine lineare Konnexion auf einem Vektorbiindel p : £ — M, und es
bezeichne VP'F = p*V die induzierte Konnexion auf dem Pullback Biindel p*E
iber E. Wir fassen die identische Abbildung auf E als x € I'(p*F) auf und setzen
PV :=VPEx ¢ QYE;p*E) = '(T*E ® p*E). Fiir jeden Schnitt s € ['(E) gilt

Vs =s*(PY) € QY(M; E) = QY(E;s*p*E), (IL.6)

denn s*PY = s*VP'Ex = VP Es*x = Vs, daja s*p*E = (po s)*E = id}, E =
E, s'p*V = (po s)*V = id};V = V und s*x = s, sieche Proposition
oben. Fassen wir PV mit Hilfe des kanonischen Isomorphismus p*E = V E, siche
Beispiel [[1.1.12] als Vektorbiindelhomomorphismus PV : TE — VE C TE auf,
dann wird PV als vertikale Projektion bezeichnet, es gilt

PYoPV =P und img(PY)=VE. (IL.7)

Bezeichnet nédmlich ¢ : E, — E die Inklusion einer Faser, dann folgt /*p*F =
(pou)*E = ¢tE = E, X E; und *p*V = (po1)*V = ¢tV = d, siehe Beispiel [[1.3.5]
folglich *PY = *VP Px = VP Fix = didg, = id,-g. Dies zeigt PleE =1idyg
und damit ([I.7). Nach Proposition [[1.1.19|bildet daher HY := ker(PV) C T'E ein
zu V E komplementires Teilbiindel, VE @ HY = TE, das sogenannte horizontale
Biindel. Zudem liefert die Einschrankung der Tangentialabbildung der Projektion
Tp:TE — TM einen Isomorphismus T'p : HY = p*T'M.

11.3.7. Beispiel. Bezeichnet V = d die triviale Konnexion auf dem trivialen
Vektorbiindel E = M x V, dann gilt HY = ker(T'py), wobei p, : E — V die
kanonische Projektion bezeichnet.

11.3.8. Beispiel. Es sei V eine lineare Konnexion auf einem Vektorbiindel E
iitber M und f: N — M glatt. Weiters bezeichne f : f*E — E den kanonischen
Vektorbiindelhomomorphismus iiber f. Fiir das horizontale Biindel des Pullback
Biindels gilt dann H/™Y = (Tf)"'(HY) und P/"V = f*PV.

11.3.9. Bemerkung. Der von einer linearen Konnexion V auf E induzierte Iso-
morphismus p*T'M = HY erlaubt es Vektorfelder auf der Basis X € X(M) zu

Vektorfeldern X = p*X € D(p*TM) = I'(HV) C X(F) am Totalraum zu liften.
Dieses Vektorfeld X € X(F) wird als horizontaler Lift von X bezeichnet und ist
durch seine Eigenschaften Tpo X = X o p und X(e) € HY, e € E, eindeutig
bestimmt. Der horizontale Lift ist i.A. nicht mit der Lie Klammer von Vektorfel-
dern vertriglich, [X,Y] # [X,Y], wir werden dieses Phéinomen in Abschnitt [[1.4
genauer untersuchen, siehe Proposition unten.

11.3.10. Bemerkung. Es sei V eine kovariante Ableitung auf einem Vektorbiin-
del p: E'— M, und ¢ : I — M eine glatte Kurve. Unter einem Schnitt von E
lings ¢ verstehen wir eine glatte Kurve s : I — FE, sodass po s = ¢. Aquivalent
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kann ein Schnitt ldngs ¢ als Schnitt des Pullback Biindels ¢* E aufgefasst werden.
Die induzierte Konnexion auf ¢*E erlaubt es daher Schnitte ldngs ¢ kovariant
abzuleiten, Vg;E s ist ja wieder ein Schnitt lings c. Es ist {iblich diese kovariante
Ableitung mit Vs = Vg:Es zu bezeichnen. Beachte jedoch, dass Vs keine
kovariante Ableitung im urspriinglichen Sinn darstellt, denn s ist ja kein Schnitt
von E. Der entscheidende Punkt ist, dass fiir § € I'(E) der Ausdruck

Vews = (5PY)(c(t) = PY(T5- () = PY((500)(t) = ((500)"PY)(d,)

nur von dem Schnitt s = 5o ¢ ldngs ¢ abhéngt. Ist s : I — FE ein Schnitt
langs ¢ : I — M und gilt ¢(ty) # 0, dann existiert § € I'(E), sodass Soc¢ = s
lokal um ty, und nach also V§ s = V5, wobei auf der rechten Seite nun
die urspriingliche kovariante Ableitung der Ausdehnung § steht. Diese ist daher
unabhéngig von der Ausdehnung und rechtfertigt die Schreibweise Vs = Vg;E s.

Es sei V eine lineare Konnexion auf einem Vektorbiindel p : £ — M, und
es bezeichne HY C TFE das entsprechende horizontale Teilbiindel. Weiters sei
s : I — E ein Schnitt lings ¢ = pos : I — M. Die Kurve s wird horizontal
genannt, falls §'(t) € HZt) fiir alle t € I gilt. Nach Proposition ist dies genau
dann der Fall wenn s, aufgefasst als Schnitt von ¢*E parallel ist, dh. V<5 = 0
oder dquivalent ng s = 0. Mit der Notation von oben bedeutet dies Vs = 0,
dh. s ist parallel langs c.

I1.3.11. Satz (Paralleltransport). Es sei V eine lineare Konnexion auf einem
Vektorbiindel p : E — M. Weiters sei I C R ein Intervall, ¢ : I — M eine
glatte Kurve, to € I und eq € Eouy). Dann existiert eine eindeutige horizontale

Kurve s : I — FE, sodass pos = ¢ und s(ty) = ey. Diese Kurve s wird als
Paralleltransport von eq langs ¢ bezeichnet, wir schreiben dafiir auch
pt;lio : Ec(to) - Ec(tl)’ ptghto(eo) = S(t1)7 t07t1 S I.

Der Paralleltransport hat folgende Figenschaften:

(a) Pti, 4y ¢ Eetto) = Eeqy) ist ein linearer Isomorphismus, to,t1 € 1.

(b) ptfmto = idEc(tO)7 toe I.

(¢) ptf, s, ©DbE, 4 = DL, 4y Lo, t1,t2 € 1.

(d) ptih, = D) pito) | Eetolto)) = Ee(ptrr)): fir jede glatte Abbildung zwischen
Intervallen p: J — I, ty,t1 € J.

(e) Der Paralleltransport hingt glatt von ¢ ab, dh. ist h : N x I — M glatt dann
liefert der Paralleltransport einen Vektorbiindelisomorphismus hiE = h*E,

(2, t,0) = ptisw, (2,8) € N X T, 0 € By = Enow) (IL.8)
wobei hg : N x I — M, ho(x) := h(x,to).

BEWwWEIS. Um die Existenz und Eindeutigkeit von s zu zeigen betrachten wir
zundchst das lokale Problem. Sei also E|y = U x V eine Vektorbiindelkarte
und J C [ ein Teilintervall mit ¢(J) € U. Nach Proposition [I1.3.3| existiert
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A € QYU;end(V)), sodass VFIU = d + A. Fassen wir s € C*°(J, V) als Schnitt

langs c|; : J — U auf, so ist dieser genau dann horizontal, wenn

s'(t) + A(d(t))s(t) = 0. (I1.9)
Dies ist eine gewohnliche (nicht autonome) lineare Differentialgleichung erster
Ordnung fiir s. Nach dem Satz von Picard-Lindelof besitzt diese Gleichung auf
ganz J definierte eindeutige Losungen zu jedem Anfangswert s(tg) = eg, to € J.
Wegen der Eindeutigkeit folgt nun leicht, dass sich diese lokalen Losungen zu
einem globalen horizontalen Schnitt s : I — FE ldngs ¢ zusammenfiigen lassen,
Vg;Es = Vus =0, pos =c, s(ty) = ep. Die Eigenschaft @ ist trivialerweise
erfiillt. Auch () folgt sofort aus der Eindeutigkeit des Paralleltransports. Daraus
erhalten wir nun auch @, denn ptg , optf , = pty 4, = idg,, , also ist ptg ,
inverse zu pt; , . Beachte auch, dass die Losung s linear vom Anfangswert ey
abhéngt, denn aus Vusy = 0 = Vs folgt Ve (s1+53) = Ves;+Vess = 040 = 0.
Behauptung @ folgt aus , denn mit V¢ Fs = 0 gilt aufgrund dieser Rela-
tion auch V(@) E(s0 p) = VI Fprs = p*VEs = p*0 = 0, also ist s o p der
Paralleltransport ldngs co p. Um @ einzusehen, erinnern wir uns daran, dass die
Losungen der Differentialgleichung glatt von den Koeffizienten A(c/(t)) und
der Anfangsbedingung abhéngen, und daher ein glatter Vektorbiindelhomo-
morphismus ist. Nach @ ist dieser faserweise bijektiv, also ein Isomorphismus,

siehe Proposition |[I.1.5] [l

I1.3.12. Bemerkung. Sind ¢; und ¢; zwei glatte Kurven von c¢;(ty) = ca(to)
nach ¢;(t1) = co(t1), dann wird der Paralleltransport lings ¢; i.A. vom Parallel-
transport lings c; verschieden sein, pt; , # pt;? ;. Wir werden dieses Phinomen

in Abschnitt [[T.4] genauer untersuchen, siehe Satz unten.

11.3.13. Korollar. Ist E ein Vektorbiindel iber M und sind f ~ g : N — M
zwei homotope glatte Abbildungen, dann gilt f*E = g*E.

BEWEIS. Wibhle eine lineare Konnexion auf E, siehe Proposition [[I.3.3] Nach
Voraussetzung existiert eine glatte Abbildung h : N x [ — M mit h(z,0) = f(x)
und h(z,1) = g(x), € N. Nach Satz liefert der Paralleltransport
einen Isomorphismus h*E = h{E, wobei hg : N x I — M, ho(x,t) := h(z,0).

Bezeichnen nun ¢g,¢; : N — N x I die beiden Inklusionen ¢o(z) := (x,0) und
t(x) = (z,1), so folgt ¢*E = (how))*E = h*E = ,;h{E = (hgo11)*E = f*E,
denn offensichtlich gilt Aoty = g und hgoty = f. O

I1.3.14. Korollar. Uber kontrahierbaren Mannigfaltigkeiten ist jedes Vektorindel
trivilisierbar und insbesondere orientierbar.

BEWwWEIS. Fiir kontrahierbare Mannigfaltigkeiten M ist die identische Abbil-
dung homotop zu einer konstanten Abbildung, idy; ~ ¢,,, xo € M. Fiir jedes Vek-
torbiindel E iiber M erhalten wir mittels Korollar einen Isomorphismus
E=idy, FE=c;, E. Dac, E =M x E,, trivialisierbar ist, siche Beispiel ,
folgt die Behauptung. U
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I1.3.15. Bemerkung. Es sei s € I'(E), x € M und X € T, M. Weiters sei
¢: 1 — M eine glatte Kurve mit ¢(0) = z und ¢/(0) = X. Dann gilt

Vs = lim ¢ (ptg,(s(c(t))) — s(x)),

siehe Aufgabe . Beachte, dass der Ausdruck 1 (s(c(t)) — s(z) keinen Sinn macht,
denn s(c(t)) € B4 und s(x) € E, liegen in verschiedenen Vektorrdumen.

Sind F und F zwei Vektorbiindel iiber M mit linearen Konnexionen V¥ und
V¥, so erhalten wir eine induzierte Konnexion auf E @ F,
Vi (s@t) .= Vs @ Vit

wobei X € X(M), seI'(E), te(F)und s@te(E)eI'(F)=T(EaF).
Ebenso erhalten wir eine induzierte Konnexion auf hom(E, F'),

(VP ED0)(s) = VE(8(s)) — 6(VEs), (I1.10)
wobei ¢ € T'(hom(E, F)) = Leey(T'(E),I'(F)), X € X(M) und s € T'(E).

Beachte dazu, dass die rechte Seite C°°(M)-linear in den Variablen s und X
ist, dh. VPm(EFg ¢ T(T*M ® hom(FE, F)), und auch die Leibniz Regel gilt,
Vhn(EE) () = [VRRERG 1 df @ 6, f € C%(M).

Insbesondere erhalten wir auf dem dualen Biindel E' = hom(E, &) eine li-
neare Konnexion V¥, sodass

(VZ0o)(s) =X - (0(s)) = a(VXs), (IL.11)

wobei 0 € I'(E") = Leeo(uy(I'(E), C*(M)), X € X(M) und s € T'(E).

Mit Hilfe der kanonischen Indentifikation F @ F = E” ® F = hom(E', F)
erhalten wir auch eine induzierte Konnexion V#®¥ auf dem Vektorbiindel £ ® F'.
Dies ist die eindeutige lineare Konnexion auf £ ® F', sodass

Vi (s@t) = (Vis) @t + s @ Vit, (I1.12)

fir alle X € X(M), s € I'(E) und t € T'(F), denn fir o € I'(E’) gilt nach
Definition der Konnexion auf hom(E’, F'), siehe ) und (IL.11)),

(VX (s@t))(0) = Vx((s®)(0)) — (s ® )(fof)

= Vi(o(s)t) = (VX o)(s)t
o(s)Vit + (X - o(s))t — (X -a(s) — U(V)E(s))t
a(s)Vit +a(Vis)t = (Vis) @t + 5@ Vit)(0).
Beachte auch
X - tr(¢) = tr(VEI ), (I1.13)

fir ¢ € I'(end(E)), und

V"D (W) = (VD) + o (VD). (I1.14)
fiir alle ¢ € I'(hom(E, F')) und ¢ € I'(end(F, G)).
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Insbesondere erhalten wir eine induzierte Konnexion auf ®% F,

!
(v?}kEgb)(Sl) ey Sk, 01,y - - 7O'l) = X : (gb(sl’ R PR C ’O-l))

k
_Z(b(Slw--7v§(8i7---75k70'17--~70-l)
i=1

l
E/
_Z¢(317--~75k701a-~~7VXUja---70l)
j=1

bzw.

!
V?}’“E(01®"‘®0’k®31®"'®51)

k
:Zo'l®“’®(V5/01)®...®0k®51®...®3l
=1

I
+Z(71®"'®U[g®31®"‘®(V§é3]’)®"'®3l
j=1

wobei s; € I'(E) und o; € T'(E'), siche auch ([LII). Bezeichnet tr! : @LF —
®E; " die kanonische Kontraktion des i-ten mit dem (k + j)-ten Faktor,

~

(1@ @@ Q- Q) =0i(5)01 @i QoD B B8y,
dann gilt

l(V0) = Vi (wl(0)), (1L15)
dh. tr? ist parallel. Jede Permutation 7 € &; liefert einen Vektorbiindelisomor-
phismus ¢, : @' F — Q'F, Yr(51®- - -®581) = 57(1)®- - - @55y, fiir den offensichtlich

(V5 F0) = VB (W(9)), (IL.16)
gilt, dh. jedes 1, ist parallel. Daraus folgt auch
alt(VEF0) = V¥ P(alt(¢)) und sym(VEP9) = VP (sym(e)),  (IL17)

siehe Abschnitt . Die kovariante Ableitung eines Schnitts ¢ € T'(A'E) C
['(®'E) hat daher wieder Werte in A'E, dh. Vx¢ € ['(A'E) C I'(®'FE). Wir
erhalten so eine kovariante Ableitung auf A'E, und analog eine auf S'E. Beach-

te, dass auch der vom Hack Produkt induzierte Vektorbiindelhomomorphismus
APE @ NE — APTIE parallel ist, dh.

VA E(o A7) = (VY Fo) AT +0 A VAT (I1.18)

Aufgrund dieser Kompatibilitaten ist es iiblich die induzierten Konnexionen auf
®LE, A*E und S*E alle einfach wieder mit V zu bezeichnen.
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11.3.16. Bemerkung. Es sei £ — M ein Vektorbiindel, V eine kovariante Ablei-
tung auf E, s1,...,s; € ['(E|y) ein lokaler Rahmen und o', ... 0% € T'(E'|yy) der
duale lokale Korahmen, ¢/ (s;) = &7, siche Bemerkung[[1.1.30| Fiir die kovarianten
Ableitungen der s; gilt dann

k
Vxsi = ng(X)sj,
j=1

wobei w! € QYU), w!(X) = 0/(Vxs;), X € X(U). Ist t € T(E|y), dann gilt

’L

t=SF tis; mit t' = ¢*(t) € C°(U), und daher Vyt = 3% (Vxt)'s; mit
k
(Vxt)' =o' (Vxt) = X - £/ + Y wi(X)t/

Sind einmal die sogenannten Konnexionsformen wé bestimmt, dann kénnen wir
also leicht beliebige Schnitte kovariant ableiten. Fassen wir die Komponenten t =
(', ... M) und Vt = (V) ..., (Vt)F)! als Spaltenvektoren mit Eintragungen
in C>(U) bzw. Q'(U) auf, und betrachten wir w = (w}) als (k x k)-Matrix mit
Eintragungen in Q'(U), dann lisst sich obige Relation kurz als
Vxt=X-t+w(X)t bzw. Vt=dt+wt (I1.19)
schreiben, X € X(U). ‘
Ist §1,...,5; € ['(E|y) ein weiterer lokaler Rahmen und h = (k) die Matrix

zum Rahmenwechsel, s; = Z i1 hZ 5;, siche Bemerkung [[1.1.30, dann folgt

k k k k k
SN hld(x)3, = ng(X)sl = Vs = Z(X B +Zw{(X)h§)§j,
=1 j=1 =1

j=1 =1

wobei @ (X) = (V 5;) die Konnexionsformen beziiglich des Rahmens 3; be-
zeichnen, Vx3§; = Z ©!(X)3;. Es gilt daher

k

> " hjwl = dhl + Z @ hl,

1=1 =1
bzw. mittels Matrizenschreibweise hw = d h + wh oder dquivalent

w=h"'dh+ h'wh, (I1.20)
wobei h™! die zu h inverse Matrix bezeichnet.

II.4. Kriimmung. Sind F und F' zwei Vektorbiindel iiber M so induziert
der Vektorbiindelhomomorphismus

(A\PT*M @ E) @ (MT*M @ F) 224 ArHT* )\ @ (E ® F)
ein C'*°(M)-bilineares Hack Produkt

QP(M: E) x QUM; F) 5 QP (M, E @ F). (11.21)
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Explizit ist dies durch folgende Formel gegeben, vgl. [, Abschnitt 4.3],
(e ANT)(X1, .o Xpig)

1 .
- p'_q' Z Slgn(ﬂ-) J<Xﬂ(1)a e aXfr(p)> ® 7—(‘err(p-&-l)a e 7X7r(p+Q))
T mEGpag

wobei X; € X(M), 0 € QP(M;E) und 7 € Q(M;F). Beachte, dass
assotiativ ist, dh. (¢ AY) A p = ¢ A (¢ A p) bis auf die kanonische Identifika-
tion QPYIT (M (E® F) @ G) = QP97 (M; E @ (F ® G)). Insbesondere wird
dadurch Q*(M; E) := @, Q(M; E) zu einem graduierten Modul iiber Q*(M),
denn Q*(M) = Q*(M; ¢! ) nd ' ® E = E. Zudem erhalten wir eine C™(M)-
bilineare Multiplikation

QP(M;hom(F,G)) x Q4(M;hom(E, F)) & QP*9(M;hom(E,G)),  (11.22)
indem wir ([1.21]),
QP (M: hom(F, G)) ® QU(M;hom(E, F)) & Q7*4(M; hom(F,G) @ hom(E, ),

noch mit der faserweisen Komposition hom(F,G) ® hom(E, F') — hom(E, G)
zusammensetzen. Explizit gilt

(¢ A 77/})(le Tt aXp+q)
1
§ Sign<ﬂ-) ¢(X7r(l)7 cee 7X7r(p)) (w(Xfr(p—i-l% cee 7X7T(p+Q))(S))

= ol
pa m€6p+q
wobei X; € X(M), ¢ € QP(M;hom(F,G)), ¢ € QI(M;hom(E, F)) und s € ['(E).
Insbesondere wird dadurch Q*(M;end(F)) zu einer assotiativen i.A. jedoch nicht
(graduiert) kommutativen Algebra. Beachte auch, dass der Vektorbiindelhomo-
morphismus tr : end(F) — & eine C°°(M)-lineare Abbildung

tr : QY(M;end(E)) — QM) (I1.23)
induziert, (tr¢)(Xy,...,X,) = tr(o(Xy,...,X,)), fir die
(6 A D) = (~1P (W) A ) (1L.24)

gilt, wobei ¢ € QP(M;end(E)) und ¢ € Q¢(M;end(E)). SchlieBlich haben wir
eine C*°(M)-bilineare Abbildung

O (M;hom(E, F)) x QU(M; E) & Qvra(M; F), (11.25)

wobei wir (IL.21]), QP(M;hom(E, F)) x Q4(M; E) AN P (M;hom(E, F) ® E),
noch mit der faserweisen Evaluation hom(FE, F) ® E — F zusammensetzen, dh.

(ON)( Xy, o, Xpig)

1 .
= N Z Slgn(ﬂ) d)(XTl'(l)? cee aXﬂ'(p)) (J(Xﬂ(erl)a o aX7r(p+q)))>
T m€Gpig
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X; € X(M), ¢ € QP(M;hom(E, F)) und o € QI(M; E). Insbesondere wird da-
durch Q*(M; E) ein Modul iiber der Algebra Q*(M;end(E)),

11.4.1. Proposition. Jede lineare Konnexion auf E,
Q(M:E) =T(E) > T(T*M ® E) = Q'(M; E),
lasst sich auf eindeutige Weise zu einem linearen Operator
dV : QUM;E) — QI (M; E)
ausdehnen, sodass die graduierte Leibniz Regel
d(aNo)=daNo+ (—1)Pand o (11.26)
fir alle o € QP(M) und o € QI(M; E) gilt. Fir X; € X(M) haben wir weiters

(dVo)(Xo, ..., X,) = Z<—1)ivxi<a(xo, ety X))
+ Y (D)o ([Xi, X], Xo, -t X)), (1127)

1<j

Diese Ausdehnung dV hat folgende Eigenschaften, o € Q*(M; E), T € Q*(M; F),
¢ € Q" (M;hom(E, F)) und ¢ € Q*(M;hom(F,G)):

(a) &40 =dVo + A Ao, fir alle A € QY (M;end(E)).

(b) df*EV(Ff*U) = f*(dvg), fir ajle glatten f: N — M.

(c) d* (cor)=d""cad 1.

(d) &V (o AT)=d"" 0 AT+ (=1)lo AdY" 7, siehe (T1.21)).

(e) dtr(¢) = tr(dve“d<f>¢), siche (T1.23).

(f) & (d N o) = (dV"" @) Ao+ (=1)¥p AdV" o, siehe (TT.25).

(g) AV () A @) = (dV" TP A g+ (=)l A dVT g, siehe (122).

BEwWEIS. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Sei also dV eine weitere linea-
re Ausdehnung von V die auch der Leibniz Regel geniigt. Die Differenz
dvV — d¥ verschwindet dann auf QO(M; E). Aufgrund der Leibniz Regeln gilt
dariiberhinaus (d¥ — dV)(a A o) = (=1)Pa A (dY — d¥)(0), fiir alle a € QP(M)
und o € Q4(M; E). Da sich jedes Element aus Q7(M; E) lokal als endliche Sum-
me von Schnitten der Form a A o, a € Q4(M), o € Q°(M; E), schreiben ldsst
folgt nun aus der Linearitit d¥ — d¥ = 0, es kann daher hichstens eine solche
Ausdehnung dV geben.

Nun zur Existenz der Ausdehnung. Eine einfache Rechnung, vgl. [3, Ab-
schnitt 4.4], zeigt, dass die rechte Seite von in den Vektorfeldern X; alter-
nierend und C*°(M)-multilinear ist. Diese Formel definiert daher einen linearen
Operator d : Q4(M; E) — Q7(M; E). Offensichtlich stimmt dv : Q°(M; E) —
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QY(M; E) mit V iiberein. Fiir f € C*(M) und o € Q(M; E) folgt

(dY(fo) — fd¥o)(Xo,...,X,) = Z(—l)idf(Xi)a(Xo, ety X))

= (df No)(Xo, ..., Xy),

dh. (I1.26)) gilt fiir o € Q°(M). Eine #hnliche Rechnung zeigt, dass ([1.26) auch
fir « € QY(M) giiltig ist. Der allgemeine Fall folgt nun daraus, dass sich jedes

Element aus Q94(M; E) lokal als endlich Summe von Schnitten der Form a; A--- A
oy A o schreiben lisst, wobei o; € QY(M) und o € Q°(M; E).
Aus (I1.27)) erhalten wir sofort @, denn

(¥ o — dVo)(Xo, ..., Xi) = Z(—l)iA(Xi)a(Xo, R ¢8)

— (AN (KXo, .., Xp).

Behauptung (]ED ist fiir 0-Formen o € Q°(M; E) richtig, siehe (IL.5)). Aus der
Leinbiz Regel folgt weiters

V(@ ne)) - Fd¥(@ne) = (-1)lan (¢7V(f0) - f1(d70))

und damit der allgemeine Fall von @, denn lokal lasst sich jedes Element von
Q(M; E) als endliche Summe von Schnitten der Form a A o schreiben, wobei
a € QI(M) und o € Q°(M; E). Behauptung ist trivial. Um (d)) einzusehen,
bemerken wir zunichst, dass diese Relation fiir o € Q°(M; E) richtig ist, siehe
. Weiters haben wir aufgrund der Leibniz Regeln

AV ((ana)AN(BAT)) —d¥ (ana) A(BAT) = (1) (aAna) AdY (BAT)
= (—1)laHBIHelBlo A B A <dvE®F(a AT)—d" o AT — (=)o A dVFT>.

Da sich lokal jedes Element aus Q*(M; E) als endliche Summe von Schnitten der

Form « A o, schreiben lisst, a € Q*(M), o € Q°(M; E), folgt nun @ Auch

ist fiir ¢ € QY(M;end(F)) giiltig, sieche ([T.13]). Wegen der Leibnizregeln gilt

weiters
dtr(a A 6) = tr(d™™ " (@ n §)) = (~1)la A (dtr(@) - tr(@™ " g)

woraus nun wie oben @ folgt. Die Behauptungen @) und lassen sich analog
zeigen, fiir 0-Formen sind dies gerade die Relationen ([1.10) bzw. (I1.14]). 0J

11.4.2. Proposition. FEs sei E ein Vektorbiindel iiber M und V eine lineare
Konnexion auf E. Dann existiert genau eine Form RY € Q*(M;end(F)), sodass

dvdvVo = RY Ao, o€ Q(M;E), (11.28)
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wobei auf der rechten Seite das Hack Produkt aus (I1.25|) gemeint ist. Diese Form
RY wird die Kriimmung von V genannt, und ist durch

RYys=VxVys—VyVxs—Vxys, X,YeX(M),sel(E), (IL29)
eindeutig bestimmt. Die Krimmung hat dariber hinaus folgende Eigenschaften:
d b Die K- hat dariiber h folgende E haf

(a) AV RY = 0 € Q3(M;end(E)). (Biancchi Identitit)

(b) RV = f*RY € Q*(N;end(f*E)) = Q*(N; f*end(E)) fiir f : N — M glatt.
(¢c) RV*4 = RV +dV"™ ™ A+ AN A fiir alle A € Q*(M;end(E)).

(d) RV**" = RV" @ RV" € Q*(M;end(E) ® end(F)) C Q*(M;end(E & F)).
() RV = RV” @idp +idg ®RY" .

BEWEIS. Aus der Leibniz Regel folgt fiir a € QP(M) und o € QI(M; E)
dVd¥(aNo) =dY¥ (da Ao+ (—1)Pand o)
=dda Ao+ (=1 dandVo + (=1)PdaNdYo + (=1)P(=1)and’d o
=aANdVdVo. (I1.30)

Insbesondere ist dVdY : Q°(M; E) — Q*(M; E) tensoriell, dh. C°°(M)-linear. Es
existiert daher eine eindeutige Form RY € Q*(M;end(E)), sodass

(dVdVs)(X,Y)=RYys, X,YeX(M), sel(E)=Q(M;E). (IL31)

Nach (I1.27)) ist dies zu ([1.29)) dquivalent. Zusammen mit ([I.30]) folgt nun auch
(I1.28)). Nach Proposition II.4.1@ und ([1.28)) gilt fiir alle o € Q*(M; E),

@R Ao =dY(RY Ao)— RV AdVo =dY(dd o) — dvd" (dVo) = 0,
woraus sofort @ folgt. Aus Proposition (]ED und erhalten wir
& (o) = dV P (frdVe) = f1d¥d%0 = f*(RA o) = f*RY A fo
und somit (]ED Behauptung folgt aus Proposition @&@, denn
AV A =dV(dVo+ ANo)+ AN (dVo + ANO)
=dVd o+ dV(ANo) — (—1)'ANdYo +(ANA) Ao
=RV +d"™" A+ ANA) Ao

Behauptung @ ist trivial, sie folgt sofort aus Proposition II.4.1. Schliellich
erhalten wir mittels Proposition 11.4.1@, o€ Q"(M;E), 1€ Q(M; F),

A ATy =dY A o AT+ (—D)INdY e A dY 7
(=) G g A 7 4 (—D)l (1)l A d¥ a7
=d""d" o AT +ondY dV T
=R o AT+0ARY 7= (R @idp +idg @RV ) (o A T)
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und somit @, denn lokal ldsst sich jedes Element in Q*(M; E ® F') als endliche
Summe von Schnitten der Form o A 7 wie oben schreiben. O

I1.4.3. Proposition. Die Krimmung misst, wie weit der horizontale Lift aus
Bemerkung X(M) — X(E), X — X, davon abweicht ein Lie Algebra
Homomorphismus zu sein,

Ryye= (IX.Y] - [X,V])(e) € V.E = E,, (11.32)
fir X, Y e X(M) und e € E,, x € M.

BEWEIS. Es bezeichne V := p*V die induzierte Konnexion auf dem Vek-
torbiindel p*E iiber E. Wir erinnern uns an die vertikale Projektion P = Vx €
QYE;pE) = QY (M;VE i wobei x € I'(p*E) die identische Abbildung bezeich-

[1.4.

net. Mit Proposition . ) folgt dVP = dVdVx = RVx = (p*R)x und daher

P([X, Y] - [X,Y]) = (dVP)(X,Y) = p*(Rxy)x, (11.33)

denn P([X,Y]) =0 und P(X) = 0= P(Y), siche auch (I1.27). Beachte weiters
Tp([X,Y] - [X,Y]) =0, (11.34)
denn p o FLX = FLX op, also Tpo TFIX = TFLX oTp, somit
Tpo (FIX)'Y) = Tpo (TFIX, oY o FLY)
=TFIX,0TpoY o FltX
=TFI*, oY opo Flfz
= TFI*,0Y o FI.X op = (FL)*Y o p
und Ableiten bei t = 0 gibt Tpo [X,Y] = [X,Y] o p, siehe [3, Abschnitt 2.15].
Aus und m folgt
X,¥] = [X,V] = p*(Rxy)x
und Auswerten bei e € E liefert dann ([1.32)). O

11.4.4. Proposition. Es sei E ein Vektorbiindel iiber M und V eine lineare
Konnezion auf E. Weiters sei U C R? eine offene Umgebung des Ursprungs,
h: U — M eine glatte Abbildung, z := h(0,0), X := 2h(0,0) € T.M und
Y = %h(o, 0) € T.M. Fir hinreichend kleines t > 0 ist daher

P:.FE —F, P —pto( )opth( t)opttg )opth( O),

wohldefiniert und glatt in t. In dieser Situation gilt nun

. 9 192
Py=1idg,, #|oPi=0 und 55z/0F = Ryx.
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BEwEIS. Durch Betrachten von h*E und A*V diirfen wir 0.B.d.A. M = U
und h = idy annehmen, siche auch Proposition [[I.4.2)(b). Durch Verkleinern von
U diirfen wir weiters £ = U x E; annehmen, wobei Ey die Faser iiber 0 = z
bezeichnet. Die Konnexion ldsst sich daher in der Form V = d + A schreiben,
A € QYU;end(Ey)). Trivilisieren wir E mittels Paralleltransport zuerst ldngst
der y Achse und dann ldngs Geraden parallel zur x-Achse, so kénnen wir weiters

A(LZ)=0und A(Z 5)(0,y) = 0 erreichen, dh. V =d + ady wobei a := A(Z L) €
C"O(U end(Ejp)) und a(0,y) = 0. Aus Proposition [[[.4.2|(b) erhalten wir

R(gs: 55) = (dA+ANA) (L, 5)
= ZAZ) - SAL) - AL A + ARAGZ) - AZAZ)
_ 0 A( ) 6(1(1
und somit
Rxy = 2a(0,0). (11.35)

Sei nun vy € Ep, und definiere v € C*(U, E.) durch v(x,0) = vy und Vaouv=0,
dh. B%U + av = 0. Es gilt daher

Py(vo) = v(t, 1) (11.36)

Da v(z,0) = vo = v(0,y) folgt v(0,0) = vy, 2v(x,0) = 0, & 2 v(x,0) = 0,

8%1}(0 y) = 0 und 83—2211(0 y) = 0, und aus aiv(x 0) + a(x,0)vy = 0 erhalten wir

aggy (z,0) = —Za(x,0)vy. Zusammenfassend erhalten wir, siehe auch ([L.35):

v(0,0) = vy 2v(0,0)=0 ﬁv(o 0)=0
2 0(0,0) = 0 250(0,0) = 0 325:0(0,0) = Ry, xvq
Zusammen mit ergibt sich
Po(vo) = v, 2loPi(ve) =0 und  Z5|oPi(vo) = 2Ry x v,

und somit die Behauptung der Proposition. O

I1.4.5. Satz (Satz von Frobenius). Es sei M eine glatte n-Mannigfaltigkeit und
H CTM ein Teilbiindel vom Rang k. In dieser Situation sind dquivalent:

(a) H ist involutiv, dh. fiir alle XY € T'(H) C X(M) gilt auch [X,Y] € T'(H).
(b) Um jeden Punkt in M ezistiert eine Karte M O U = u(U) C R”, sodass

aul s aak einen Rahmen von H|y bildet.

In dieser Situation wird das Teilbiindel integrabel genannt. Durch jeden Punkt
x € M existiert daher eine (lokale) Integralmannigfaltigkeit S mazimaler Di-
mension, dh. S C M st eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit, x € S und
TS = H|s, nimlich S = {u’ = const, k < i} beziiglich der Koordinaten in (¥).
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BEWEIS. D1e Implikation @é@ ist offensichtlich. Bilden die Koordinaten-
vektorfeder 52;, ..., 52 einen Rahmen von H|y, und sind X,Y € I'(H) zwei be-
liebige Schnitte, dann existieren X, Y € C°(U) mit X |y = X' 52 +-- -+ X" 2,
Y= Yla%l +- 4 Yk 8 . Da die Koordinatenvektorfelder kommutieren folgt

Z il i9Yi 8 90Xy o
X! Y 8u“ 8u3] +X Out OuI oud Y ou’
7,7=1

und somit [X,Y]|y € T'(H|y). Fiir die umgekehrte Implikation (a))=>(b) sei nun
o € M und M 2 V = R" eine Karte um x, sodass 52 (o), - . ., 5 (o) eine
Basis von H,, bilden. Durch Verkleinern von V koénnen wir weiters erreichen,
dass Funktionen f! € C*°(V) existieren, sodass die Vektorfelder

i 8Uz+z lavl’ 1§Z§k7
I=k+1

tangential an H sind, dh. X; € I'(H|y) € X(V). Die Vektorfelder Xj,..., Xj
bilden daher einen Rahmen von H|y. Fiir ihre Lie Klammern folgt

n

X Xil= > (& fi— o fam (I1.37)

I=k+1

Wegen der Involutivitdt von H ist auch [X;, X;] tangential an H, also existieren
Funktionen by ; € C*°(V), sodass

[X:, X]] ZhX Zh”%ﬁZZh L2

I=k+1 p=1

Koeffizientenvergleich mit (IL37) liefert h7; = 0, also [X;, X;] = 0. Nach [3]
Abschnitt 2.15] kommutieren daher die Fliisse dieser Vektorfelder, dh.

FIY (FIY () = FIY (FIY (), 1<4,j <k, (11.38)

wenn immer beide Seiten definiert sind, x € V', t,s € R. Fiir k < i < n setzen
wir X, := %. Betrachte nun die lokal um 0 € R"™ definierte glatte Abbildung

R™ D (—¢,e)" % M, w(ty, ... tn) == (FI} 0 0 FIX) (z0).

Offensichtlich gilt w(0) = 2z und die Tangentialabbildung Tow ist ein linearer
Isomorphismus. Durch Verkleinern von € kénnen wir also erreichen, dass w ein
Diffeomorphismus auf sein Bild wird. Die Umkehrabbildung v := w™! bildet
daher eine Karte von M. Fiir |¢;] < e gilt

Lty t) = Xa ((F1 o 0 FIY ) (),
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also ist das Koordinatenvektorfeld % tangential an H. Aufgrund von (II.38]
kénnen wir w auch in der Form

w(ty, ... t,) = (Flifl oFlt)f1 o0---0 Flff:l oFlffrzl 0---0 Flt)i")(l’o)
schreiben und das obige Argument zeigt dann, dass auch aii tangential an H ist,
1 < ¢ < k. Also bilden 6.%, el a% einen lokalen Rahmen von H. O

11.4.6. Satz. Es sei E ein Vektorbiindel iber M und V eine lineare Konnexion
auf E mit Kriimmung R € Q*(M;end(FE)) und horizontalem Biindel H C TE.
In dieser Situation sind dquivalent:

(a) R =0.

(b) dVd¥ = 0.

(¢) Der horizontale Lift X(M) — X(E), X + X, siehe Bemerkung ([1.3.9), ist
ein Lie Algebra Homomorphsimus, dh. [X,Y] = [X,Y] fiir alle X,Y € X(M).

(d) Das horizontale Biindel H C T'E ist integrabel.

(e) Um jeden Punkt in M existiert ein lokaler Rahmen sy,...,s; € I'(E|y) par-
alleler Schnitte, Vs; = 0.

(f) Um jeden Punkt in M ezistiert eine Vektorbindelkarte E|y = U x V, so-
dass VEIU mit der trivialen Konnezion dieser Karte dbereinstimmt, siehe
Beispiel [[1.3.1].

(9) Der Paralleltransport pt{ ;. Eey) — Eegy) hingt nur von der Homotopie-
klasse relativ Endpunkten der Kurve ¢ ab, dh. ist h : I x [0,1] — M glatt und
h(to,s) = x, h(t1,s) =y fiir alle s € [0,1], dann gilt pty?, = pty ,, : Bz —
E,, wobei co,c; : I — M die Kurven co(t) := h(t,0) und ¢i(t) := h(t,1)
bezeichnen.

Sind diese dquivalenten Eigenschaften erfillt, dann wird V flach genannt.

BEWEIS. Die Aquivalenz @@@ folgt aus und . Die Aquivalenz
@(:) folgt aus . Ist der horizontale Lift ein Lie Algebra Homomorphis-
mus, dann ist das horizontale Biindel H C T'F involutiv. Ist ndmlich X, ..., X, €
X(U) ein lokaler Rahmen von TM, dann bilden X, ..., X, € ['(H|,-1()) einen
Rahmen von H|,-1 ) und fiir beliebige Schnitte { = X+ 4" X, (= X+
oo ("X, von H|,-1v), &, ¢ € C®(p~1(U)), folgt, siche [3, Abschnitt 2.14],

k
6,¢) =Y &P1X, X + (X - )X, — (X;- )X,
ij=1
also hat auch [¢, ¢] Werte im horizontalen Biindel. Die Implikation (d)=(d) folgt
nun aus Satz [L4.5 oben.

Ist das horizontale Biindel H C TFE integrabel und e € FE,, dann existiert
eine Teilmannigfaltigkeit S C F mit e € S und T'S = H|g. Die Einschréinkung
der Projektion plg : S — M ist ein lokaler Diffeomorphismus, denn ihre Tan-
gentialabbildung ist ein Isomorphismus, T.(p|s) : 7.5 = H. = T, M. Es existiert



II.4. KRUMMUNG 91

daher eine lokale Umkehrabbildung s : U — S, po s = idy, U C M eine offene
Umgebung von z, dh. s € I'(E|y) und s(z) = e. Da die Tangentialabbildung 7's
Werte im horizontalen Biindel H = ker(P) hat, folgt Vs = 0, siehe ([LG). Ist
nun ey, ...,e; € E, eine Basis, so erhalten wir lokale Schnitte s; € T'(F|y) mit
Vs; = 0 und s;(x) = e;. Durch Verkleinern von U koénnen wir weiters erreichen,
dass s1(y),...,sk(y) fir jedes y € U eine Basis von E, bildet. Damit ist die
Implikation @:> gezeigt.

Ein lokaler Rahmen paralleler Schnitte si,...,s, € I'(E|y) wie in () de-
finiert eine Vektorbiindelkarte U x R* = E|y, (z,t',...,t%) — Y t's;(x), sie-
he Proposition Fiir einen beliebigen Schnitt s = fls; + --- + f¥s;, €
[(E|y) = C®(U,R¥) mit (f1,..., f¥) € C=(U;R*), folgt mit der Leibniz Regel
und Vxs; =0,

Vs = dfY (X)sy + -« + dfF(X)sp,

also stimmt Vv mit der trivialen Konnexion dieser Karte {iberein. Dies zeigt
die Implikation :>(]ﬂ)

Um die Implikation (]ﬂ):> einzusehen, bemerken wir zunéchst, dass wir
durch Unterteilen des Definitionsbereiches von h annehmen diirfen, dass h Werte
in einer offenen Teilmengen U C M wie in @) hat. O.B.d.A. sei daher £ = M xV
und V = d die triviale Konnexion. Fassen wir v € V' als konstante Abbildung
v e C®(M,V) =T(E) auf, dann gilt also Vv = 0, und daher pt{ , (v) = v, fiir
jede Kurve ¢ : [to, t1] — M.

Aus Proposition |[[1.4.4]erhalten wir sofort die Implikation :>@, denn nach
Voraussetzung gilt P, = id, da die in dieser Proposition betrachteten Kurven
homotop zu konstanten Kurven sind. 0

11.4.7. Bemerkung. Ist E ein flaches Vektorbiindel iiber M, dh. E ist mit einer
flachen Konnexion V ausgestattet, dann wird
ker(dv QUM E) — Qq+1(M;E))

HY(M;E) := img (dV : Qe=1(M; E) — Q¢(M; E))

die ¢g-te de Rham Kohomologie mit Werten im flachen Biindel E genannt. Be-
achte, dass dies wegen dVdY = 0 wohldefiniert ist. Fiir £ = &' mit der trivialen
Konnexion erhalten wir die iibliche de Rham Kohomologie H*(M) zuriick.

11.4.8. Bemerkung. Es sei V eine kovariante Ableitung auf E, s1,...,s, €
['(E|y) ein lokaler Rahmen, o!,... 0% € T'(E'|y) der duale lokale Korahmen,
ol(s;) = 6/, und wi € QYU) die Konnexionsformen, wi(X) = o%(Vxs;), siehe
Bemerkung [[1.3.16] Fiir die Kriimmung R € Q?(U;end(E)) = Q*(U; E® E') gilt
dann

k

RX,Y = Z Q;(X, Y)Si ®0’j,

1,j=1
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wobei ) € Q*(U) die sogenannten Kriimmungformen bezeichnen, Q% (X,Y) :=
ai(R xvSj). Wir wollen nun die Kritmmungsformen Q; aus den Konnexionsformen

w’ berechnen. Aus (II.29) erhalten wir
RX’ij = VvaSj - VYVXSj - v[X,Y}Sj

=Vx Y w(V)s— Vy Y wh(X)si — > wh([X,Y])s)
k
=3 (X &)+ Y wd(V)wi(X)s:)
k k k
— Z((y WH(X))s + Zw;(X)w;msz) =S WX, Y s,
=1 =1 =1
Z(dw WX, Y)s + Z w; AwWH(X,Y)s;
also
Q;(X,Y) :Ui(R)Qij) +Z wl /\w )
und somit )
Q= dw! + wa Awh. (11.39)

=1

Fassen wir 2} als (k x k)-Matrix ©Q mit Eintragungen in Q*(U) auf, so lisst sich
dies mittels Matrizenmultiplikation auch als

Q=dw+wAWwW (I1.40)
schreiben.

11.5. Euklidische Biindel. Unter einer Fuklidischen Metrik auf einem Vek-
torbiindel E verstehen wir einen glatten Schnitt g € I'(S?E’), der auf jeder Faser
positiv definit ist, dh. fiir jedes € M ist g, eine positiv definite symmetrische
Bilinearform auf E,, und diese hingt glatt von z ab. Jede Euklidische Metrik
induziert einen Vektorbiindelisomorphismus b, : £ — E’, der faserweise durch
(bg)z + Eyx — EL, vy = gu(vs, —) gegeben ist, sieche Proposition den In-
versen bezeichnen wir mit §, := bg_l. Unter einem Fuklidischen Vektorbiindel
verstehen wir ein Vektorbiindel, das mit einer Euklidischen Metrik ausgestattet
ist.

I1.5.1. Proposition. Jedes Vektorbiindel E besitzt Fuklidische Metriken. Jede
solche Metrik induziert einen Isomorphismusb =471: E = F'.
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Beweis. Wir wihlen einen Vektorbiindelatlas ¢; : E|ly, — U; x V; von E,
dh. |, U; = M. Weiters wéhlen wir positiv definite innere Produkte g; auf V;.
Mit Hilfe der Vektorbiindelkarten erhalten wir daraus Euklidische Metriken g;
auf den Vektorbiindeln E|y,. Schlieflich sei \; eine der offenen Uberdeckung {U;}
untergeordnete Partition der Eins, \; € C*(M, [0, 1]), supp(A\;) C U;, Y. A = 1.
Es ist dann \;g; € T'(S?E’|y,), und dieser Schnitt ldsst sich durch Null zu einem
global definierten glatten Schnitt von S?E’ ausdehnen. Da die Partition der Eins
lokal endlich ist, erhalten wir einen glatten Schnitt ¢ := ", \;g; € ['(S*E’). Fiir
jedes x € M ist g, eine Konvexkombination von positiv semi-definiten symmetri-
schen Bilinearformen auf F,, von denen mindestens eine positiv definit ist, denn
es existiert ¢ mit \;(z) # 0. Da die positiv definiten symmetrischen Bilinearfor-
men eines Vektorraums eine konvexe Menge bilden, folgt nun, dass g faserweise
positiv definit ist. O

11.5.2. Proposition. Es sei E ein Fuklidisches Vektorbiindel iber M mat Metrik
g € T(S*FE’). Dann existiert um jeden Punkt von M ein lokaler Orthonormalrah-
men sq,...,s; € I'(E|y), dh. g(s;,8;) = 0; ;. Jeder solche lokale Orthonormalrah-
men definiert eine isometrische Vektorbiindelkarte E|y =2 U x R¥, die jede Faser
E, isometrisch auf R mit dem Standardskalarprodukt abbildet, x € U.

BEwEIS. Wir beginnen mit einem beliebigen lokalen Rahmen vy,... v, €
I'(F|y) und wenden das Orthonormalisierungsverfahren von Gram-Schmidt an.
Genauer definieren wir induktiv s; := v1/4/¢g(v1,v1) und

S; = v — Q(Uz‘, Si—l)si—l — Q(Uu 31)31> S 1= §i/\/ 9(52‘» §z‘)>

fir 1 < i < k. Wir erhalten sq,...,s; € I'(E|y) und nach Konstruktion gilt
g(si,s5) = d;, also bildet s; einen lokalen Orthonormalrahmen. Schliefllich ist
UxRF = Ely, (x,t',...,t%) & ¥ tis;(x), eine Vektorbiindelkarte, die jede
Faser E, isometrisch auf R* abbildet. O

11.5.3. Bemerkung. Ist £ — M ein Euklidisches Vektorbiindel mit Metrik
g und ' C E ein Teilbiindel, dann bildet das faserweise orthogonale Komple-
ment Ft = |J,.,, Fi ein zu F komplementéres Teilbiindel, F @ F+ = E,
denn F*+ = ker(m) wobei 7 : E — E die faserweise Orthogonalprojektion auf
F' bezeichnet. Beachte, dass 7 glatt ist, denn mit Hilfe eines lokalen Ortho-
normalrahmen s; von F', siche Proposition [[I.5.2] ldsst sich diese Projektion lo-
kal als w(v) = ", g(si,v)s; schreiben. Die komplementére Orthogonalprojektion
idp —7 : E — F* faktorisiert zu einem kanonischen Isomorphismus E/F = F*.

11.5.4. Proposition. Ist E ein Euklidisches Vektorbiindel mit Metrik g, dann
existieren lineare Konnexionen V auf E, sodass Vg = 0, dh. g ist beziiglich der
induzierten Konnexion auf S*E’ parallel, in anderen Worten

X - g(s1,52) = 9(Vxs1,52) + g(s1, Vx52) (I1.41)
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fiir alle X € X(M) und s; € T(E). Ist V so eine Konnexion, A € Q'(M;end(FE))
und V =V + A, dann gilt Vg = 0 genau dann wenn A € QY(M;o(E)), wobei
o(E) C end(E) das Teilbiindel der faserweise schiefsymmetrischen Endomorphis-
men bezeichnet

o(E), =0(F,) = {gp € end(F,) | Vo, w e Ey g (v, w) = —gz (v, <pw)}.
Die Menge der linearen Konnexionen fiir die g parallel ist bildet daher einen
affinen Raum iiber dem Vektorraum Q'(M;o(FE)).

BEWEIS. Nach Proposition [[1.5.2] existiert ein isometrischer Vektorbiindelat-
las o' 1 B v, = U; x Vi, dh. |J, U; = M, jeder der Vektorrdume V; ist mit einem
Euklidischen Skalarprodukt ausgestattet, und ¢ : E, = V; ist eine lineare Isome-
trie, fiir jedes x € U;. Beachte, dass fiir die mit diesen Karten assozierten trivialen
Konnexionen V#IUi auf E|y, offensichtlich VFIUi (g]y,) = 0 gilt. Ist nun ); eine der
Uberdeckung U; untergeordnete Partition der Eins, \; € C*°(M), supp(\;) C U,

> A =1, so definiert Vxs: =), )\Z-V;E(‘Uis eine lineare Konnexion auf £ und es
folgt

(Vxg)(s1,82) = X - g(s1,82) — g(Vxs1,82) — g(51, Vxs2)
= Z Xi(X - g(s1,82) — Q(V;EJU"SM s2) — g(s1, V;EJU" 52))

= Z Ai(VFIUig) (51, 82) = 0,

also Vg = 0 wie gewiinscht. Sind V und V zwei beliebige lineare Konnexionen
auf F und bezeichnet A :=V —V € Q'(M;end(F)) dann gilt

(Vxg)(s1,52) = (Vxg)(s1,52) — g(A(X)s51, 52) — g(s1, A(X)s2)
woraus sofort die zweite Behauptung folgt. U
11.5.5. Bemerkung. Ist g eine Euklidische Metrik auf einem Vektorbiindel F,
dann induziert g Euklidische Metriken auf f*E, B/, @' E, A*E und S*E. Ist V
eine lineare Konnexion auf £ mit Vg = 0, dann sind auch die Metriken auf f*F,
F', @ ELE, A*E und S*E parallel beziiglich der induzierten Konnexionen auf
diesen Biindeln.

11.5.6. Proposition. Es sei p : E — M ein Euklidisches Vektorbiindel mit
Metrik g und V eine lineare Konnexion auf E, sodass Vg = 0. Dann gilt:

(a) Fiir jede glatte Kurve ¢ : I — M st der Paralleltransport pt{, , @ Eeuy) —
E. ) eine lineare Isometrie, to,ty € I, dh.

gc(tl) (ptlfl,to (U)7 ptlfl,to (w)) = gC(tO) (U7 w))
fiir alle v,w € E,).

"Schnitte von o(F) kénnen daher mit C'°(M)-linearen Abbildungen ¢ : T'(E) — T'(E)
identifiziert werden, fiir die g(¢s1, s2) = —g(s1, Ps2) gilt, s1,$2 € T'(E).
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(b) Fiir die Kriimmung von V gilt R € Q*(M;o(FE)), dh.

9(Rxys1,82) = —g(s1, Rxys2),

fir alle X, Y € X(M) und s; € T'(E).

BEWEIS. Betrachte das Pullback Biindel ¢*F iiber I mit der induzierten Eu-
klidischen Metrik § := c*¢g und der induzierten Konnexion V := V¢ ¥, Weiters
bezeichnen v,w : I — E die Kurven 9(t) := pt{, (v) und w(t) := pt{, (w). Da
pot = ¢ = pow kénnen wir v und w als Schnitte von ¢*E auffassen, v, w € [(c*E),
und es gilt Vo = 0 = Vw. Nach Bemerkung [[1.5.5] gilt auch Vg = 0 und mit
(I1.41)) daher

0; - §(0, @) = §(Vo,0,@) + §(8, Vo,0) = 0+ 0 =0,
wobei 0, € X(I). Zuriickiibersetzt bedeutet dies 2 g.q) (pt§,, (v), pts,, (w)) = 0,
woraus nun @ folgt. Nach ([1.41)) gilt:
XY -g(s1,82) = g(VxVysi, s2) + g(Vysy, Vxsg)
+9(Vxsi, Vysy) + g(s1, Vx Vyss)
=Y - X - g(s1,82) = —g(VyVxsi, 82) — g(Vxs1, Vyss)
—9(Vys1,Vxsy) — g(s1, VyVxss)
—[X, Y] '9(51752) = —Q(V[X,Y]Sl, 32) - g(Sl,V[X,Y}S2)
Aufaddieren ergibt 0 = g(Rx ys1,s2) + g(s1, Rx,y S2), siehe ([L.29). O

Im verbleibenden Teil dieses Abschnitts werden wir nun explizite Resprasen-
tanten der Thom und Euler Klassen konstruieren, und damit dann einen Satz
von Gauss-Bonnet-Chern zeigen, sieche Satz unten. Die Darstellung hier
orientiert sich eng an der in [11], Section 1.6].

Sei also E ein Vektorbiindel iiber M, g eine Euklidische Metrik auf £ und

V eine kompatible Konnexion, Vg = 0. Zuné&chst konnen wir mittels g die Vek-
torbiindel A2E und o(F) identifizieren, A’E = o(FE),

w(bsy,bse) == g(w(s1),s2), w €T'(o(F)), s1,s2 € I'(E). (11.42)

Dies erlaubt es die Kriimmung von V als Element in R € Q?(M; A*E) aufzufas-
sen, siehe Proposition H.5.6@. Da Vg = 0, stimmen die induzierten Konnexio-
nen auf A*F und o(E) iiberein,

VA'E — o) (11.43)
Die Bianchi Identitét in Proposition 11.4.2@ ist daher zu

vA2 E

d¥" "R=0¢€Q*M;\’E) (11.44)

dquivalent.
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Auf dem graduierten Vektorraum Q*(M; A*E) = D, D, .-, ¥ (M; A1E) de-
finieren wir eine Multiplikation durch

(a®@a)A(BRb) = (=1)Wlanseand, (I1.45)

wobei o, € Qf(M) und a,b € T'(A*E). Dabei ist der Grad von a ® a €
QP (M; AE) durch |a®al := |a|+]|a| = p+q gegeben. Dadurch wird Q*(M; A*E)
zu einer assotiativen und graduiert kommutativen Algebra, dh.

AT — (_1)|U||‘f|7- Ao, o, 7€ Q(M;N'E).

VA*E

Dariiberhinaus wird d : (M A*E) — QFY(M; A*E) zu einer graduierte
Derivation, siehe Proposition II.4.1@, dh.

dVA*E<O_/\7_) — (dvA*EU)/\T_i_(_l)lala/\dvA*ET’ o7 € Q*(M; A*E). <H.46)
Zusammen mit ([1.44]) impliziert dies, fiir jedes r € N,

2r
AV R =0€ Q¥ TH(M; AV E), (11.47)
wobei R" := RA--- AR € Q*(M;A"E).

Ist dariiberhinaus £ orientiert und & := rank(£), dann kann das Linienbiindel
AFE mittels g mit dem trivialen Linienbiindel identifiziert werden, und beziiglich
dieser Identifikation wird die induzierte Konnexion auf A*E zur trivialen Konne-
xion,

ME=¢=MxR, VME=gq
Dabei entspricht ¢ € £L = R das Element ts; A---As, € A¥E, wobei sy, ..., s; ei-
ne positiv orientierte Orthonormalbasis von F, bezeichnet — das Resultat hangt
nicht von der Wahl dieser positiv orientierte Orthonormalbasis ab. Diese Identifi-
kation wird auch als Berezin Integration bezeichnet. Fiir geraden Rang k£ kénnen

wir daher R¥/2 € QF(M; A*E) = QF(M) auffassen, und aus ([1.47)) erhalten wir
dRM? =0 € QF(M). (11.48)

Fiir gerades k definieren wir die Euler Form (Pfaffsche der Krimmung) eines
orientierten Fuklidischen Biindels mit kompatibler Konnexion durch

e(E,g,V) = (—1)k<k—1>/2(2w)—k/2% e QF(M), (11.49)

fiir ungerades k setzen wir e(E, g, V) := 0.

11.5.7. Proposition. Es sei E ein orientiertes Vektorbiindel tiber einer geschlos-
senen Mannigfaltigkeit M, g eine Fuklidische Metrik auf E und V eine kompatible
lineare Konnezion, Vg = 0. Dann ist die Euler Form e(FE,g,V), siehe ,
geschlossen und reprisentiert die Euler Klasse, [e(E,g,V)] = e(E) € H*(M),
siche Definition[II.2.3. Insbesondere ist die Euler Klasse eines Vektorbiindels un-
geraden Grades trivial.
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BewEls. Nach (IL48)) gilt de(E, g, V) = 0, also ist die Euler Form geschlos-
sen. Es bezeichne nun £ := p*E das Pullback Biindel iiber £ und V = p*V
die induzierte Konnexion auf E. Wie schon zuvor Q*(M; A*E), fassen wir auch
Q*(E A*E) als assotiative graduiert kommutative Algebra auf, siehe ,

dV := d¥""" ist daher eine graduierte Derivation auf Q*(F; A*E), siche (I1.46)).
Welters fassen die identische Abbildung £ — E als Schnitt x € I'(E) auf, und
definieren eine lineare Abbildung ay : Q*(E; A*E) — Q*(E; A*'E) durch

ax(B@b) = (-1)\IB@ib,  BeQ (M) bel(AE),

wobei i : A*E — A*'E die Kontraktion mit bx € F(E’) bezeichent, und

) E > E’ mit der Euklidischen Metrik § := p*g auf E definiert ist. Eine
einfache Rechnung zeigt, dass auch ax eine graduierte Derivation bildet, dh.

ax(0 AT) = (axo) AT+ (=1)la A ayr, 0,7 € Q(E;ANE).

Betrachte nun die Funktion —[x|?/2 1= —g(x,x)/2 € Q°(E) = Q°(E; A°E E),
Vx € QYE; E) = QY(E; A'E) und die Kriimmung von V, R € QQ(E o(E)) =
Q2(E; A’E). Aus V§ = 0, der Definition der Kriimmung, siche (TI.28), und der
Biancchi Identitat, vgl. m, erhalten wir sofort folgende Relationen:

d¥ (—B) = 4, Vx € QY(E; A°F)
dVvX = axR € Q*(E; A\'E)
dVR =0c O¥E; \°E)
Aus diesen Gleichungen, und der trivialen Relation a(—|x|?/2) = 0, erhalten wir
(d¥ — ax) (-2 + Vx + R) = 0.
Da dV — ay eine graduierte Derivation ist, folgt
(¥ — ax)<( bE 4 Ux+ R) ) 0,

fiir jedes r € Ny, und daher auch

(d¥ — ax) exp(— 2L + Vx + R) =0, (I1.50)
wobei
eXp(—g%—@x—l—R Z% %%—@X—I—R)r — e P/2.Vx R ¢ @QP(E;A”E).
r=0 P

Beachte, dass Vx und R in Q*(E; A*E) kommutieren und beide nilpotent sind, die

Exponentiale eV* und e’ sind daher durch endliche Summen gegeben. Bezeichnet
0: M — FE den Nullschnitt, dann gilt weiters

0" exp(—% +Vx+R) =€ € O(M;A'E), (I1.51)
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denn aus xoo0 = 0 folgt 0* 5~ |X‘ =0,0"(Vx) =Vo'x = V0 =0und o*R = 0*p*R =
(poo)*R=1id}; R = R. Sel nun zg € M und E,, die Faser von E iiber x,. Wihle
eine positiv orientierte Orthonormalbasis ey, ...,e; von E,, und betrachte die
orientierungserhaltende lineare Isometrie « : R¥ — E, , «(z}, ..., 2%) = zle; +
-« + z¥ey. Zichen wir die Konnexion V mit ¢ zuriick, so erhalten wir die triviale
Konnexion auf dem trivialen Vektorbiindel .*E = *p*E = (pot)*E = const; E =
RF x A*E,, iiber R¥. Es gilt daher /*Vx = di*x = dY 2" ® ¢; = 3., dr’ @ ¢;,
also 1* exp(Vx) = exp(1*Vx) = [[, exp(da’ @ ¢;) = [[,(1 + d2’ @ ¢;), und somit

Lt exp(—% + Vx + R) —e PRPArdr' @e) A AL+ di* ®e), (1152)

denn aufgrund der Natiirlichkeit der Kriimmung, siche Proposition [[T.4.2|(b), ha-
ben wir auch t*R = *RP"Y = *p*R = (po ¢)*R = const; R = 0 und somit
*(exp R) = 1.

Es bezeichne ¢ € QF(E; AFE) = QF(E) jenen Teil von

(=)D 2m) /2 exp (- EL 4 Ux + R)

der in QF(F; AFE) liegt, k = rank(E). Aus ([1.50), (IT.51) und (IL.52) folgt:

dp =0 (11.53)
0*¢ =e(E,g,V) (I1.54)
L*(; — (27‘(’)7]“/267‘90'2/2611'1 A Adr (II55)

Zusammen mit dem Gauf'schen Integral, [y, e I"I"/2dz! A -+ A da® = (27)%/2,

erhalten wir aus ([1.55)) auch
/ b =1. (I1.56)
E

o

Wir sehen daraus, dass ¢ € QF(E) beinahe eine Thom Form darstellt, aller-
dings ist der Tréager von ¢ nicht kompakt. Um dies zu korrigieren, betrachten wir
die offene Teilmenge BE := {y € F : |y| < 1} C F und den Diffeomorphismus

¥y

V1I=ly?

Sezten wir die Form ¢ := f*¢ € QF(BE) durch Null auf ganz E fort, so erhalten

wir eine glatte Form mit kompakten Triger, ¢ € QF(E). Aus 1 11.53) und
H 2

f:BESE,  fly):=

folgt, dass ¢ die Thom Klasse repriisentiert, [¢] = qﬁE € H (E), siehe Satz
und aus (I1.54]) schlieBlich, dass e(E, g, V) die Euler Klasse reprasentlert 81ehe
Definition [1.2.2]

Aus Satz und Proposition erhalten wir nun
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I1.5.8. Satz (GauB-Bonnet-Chern). Es sei M eine orientierte geschlossene n-
Mannigfaltigkeit, g eine Euklidische Metrik auf TM und ¥V eine kompatible lineare
Konnexion, Vg = 0. Dann gilt

/MG(TM,!J,V) = x(M),

wobei e(T'M, g, V) € Q" (M) die Euler Form (Pfaffsche der Krimmung) bezeich-
net, siehe ([1.49).

I1.6. Aufgaben zu Kapitel [[Il.

30. Aufgabe. Es sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum. Zeige, dass die
Inversion v : GL(V) — GL(V), v(A) := A~1 glatt ist. Hinweis: Da V = RF
geniigt es zu zeigen, dass die Inversion in GLg(R) glatt ist.

31. Aufgabe. Zeige, dass fiir jedes Linienbiindel L die folgenden Aussagen dqui-
valent sind:

(i) L ist orientierbar.
(ii) L ist trivialisierbar.
(iii) L besitzt einen irgendwo verschwindenden Schnitt.

32. Aufgabe. Fiihre die Details in Bemerkung aus. Hinweis: Verwende
die kanonischen Vektorbiindelhomomorphismen m; : £ x ' — FE iiber p; und
my : B x F' — F iiber py, wobei p1,ps : M x M — M die beiden kanonischen
Projektionen bezeichnen, i = 1, 2.

33. Aufgabe. Es sei W ein Teilraum in einem endlich dimensionalen Vektor-
raum V. Zeige, dass GL(V;W) = {4 € GL(V) | A(W) = W} eine Teil-
mannigfaltigkeit von GL(V') ist. Zeige weiters, dass die natiirliche Abbildung
p : GL(V;W) — GL(V/W) glatt ist. Zeige auch, dass glatte Abbildungen
s : GL(V/W) — GL(V; W) mit p o s = idarv/w) existieren. Zeige schlieBlich,
dass p und s zueinander inverse Homotopiedquivalenzen sind.

34. Aufgabe. Es sei S C M eine Teilmannigfaltigkeit. Zeige, dass T'S ein
Teilbiindel von T'M|g ist, ohne dabei auf Proposition [II.1.10| zuriickzugreifen,

vgl. Beispiel [I1.1.11}

35. Aufgabe. Es sei W ein Teilraum eines endlich dimensionalen Vektorraums
V. Sind zwei der drei Vektorraume V', W, V/W orientiert, dann erbt der dritte
in kanonischer Weise eine Orientierung.

36. Aufgabe. Es sei 0 - FF - EF — G — 0 eine kurze exakte Seqeunz von
Vektorbiindeln tiber M. Sind zwei dieser Vektorbiindel oreintiert, dann existiert
auf dem dritten genau eine Orientierung, sodass der kanonische Isomorphismus
E/F = @ orientierungsbewahrend ist.

37. Aufgabe. Zeige, dass das tautologische Linienbiindel iiber RP' 22 ST kei-
nen nirgendwo verschwindenden Schnitt besitzt und daher nicht orientierbar und
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auch nicht trivialisierbar sein kann. Schliefle daraus, dass auch das tautologische
Linienbiindel iiber RP™, n > 1, nicht orientierbar und nicht trivialisierbar ist.
Zeige weiters, dass der Totalraum des tautologischen Linienbiindels iiber RP*
diffeomorph zum Mobiusband ist.

38. Aufgabe. Zeige TRP" = hom(y,v1), siche Beispiel [I1.1.22]

39. Aufgabe. Verifiziere die Details in Bemerkung [[[.1.24] Zeige weiters auch
T Gripn, = hom(y%, (47)1).

40. Aufgabe. Es seinen V und W zwei endlich dimensionale Vektorrdaume und
M eine Mannigfaltigkeit. Zeige, dass eine Abbildung f : M — L(V, W) genau
dann glatt ist, wenn fiir jedes v € V' die Abbildung M — W, z — f(z) - v glatt
ist.

41. Aufgabe. Zeige N*(E® F) = P
E und F iiber M.

gt N E ® AF fiir je zwel Vektorbiindel

42. Aufgabe. Es sei V eine kovariante Ableitung auf einem Vektorbiindel E
tiber M, s € I'(F), v € M und X € T, M. Weiters sei ¢ : I — M eine glatte
Kurve mit ¢(0) = z und ¢(0) = X. Zeige

Vs = lim ¢ (ptg,(s(c(t))) — s(x)),
vgl. Bemerkung [[1.3.15]

43. Aufgabe. Betrachte a := zdy + dz € Q'(R?) und das Teilbiindel H :=
ker(a) C TR3. Zeige, dass H nicht integrabel ist, vgl. Satz [[1.4.5]

44. Aufgabe. Es sei F ein Vektorbiindel iiber M, das k punktweise linear un-
abhingige Schnitte besitzt. Zeige, dass ein Teilbiindel ¥ C F mit £ = F ¢ &*
existiert, wobei £€¥ = M x R¥ das triviale Vektorbiindel bezeichnet.
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II1.1. Levi—Civita Konnexion und Riemannkriimmung. Unter einer
Riemannschen Metrik auf einer Mannigfaltigkeit M verstehen wir eine Eukli-
dische Metrik auf dem Tangentialbiindle, g € I'(S?*T*M), vgl. Abschnitt [[L.5]
Eine Riemannsche Metrik spezifiziert also ein positiv definites symmetrisches
inneres Produkt auf jedem Tangentialraum T,M, x € M, und erlaubt es da-
her Léngen und Winkel von Tangentialvektoren zu messen. Unter einer Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit (M, g) verstehen wir eine Mannigfaltigkeit M zu-
sammen mit einer Riemannschen Metrik g. Auf einer orientierten Riemannschen
n-Mannigfaltigkeit erhalten wir eine kanonische Volumsform, vol € Q"(M), in
dem wir vol(Xy,...,X,) =1 fiir eine (und dann jede) positiv orientierte Ortho-
normalbasis von T, M fordern, x € M.

Riemannsche Mannigfaltigkeiten besitzen eine ausgezeichnete lineare Konne-
xion, die sogenannte Levi-Civita Konnerion, auf ihrem Tangentialbiindel. Um
die Bedingung, die diese Konnexion charakterisiert zu formulieren benttigen wir
den Begriff der Torsion einer linearen Konnexion auf dem Tangentialbiindel. Ist
V eine lineare Konnexion auf 7'M, so definiert

TorV(X,Y) :=VyY —VyX — [X,Y], X,V eX(M)=T(TM) (IL1)

einen Schnitt TorY € Q*(M;TM), denn der Ausdruck ist offensichtlich
schiefsymmetrisch und C°*°(M) linear in X und Y. Dieses Tensorfeld wird als
Torsion der Konnexion V bezeichnet. Eine lineare Konnexion auf 7'M wird tor-
sionsfrei genannt, wenn der Torsionstensor verschwindet, dh. Tor¥ (X,Y") = 0 fiir

je zwei Vektorfelder X, Y € X(M).

IT1.1.1. Proposition (Levi-Civita Konnexion). Ist (M, g) eine Riemannsche
Mannigfaltigkeit, dann existiert genau eine torsionsfreie mit g kompatible lineare
Konnexion V auf TM, dh. Tor = 0 und Vg = 0. Diese Konnexion wird die
Levi-Civita Konnexion der Riemannschen Mannigfaltigkeit (M,g) genannt. Sie
st daher durch die Bedingungen

(X, Y] =VxY — Vy X (I11.2)
X-g9(Y,2)=g(VxY,Z)+ g(Y,VxZ) (1IL.3)

fiir je drei Vektorfelder X,Y,Z € X(M), eindeutig charakterisiert.
BEWwEIS. Wir schreiben die Bedingung Vg = 0, siehe ([II.3]), drei mal an:

0=(Vxg)(V,2)=X-9(Y,Z2) —g(VxY,Z) — g(Y,VxZ)
0=(Vyg)(Z,X) =Y -9(Z,X) —g(VyZ,X) = g(Z,Vy X)
0=—(Vzg)(X,Y)=—-Z -g(X,Y) +9(VzX,Y) +g(X,VzY)
101
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Da g symmetrisch ist, erhalten wir durch Aufaddieren dieser drei Gleichungen
unter Verwendung von
0=X-9gY,2)+Y -g(Z,X)—-Z-9(X,Y)
—g(VxY +Vy X, Z)—g(VyZ —VzY, X)+g(VzX —VxZY)
=X -9V, 2)+Y - 9(2,X) = Z-9(X,Y) = 29(VxY, Z)
+9(X, Y], 2) = g([Y, 2], X) + 9([Z, X], Y)
und schlieflich:

o(VxY, 7Z) = %(X GV D) +Y - g(Z,X) — Z- g(X,Y)

+9(1X.Y).2) —g(I¥. 2. X) + (12, X].Y)).  (1L4)

Da g nichtdegeneriert ist, sehen wir daraus bereits, dass es hochstens eine torsi-
onsfreie mit g kompatible Konnexion auf 7'M geben kann. Um auch die Existenz
einzusehen, versuchen wir V xY durch zu definieren. Eine einfache Rech-
nung zeigt, dass die rechte Seite dieser Gleichung C*°(M) linear in Z ist. Wegen
der Nichtdegeneriertheit von g definiert also eine, offensichtlich bilinea-
re Abbildung V : X(M) x X(M) — X(M), (X,Y) — VxY. Analoge Rech-
nungen zeigen, dass VxY auch C*°(M) linear in X ist, und die Leibnitz Regel
Vx(fY)=fVxY + (X f)Z gilt. Zusammenfassend sehen wir also, dass
eine lineare Konnexion V auf T'M definiert. Es bleibt also noch zu zeigen, dass
diese Konnexion V tatséchlich torsionsfrei und mit g kompatibel ist. Aus
erhalten wir sofort

9(VxY,Z) - g(Vy X, Z) = g([X,Y], Z),
also g(Tor(X,Y),Z) = g(VxY — Vy X — [X,Y],Z) = 0 fiir jedes Z € X(M),
und daher Tor(X,Y) = 0. Schliellich folgt aus (I1I1.4) auch
also (Vxg)(YV,2) =X -9(Y,Z2) —g(VxY,Z)—g(Y,VxZ) =0 fir alle X|Y, 7 €
X(M), und somit Vg = 0. O
Unter dem Riemannschen Krimmungstensor einer Riemannschen Mannigfal-

tigkeit (M, g) verstehen wir die Kriimmung, siehe Proposition |[[1.4.2] der Levi-
Civita Konnexion, dh.

RX,YZ =VxVyvZ -VyvVxZ2 — V[X,y]Z, X, Y, Z € %(M) (1115)

I11.1.2. Proposition. Der Krimmungstensor R einer Riemannschen Mannig-
faltigkeit besitzt folgende Symmetrien, X, Y, Z, W € X(M):

(CL) RX7yZ = _RY,XZ

(b) g(RxyZ,W) = —g(RxyW, Z)

(¢c) g(RxyZ,W) =g(RzwX,Y)

(d) RxyZ + Ry zX + Rz xY =0 (algebraische Bianchi Identitit)



III.1. LEVI-CIVITA KONNEXION UND RIEMANNKRUMMUNG 103

(e) 0=d""™ " R e Q3(M;end(TM)), dh.

0= > V¥™Ry, - Rixyz (I11.6)
2ykl. X,Y, Z
oder dquivalent
0= Y (V¥™R)(Y,2). (IIL.7)
2wkl XY, Z

Diese Relation wird zweite oder differentielle Bianchi Identitdt genannt.

BEWEIS. Die erste Symmetrie ist offensichtlich. Aus Proposition H.5.6@
erhalten wir (]EI), denn Vg = 0. Die Bianchi Identitit dV™“" R = 0 haben wir
allgemeiner in Proposition H.4.2@ gezeigt, die Reformulierung ([I1.6)) erhalten

wir sofort mittels (I1.27]). Nach Abschnitt gilt
®ITM

(V' "R)(Y,2) = vi?d(TM)RY,Z —Ry,vz— Ryvyz
und wegen der Torsionsfreiheit, VxZ = VX — [Z, X|, daher

3 en
(VY R) (Y, 2) = VUM Ry, — Ruvz + Ry,xy — Rizxy.
Summation iiber zyklische Permutationen von XY, Z liefert
3 en
> VIR 2) = Y VYR, - R,
zykl. X, Y, Z zykl. X, Y, Z

somit folgt ([ILI.7) aus (III.6). Um @ einzusehen, verwenden wir die Torsions-
freiheit und schreiben R in folgender Form an:

RxyZ =VxVyZ —VyVxZ —Vxy|Z
=VxVyZ - VyVxZ -V X,Y]|-[X,Y], Z]
=VxVyZ —VyVxZ —-V;VxY +V;VyX —[[X,Y], Z]
Summation iiber zyklische Permutationen von XY, Z liefern nun
RxyZ+RyzX+RzxY =— Y [X.Y],Z]=0,
2ykl. X,Y, Z

wobel wir im letzten Gleichheitszeichen die Jacobi Identitdt verwendet haben.
Um einzusehen, schreiben wir @ viermal an:

0=g(RxyZ, W)+ g(RyzX, W)+ g(RzxY,W)
0= g(RyzW,X)+ g(RzwY, X) + g(Rwy Z, X)
0=—g(RzwX,Y) — g(RwxZ,Y) — g(Rx zW,Y)
0=—g(RwxY,Z) — g(RxyW,Z) — g(RywX, Z)
Aufaddieren liefert, unter Verwendung von @ und (]ED,
0=29(RxyZ,W)—29(RzwX.,Y)
und somit (d). 0
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IT1.1.3. Satz. Fir eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) sind dquivalent:

(a) R =0, dh. die Levi-Civita Konnexion ist flach.
(b) Lokal um jeden Punkt existiert eine Karte M D U < u(U) C R", sodass

g=du' ®@du' + -+ du" @ du", (IIL.8)

dh. (M, g) ist lokal isometrisch zu R™ mit der Standardmetrik.
In diesem Fall wird die Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) flach genannt.

BEwEIS. Die Implikation (bf)= @ ist trivial, siche Beispiel [II1.1.10, Fiir die
umgekehrten Implikation .:> b)) fixieren wir z € M. Nach Satz [[1.4. 6 existiert
eine offene Umgebung U von x und ein lokaler Rahmen Xi,..., X, € X(U) =
['(TM|y) paralleler Vektorfelder, VX, = 0. O.B.d.A. diirfen wir annehmen, dass
Xi(z),...,X,(z) eine Orthonormalbasis von 7, M bilden. Aus Vg = 0 folgt

Y 9(Xi, Xj) = 9(Vy Xi, Xj) + 9(Xi, Vy X;) =0+ 0 =0,

fir jedes Y € X(U), also ist g(X;, X;) lokal konstant. Durch Verkleinern von U
kénnen wir also ¢(X;, X;) = d;; erreichen, dh. X;,..., X, bilden einen lokalen
Orthonormalrahmen. Aus der Torsionsfreiheit der Levi-Civita Konnexion erhal-
ten wir [X;, X;] = Vx,X; — Vx,X; = 0 -0 = 0, also kommutieren die Fliisse
der Vektorfelder X;, dh. FI.X o FI = F12 o LY fiir hinreichend kleine s und t.
Somit liefert

Tty t,) = (FL oo o FIN ) ()

eine lokal um z definierte Karte M D U % w(U) € R™ mit Koordinatenvek-
torfeldern = X;, vgl den Beweis von Satz [[1.4.5] Insbesondere bilden die

8 7
Koordmatenvektorfelder a o ST 38n einen lokalen Orthonormalrahmen, folglich
ist g durch (I11.8]) gegeben. O

Unter der Ricci Krimmung einer Riemannschen Mannigfaltigkeit verstehen
wir folgende Kontraktion des Riemannschen Kriimmungstensors

Ric = —tryy R, Rie(X,Y) Zg Rx.Y.e;), XY eT,M,
wobei ey, . . ., e, eine Orthonormalbasis von T, M bezeichnet. Dies ist unabhéngig
von der Wahl der Orthonormalbasis, nach Proposition III.1.2 symmetrisch,

Ric(X,Y) = Ric(Y, X), X, YeT, M,

und definiert daher ein Tensorfeld, Ric € T'(S?*T*M), vom selben Typ wie die
Metrik g. Eine weitere Kontraktion fiithrt zur sogenannten Skalarkrimmung, r €

(M),

r = tr? Ric, r(x) = Z Ric(e;, e;), x € M,
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wobei dies wieder unabhéngig von der Orthonormalbasis e; ist. Die sogenannte
Schnittkrimmung ist eine Abbildung, die jedem zwei dimensionalen Teilraum
ECT,. M, x e M, die Zahl

K(§) = —g(RxyX,Y)

zuordnet, wobei X, Y eine Orthonormalbasis von ¢ bildet. Dies ist unabhéngig
von der Wahl der verwendeten Orthonormalbasis, fiir eine beliebige Basis X, Y
von ¢ erhalten wir, vgl. Aufgabe [47]

. Q(RX,YX7 Y)
Ko = (X, X)g(Y,Y) — g(X,Y)?

Der Einstein Tensor einer Riemannschen Mannigfaltigkeit ist durch
G :=Ric—Lg € T(S’T*M)
definiert, dh. G(X,Y) = Ric(X,Y) — §g(X,Y). Beachte, G(X,Y) = G(Y, X).

X,Y Basisvon £ C T, M. (IIL.9)

I11.1.4. Lemma. Der Riemannsche Krimmungstensor R ist durch die Schnitt-
krimmung K vollstindig bestimmt. Ist die Schnittkriimmung bei einem Punkt
x € M konstant, dh. existiert eine Konstante c,, sodass K(§) = c, fir jede
Ebene & C T, M, dann gilt schon

9(Rxy 2, W) =~ (9(X, 2)g(V, W) = g(X, W)g(Y. 2)), XY, Z,W € T,M,
und somit auch Ric, = (n — 1)cpg, und r(x) = n(n — 1)c,.

BEWEIS. Da dies ein punktweises Problem ist, fixieren wir x € M. Aufgrund
von ([I1.9) bestimmt die Schnittkriimmung K alle Ausdriicke der Form

p(X,Y):=g(RxyX,Y), XY e€T,M.

Mit Hilfe der Symemtrien bis @ von R in Proposition [[11.1.2| erhalten wir
durch direkte (langwierige) Rechnung [7, Lemma 3.3.3]

—69(Rxy Z,W)=p(X+W, Y +2Z) —p(X +W.Y) - p(X + W, Z)
—p(X.Y +2) = p(W,Y + Z) + p(X, Z) + p(W,Y)
—p(Y+W, X+2)+pY + W, X)+p(Y + W, Z)
+p(Y, X+ Z)+ p(W, X +2) — p(Y,Z) — p(W, X)
Folglich ist R durch p und daher auch durch K bestimmt. Beachte, dass auch R°,
RUX,Y, Z W) :=g(X, 2)g(Y,W) — g(X,W)g(Y, Z), XY, Z W eT,M,

alle Symmetrien von R besitzt, dh. @ bis @ in Proposition [[II.1.2| gelten auch
fir RO. Fiir p°(X,Y) := RY(X,Y, X,Y) erhalten wir

P(X)Y) =g(X, X)g(Y,Y) — g(X,Y)?

die mit R° assozierte “Schnittkriimmung” ist daher konstant, K° = —1, sie-
he ([11.9)). Daraus folgt nun sofort die zweite Behauptung des Lemmas. 0
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IT1.1.5. Bemerkung (Riemannsche Fléchen). Fiir 2-dimensionale Riemannsche
Mannigfaltigkeiten ist der Kriimmungstensor R also vollig durch die Skalar-
kriimmung r bestimmt. Genauer folgt aus Lemma [[II.1.4] » = 2K, Ric = Ky,
G =0 und

g(RxyZ,W) = —K<9(X, 2)g(Y, W) — g(X, W)g(Y, Z))-

Beachte, dass dieses K mit der GauSkriimmung iibereinstimmt, siehe [3 Ab-
schnitt 3.7]. Aus Satz erhalten wir den klassischen Satz von Gauf und
Bonnet fiir geschlossene, orientierbare 2-dimensionale Riemannsche Mannigfal-
tigkeiten,

1
— | Kvol= (M I11.10
o ), Ko xX(M), ( )

denn fiir die Euler Form gilt in diesem Fall e(T'M, g,V) = QLK vol, siehe ([1.49)).

™

Ist (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und A € T'(QFHT*M), so defi-
nieren wir die Divergenz, div A € T'(QFT*M), durch div A := t1{,(VA), dh
(div A) (X1, ., Xp) o= Y (Ve A)(en, Xi1,.., Xy), X, € T,M,
i=1
wobei eq, ..., e, eine Orthonormalbasis von T, M bezeichnet. Dies ist unabhéngig
von der verwendeten Orthonormalbasis und erfiillt folgende Rechenregeln.

I11.1.6. Lemma. Fiir A, B € T(QT*M) und f € C°(M) gilt:
(a) div(A+ B) =divA+divB

(b) div(fA) = fdiv A+ trd,(df ® A)

(c) div(fg) = df.

(d) div(a) vol = dig, vol = Ly, vol, fiir a € QY(M).

(e) [, div(a)vol =0, fir a € QL(M).

BEWEIS. Die erste Behauptung @ ist trivial. Um die zweite Relation ein-
zusehen, sei X; € T, M und eq,...,e, eine Orthonormalbasis von T,M. Dann
gilt
(div(fA) (X1, ... Xi) = Y (Ve,(fA)(es, X1, ..., Xi)

i=1

= Zf(veiA>(€i,X1, R ,Xk) + (61' . f)A(ei,Xl, R ,Xk)

=1

= (fdivA) (X1, ..., Xi) + Y _(df @ A)es, eq, X1, ..., Xa)

= (fdivA)(Xq,..., Xg) + (tr]y(df @ A)(Xq,...,Xk)
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und somit (b). Aus Vg = 0 erhalten wir div(g) = 0 und mittels (b) daher
div(fg) = trf,(df ® g) = df, also (d). Fiir (d) verwenden wir Aufgabe [46] sowie
V vol = 0, und erhalten

n n

Ly, vol = diy, vol = Z ' AV, (i vol) = Z et A (iv..ta vol)
i=1 i=1
= Z €' (Ve ta) vol = tr(Via) vol = tr(f,Va) vol = tr?(Va) vol = div(a)vol.
i=1
Die letzte Behauptung folgt aus @ und dem Satz von Stokes. O

II1.1.7. Proposition (Kontrahierte Bianchi Identitét). Der Finstein Tensor ei-
ner Riemannsche Mannigfaltigkeit erfillt

divG =0, dh. es gilt div Ric = %dr.

BEWEIS. Es sei ey, ..., e, ein lokaler Orthonormalrahmen. Die Bianchi Iden-

titat ([11.7) besagt
(Ve R)(e, X) + (Ve R)(X, &) + (Vx R)(es, ¢;) = 0

also

g((VeiR)(ej, X)ei, ej) + g((V@jR)(X, ei)ei, ej) + g((VXR)(ez, 6]')6@', ej) =0
und mittels der Symmetrien aus Proposition [[I[.1.2]

—g((VeiR)(ei, e;) X, ej) — g((VejR)(ej, ei) X, ei) + g((VXR)(ei, e;)ei, ej) =0.

Summation iiber ¢ und j liefert

— Z(tr24 VeiR) (62', X) — Z(tl‘24 Ve].R) (6]', X) —+ Z(trm VXR) (61', 61') = 0

J

Da troy(Vy R) = Vy(troy R) = —Vy Ric, erhalten wir
> (Ve Ric)(e;, X) + Y (Ve Ric)(e;, X) — > (Vx Ric)(es, &) = 0,
j

7 %

also

2(div Ric)(X) = tr9(Vx Ric) = Vx(tr? Ric) = Vxr = X - r = (dr)(X).
Dies zeigt die zweite Gleichung, div Ric = %dr. Zusammen mit Lemma [[11.1.6
folgt nun sofort divG = 0. U
IT1.1.8. Satz (Schur). Ist (M, g) eine zusammenhdingende Riemannsche n-Man-
nigfaltigkeit, dann gilt:
(a) Ezistiert eine Funktion f: M — R mit G = fg, dann ist f konstant.
Ist dariberhinaus n # 2, so gilt wez’ters.ﬁ

8Beachte jedoch, dass @) fiir n = 2 trivialerweise erfiillt ist, da in diesem Fall ohnenhin

stets G = 0 gilt, sieche Bemerkung [[I1.1.5
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(b) Existiert eine Funktion f: M — R mit Ric = fg, dann ist f konstant.

(c¢) Existiert eine Funktion f : M — R mit K,(§) = f(z) fir alle Ebenen
EC T, M, dann ist f konstant. In anderen Worten: ist die Schnittkrimmung
punktweise konstant, dann ist sie schon global /{;onstant.ﬂ

BEWwEIS. Ad @: Aus G = fg erhalten wir durch Kontraktion trG = nf,
insbesondere muss f also glatt sein. Mit der kontrahierten Bianchi Identitét in
Proposition und Lemma [I11.1.6((c) folgt nun 0 = divG = div(fg) = df,
und somit muss f konstant sein. Ad (b): Aus Ric = fg folgt G = (f — §)g und
mittels sehen wir, dass f — 5 konstant sein muss. Kontraktion liefert weiters
r = tr9 Ric = tr9(fg) = nf. Da n # 2 vorausgesetzt wurde, impliziert dies, dass
auch f konstant ist. Ad : Mittels Lemma [[11.1.4] erhalten wir in diesem Fall
Ric = (n — 1) fg, die Behauptung folgt daher aus %b : O

Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita Konnexion
V und Riemannschen Kriimmungstensor R. Weiters bezeichne S C M eine glatte
Teilmannigfaltigkeit. Mittels g|g € T'(S*T*M]|g) erhalten wir eine orthogonale
Zerlegung TM|s = T'S @ T+S. Die Einschrinkung von g|s auf T'S liefert eine
Riemannsche Metrik gg € I'(S*T*S) auf S. Die Einschriinkung von g|g auf T+S
liefert eine Euklidische Metrik g+ € T'(S?(T+S)*) auf dem Normalenbiindel T+S.
Wir bezeichnen die assozierten Orthogonalprojektionen mit P : TM|s — T'S und
Q : TM|s — T+S. Betrachte folgende die Ausdriicke:

VY = P(VyY), XY € X(S),

II(X,Y) :=Q(VxY), X,Y € 2(5),
Vxé = Q(Vx¢), X € X(S), € e I(T+S)
Bx(§) == —P(Vx§), X e X(9), € e T(T+9)

Dabei wird II als zweite Fundamentalform bezeichnet, und B heifit Weingar-
tenabbildung.

I11.1.9. Satz. Fir X,Y,Z, W € X(S) und &,n € T(T+S) gilt:

(a) V¥ ist eine torsionsfreie mit gs kompatible lineare Konnexion auf T'S und
stimmt daher mit der Levi-Civita Konnexion von (S, gs) tberein.

(b) V+ ist eine mit g* kompatible lineare Konnexion auf T+S.

(c) Die zweite Fundamentalform 11 bildet ein Tensorfeld auf S, genauer haben
wir 11 € T'(S?*T*S @ T+S), insbesondere also I(X,Y) = 1I(Y, X).

9Auch die ersten beiden Aussagen lassen sich #hnlich interpretieren. Etwa kénnen wir die
Ricci Kritmmung dquivalent als eine Abbildung auffassen, die jeder Geraden £ C T, M die Zahl
Ric(X, X)/g(X, X) zuordnet, wobei X eine Basis des 1-dimensionalen Teilraums £ bildet. Dies
ist offensichtlich unabhingig vom verwendeten Basisvektor und enthélt die volle Information
iiber den Riccitensor, da dieser symmetrisch ist (Polarisieren). Behauptung (]ED ldsst sich daher
auch wie folgt formulieren: ist die Riccikriimmung punktweise konstant, dann ist sie schon
global konstant.
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(d) Die Weingartenabbildung B bildet ein Tensorfeld auf S, genauer haben wir
B eT(T*S®(T+S)*®TS), und es gilt die sogenannte Weingarten Gleichung
(e) Bezeichnet RS die Riemannkrimmung von (S, gs), dann gilt die sogenannte

GauBl Gleichung, vgl. [3, Abschnitt 3.7],

9(RxyZ,W) = gs(R% v Z, W)
+ gt (I(X, 2), 1Y, W) — g*(T1(Y, 2), TI(X, W)).

(f) Bezeichnet R+ die Kriimmung der Konnexion V+ auf T+S, dann gilt

9(Rxy&n) = g (Rxy& ) — 9s(By&, Bxn) + gs(Bx&, Byn).

(g9) Es gilt die Codazzi-Mainardi Gleichung,
9(RxyZ,€) = - ((Vx IN(Y, 2),€) = g ((Vy (X, 2),€)

wobei V die von VS und V* auf S?°T*S @ T+S induziert Konnexion bezeich-
net, dh. (Vx1)(Y,Z) = Vx(1L(Y, 2)) - 1(VSY, Z2) — (Y, V5 Z).

Beweis. Offensichtlich sind alle vier Ausdriicke C*°(M) linear in X. Wen-
den wir auf die Gleichung Vx(fY) = fVxY + (X - f)Y die Projektion P and
so erhalten wir V5(fY) = fVYY + (X - f)Y, denn P(Y) = Y. Anwenden
von @ liefert II(X, fY) = fII(X,Y), denn Q(Y) = 0. Analog erhalten wir aus
Vx(f) = fVx&+ (X - )€ durch Anwenden von @ bzw. P die Gleichungen
V() = fVEEH(X - 1) und By (f€) = fBx(£), demn Q(€) = € und P(¢) = 0.
Wir schlieBen daraus, dass V° und V+ lineare Konnexionen darstellen, und II
und B Tensorfelder sind.

Wegen der Torsionsfreiheit von V gilt VxY — Vy X — [X,Y] = 0. Wenden
wir darauf P folgt VY — V§X — [X,Y] = 0, denn P([X,Y]) = [X,Y]. Somit
ist auch V¥ torsionsfrei. Wenden wir auf die selbe Gleichung @ an, so erhalten
wir II(X,Y) — II(Y, X) = 0, denn Q([X,Y]) = 0, also ist II(X,Y") symmetrisch
in X und Y.

Wegen Vg =0 gilt Z - ¢(X,Y) = g(V2zX,Y) + g(X,VzY) und somit auch
7Z-95(X,Y) = gs(V3X,Y)+gs(X, V3Y), also ist V¥ mit gg vertriiglich. Analog
folgt aus Z - g(£,m) = g(Vx&n) + g(&, Vxn), dass V+ mit gt kompatibel ist.
SchlieBlich erhalten wir aus 0 = X - g(Y, &) = g(VxY,&) + g(Y,Vx&) auch 0 =
gL(II<X7 Y)? f) — g(Ya BX&)

Damit sind @ bis @ gezeigt. Dariiberhinaus gilt beziiglich der orthogonalen
Zerlegung TM|s = TS ® TS,

TM|s _ oS 1 0 -B
g vt v (3 )
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wobei wir die Matrix als Element in Q' (S;end(T'S @ T+5S)) auffassen. Aus Pro-
position II.4.2&@ erhalten wir daraus

R 0 0 —dV'B BAIl 0
TM|s __ —
R = ( 0 Ri> + (dv/ no0 ) < 0 1 /\B) (L. 11)

wobei V/ bzw. V" die von V¥ und V* auf hom(T'S, T+S) bzw. hom(T+S,TS) in-
duzierten Konnexionen bezeichnen. Die beiden Gleichungen fiir die Diagonalein-
trage liefern zusammen mit der Weingartengleichung @ sofort (jef) und @) Wegen
der Torsionsfreiheit gilt weiters (dV' I1)(X,Y, Z) = (Vx )(Y, Z) — (Vy I)(X, Z),
folglich liefert der linke untere Eintrag in die Codazzi-Mainardi Glei-
chung . U

Unter einer (lokalen) Isometrie einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g)
verstehen wir einen (lokalen) Diffeomorphismus f € Diff(M) mit f*g = g. Of-
fensichtlich bildet die Menge aller Isometrien eine Untergruppe von Diff (M), die
wir mit Isom(M, g) bezeichnen. Fiir jede Isometrie f gilt f*V = V, denn die
zuriickgezogene Konnexion f*V ist mit g kompatibel, (f*V)g = (f*V)(f*g) =
f*(Vg) = f*0 = 0, und torsionsfrei, Tor! V(f*X, f*Y) = (f*V)px(f*Y) —
(F*V)py (fX) = [f*X, f*Y] = f{(VxY = VyX = [X,Y]) = f*Tor¥(X,Y) =
f70 =0, und muss daher wegen der Eindeutigkeitsaussage in Proposition |[1.1.1
mit der Levi-Civita Konnexion iibereinstimmen, dh. f*V = V. Fiir die Kriim-
mung folgt f*R = R, f*Ric = Ric, f*r =rund f*K = K, genauer K (T, f-§) =
K (&), fur jede Ebene £ C T, M.

Der Fluss eines Vektorfeldes X ist genau dann eine (lokale) Isometrie, wenn
Lxg = 0 gilt, denn %(Fltx)*g = (FI*)*(Lxg). Solche Vektorfelder werden Kil-
ling Vektorfelder, genannt sie konnen als infinitesimale Isometrien interpretiert
werden. Eine einache Rechnung, vgl. Aufgabe zeigt

Lxg=2symVX, dh. (Lxg)(Y,Z2)=9(VyX,Z)+9(VzX,Y). (111.12)

Killing Vektorfelder sind daher durch die Gleichung symV X = 0 charakterisiert.
Insbesondere ist jedes parallele Vektorfeld VX = 0 auch ein Killing Vektorfeld.

IT1.1.10. Beispiel (Euklidische Geometrie, K = 0). Betrachte den Euklidischen
Raum R" mit der Riemannschen Metrik

g=dr' @dz' + - + dz" ® da".

Die triviale Konnexion auf TR™ = R" x R" ist offensichtlich mit g kompatibel
und torsionsfrei. Aus der Eindeutigkeitsaussage in Proposition sehen wir
daher, dass die Levi-Civita Konnexion von (R", g) mit der trivialen Konnexi-
on {iibereinstimmt. Insbesondere sind die Koordinatenvektorfelder parallel, dh.
\% a?ci = 0, und daher R = 0. Der flache Euklidische Raum hat daher konstante
Schnittkriimmung K = 0. Beachte, dass jede affine Abbildung f(z) = Az +b mit
A € O, und b € R, eine Isometrie von (R, g) ist.
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Analog sieht man, dass der sogenannte flache Torus, T™ := S* x -+ x S! mit
Riemannscher Metrik g :== ' ® 0! + -+ + 0" ® 0", eine kompakte Riemannsche
Mannigfaltigkeit mit K = 0 darstellt. Hier ist 0° := p:0 € QY(T™), wobei p; :
T — S' die Projektion auf die i-te Koordinate und 6 € Q!(S!) die standard
Winkelform bezeichnen. Beachte, dass die glatte Uberlagerung R* — T" eine
lokale Isometrie bildet.

IT1.1.11. Beispiel (Sphérische Geometrie, K > 0). Es sei r > 0 und es bezeich-
ne S := S} := {& € R"™" : ||lz|| = r} die Sphire mit Radius r. Wir versehen
S}’ mit der von R"™ und g = Y7 da’ ® dz* induzierten Riemannschen Metrik
gs. Betrachte das radiale Vektorfeld N € X(R"), N(z) ==z = > 2’
Beachte, dass N normal auf S steht, und g-(N,N) = r? gilt. Aus V il =0
folgt VN = dz' ® a?civ und mit Hilfe der Weingartengleichung, siehe Proposi-
tion @} daher II = —%gs ® N. Zusammen mit der Gaufl Gleichung aus
Proposition [[IL.1.9((]), liefert dies

0=gs(RYyX,Y) + 5gs(X, X)gs(Y,Y) — £gs(X,Y)gs(X,Y).

Daraus folgt nun, dass S)' konstante Schnittkrimmung K = 7% besitzt. Beachte,
dass jedes A € O, eine Isometrie von S darstellt, dh. O, C Isom(S)"). Wir
werden spéter sehen, dass jede Isometrie der Sphére von dieser Form ist, dh.
Opi1 = Isom(S)).

I11.1.12. Beispiel (Hyperbolische Geometrie, K < 0). Betrachte wieder R™™!,
nun aber mit der pseudo Riemannschen Metrik ¢ = —dz’ ® dz®+ > | da’ @ dx'.
Fiir 7 > 0 bildet das Hyperboloid S = H" := {z € R"" : g(z,x) = —r?} eine
glatte Teilmannigfaltigkeit und ¢ induziert eine (positiv definite) Riemannsche
Metrik gg auf H;'. Wie im vorangehenden Beispiel folgt II = —%gs ® N, jedoch
gilt nun g+(N, N) = —r?, denn g ist negativ definit. Aus der GauB Gleichung
folgt dann wie zuvor, dass H;' konstante Schnittkrimmung K = —7% besitzt.
Beachte, O(1,n) C Isom(H"), tatsichlich gilt auch hier wieder Gleichheit.

IT1.1.13. Proposition (Variationsformeln). Es sei (M, g) eine orientierte Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit mit Volumsform vol, Levi—Civita Konnexion V, und
assozierten Kriimmungstensoren R, Ric und r. Weiters sei g, t € R, eine glatte
Familie von Riemannmetriken auf M mit gy = g, und es bezeichne g := %|Ogt €
L(S*T*M). Schlieflich definieren wir auf S*T*M eine Euklidische Metrik

(h, k) = trtris(h @ k) = Z h(es,e;) k(e e;), hk e 82T M

3,0=1

wobei dies unabhdingig von der Orthonormalbasis e; ist. In dieser Situation gelten
die folgenden Variationsformeln, X,Y,Z € X(M):

(a) vol := Z|ovol* = L trg = 1(g,9).
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(b) Mit V .= 2|,V € T(S*°T*M @ TM) gilt
o(VxY,2) = S ((Vxd) (V. 2) + (V23)(Z,X) = (V24) (X, V).

und daher auch trys V = sdtr(g) und tryy V =divg — sdtr(g).
(¢) Mit k= 2|,R% gilt RxyZ = (VxV)(Y,Z) — (VyV)(X, Z).
(d) Mit 7 := Z|oro gilt

i = —(Ric, §) 4 div(tryy V) — div(tras V) = —(Ric, §) 4 divdiv g + Atr(g),

wobei wird der Laplace Operator auf Funktionen f € C°(M) durch Af :=
—divdf = —tr VV f definiert ist.

BEWEIS. Esseieq,...,e, eine positiv orientierte orthonormale Basis von 1), M
beziiglich g = go, und es bezeichnet e', ..., e" € Ty M die duale Basis, ¢'(e;) = oL
Fiir beliebiges t gilt dann

vol?t = \/det (ge(esre)ig) et A~ A . (IIL.13)

Zusammen mit ]0 det(gt(ei, ej)ij) = tr(g(el-, ej)ij) = tr(g) = (g, g) folgt nun @)
Ableiten von ([I1.4)) liefert

o(VxY. 2) + §(VxY.Z) = (X §(Y.2) + Y - 4(Z,X) = Z-§4(X.Y)
+ (X, 2) = §(1Y, 20, X) + 9((2, X, Y))
= (V). 2) + (Vi) (Z.X) ~ (V20)(X.)
+24(VxY, 7))
und damit . Aus Proposition erhalten wir R = dVV, dh.
RyyZ = (VxVy)Z — (VyVx)Z — VixyZ.

Kombinieren wir dies mit (VxV)(Y,Z) = (VxVy)Z —_VVXYZ und [X,Y] =
VxY — Vy X so folgt . Da Ric% = —tryy R9 gilt Ric = — troy R. Weiters
haben wir r9 = tr9% Ric? = tr(#J’ Ric”) und somit

i = tr(fs Ric) 4 tr(fzRic) = —(Ric, ¢) + tr Ric = —(Ric, §) — trtry R.

Kombinieren wir dies mit so erhalten wir

n n

r= —<RiC,g> - Z g((veiv)(ejvei)7€j) + Z g((qu)(elﬁei)’ ej)7

i,j=1 hj=1
= —<RiC, g> — diV(trQ,?, V) + div(tr12 V),

denn die Levi—Civita Konnexion vertauscht mit Kontraktionen. [l
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IT1.1.14. Beispiel (Einstein-Hilbert Wirkung). Es sei M eine orientierte (ge-
schlossene) Mannigfaltigkeit. Zu jeder Riemannschen Metrik g auf M betrachte

E(g) ::/Mrvol, (III.14)

wobei 7 und vol die Skalarkriimmung und Volumsform von g bezeichnen. Wir
wollen nun die kritischen Punkte dieser Wirkung bestimmen. Dazu betrachten wir
eine beliebige glatte 1-parameter Familie Riemannscher Metriken g, (Variation
der Metrik) mit go = g. Setzen wir ¢ = %|ogt € I(S*T*M), so erhalten wir mit

Hilfe von Proposition [[IL.1.13|(a)&(d) und Lemma [[IL.1.6](€),

E = %|0E(gt) = /Mr"vol +rvol

= —/ (Ric—%g,9) vol—l—/ div(trya V — tra3 V) vol = —/ (G, g) vol,
M M M

wobei G = Ric —5g den Einsteintensor von g bezeichnet. Ist g kritisch, so muss

E, fiir jede solche Variation der Metrik verschwinden. Insbesondere kéonnen wir
g := g + tG betrachten, und erhalten aus obiger Formel |, (G, G)vol = 0, also
G = 0. Wir sehen daher, dass die kritischen Punkte der Einstein—Hilbert Wirkung
genau die Riemannschen Metriken g mit verschwindendem Einsteintensor
sind, G = 0. Fiir dim M # 2 ist die Gleichung G = 0 zu Ric = 0 dquivalent, denn
trG = (1 — §)r. Beachte, dass nach dem Satz von GauB-Bonnet, siche ,
die Wirkung E(g) im 2-dimensionalen Fall unabhéngig von g ist. Dies ist mit
obiger Rechnung vertréglich, denn im 2-dimensionalen Fall gilt ja stets G = 0,
vgl. Bemerkung [[1I.1.5

II1.1.15. Beispiel (Minimalflichen). Es sei (M,g) eine orientierte Riemann-
sche Mannigfaltigkeit. Jeder (geschlossenen) orientierten Teilmannigfaltigkeit S
ordnen wir ihr induziertes Volumen zu,

V(S) ::/Svol‘f’g, (II1.15)

wobei vol§ die Volumsform der auf S von ¢ induzierten Riemannschen Metrik
gs bezeichnet. Fiir jedes Vektorfeld X € X(M) erhalten wir eine Variation der
Teilmannigfaltigkeit S; := F1X(S), definiert fiir hinreichend kleines . Mit Hilfe

von ([I1.12) und Proposition IH.1.13@ erhalten wir

X\ %
SV (Sy) = %|o/5 voly, = %|0/5V01g1t )*g
t

1 1
= §/tr5(%\g(F1§)*g) volf, = §/trS(LXg)V01%:/trS(VX)Volg.
s S s

Zerlegen wir nun X ldngs S in Tangential- und Normalteil, X|s = PX + QX,
dann folgt aus der Weingartengleichung trg(VX) = trg(V(PX))+trg(V(QX)) =
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divg(X) — gt (tr 1L, QX) und somit

210V (Sy) :/diV(PX) Volk%—/gl(trH,QX) volf, = —/gL(trH, QX)voll.
S S S

Die kritischen Punkte von (II1.15]) sind daher genau jene Teilmannigfaltigkeiten
S, deren mittlere Kriimmung H := tr1I € T(T+S) verschwindet.

IT1.1.16. Bemerkung (Kartendarstellungen). Es sei (M, g) eine Riemannsche
Mannigfaltigkeit und M D U % w(U) C R™ eine Karte. Dann existieren gij €
C>°(U) mit

glv = Z gijdu’ @ du’ .
ij=1
Fiir jedes © € U bildet daher g;;(z) eine symmetrische positiv definite Matrix,
gi; = g5i- Unter den mit der Karte u assozierten Christoffel Symbolen verstehen
wir die durch

Voo

2 G = E:Fzmu
u

eindeutig bestimmten lokal definierten F unktlonen I}, € C(U). Aus der Formel
fiir die Levi-Civita Konnexion ([I1.4]) erhalten wir Sofort

1 n
Il = 3 ngl (cf)iigjl + a2 g — %%‘j) (111.16)

wobei g™ (x) die zu g;;(x) inverse Matrix bezeichnet, z € U, dh. > 1 Gijg’* = oF.
Da die Levi-Civita Konexion torsionsfrei ist, gilt

k _ 7k

Kartendarstellung des Riemannschen Kritmmungstensors RL;, € C*™(U)

o _ 9
8u" Bia o ZR’%] ut”

Aus (II1.5)) erhalten wir sofort

Rl = ol — 55T + Z(Fﬁ -ryr,) (ITL.17)

was, zusammen mit ([I1.16]) die Berechung von R erlaubt, wenn die Koordinaten-
darstellung g;; der Metrik bekannt ist. Beachte, dass die Riemannkriimmung R in
nicht linearer Weise von Ableitungen bis zweiter Ordnung der Metrik g abhéngt.

Mit
n
Ruij = g(Ro. o go%, 501) = Z Ry Gmi

dul’ auﬂ
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lassen sich die Symmetrien in Proposition [[II.1.2| wie folgt schreiben:

Rigij = — Rk
Riij = —Ruij
Rikij = Rijik

0 = Rikij + Rujr + Rijki

II1.2. Hodge Theorie. Es sei M eine n-dimensionale orientierte Riemann-
sche Mannigfaltigkeit. Die Riemannsche Metrik induziert Euklidische Metriken
auf den Vektorbiindeln AYT*M, die wie folgt charakterisiert werden konnen. Ist
e1,...,e, € T,M eine Orthonormalbasis von T, M, und bezeichnet e!, ..., e" die
duale Basis von T M, dann bilden e A---Aee, iy < iy < -+ < i,, eine Orthonor-
malbasis von AYT7* M. Wir werden dieses innere Produkt auf A7y M im folgenden
mit (—, —) bezeichnen. Fiir o, f € Q9(M) erhalten wir daher («, 5) € C*(M).

Unter dem Hodge Sternoperator verstehen wir den durch folgende Bedingung
eindeutig charakterisierten Vektorbiindelisomorphismus

ot NT*M — A" 9T*M, o A3 = {(a, B)vol. (I11.18)

Dies ist tatséichlich wohldefiniert, denn AYT*M x A" 9T*M 25 APT*M = R, ist
eine nicht-degenerierte bilineare Paarung. Ist eq,...,e, eine positiv orientierte

Orthonormalbasis von T, M, und bezeichnet e!,... e" die duale (orthonormale)
Basis von T M, dann erhalten wir aus ([IL.18) und vol, = e' A --- A ", sofort

xe' ANl =T A A e, (I11.19)
insbesondere also xf = f vol fiir f € QY(M) = C>°(M). Aus ([IL.19) folgt weiters
x2 = (=1)17D ANIT*M — NIT*M,  xxa = (—1)llC=leDg  (111.20)

Auf Q4(M) definieren wir ein inneres Produkt

(o, B)) == /M<a,ﬂ> vol = /Ma/\*ﬁ, a, € QYM). (II1.21)

Dies ist offensichlich bilinear und symmetrisch, es gilt aber auch (o, a)) > 0
sowie (o, a) = 0 < a = 0. Dadurch wird Q4(M) also zu einem reellen (nicht
vollsténdigen) PraHilbertraum.

Unter der sogenannten Koableitung verstehen wir den Operator

6= (=1)9xtdx: QIM) = QY M),  Sa= (D xldxa.  (111.22)
Die Vorzeichenkonvention ist durch folgendes Lemma motiviert.

II1.2.1. Lemma. Die Koableitung ist formal adjungiert zum deRham Differen-
tial, dh. es gilt {(da, B) = {(,d8)), fiir alle « € QI"Y(M) und B € QI(M).
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BeEweIls. Mit Hilfe der Leibnizregel und des Satzes von Stokes erhalten wir
aus ([11.21)) und (I11.22)) sofort

<<d04,6>>:/Mda/\*ﬁ:/j\4d(a/\*ﬁ)+(—1)qa/\d*ﬂ
:(—1)q/Ma/\**ld*ﬂ:/Ma/\*§B:((a,6ﬁ)),

wie behauptet. 0
Aus der Definition der Koableitung ([I1.22]) und d? = 0, erhalten wir weiters
62 =0, dh. §6a=0. (I11.23)

Unter dem Hodge—Laplace Operator auch Laplace—Beltrami oder deRham—Laplace
Operator, verstehen wir

A:=ds+dd=(d+6)*: QUM) — QUM). (111.24)
Aus Lemma sehen wir, dass A formal selbstadjungiert ist, dh. es gilt
(Ba.B) = (@, AB),  0eQI(M), feu(M).  (IT125)

Dariiber hinaus ist A positiv semidefinit, dh. es gilt
(Ao, o)) 20, € QYM),

denn aus Lemma [[11.2.1| folgt sofort (Aca, ) = (da, da)) + {(da, da)). Aus dieser
Gleichung erhalten wir auch

ker A = ker(d + 6) = kerd Nkerd. (I11.26)
Beachte weiters die Relationen
dA =Ad, 6A=A§f und *A=Ax. (I11.27)
Weitere Details zu diesen Betrachtungen finden sich etwa in [6, Kapitel 12].

IT1.2.2. Satz (Hodge Zerlegung). Ist M eine geschlossene orientierte Riemann-
sche Mannigfaltigkeit, so haben wir eine orthogonale Zerlequng

Q*(M) = ker A @ img A.

BEWEIS. Beachte zunéchst, dass die Inklusion ker A — ker d, siehe ([11.26)),
eine injektive lineare Abbildung ker A — H*(M) induziert, denn nach
und Lemma gilt ker ANimgd C keré Nimgd C ker § N (ker §)+ = 0. Wir
sehen daher, dass ker A endlich dimensional ist, denn nach Korollar ist
H*(M) endlich dimensional. Daraus erhalten wir eine orthogonale Zerlegung

Q" (M) = ker A @ (ker A)*,
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denn mit Hilfe einer Orthonormalbasis 1, ..., By von ker A lésst sich jede Form
a € QM) als

N N

o =" i+ (o= D (e D)

i=1 i=1
schreiben, wobei der erste Summand in ker A, und der zweite in (ker A)* liegt.
Aus folgt weiters ker A = (img A)t. Kénnten wir daraus (ker A)t =
img A schlieflen, so wére der Beweis vollsténdig. Dieser Schritt ldsst sich tatséch-
lich durfithren, erfordert jedoch einige nicht-triviale analytische Uberlegungen.
Details finden sich etwa in [12] Theorem 5.5], [7, Section 2.2] oder [11]. Die
oben erwihnte Analysis zeigt auch, dass ker A endlich dimensional ist, ohne auf
Korollar [I.3.26| zuriickzugreifen. 0

I11.2.3. Korollar (Hodge Zerlegung). Ist M eine geschlossene orientierte Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit, so haben wir eine orthogonale Zerlegungen

Q" (M) = ker A ®imgd & img 0. (I11.28)
Dariiber hinaus gilt:
(a) img A = imgd @ img

(b) kerd = ker A @& imgd
(c) ker § = ker A @ img o

BEWEIS. Aus Lemma folgt imgd L kerd und kerd L imgd. Da
img d C ker d erhalten insbesondere imgd | imgd. Zusammen mit folgt
weiters ker A 1 imgd und ker A 1 imgd. Alle Summen im Korollar sind daher
orthogonal und somit auch direkt.

Aus imgd @ imgd L ker A und Satz folgt imgd @ imgd C img A und
somit @, denn die umgekehrte Inklusion img A C img d®img ¢ ist offensichtlich.
Zusammen mit Satz erhalten wir nun auch die Zerlegung (I11.28)). Aus
kerd | imgd und olgt kerd C ker A @ imgd und somit (b]), denn die
umgekehrte Inklusion ist offensichtlich. Analog erhalten wir aus kerd L imgd

und ([I1.28) nun ker d C ker A & img d und daher . O

Eine Differentialform o € Q9(M) wird harmonisch genannt, falls Aa = 0.

Nach ([II.26]) ist dies zu da = 0 = da dquivalent. Aus Korollar III.Z.S@ erhalten

wir sofort folgendes Resultat.

I11.2.4. Korollar. Auf einer geschlossenen orientierten Riemannschen Mannig-
faltigkeit besitzt jede deRham Kohomologieklasse einen eindeutigen harmonischen
Reprisentanten, dh. H*(M) = ker A = ker(d 4 ¢) = kerd Nker.

I11.2.5. Bemerkung. Aus Korollar erhalten wir einen neuen Beweis der
Poincaré Dualitéit fiir geschlossene orientierte Mannigfaltigkeiten. Nach
induziert der Hodge Sternoperator ndmlich einen Isomorphismus x : ker A =
ker A, und liefert daher Isomorphismen H%(M) = H"9(M).
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IT1.2.6. Lemma. Ist e; ein lokaler Orthonormalrahmen von T M, dann gilt
da=—> i,V a, a e QYM).
J
BEWEIS. Wir erinnern uns zunéchst an die Formel, siehe Aufgabe

do=> e AV, €M), (I11.29)

J

wobei e/ den zu e; dualen lokalen Orthonormalrahmen von 7™M bezeichnet.
Weiters gilt

Vx=0, dh. Vx(xa)=+Vxa, ae€Qi(M), X e X(M). (I11.30)

Dies lasst sich durch Ableiten der definierenden Gleichung S A xa = (5, a) vol,

vgl. , verifizieren. Daraus folgt ndmlich unter Verwendung von V x vol = 0,

VxBA*xa+ A Vx(xa) = Vx(ﬁ /\*a) = VX((ﬁ,oz> vol)
= (Vxf,a) vol +(B, Vxa) vol = VxB Axa +  AxV xa,

also AV x(*xa) = B A*V xa fiir alle 8, und somit . Schliellich haben wir

o Axa = (—1)""xiga, o€ Q(M),aecQUM). (I11.31)

Diese letzte Relation lésst sich leicht aus herleiten. Aus (I11.29)), (L11.30)
und erhalten wir nun

dxa=Y AV, ()= ¢ AxV a=(-1)""% > i, V. a,
j J ’

und somit dov = (=1)? ' dxa = — 3 i, Ve a, wie behauptet. O

Wir wollen im verbleibenden Teil dieses Abschnitts noch die sogenannte Boch-
ner Methode an einem Spezialfall, sieche Satz unten, besprechen. Bochners
Argument basiert auf der sogenannten Weitzenbock Formel, die den Laplace—
Beltrami Operator A mit dem Konnexions Laplace V*V in Zusammenhang
bringt, vgl. Proposition |L11.2.8| unten.

Wir beginnen damit den Konnexions Laplace zu definieren. Sei dazu E ein
Euklidisches Vektorbiindel mit kompatibler Konnexion iiber einer orientierten
Riemannschen Mannigfaltigkeit M. Wir werden die Metriken auf 7'M, E und die
davon induzierte Euklidische Metrik auf 7*M ® E alle mit (—, —) bezeichnen[]
Auf den Schnitten von E definieren wir analog zu ein inneres Produkt,

(s, t) :== /M<s,t> vol, s, t € To(E).

10Dje induzierte Euklidische Metrik auf 7* M ® E kann wie folgt charakterisiert werden. Ist
e’ eine Orthonormalbasis von T M und f; eine Orthonormalbasis von E,, dann bildet e’ ® f;
eine Orthonormalbasis von T M ® E,. Fiir zerlegbare Tensoren gilt daher (w1 ® $1,wa ® s2) =
(w1, w2)(s1, $2), wobei w; € TXM und s; € E,, v € M.
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Da auch T*M ® E ein Euklidisches Vektorbiindel ist, liefert dieselbe Konstruktion
ein inneres Produkt auf I'.(T*M ® E).
Betrachte nun den Operator
V*T(T"M ® E) — T'(E), V*a := —tr;a Va.

Dabei bezeichnet V die von der Konnexion auf E und der Levi-Civita Konne-
xion induzierte Konnexion auf 7*M ® E, dh. Va € I'(T*M @ T*M ® E), und
tryo steht fiir die Kontraktion der ersten beiden Faktoren unter Verwendung der
Riemannmetrik. Ist e; ein lokaler Orthonormalrahmen von T'M, dann gilt

Via =Y a(Vee) = Ve (ale)), (I11.32)
denn V'a = =) .(Vega)(e) =Y, a(Vee) — Ve, (ale;)). Das Vorzeichen in der
Definition von V* ist durch folgendes Lemma motiviert.

I11.2.7. Lemma. Der Operator V*: T'(T*M ® E) — T'(E) ist formal adjungiert
2w V:T(E) - I'(T*M ® E), dh. es gilt {(Vs,a)) = {(s,V*a)), fir alle o €
D(T*M @ E) und s € T'o(E).

BEWEIS. Es sei e; ein lokaler Orthonormalrahmen von T'M und es bezeichne
e' den dualen lokalen Orthonormalrahmen von 7*M. Dann gilt Vs = Y. €'®V,;s,
a =3¢ ®ale;) und daher

(Vs,a) = Z<ei ® Ve,s, 6 @ ale;)) = Z(Veis,a(ei)>.
i,J i
Aus erhalten wir weiters
(5, V') = > (s,0(Ve,e5)) — (5, Ve, (aler))).

Da die Metrik auf E parallel ist, gilt e;- (s, a(e;)) = (Ve s, a(e;)) + (s, Ve, (a(e))),
und wir erhalten somit

(Vs,a) — (s,V*a) = Zei (s, a(e;)) — (s,a(Ve,e;))

= Z(Veiw)(ei) = trys Vw = divw,

wobei die 1-Form w € QL (M) durch w(X) := (s, a(X)) definiert ist, X € X(M).
Mittels Lemma [[IL.1.6]f) folgt nun durch Integration (Vs,a)) = (s, V*a)). O

Die Komposition von V: I'(E) — I'(T*M @ F) mit V*: T'(T"M @ E) — T'(F)
liefert einen Operator

V'V T(E) 5 T(E), V'Vs=—tr,VVs,
der als Konnezions Laplace bezeichnet wird. Aus Lemma erhalten wir
(V*Vs,t) = (Vs, Vt) = (5, V*Vi)), se(E), tel.(E), (I11.33)
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also ist V*V formal selbstadjungiert. Ist e; ein lokaler Orthonormalrahmen, dann

folgt aus ([11.32))
V'Vs=-) VeVes+ Y Vv.es, sel(E). (111.34)
Der Konnexions Laplace auf F = AYT*M unterscheidet sich vom Laplace—
Beltrami Operator nur durch einen Kriimmungsterm. Genauer, gilt die sogenann-

te Weitzenbock Formel, siehe etwa [T, Theorem 3.3.3], [11] equation (3.16)] oder
[12, Corollary 8.3].

I11.2.8. Proposition (Weitzenbick Formel). Fiir jedes a € QY(M) gilt
Aa = V*Va + Ric(fa, —).
Allgemeiner gilt fir o € QI(M)

Ao =V*Va — Z (Reye; €k €1) et A iej(el N e, @) (I11.35)
ikl
=V*Va + Z (Rey e, ek, €1) e Ael A lfe;le, O+ Z Ric(e;, ex)e’ Adg,
igkl ik

wobet e; einen lokalen Orthonormalrahmen von T M bezeichnet.

BEWEIS. Aus Aufgabe [46| und Lemma [[I1.2.6] erhalten wir
door = — Z e' A Ve, (ie; Ve, )

i?j
= — Z et A ivel,ejveja — Z el A le; Ve, Vet
Y] 1]
= Z e Nie;Vy, e;0 — Z e' Nig; Ve, Ve, (I11.36)
0, 1]

sowie

ddo = — Z ie.Vej(ei AV, )

= - Z e, (( ) AVe,a) — Z ie, (€' NV, V)

%,J
— Zzej et A Vve e ) Ziej (ei AV, Veioz)
,J
— Z Vve, e Z e''A le, Vve e, 00 — Z Ve, Ve, + Z e'A be; Ve, Ve, (
7 2,7 1,J

(I11.37)
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Aus ([I1.36]), (II1.37) und (II1.34) folgt nun
Aa = dba + dda
= V*Va — Z e Nie,(Ve,Ve,a — Ve, Ve, — Vveiejfvejeia)
1,J

=V'Va—> ¢ Nig RNT™M(a), (I11.38)

J

1,J
wobei RMT™M die Kriimmung der Konnexion auf AYT*M bezeichnet. Fiir X, Y €
X(M), a € QM) und g € QP(M) gilt Vx(a A B) = Vxa AP+ aA VxS und
daher RY'V'T™M(a A B) = RYT™M(a) A B+ aARYTM(B), dh. die Kriimmung
wirkt als Derivation. Daraus folgt nun

RQ(?*M(@) = Z(nyek, enyel Nig a, (I11.39)
k,l

denn auch die rechte Seite dieser Gleichung ist eine Derivation, und beide Seiten
stimmen auf 1-Formen {iberein. Um die letzte Behauptung einzusehen, bemer-
ken wir, dass Vi = 0, dh. Vx(fw) = §Vxw, somit Ryy(fw) = fR% ' (w), fiir
w € (M), und daher R Y (w) = REM (2, eMiew) = Y bRxy (ek)iew =
Soni(Rxyer, e)et Adg,w. Kombinieren wir ([IL.38) mit ([IL.39) so erhalten wir
. Die verbleibenden Aussagen der Proposition sind nun offensichtlich. [J

IT1.2.9. Satz (Bochner). Es sei M eine zusammenhdngende geschlossene orien-
tierte Riemannsche n-Mannigfaltigkeit und Ric > OH Dann st jede harmonische
1-Form parallel und by (M) < n. Existiert dariber hinaus ein Punkt x € M mit
Ric, > OB dann sind alle harmonischen 1-Formen trivial und by(M) = 0.

BEWEIS. Sei @ € QY(M) harmonisch, dh. Aa = 0. Aus der Weitzenbock
Formel in Proposition [[I1.2.8{ und ([I1.33)) erhalten wir

0= (Aa,a) = (Va, Va) + / Ric(fa, fa) vol .
M
Zusammen mit der Annahme Ric > 0 folgt Va = 0 und Ric(fa, fo) = 0. Insbe-
sondere sind alle harmonischen 1-Formen parallel. Beachte, dass parallele Schnitte
lokal konstante Linge haben, denn X - |a]? = 2(Vxa, a). Wegen des Zusammen-

hangs von M folgt daraus, dass die Auswertung paralleler 1-Formen bei einem
Punkt x € M,

{a e Q' (M):Va=0} = T:M, o ay,

eine injektive lineare Abbildung ist. Somit hat der Vektorraum der parallelen 1-
Formen hochstens Dimension n. Nach dem zuvor gezeigten, hat also auch der Vek-
torraum der harmonischen 1-Formen hochstens Dimension n. Aus Korollar

Hd.h. Ric, (X, X) > 0, fiir alle 2 € M und alle X € T, M.
124 h. Ric, (X, X) > 0, fiir alle 0 # X € T, M.
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schlieen wir nun by (M) < n. Existiert ein Punkt z € M mit Ric, > 0 und ist
a harmonisch, dann folgt aus Ric(fa, fa) = 0 nun «, = 0 und damit o = 0. In

diesem Fall gibt es daher keine nicht-trivialen harmonischen 1-Formen und aus
Korollar [[1I.2.4] erhalten wir b; (M) = 0. O

II1.2.10. Beispiel. Aus Satz folgt etwa, dass auf dem Torus 7" keine
Riemannsche Metrik mit Ric > 0 existiert, denn b;(7") = n # 0. Etwas allge-
meiner folgt, dass es auch auf S' x M keine Riemannsche Metrik mit positiver
Ricci Kriimmung geben kann.

II1.3. Geoditen und Vollstédndigkeit. Es sei (M, g) eine Riemannsche
Mannigfaltigkeit. Wir werden die Riemannsche Metrik oft mit (X,Y) := g(X,Y)
bezeichnen, X,Y € T, M, und schreiben |X| := (X, X)¥/2, X € T, M, fiir die
assozierte Norm auf T, M. Ist I C R ein kompaktes Intervall, I = [a,b], a < b,
und c : [ — M eine glatte Kurve, so wird

length(c) /|c )| dt = /yc )|dt = / g(d(t),c (t)/2at

die Linge von ¢ genannt. Hierbei bezeichnet ¢ : I — TM, ¢(t) = %c(t), die
Ableitung von c. Die Lange von Kurven ist reparametrisierungsinvariant.

IT1.3.1. Lemma. FEs sei ¢ : J — I ein, mdoglicherweise orentierungsumkehrender
glatter Homdomorphismus zwischen kompakten Intervallen, I,J C R. Fiir jede
glatte Kurve ¢ : I — M ist dann auch co ¢ : J — M glatt, und es gilt

length(c o ¢) = length(c).

BEWEIS. Aus der Kettenregel erhalten wir (c o ¢)'(t) = ¢/(o(t))¢'(t), folglich
[(co @) ()] = | (¢(t))]|¢(¢)| und somit

length(c o ¢) = /] co @) (t)|dt = /|c D' (t)|dt = /\c )|ds = length(c),

nach der Substitutionsformel fiir eindimensionale Integrale. 0J

Es wird sich als hilfreich erweisen den Begriff der Lange auf eine etwas grofiere
Klasse von Kurven auszudehnen. Unter einer stickweise glatten Kurve in M
verstehen wir eine stetige Abbildung ¢ : [a, b] — M, fiir die eine Unterteilung a =
to <ty < --- <ty = bexistiert, sodass die Einschrankung c|, , 4 @ [tic1, 8] = M
glatt ist, fiir jedes 1 < i < N. In dieser Situation definieren wir

length(c) Zlength lits 1)) Z / (t)|dt. (T11.40)

Es ist leicht einzusehen, dass dies unabhanglg von der Unterteilung ¢; ist, und
im Fall glatter Kurven mit der urspriinglichen Definition iibereinstimmt, siehe
Aufgabe 52 Die Linge stiickweise glatter Kurven ist invariant unter Reparame-
trisierungen mit stiickweise glatten Homéomorphismen zwischen Intervallen. Der
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angenehme Vorteil stiickweise glatter Kurven besteht darin, dass Konkatenatio-
nen stiickweise glatter Kurven wieder stiickweise glatt sind. Jede stiickweise glatte
Kurve ¢ : I — M lésst sich glatt parametrisieren, dh, es existiert ein stiickweise
glatter Homdomorphismus ¢ : I — I, sodass co ¢ : [ — M glatt ist.

II1.3.2. Proposition. Ist M eine zusammenhdingende Riemannsche Mannigfal-
tigkeit, dann definiert

d(z,y) = inf{length(c) | c stickweise glatte Kurve von x nach y}
= inf{length(c) | ¢ glatte Kurve von © nach y}, x,y € M,

eine Metrik auf M, die die Topologie von M erzeugt. Diese Metrik besitzt folgende
Figenschaft: Sind x,y € M und 1,79 > 0 mit d(z,y) < ri + ra, dann gilt

By, (&) 1 Bru(y) 0, (111.41)
wobei B.(z) :={z € M | d(z,z) <r} die offenen metrischen Bille bezeichnen.

BEWEIS. Da M zusammenhéngend ist, konnen je zwei Punkte x,y € M mit
einer (stiickweise) glatten Kurve verbunden werden, also gilt d(z,y) < oo, siehe
Aufgabe [55] Aus der Definition folgt auch sofort d(z,y) > 0, denn length(c) > 0
fir jede stiickweise glatte Kurve c. Die Symmetrie d(z,y) = d(y,x) folgt aus
der Reparametrisierungsinvarianz der Linge. Genauer, ist ¢ : [a,b] — M eine
stiickweise glatte Kurve von ¢(a) = x nach ¢(b) = y, dann ist ¢ : [-b, —a] — M,
c(t) := c(—t), eine stiickweise glatte Kurve von ¢(—b) = y nach ¢(—a) = =
und es gilt length(¢) = length(c). Um die Dreiecksungleichung einzusehen, sei
1 : a1, b1] — M eine stiickweise glatte Kurve von ¢;(a;) = = nach ¢;(b;) = y und
¢y [ag, be] — M eine stiickweise glatte Kurve von cy(as) = y nach ca(by) = z.
Durch affines Reparametrisieren diirfen wir 0.B.d.A. by = ay annehmen. Die
Konkatenation

CI(S) falls s € [Cll, bl]

¢ = coc : [ag, by = M, c(s) = {02(3) falls s € [ay, bs]
bildet dann eine stiickweise glatte Kurve von c(a;) = x nach ¢(be) = 2z mit
length(c) = length(cy) + length(cz). Daraus erhalten wir sofort die Dreiecksun-
gleichung d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2), z,y,z € M.

Seize Mund M DU % u(U) € R™ eine Karte mit # € U und u(z) = 0.
Wihle r > 0, sodass D(0) := {z € R" : |z| < r} C w(U), wobei |z| die
Standardnorm auf R"™ bezeichnet. Die auf «(U) induzierte Riemannsche Metrik
(u=1)*g bezeichnen wir wieder mit g. Beziiglich dieser Riemannmetrik gilt dann
length(u™! o ¢) = length(c), fiir jede stiickweise glatte Kurve ¢ in u(U). Wegen
der Kompaktheit von D (0) existieren x > 0 und K > 0, sodass

kI X| < g(X, X)V? < K|X]|,
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fiir alle X € T,R™ = R" und y € D™(0). Ist y € D™¥(0), dann liegt die affine
Kurve t — ty, t € [0,1], zur Géinze in DC(0), und wir erhalten

1 1 1
length(c) = / g(d(t),d () dt < K/ | (t)|dt = K/ ly|dt = Klyl.
0 0 0
Daraus folgt nun
uw N (DS™(0)) € Dip(x),  fiiralle 0 < p <. (I11.42)

Ist ¢ : [a,b] — D(0) eine beliebige stiickweise glatte Kurve von c(a) = 0 nach
c(b) =y, so gilt andererseits

/ab c’(t)dt( <k /ab | (t)]dt < /abg(c’(t),c’(t))” “dt = length(c).

Klyl =k

Dies zeigt
Byp(z) Cu='(D™(0)),  fiiralle 0 < p <. (I11.43)

Insbesondere sehen wir daraus, dass d(x,y) > 0 fiir alle x # y € M. Folglich
definiert d tatséchlich eine Metrik auf M. Aus ([11.42) ud ([I1.43)) folgt nun, dass
d die Topologie von M induziert.

Fiir die verbleibende Behauptung seien z,y € M und 71,79 > 0 mit d(z,y) <
r1+79. O.B.d.A. sei r; < d(zx,y), andernfalls ist trivialerweise erfiillt. Nach
Definition der Metrik existiert € > 0 und eine stiickweise glatte Kurve ¢ : [a,b] —
M von ¢(a) = x nach ¢(b) = y mit length(c) < r;+ry—e. Aus Stetigkeitsgriinden,
und weil {(c) > d(z,y) > rq, existiert t € [a, b], sodass 1 —¢ < length(c|jq) < 71.
Fiir den Punkt z := ¢(t) gilt daher d(z, z) < length(c|j) < 71, also z € B, ().
Weiters folgt

length(c|py) = length(c) — length(c|ay) < length(c) — 7 +e <y,

also d(z,y) < length(c|pp) < 72, und damit auch z € B,,(y). Dies zeigt z €
B, (z) N B,,(y), folglich ist der Durchschnitt nicht leer. O

I11.3.3. Definition (Vollstindigkeit). Eine zusammenhéngende Riemannsche
Mannigfaltigkeit wird wollstindig genannt, wenn der metrische Raum (M, d)
vollstandig ist, dh. alle Cauchy Folgen beziiglich d konvergieren in M.

111.3.4. Beispiel. Jede kompakte Riemannmannigfaltigkeit ist vollstdndig.

I11.3.5. Beispiel. Fiir R" mit der flachen standard Riemannschen Metrik g =
Sor da' @ dat gilt d(x,y) = |y — x|. Einerseits ist ndmlich d(z,y) < |y — z|, da
die affine Kurve t — (1—t)z+ty, t € [0, 1], Lénge |y — x| hat. Andererseits haben
wir fiir jede stiickweise glatte Kurve ¢ : [a,b] — R"™ von ¢(a) = z nach ¢(b) =y
die Abschétzung

ly — x| =

/ab C’(t)dt‘ < /ab [¢'(#)]dt = length(c),
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und somit auch d(z,y) > |y — z|. Die Riemannsche Mannigfaltigkeit (R",g)
ist daher vollstdndig. Entfernen wir einen Punkt *x € R", so erhalten wir eine
nicht vollstdndige Riemannsche Mannigfaltigkeit. Auch die induzierte Riemann-
sche Metrik auf B, := { € R™ : |z| < r} ist nicht vollstindig. Beachte, dass
aufgrund der Konvexitit von B, die Einschrankung der Standardmetrik auf B,
mit der von der Riemannmetrik auf B, induzierten Metrik iibereinstimmt.

I11.3.6. Bemerkung. Betrachte R?\ {0} mit der standard Riemannmetrik g =
dz* + dy*. Fiir die induzierte Metrik gilt wieder d(z,y) = |y — x|, obwohl etwa
die beiden Punkte z = (—1,0) und y = (1,0) nicht durch eine Kurve der Lénge
d(x,y) = 2 verbunden werden kénnen, sondern nur mit Kurven der Lénge 2 + ¢,
fiir jedes € > 0. Dies zeigt, dass wir uns i.A. keine Distanz-realisierenden Kurven
erwarten diirfen.

Fiir eine Teilmenge A C M definieren wir ihren Durchmesser als
diam(A) :=sup{d(zx,y) | x,y € A}.

Eine Teilmenge wird beschrankt genannt, falls sie endlichen Durchmesser hat.
Beachte, dass jede kompakte Teilmenge abgeschlossen und beschréankt ist.

I11.3.7. Proposition (Heine-Borel). Fir eine zusammenhdngende Riemannsche
Mannigfaltigkeit M sind dquivalent:

(a) M ist vollstindig.

(b) Jede beschrinkte Folge in M besitzt eine konvergente Teilfolge.

(c) Jede beschrinkte abgeschlossene Teilmenge von M ist kompakt.

(d) Die abgeschlossenen Bille D, (z) == {y € M | d(z,y) < r} sind kompakt, fir
jedes x € M und r > 0.

BEwEIis. Um @ = einzusehen, sei A C M eine beschrankte und ab-
geschlossene Teilmenge. Wegen der Beschrinktheit von A existiert x € M und
r > 0, sodass A C D,(x). Nach Voraussetzung ist D,(x) kompakt. Als abge-
schlossene Teilmenge eines kompakten Raums ist daher auch A kompakt. Fiir
den Beweis der Implikation = (]ED sei x, eine beschrinkte Folge in M, dh.
B := {x, | n € N} bildet eine beschrinkte Teilmenge von M. Ihr Abschluss B
ist dann ebenfalls beschrankt, und nach Voraussetzung daher kompakt. Da kom-
pakte Riaume folgenkompakt sind, besitzt x,, eine in B konvergente Teilfolge. Um
(]ED = @ zu zeigen, sei nun x,, eine Cauchy Folge in M. Da Cauchy Folgen stets
beschréankt sind, besitzt x,, nach Voraussetzung eine konvergente Teilfolge. Da
Cauchy Folgen hochstens einen Haufungspunkt besitzen, muss x,, also konvergie-
ren. Widmen wir uns schliefllich der Implikation = @ Fiir fixes v € M,
betrachte die Menge

R:={r €[0,00) : D,(x) ist kompakt }.

Offensichtlich ist R # (), denn 0 € R. Es geniigt nun zu zeigen, dass R sowohl offen
als auch abgeschlossen in [0, o) ist, denn dann folgt wegen des Zusammenhangs
des Intervalls, R = [0, 00), und somit ist D,(x) fiir jedes r > 0 kompakt.
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Wir beginnen damit die Offenheit von R nachzuweisen. Sei dazu r € R,
also D,(x) kompakt. Da M lokal kompakt ist, existieren endlich viele offene
Teilmengen U; von M, 1 <i < N, die D,(x) iiberdecken, D,(z) CU;U---UUy,
und deren Abschliisse U; kompakt sind. Da U := U; U - -- U Uy eine Umgebung
von D,(x) bildet, und weil D,(x) kompakt ist, existiert ¢ > 0, sodass die e-
Umgebung von D, (z) in U enthalten ist, in Zeichen U.(D,(z)) = {y € M |
d(z,D,(z)) < e} CU. Nach gilt aber B, .(z) = U.(D,(z)). Folglich ist
D, .(z) kompakt, denn es liegt abgeschlossen in der kompakten Menge U. Wir
schliefen [0,7 + ¢] C R, denn offensichtlich gilt: 0 <+ <r” € R = ' € R. Dies
zeigt, dass r innerer Punkt von R ist, damit ist R also offen.

Um die Abgeschlossenheit von R zu iiberpriifen, sei r € R. Weiters sei y,
eine Folge in D,(x). Es geniigt zu zeigen, dass y, eine Cauchy-Teilfolge besitzt,
denn wegen der Vollstdndigkeits-Voraussetzung wiirde diese konvergiert, somit
wire D,(z) (folgen)kompakt[d dh. r € R, und damit R abgeschlossen. Um eine
Cauchy-Teilfolge von vy, zu konstruieren sei € > 0. Da r € R, existiert ¥ € R mit
r < 7+ ¢/4. Nach existiert eine Folge 9, € Dz(z), sodass d(Un,yn) <
e/4, fur alle n € N. Da D;(z) kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge
Un,.- Es bezeichne gy, := limy_,o ¥y, deren Grenzwert. Durch Verwerfen endlich
vieler Folgenglieder diirfen wir 0.B.d.A. d(9y,,Jx) < €/4 annehmen, fiir jedes
k € N. Mit Hilfe der Dreiecksungleichung folgt nun d(yn,, V) < d(Yn,, Un,,) +
A(Uny, s Uoo) < €/4+€/4 = €/2, fiir jedes k € N, und dann d(yn, , Yn,) < d(Yn,, Uoo) +
A(Yoos Yny) < €/2+€/2 = ¢, fiir alle k,l € N. Zusammenfassend sehen wir, dass
zu jedem ¢ > 0 eine Teilfolge y;, von vy, existiert, sodass d(y;,y;) < e, fur alle
k,1 € N. Insbesondere existiert eine Teilfolge y! von y, mit d(y;,y}) < 1, und
diese besitzt eine Teilfolge y2 mit d(y7,y?) < 1/2, und diese besitzt eine Teilfolge
y2 mit d(y},y}) < 1/2 usw. Induktiv erhalten wir zu jedem m € N eine Teilfolge
y™ von y™ !, sodass d(y", y") < 1/m, fiir alle k, [ € N. Die Diagonalfolge y ist
daher eine Cauchy-Teilfolge von y,,. O

IT1.3.8. Bemerkung. Wir werden weiter unten, im Beweis des Satzes [11.3.27]
einen anderen Beweis fiir die nicht triviale Implikation @ = @ in Propositi-
on geben, der auf der Losung der Geodétengleichung, einer gewohnlichen
Differentialgleichung, beruht.

Fiir jede glatte Kurve ¢ : I — M definieren wir ihre Energie durch

1 1
E(c) = —/|c’(t)|2dt = —/g(c’(t),c'(t))dt. (I11.44)
2 Jr 2 Jr
Die Energie von Kurven ist nicht invariant unter Reparametrisierungen, selbst

eine affine Reparametrisierung, t — At + a, lasst die Energie i.A. nur dann un-
verdndert, wenn \ = +1.

BJede folgenkompakte Teilmenge eines metrischen Raums ist kompakt.
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IT11.3.9. Lemma. Fir jede glatte Kurve ¢ : |a,b] — M gilt
length(c)? < 2(b — a)E(c).

Gleichheit tritt genau dann ein, wenn ¢ proportional zur Bogenldnge parametri-
siert ist, dh. wenn |c'(t)| konstant in t ist.

BEWEIS. Nach der Cauchy—Schwarz Ungleichung gilt

length(c)2:< /ab \dt / 12dt / I ()[2dt = 2(b — a) E(c),

mit Gleichheit genau dann wenn |¢/(¢)| konstant ist. O

IT11.3.10. Lemma. Es sei ¢ : [a,b] — M eine glatte Kurve von c(a) = x nach
c(b) = y mit minimaler Energie, dh. fiir jede weitere glatte Kurve ¢ : [a,b] — M
von ¢(a) = x nach é(b) =y gilt E(¢) > E(c). Dann erfillt ¢ die Differentialglei-
chung Vaid =0, dh. das Vektorfeld ¢ := % tiber c ist horizontal. Schreiben wir in
einer Karte ct) = (c'(t),...,c"(t)), dann bedeuted dies (¢')'+37,  T% (/) (c*) =
0 oder expliziter

")+ Y T (), ) (@) () () () =0, i=1,...,n, (IIL45)

k=1
wobei F;k die Christoffel Symbole der Karte bezeichnen.

BEWEIS. Betrachte eine Variation von Kurven die & mit y verbinden, dh. eine
glatte Abbildung ¢ : (—e,e) x I — M mit ¢&(s,a) = x und ¢&(s,b) = y, fir alle
s € (—¢,¢e). Fiir jedes s € (—¢ 5) ist daher ¢ : [a,b] — M, &(t) := ¢&(s,t), eine
glatte Kurve von z nach y, und (s, a) = 0 = %5(s,b), fiir alle s € (—¢,¢). Hat
¢ = ¢o minimale Energie, dann gllt E(¢s) > E(é) und daher 2 |0E(E$) = 0, fiir
jede solche Variation. Da V torsionsfrei ist, haben wir Vs 28 oy Vat 5c» Zusamimen
mit Vg = 0 folgt:

[ o0, 56 0)at

Flo
N |

/a 9(Vas G2 (s, 1), 52 (s, 1)) dt
= /abg(vat%(s,t), 92 (s,1))at

[ Gotgete.n. 0t~ [ o(36.0, Vs 1)
= —/abg(%s,t),%tg—i(s,t))dt
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Setzen wir £(t) := %(0, t), so erhalten wir

0= / 9(&, Vo) (t)dt

Ist ¢ eine Kurve minimaler Energie von = nach y, so muss dies fiir jede Variation
verschwinden, und daher die Gleichung V¢’ = 0 gelten.

In einer Karte haben wir ¢(t) = (¢!(t),...,c"(t)), dh. ¢ = >, c'e;, wobei ¢;
den i-ten Einheitsvektor bezeichnet. Es gilt dann ¢ = )" (¢")'9; und daher

0=V /C—VZ Z ”a+z
S+ SISy = YD s ST

4,5,k
Fiir jedes 7 gilt daher 0 = (Cl)" + 2k D) () U

IT1.3.11. Definition (Geoditen). Unter einer Geodéte verstehen wir eine glatte
auf einem Intervall definierte Kurve ¢ : I — M, die die Differentialgleichung

Vo, = 0 erfiillt. Dies sind genau die kritischen Punkte des Energiefunktionals
(L11.44]).

I11.3.12. Lemma. Jede Geoddte ist proportional zur Bogenlinge parametrisiert.
Ist ¢ eine Geodite und a,\ € R, dann ist auch t — c(At + a) eine Geodite.

BEWEIS. Aus Vg = 0 und der Geoditengleichung Vg, = 0 erhalten wir
sofort 2| (t)]* = 29(Vad(t),d(t)) = 0, also ist |¢/(t)| konstant in ¢. Fiir die
zweite Behauptung sei é(t) := c¢(At + a), also &(t) = Ad(At + a). Da ¢ parallel
tiber c ist, ist auch das reparametrisierte skalierte Vektorfeld A\¢’(At 4 a) parallel
tiber der entsprechend reparametrisierten Kurve c¢(At + a), dh. Vs,& = 0, vgl.

Satz [L3.11J(d). 0

I11.3.13. Beispiel. Betrachte wieder R™ mit der flachen Riemannmetrik g =
Y de' @ da'. In diesem Fall verschwmden die Christoffel Symbole, Fk = 0, die
Geodétengleichung lautet daher ¢” = 0. Die Geodéten in R™ sind daher genau
die affinen Kurven ¢(t) = tv + a, wobei a,v € R™.

I11.3.14. Satz (Existenz und Eindeutigkeit von Geodéten). Ist M eine Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit, dann gilt:

(a) Zu jedem X € T,M existiert ein offenes Intervall I C R und eine Geoddte
c:I—-Mmit0el, c0)=xund d(x)=X.

(b) Sind ¢y : Iy = M und cg : Iy — M zwei Geodditen und ty € I, N Iy mit
c1(to) = ea(to) und i (tg) = cy(ty), dann stimmen diese auf ihrem gemeinsa-
men Definitionsbereich Iy N Iy tberein, dh. c1|rnn, = Co|nn,-

(c) Zu jedem X € T, M existiert eine maximale Geoddite ¢ : I — M mit 0 € I,
c(0) = z und ¢(0) = X, dh. ¢ kann nicht zu einer Geoddte auf einem echt
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grofieren Intervall ausgedehnt werden. Diese maximale Geoddte ist eindeutiq
und wird mit geoy : Ix — M bezeichnet, ged’y(0) = X, X € TM.

(d) Istt € Ix, dann gilt geoy.y )(s) = geox (t + s) fir alle s € Iyey 1) = Ix —t.

(e) Ist 0 # X € R, dann gilt geo, x(t) = geox (At) fir allet € I\x = Ix/\.

(f) Fiir 0, € T,M gilt Iy, = R und geoy_(t) = x fiir alle t € R.

(9) Die Menge G := {(X,t) |t € Ix} ist offen in TM x R, und geo : G — M,
(X, t) — geox(t), ist eine glatte Abbildung.

BEWEIS. Die erste Behauptung @ folgt aus dem Existenzaussage im Satz
von Picard-Lindelof, denn die Geodatengleichung ([I1.45)) ist eine gewohnliche
Differentialgleichung zweiter Ordnung. Um Behauptung (b)) einzusehen, betrach-
te die Menge {t € Iy N Iy | ¢1(t) = c2(t) und ¢} (t) = ¢4(t)}. Nach Voraussetzung
ist diese nicht leer, denn ¢y € I} N I5. Aus Stetigkeitsgriinden ist diese Menge
auch abgeschlossen in I; N I5. Aus der Eindeutigkeitsaussage im Satz von Picard—
Lindelof folgt, dass diese Menge auch offen in I; N I ist, folglich muss sie mit
I, N I, iibereinstimmen, denn als Durchschnitt zweier Intervalle ist I; N [y zusam-
menhéngend. Behauptung ist eine formale Konsequenz von @ &

Nach der zweiten Aussage in Lemmal[[IL.3.12]ist die Abbildung s — geoy (t+s)
eine auf dem Intervall [y —t definierte maximale Geodéte. Aus der Eindeutigkeit
maximaler Geodéten folgt daher Ix —t = Iyeq, (1) und geox (t + 5) = geogeq, (1)($)
fir alle s € Ix —t = [geo’X(t)v denn beide Geodéaten haben bei s = 0 dleselbe
Ableitung, ndmlich geoy (t). Dies zeigt Behauptung (d)).

Um @ einzusehen, gehen wir analog zum Beweis von @ vor. Nach der
zweiten Aussage in Lemma ist die Abbildung t +— geoy(At) eine auf
dem Intervall Ix/A definierte maximale Geodéte. Aus der Eindeutigkeit ma-
ximaler Geodéten folgt daher Ix/\ = I,x und geoy(At) = geo,y(t) fiir alle
t € Ix/\ = I,x, denn beide Geodéiten haben bei ¢ = 0 die Ableitung AX. Be-
hauptung @) ist trivial, denn offensichtlich sind die konstanten Kurven Geodéten.

Nach dem Satz von Picard-Lindelof hdngen die Losungen der Geodétenglei-
chung glatt vom Anfangswert X € T'M ab. Es existiert daher eine offene
Umgebung U von TM x {0} in TM x R mit U C G und so, dass geo |y : U — M
glatt ist. Fiir X € T'M betrachte nun die Menge

Ty =dtel (X, t) liegt im Inneren von G und geo ist glatt
X X auf einer offenen Umgebung von (X )

Offensichtlich geniigt es Jy = Iy zu zeigen. Beachte Jx # ), denn 0 € Jx da ja
(X,0) € U C G und geo auf der offenen Menge U glatt ist. Nach Konstruktion
ist Jx auch offen in Iy. Da I'x zusammenhéngend ist, geniigt es die Abgeschlos-
senheit von Jy in Iy nachzuweisen. Sei dazu t € Jy NIx. Da U offen ist, existiert
eine offene Umgebung V' von geo}(X) in TM und € > 0, sodass V x (—¢,e) C U.
Da t € Jy, existiert ¢y € Jx mit |t —ty| < e. Da geoy : Ix — M glatt ist, diirfen
wir auch geo'y () € V annehmen. Nach Konstruktion von Jx existiert eine offene
Teilmenge W C TM x R mit (X, ) € W C G und so, dass geo auf W glatt ist.
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Betrachte die offene Umgebung Wy := {Y € TM | (Y,to) € W} von X in T'M.
Durch Verkleinern von W kénnen wir auch erreichen, dass geol, (ty) € V, fiir alle
Y € Wy. Wir erhalten eine wohldefinierte glatte Abbildung

Wy X (—e,¢) = M, (Y, s) — geo(geoy (o), s).

Nach @ ist geo daher auf der offenen Menge Wy x (g — €,ty + €) definiert und
glatt. Nach Konstruktion liegt (X,¢) in dieser Menge, woraus wir nun ¢ € Jx
schliefen. Folglich ist Jx abgeschlossen in Iy, und somit gezeigt. 0

IT1.3.15. Bemerkung (Geodétischer Fluss). Auf dem Totalraum von T'M be-
trachte das eindeutige horizontale Vektorfeld £ € X(T'M), sodass T'xm - {x = X,
fiir alle X € TM, wobei w : TM — M die Vektorbiindelprojektion bezeichnet.
Dieses Vektorfeld wir als geodditischer Spray bezeichnet. Die Integralkurven von
¢ sind glatte Kurven ¢ : I — T'M fiir die &(t) = £(&(t)) gilt, ¢ € I. Nach De-
finition von ¢ sind dies genau jene horizontalen glatten Kurven ¢ : I — T'M,
fur die (7o ¢)'(t) = Teym - ¢ (t) = ¢&(t) gilt. Setzen wir c(t) := m(é(t)), dann
bedeutet dies gerade, dass ¢/(t) = ¢(t) horizontal iber ¢ ist. In anderen Wor-
ten, die Integralkurven von & entsprechen genau den Ableitungen von Geodéten
in M. Wenden wir den Satz in [3 Abschnitt 2.11] auf das Vektorfeld ¢ an, so
erhalten wir erneut einen Beweis von Satz Dies ist der iibliche Trick,
mit dem die Losung gewohnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnung auf
die Losung gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung zuriickgefiihrt
werden kann. Der Fluss des geodétischen Sprays & wird als geoddtischer Fluss
bezeichnet. Da Geodéten stets proportional zur Bogenldnge parametrisiert sind,
lasst der geoditische Fluss die Sphéirenbiindel {X € TM : |X| = r} invariant,
r > 0. Fiir jedes A # 0 haben wir schliellich einen durch Multiplikation mit A
definierten Diffeomorphismus A : TM — T'M, und nach Definition des geodéti-
schen Sprays gilt offenbar A\, = A¢. Diese Symmetrie ist fiir die in Satz @

formulierte Symmetrie von geo verantwortlich.

IT1.3.16. Korollar (Exponentialabbildung). Fs sei M eine Riemannsche Man-
nigfaltigkeit. Mit der Notation von Satz[[II.3.14) gilt dann:

(a) Die Menge D :={X € TM |1 € Ix} C TM ist eine offene Umgebung des
Nullschnitts M C T'M, die sogenannte Exponentialabbildung,

exp:D — M, exp(X) := geox (1),

ist eine glatte Abbildung, und es gilt exp |y = idyy.
(b) Fir X € TM gilt {t e R:tX € D} = Ix und exp(tX) = geox(t), t € Ix.
(c) Fir jedes v € M ist D, := DNT,M eine offene Umgebung von 0 € T, M,
die Einschrinkung der Exponentialbbildung exp, : D, — M 1ist glatt, und
es gilt exp,(0) = x sowie &|oexp(tX) = X fir alle X € T,M. Bis auf die
kanonische Identifikation ToD, = ToT, M =T, M g¢ilt daher Ty exp, = idr,ar.
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(d) Zu jedem x € M existiert eine offene Umgebung U, von 0 € T,M mit
U, C D, und so, dass exp, : U, — M ein Diffeomorphismus auf eine of-
fene Umgebung von x € M ist. (Riemannsche Normalkoordinaten)

(e) Es ezistiert eine offene Umgebung U C TM des Nullschnitts M C T M mit
U C D, und so, dass die Einschrinkung (w,exp) : U — M x M einen
Diffeomorphismus auf eine offene Umgebung der Diagonale in M x M bildet.
Dabei bezeichnet w : T'M — M die Vektorbiindelprojektion.

BEWEIS. Behauptung (a)) folgt aus Satz[[I1.3.14|(g) & (). Behauptung (b)) folgt
sofort aus Satz HI.3.14@. Behauptung (d) folgt aus ())& (b)), denn %|0 exp(tX) =

2]y geox (t) = X. Behauptung @) folgt aus dem inversen Funktionensatz und .
Fiir x € M, und bis auf die kanonischen Identifikationen T, TM = T,M & T, M
und T, 5y (M x M) =T, M @ T, M, hat die Tangentialabbildung von (,exp) bei
x die Gestalt

_ (idpu 0
T$(7T,exp)—< : ian).

Aus dem inversen Funktionensatz folgt daher, dass (7, exp) : D — M x M langs
des Nullschnitts M C D ein lokaler Diffeomorphismus ist. Genauer, existiert zu
jedem z € M eine offene Umgebung V, von z in M und &, > 0, sodass V, :=
YeT,M|yecV,,|Y| <e,} €D und so, dass die Einschrankung (7, exp)|y.
ein Diffeomorphismus auf eine offene Umgebung von (z, z) in M x M wird. Setzen
wir nun U = (¢, V., dann ist U eine offene Umgebung des Nullschnitts, es gilt
U C D, und (m,exp)ly ist ein lokaler Diffeomorphismus. Nach Konstruktion von
U ist (m,exp) auf U N T, M injektiv. Daraus folgt sofort, dass (m,exp) auf U
injektiv ist, folglich ist (m,exp)|y ein Diffeomorphismus auf sein (offenes) Bild.
Damit ist auch @ gezeigt. U

IT11.3.17. Bemerkung (Riemannsche Normalkoordinaten). Die lokal um 0 €
T, M definierte Exponentialabbildung exp, : D, — M liefert kanonische Koordi-
naten um jeden Punkt 2 € M, siehe Korollar [[IL3.16{[d). Wahlen wir eine Ortho-
normalbasis von T, M und identifizieren damit 7, M = R", dann liefert die (Um-
kehrabbildung der) Exponentialabbildung eine Karte u = (u', ..., u") = exp, '
Diese Karte ist bei x zentriert, dh. u(z) = 0. Bezeichnet g = 3~ gijdu’ ® du’ die

Kartendarstellung der Metrik, dann gilt
9ij(r) =0y,  1<i,5<n, (11.46)

denn T exp, = idp, . Nach Definition der Exponentialabbildung entsprechen die
Geodéten durch x den affin parametrisierten Geraden durch 0 € R™. Mit Hilfe
der Geodatengleichung ([11.45)) und der Symmetrie I’ Z = F?i folgt daraus

k- _ . .
rh(@)=0, 1<ijk<n. (111.47)

Aus ([I1.16]) erhalten wir daher (%g;f + Y gfj,j )(z) = 0, und durch zyklische

. . _ Ogii 94,
Permutation der Indizes auch (% + Yy Tk

Sap — 2 (z) = 0. Aufsummieren dieser



132 II1. RIEMANNSCHE GEOMETRIE

beiden Relationen liefert, unter Verwendung der Symmetrie gg; = g, nun

9911 () = 0, 1<i,j,k<n. (II1.48)

ouk

Aus (II1.16]) folgt nun auch

ork. 1/ 8%g; 2 qk; D2g;;
iJ _ j i ]
ou! () = <8ulaui * oulow’ Gulé?uk> (z)

und mit Hilfe von ([11.17)) nun

(I11.49)

D% qi; *gri 0 g, 0 gus
Rku(> <3ukauz outow  oulout Oukouwd )(x)

fiir alle 1 < 4,7,k,l < n. Es sei nochmals betont, dass die Gleichungen ([[11.46)

bis ([I1.49) nur im Zentrum x der Riemannschen Normalkoordinaten gelten, dh.
in jenem Punkt, der 0 € R™ entspricht.

I11.3.18. Satz (Lemma von GauB). Es seien x € M und € > 0 so, dass die Ex-
ponentialabbildung einen Diffeomorphismus zwischen dem offenen Ball B.(0) C
T.M und einer offenen Umgebung von x € M definiert, vgl. Korollar|IIl.5. 1(@)
Dann gilt

(a) Ist X € T, M und |X| = 1, dann trifft die Geodite ¢ : [0,e) — M, c(t) :=
exp, (tX), die Bilder der Euklzdzschen Sphiren exp,(S,(0)), 0 < r < e, or-
thogonal, S.(0) ={Y € T,M : |Y| =r}.

(b) Ist0 < r < e, dann hat jede stickweise glatte Kurve ¢ : [a,b] — M wvon c(a) =
x nach ¢(b) € exp,(S,(0)) Linge length(c) > r. Gleichheit tritt genau dann
ein wenn die Kurve, bis auf monotone, stiickweise glatte Reparametrisierung
von der Form exp,(tX), t € [0,r], ist mit X € T,M, | X| = 1.

(c) Jeder Punkt y € exp,(B:(0)) lisst sich mit x durch eine, bis auf affine Re-
parametrisierung eindeutige Geoddte minimaler Lange d(x,y) verbinden. Bis
auf Reparametrisierung, ist dies die eindeutige stiickweise glatte Kurve mini-
maler Linge von x nach y.

(d) Die Distanzfunktion erfillt d(x,exp,(X)) = |X|, X € B-(0).

(e) Die Exponentialabbildung bildet die Euklidischen Sphdren diffeomorph auf die
metrischen Spharen ab, dh. exp,(S,(0)) = S, (x) fir 0 <r <e.

(f) Die Exponentialabbildung bildet die Euklidischen Bdlle diffeomorph auf die
metrischen Bdlle ab, dh. exp,(B,(0)) = B,(x) fir 0 <r <e.

BeEwEIS. Wir beginnen damit @ zu zeigen. Sei dazu s — X eine lokal um
s = 0 definierte glatte Kurve in S;(0) C T,,M mit X, = X. Betrachte nun die
Variation ¢(t) := é(s,t) := exp,(tXs), t € [0,7], 0 <r <e. Jedes é& : [0,7] - M
ist daher ein Geodite von ¢(0) = x nach é(r) = exp,(rXs) € exp,(S.(0)).
Da |Z,(t)] = |&,(0)] = |Xs| = 1, haben alle diese Geodéten dieselbe Energie,
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E(¢és) = r/2. Die Variationsrechnung im Beweis von Lemma [I11.3.10 liefert daher

0=2E(c) = /0 D g(%(s,t), E(s,t))dt — /OTg(%(s,t),Vatg—f(s,t))dt
= 9(5(s.7), 5 (5,7)).

denn V% (s,t) = 0 da jedes & Geodite ist, und 95(s,0) = 0 da jedes ¢, bei
¢s(0) = z startet. Durch Auswerten bei s = 0 erhalten wir

9(Zloexp,(rX.),d(r)) = 0.

Da dies fiir jede glatte Kurve X in S7(0) gilt, folgt ¢/(r) L exp,(S,(0)).

Um () einzusehen sei 0 < ¢ < r. Jede stiickweise glatte Kurve ¢ : [a,b] — M
von c(a) = x nach c(b) € exp,(S,(0)) besitzt einen Teilabschnitt ¢ := c| 3,
a < @< b <b,der zur Géinze in exp, (B.(0)\{0}) liegt und ¢(a) € exp,(S5(0)) mit
&(b) € exp,(S,(0)) verbindet. Es existieren daher stiickweise glatte Abbildungen
(Polarkoordinaten) p : [a,0] — (0,¢) und X : [a,b] — S1(0), sodass &(t) =
exp, (p(t) X (t)). Beachte p(a) = § sowie p(b) = r. Fiir die Ableitung erhalten wir

d(t) = %|texpx (P(S)X(t)) + %hexpx (P(t)X(S))-

Nach @ stehen die beiden Summanden orthogonal aufeinander. Nach dem Satz
von Pythagoras, und weil |2 |, exp, (p(s)X (t))| = |¢/(t)], gilt daher

@O = 10" + |51 exp, (p(H) X (5)) .

Insbesondere haben wir |&(t)| > |¢/(t)], und Gleichheit tritt genau dann ein, wenn
X (t) konstant in ¢ ist. Es folgt

length(c) /| |dt>/ |/ (t)|dt >

mit Gleichheit genau dann, wenn X (¢) = const und p’ > 0, dh. genau dann wenn
¢ eine monotone, stiickweise glatte Reparametrisierung von exp,(tX) ist, X €
51(0), t € [4,r]. Da dies fiir jedes 6 > 0 gilt, und weil offensichtlich length(c) >
length(¢), erhalten wir length(c) > r, und somit (b))

Die verbleibenden Behauptungen folgen unmittelbar aus (]ED 0

<t>dt} = p(B) = p(a) =r — 6,

I11.3.19. Bemerkung (Riemannsche Polarkoordinaten). Wir fithren auf 7, M
Polarkoordinaten ein, dh. T,M \ {0} = (0,00) x S™ ', tX <« (¢, X), wobei
Sl = {X € T,M : |X| = 1} die Einheitssphire in T, M bezeichnet. Sind
dariiber hinaus (p?, ..., ¢") (lokal definierte) Winkelkoordinaten auf S™~!, so er-
halten wir lokale Koordinaten (¢, p?,...,¢") auf T, M \ {0}. Zusammen mit der
Exponentialabbildung liefert dies eine Karte (u', ..., u") = (¢, 0% ..., ¢")oexp,
auf M. Nach Satz [[IL3.1§|(a) hat die Riemannsche Metrik in diesen Koordinaten
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eine Darstellung der Form

g=du' @du" + Z gi;(u', . uM)du' @ du? .
i,j=2
I11.3.20. Korollar. Es existiert eine offene Umgebung U des Nullschnitts M C
TM, sodass (m,exp) : U — M x M einen Diffeomorphismus auf eine offene
Umgebung der Diagonale in M x M bildet, und die dariberhinaus folgende Fi-
genschaft besitzt. Fir jedes X € U gilt d(m(X),exp(X)) = | X]|, und die Geodite
exp(tX), t € [0,1], ist die eindeutige (stickweise) glatte Kurve minimaler Ldnge
von m(X) nach exp(X), bis auf Reparametrisierung.

BeEwEIS. Es bezeichne 4 C T'M die Umgebung des Nullschnitts aus Korol-
lar @, dh. (7, exp) : U — M x M ist ein Diffeomorphismus auf eine offene
Umgebung der Diagonale in M x M. Durch Verkleinern von U kénnen wir errei-
chen, dass diese Umgebung von der Form & = {X € T]\/[ X < e(n(X))} ist,
fiir eine glatte Funktion ¢ : M — (0, 00), vgl. Aufgabe |57, Fiir jedes x € M ist
daher auch exp, : B.(;)(0) = M ein Diffeomorphismus auf ihr Bild. Das Korollar

folgt daher aus Satz M@&@ U

111.3.21. Korollar. Zu jeder kompakten Teilmenge K C M exsitiert € > 0 mit
folgender Eigenschaft. Fir v € K und X € T,M mit | X| = 1, ist die Geodite
geoy zumindest auf dem Intervall [—e, €| definiert, dh. Ix O [—¢,¢€].

BEWEIS. Esseild C T'M die Umgebung des Nullschnitts aus Korollar|[11.3.20]
Da K kompakt ist, existiert € > 0, sodass {Y e T,M 1y € K, |Y| <e} CU. Ist
nun z € K und X € T, M, |X| =1, dann folgt :I:EX € U, also ist geoy(+e) =
geo, v (1) = exp(£eX) wohldeﬁmert dh. Ix D [—¢,¢], vgl. Satz[[I1.3.14[) O

111.3.22. Korollar. Geoddten sind lokal Distanz minimierende Kurven, dh. ist
c: I — M eine Geodite, dann besitzt jeder Punkt in I eine Umgebung J C I,
sodass fiir je zwei Punkte s,t € J, s < t, die Geodite c|jsy die bis auf Reparame-
trisierung eindeutige stiickweise glatte Kurve minimaler Linge d(c(s),c(t)) von
c(s) nach c(t) darstellt.

BEWEIS. Es bezeichne U C T'M die offene Umgebung des Nullschnitts M C
TM aus Korollar [[I1.3.20L Weiters sei nun ¢, € I. Aus Stetigkeitsgriinden existiert
eine Umgebung J von £y, sodass (t — s)c/(s) € U, fiir alle s,t € J. Da ¢ Geodéte
ist, gilt weiters c(t) = exp((t — s)cd(s)), t,s € I. Nach der in Korollar
formulierten Eigenschaft von U, ist also c] s,y die eindeutige stiickweise glatte
Kurve minimaler Lénge von ¢(s) nach ¢(t). O

111.3.23. Korollar. Es existiert eine Umgebung U der Diagonale in M x M,
sodass sich je zwei Punkte x,y € M mit (x,y) € U durch eine, bis auf affine
Reparametrisierung eindeutige Geoddte minimaler Léinge d(x,y) verbinden las-
sen. Bis auf Reparametrisierung ist dies die eindeutige (stickweise) glatte Kurve
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minimaler Lange von x nach y. Diese Geoddte ist von der Form t — exp,(tX,,),
t €[0,1], fir ein X,, € T, M, das glatt von (x,y) abhingig gewdhlt werden kann.

BEWEIS. Bezeichnet Y C T'M die offene Umgebung des Nullschnitts aus Ko-
rollar [I11.3.20] dann hat U := (7, exp)(U) C M x M offensichtlich die gewiischten
Eigenschaften. 0

I11.3.24. Korollar. Ist ¢ : [a,b] — M eine stickweise glatte Kurve von ¢(a) = x
nach ¢(b) = y mit minimaler Linge, dh. length(c) = d(x,y), dann kann c glatt
nach Bogenlinge parametrisiert werden, und diese Reparametrisierung ist eine
(ungebrochene) Geodite.

BEWEIS. Es sei ¢t € [a,b]. Withle ¢ < @ < t < b < b, sodass [a,b] eine
Umgebung von ¢ in [a,b] bildet und so, dass (¢(a), (b)) € U, wobei U die Um-
gebung der Diagonale in M x M aus Korollar bezeichnet. Beachte, dass
auch das Teilstiick ¢ := c|; 5 minimale Lénge hat, length(c) = d(¢(a), &(b)). Aus
Korollar folgt daher, dass sich ¢ glatt nach Bogenlinge parametrisieren
lasst und in dieser Parametrisierung eine Geodéte ist. Das Korollar folgt nun

unmittelbar. O

IT1.3.25. Beispiel (Geodéten in S™). Wir betrachten die Einheitssphéire M =
S C R™ ! mit der von der flachen standard Riemannmetrik auf R**! induzierten
Riemannschen Metrik, vgl. Beispiel Wir wollen nun zeigen, dass die
Geodéten Grofikreise in S™ parametrisieren, dh. die Bilder der Geodéten sind
gerade die Durchschnitte S” N E = S, wobei £ C R"*! einen 2-dimensionalen
linearen Teilraum bezeichnet. Dazu erinnern wir uns, dass die orthogonale Gruppe
O,41 auf S™ durch Isometrien wirkt. Insbesondere liefert die Spiegelung an einem
2-dimensionalen linearen Teilraum EF C R™™! eine Isometrie ¢ € Isom(S™) mit
Fixpunktmenge {z € S™ : p(z) = 2} = S"N E. Es sei nun z € S" N E und
X € T,S™ tangential an S™ N E. Jede Isometrie bildet Geodéten auf Geoditen
ab, genauer haben wir aufgrund der Eindeutigkeit, p(exp(tY)) = exp(tT,p - Y),
Y € T,M. Da T,p- X = X, folgt p(exp(tX)) = exp(tX), die Geodéte exp(tX)
muss daher zur Génze in der Fixpunktmenge S™ N E liegen. Ist X # 0, dann
muss das Bild der Geodéte aus Dimensionsgriinden mit S™ N E iibereinstimmen.
Ist | X| =1 und fassen wir X € T,S™ = = C R""! auf, so gilt

geoy (t) = cos(t)z + sin(t) X, teR, teR,

denn dies ist eine Bogenldngenparametrisierung von S™ N E, wobei E den von x
und X erzeugten Teilraum bezeichnet. Auf der Sphére lassen sich daher je zwei
Punkte durch eine Geodéte verbinden, diese Geodéte ist aber i.A. nicht eindeutig,
x € S™ lasst sich mit —x durch viele verschiedene Geodéaten gleicher (minimaler)
Lénge verbinden. Beachte auch, dass jede Geodéte in S™ geschlossen (periodisch)
ist.

I11.3.26. Proposition. Es sei x € M und R > 0 so, dass die Fxponentialabbil-
dung exp, : Br(0) — M definiert ist, vgl. Korollar[[IL.3.16(d). Dann kann jeder
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Punkt y € Bgr(z) durch eine (i.A. nicht eindeutige) Geodite der Linge d(z,y)
mit x verbunden werden. Insbesondere gilt daher exp,(B,(0)) = B.(z) fir alle
0 <r < R undexp,(D,(0)) = D,.(z) fir alle 0 <r < R.

BEWEIS. Setze r :=d(x,y) < R. Weiters sei ¢ > 0 so, dass die Einschrankung
der Exponentialabbildung exp, : B:(0) — M ein Diffeomorphismus auf ihr Bild

ist, vgl. Korollar [I11.3.16((d]). W&hle 0 < 6§ < min{r,e}. Da Ss(z) = exp,(Ss(0))
kompakt ist, vgl. Satz H[.3.18@, existiert X € T, M mit | X| =1 und
d(exp,(6X),y) = d(Ss(x),y).
Die Geodéte ¢ : [0,7] — M, c(t) := exp,(tX), ist wohldefiniert, startet bei
¢(0) = z und hat Lénge length(c) = r = d(z,y). Da § < r = d(z,y), muss jeder
stiickweise glatte Weg von x nach y die Sphére Ss(z) treffen, und wir erhalten
r—d(,g) = min (dle,2) + d(z,)) = 6+ d(Ss(2),y) = 8 + d(cld), ),

z€S5(x)
also d(c(d),y) = r — 0. Betrachte nun

t':=sup{t € [0,r] : d(c(t),y) =r —t} > 4.
Aus Stetigkeitsgriinden gilt daher auch d(c(t'),y) = r — t'. Es geniigt nun ¢ = r
zu zeigen, denn dann d(c(r),y) = r —r = 0 und somit ¢(r) = y, also wire ¢ die
gesuchte Geodaéte.

Wir gehen indirekt vor und nehmen 6 < ¢’ < r an. Es sei ¢/ > 0 so, dass
die Einschrinkung der Exponentialabbildung exp.) : Be(0) — M ein Diffeo-
morphismus auf ihr Bild ist. Wéhle 0 < ¢ < min{r — t/,¢'}. Da Ss/(c(t')) =
exp, i (9s(0)) kompakt ist, existiert 2z’ € Sy (c(t')) mit d(2',y) = d(Ss (c(t')),y).
Da ¢ <r—t =d(c(t'),y), muss jeder stiickweise glatte Weg von ¢(t') nach y die
Sphére Sy (c(t')) treffen, und wir erhalten

r—t =d(c(t),y) = min (d(c(t),s)+d(s,y))

s€Ssr(c(t"))
=0+ d(Ss(c(t),y) =" +d(,y),

also

Az, y)=r—(t'+¢). (IT1.50)
Mit der Dreiecksungleichung erhalten wir daraus r = d(z,y) < d(x, 2’ )+d(Z',y) =
d(z,2") +7r— (t' + ¢') und somit

d(z,z') >t +§. (II1.51)
Nach Satz [[IL.3.18][d) existiert eine Geodéte v von ¢(t') nach 2’ mit length(y) =
d(c(t'),2') = ¢'. Konkatenation von c|j mit v liefert eine stiickweise glatte

Kurve von z nach 2’ mit Lénge ¢’ 4 §’. Kombinieren wir dies mit ([IL51]), so folgt
d(z,2") = t'+¢'. Aus Korollar [I11.3.24| folgt daher, dass 2" auf der Geodiite ¢ liegen
muss, c(t’ +0') = 2/. Zusammen mit ([11.50) folgt d(c(t' +0"),y) =r — (t' + '),
ein Widerspruch zur Definition von #'. Somit muss ¢’ = r gelten, und der Beweis
der Proposition ist vollstdndig. U
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I11.3.27. Satz (Hopf-Rinow). Fir eine zusammenhdingende Riemannsche Man-
nigfaltigkeit M sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) M ist vollstindig, dh. Cauchy Folgen bzgl. d konvergieren.

(b) Jede beschrinkte abgeschlossene Teilmenge ist kompakt.

(c¢) Es ezistiert x € M, sodass exp, : T, M — M global definiert ist.

(d) M ist geoddtisch vollstindig, dh. die Exponentialabbildung exp : TM — M
st global definiert.

In diesem Fall konnen je zwei Punkte x,y € M durch eine (i.A. nicht eindeutige)
Geodite minimaler Linge d(x,y) verbunden werden.

BEWEIS. Die Implikation @ = ist trivial. Um = (]ED einzusehen, sei
x € M, sodass exp, : T,M — M global definiert ist. Nach Proposition
ist daher exp, : D,.(0) — D,(x) surjektiv, fiir jedes r > 0. Als stetiges Bild der
kompakten Menge D,.(0) ist D, (z) also kompakt. Da jede beschrankte Teilmenge
in einem solchen Ball D,.(z) enthalten sein muss, sind beschrinkte abgeschlossene
Teilmengen folglich kompakt. Die elementare Implikation = (ja)) wurde bereits
in Proposition nachgewiesen. Es bleibt noch @ = @ zu zeigen. Wir
gehen indirekt vor und nehmen an es existiere x € M und X € T, M, sodass
die Geodidte geoy : Ix — M nicht global definiert ist, dh. fiir das maximale
Definitionsintervall gilt Ix # R. O.B.d.A. sei |X| =1 und sup [x = r < oo. Da
Geodéten proportional zur Bogenlédnge parametrisiert sind, gilt

d(geox (s), geox (1)) < length(geoy o) = [t — s, s,t€ Ly, s <t.

Wegen der Vollstandigkeitsvoraussetzung (af) existiert daher der Grenzwert y :=
lim;_,, geo(t) in M. Nach Korollar [I[11.3.21] existiert eine Umgebung K von y in

M und € > 0, sodass geoy (¢) definiert ist, fiir alle Y € T, M mit |Y| =1,y € K.
Nach Konstruktion existiert t € Ix mit ¢ > r — ¢ und geoy(t) € K. Setzen wir
Y := geo'y (t), dann ist also geoy (¢) definiert. Nach Satz[[IL.3.14|(d) ist daher auch
geoy (t+¢) definiert. Da t4+¢ > r, erhalten wir einen Widerspruch zur Definition
von r. Somit muss Ix = R gelten, M ist daher geodétisch vollstdndig. Damit ist
die Aquivalenz der vier Aussagen gezeigt. Die letzte Behauptung folgt nun sofort
aus Proposition O

II1.3.28. Korollar. Auf einer kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit las-
sen sich je zwei Punkte durch eine (i.A. nicht eindeutige, vgl. Beispiel [[11.3.2
Geoddte minimaler Linge verbinden.

I11.3.29. Beispiel (Geodiiten im Hyperbolischen Raum). Wir versehen R™*!
mit der pseudo Riemannmetrik g = —da® @ dz® + > | do' ® da’ und betrachten
H" := {x € R"" : g(z,2) = —1, 2° > 0} mit der davon induzierten Riemann-
schen Metrik. In Beispiel haben wir gesehen, dass H™ konstante negative
Schnittkriimmung besitzt, K = —1. Von Beispiel [[II.1.12] abweichend, betrachten
wir hier nur eine der beiden Zusammenhangskomponenten des Hyperboloids.
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Sei nun z € H" und X € T,H" = z' mit |X| = 1. Bezeichnet E den
von z und X erzeugten linearen Teilraum, dann liefert die Spiegelung an E eine
Isometrie ¢ € Isom(H™), die x und X festhélt. Wie in Beispiel folgt, dass
ENnH"={ye H": p(y) = y} Bild einer Geodite ist. Genauer haben wir

geoy (t) = cosh(t)z + sinh(t) X,

denn dies ist eine Bogenldngenparametrisierung von H"™ N E. Insbesondere ist
H"™ (geodétisch) vollstdndig, je zwei Punkte in H™ lassen sich daher durch ei-
ne Geodite minimaler Linge verbinden, vgl. Satz [[I[.3.27] Aus der expliziten
Beschreibung der Geodéiten sehen wir sogar, dass sich je zwei Punkte in H"
durch eine eindeutige Geodéte verbinden lassen, denn zwei solche Punkte lie-
gen in genau einem 2-dimensionalen linearen Teilraum von R™*!. Wir schliefien,
dass exp, : T,H™ — H" eine glatte Bijektion (sogar ein Diffeomorphismus) ist,
fiir jedes x € H™. Um diese Geodéaten explizit anzugeben, seien x,y € H" und
X = (g9(z,y)* — )" V%(g(z,y)xr +y) € T,H* = x*, |X| = 1. Die Geodiite
geoy (t) = cosh(t)x + sinh(t) X startet bei geoy(0) = x und trifft den Punkt y zu
jenem Zeitpunkt ¢ > 0, fir den cosh(t) = —g(z,y) gilt. Fiir die Distanz erhalten
wir daraus

cosh(d(z,y)) = —g(z,vy), x,y € H". (I11.52)
Beachte, dass die Gruppe O, (1,n) := {A € O(1,n) : g(Aep,ep) < 0} durch

Isometrien auf H"™ wirkt, O (1,n) C Isom(H"). Wir wollen nun zeigen, dass dies
schon die volle Isometriegruppe des hyperbolischen Raums ist,

Isom(H") = O, (1, n). (I11.53)

Sei dazu ¢ € Isom(H") beliebig. Da O, (1,n) transitiv auf H™ wirkt, existiert
A € O,(1,n), sodass die Isometrie ¢; := A~ 01/ den Punkt e, festhélt, ¢ (eg) =
eo. Da T, 1)1 eine orthogonale Abbildung ist, existiert B € {1} xO(n) C O, (1,n),
sodass die Isometrie 15 := B! 04 nun 1(eg) = ¢g und Ty 1hy = idr, gn erfiillt.
Daraus folgt, dass 1) Punkte, die auf Geodéten durch ey liegen festhélt. Somit
gilt ¢ = idyn, also ¥ = AB € O,(1,n). Dies zeigt ([IL53)). Fiir die Gruppe der

orientierungserhaltenden Isometrien, Isom(H"), erhalten wir daraus
Isom  (H") =2 SO, (1,n). (I11.54)
Ein analoges Argument zeigt auch Isom(S™) = O(n + 1), vgl. Beispiel [[11.1.11].

I11.3.30. Beispiel (Poincaré Scheibenmodell). Wir wollen nun das Poincaré
Scheibenmodell des hyperbolischen Raums beschreiben. Dazu identifizieren wir
den Einheitsball E" := {u € R" : |u| < 1} durch stereographische Projektion mit
dem Hyperboloid H™, dh. wir betrachten den Diffeomorphismus

f:E"— H", f(u) = 1—;|U‘2<1 + |uf?, 2u) = (2%, 2), (IIL1.55)
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mit Umkehrabbildung
1 —
T +a0
Ziehen wir die Riemannsche Metrik auf H", siche Beispiel [T.3.29] mittels f auf
den Einheitsball zuriick, so erhalten wir

gen = [Tg =

ftH" - E", f’l(:r;o,:c) =

4go
(1 — [uf?)?’
wobel go = Y1, du' ® du’ die Einschrinkung der Standard Riemannmetrik auf
E™ C R" bezeichnet. Um dies einzusehen, beachte

L+ Jul >0 2ufdu’ (1 —|ul?) + (1 + ul?) 3, 2u'du’ 437 u'du

(I11.56)

dz’ = d = —
EETTE (1 [uf?)? (1—[uf?)?
also
dr’ Q dr" = ———— Zuu]du ® du’
=Py 2
und
| j (1 — () + 4ad S,
dyi — d 2u :2du(1 |ul?) + 4w Zludu’ 1<j<n
1 — ful? (1 — |ul?)?
also

de’@dx” | BE ( (1 — |ul?) Zduﬁ@duﬂ

+16(1 — |ul?) Z u'v du' @ du? + 16 z:(uj)2 Z w'utdu’ ® duk)

ij=1 j=1 ik=1

1 n | " |
T = uP)t <4(1 —[u)?)_dv’ ®du’ +16 ) w'ildu’ duﬂ)

j=1 ij=1
und somit
*g = —dr’ @ da° dr’ @ dr) = ———— dw @ du! = —————
flo= -t ol ) b @ d = iy ) 0 @ v’ = ]
wie behauptet.
Aus ([11.52]) und ([11.55]) erhalten wir fiir die Hyperbolische Distanz
2u — v|?

(1= Jul?)(1 = [o[?)’

cosh(dgn (u,v)) =1+ u,v € E™.

Insbesondere daher
1+ |ul?
1— |uf?’

cosh(dgn(u,0)) = ue E". (I11.57)
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Aus ([I1.56) folgt fiir die Volumsform volgr € Q"(B™), vgl. Aufgabe |58]

. " 1 n
volgn = (1_ |u|2> du™ A -+ Adu”.
Das Volumen der hyperbolischen Bille DE" := {u € E" : dgx(u,0) < r} ist
ny 2w [T
Vol(D)') = Wn / sinh™ ™! (p)dp, (II1.58)
(%) Jo

denn nach (IL57) gilt DF" = {u € E": |u| < 1??&%()@}’ also

2 n
E™\ 1 n
Vol(D; )—/u< . (—1_|u|2) du' A - A du

1+cosh(r)
sinh(r)
27"/ /1+h<>( 2 )ﬂ ) 2n/2 /’“
== t"Tdt = ——; sinh"~*(p)dp,
I'(3) Jo 1 -1 I'(3) Jo
wobei wir im letzten Schritt die Substitution ¢ = I_T_iélohs(f()p) verwendet haben,
# = 1+ cosh(p), dt = 1++§h(p)' Das Volumen der hyperbolischen Bille wéchst

daher exponentiell mit dem Radius r. Durch Ableiten erhalten wir aus ([11.58)
auch das Volumen der hyperbolischen Sphéren,
n 27™/?
Vol (SF") = Z——sinh™ (1),
5) =T

2

auch dies wéchst exponentiell mit dem Radius.

Die Bilder der Geodéten in E" sind Kreise, die den Rand der von E™ ortho-
gonal treffen, bzw. Geraden durch den Mittelpunkt 0 € E". Um dies einzusehen
betrachten wir eine Ebene

E={("...,2") eR"" | 2%sinf =z'cosf, 2’ =0,...,2" =0}, (IIL59)

wobei |0| < 7/4. Das Bild der Geodéte f~'(ENH™) in E" ist daher, vgl. (II1.55)),
durch das Gleichungssysthem

(1+ (u')® + (u?)?) sinf = 2u' cos,u® = 0,...,u" =0

beschrieben. Fiir § = 0 liefert dies eine Geraden, und fiir  # 0 die Gleichung
eines Kreises, der den Rand von E” in den beiden Punkten (v', 40?2 0,...,0)
trifft, wobei v! = tan 6 und v? = £,/1 — (v!)2. Die Tangenten in diesen Punkten
sind durch
u*v?sinf = u'(cos§ — v'sinf),u® =0,...,u" =0

gegeben, gehen also durch den Ursprung, folglich schneidet der Kreis den Rand
von [E” orthogonal. Beachte, dass jede Ebene in R"*! die H™ schneidet durch eine
Isometrie in {1} x O(n) € O(1,n) auf eine Ebene der Form abgebildet
werden kann, und dass der Diffeomorphismus O(n)-dquivariant ist, dh.
obige Beobachtung bleibt fiir beliebige Geodéten in E™ richtig.



II1.3. GEODATEN UND VOLLSTANDIGKEIT 141

I11.3.31. Beispiel (Poincaré Halbraummodell). Schliefllich wollen wir noch das
Poincaré Halbraummodell des hyperbolischen Raums beschreiben. Dazu identifi-
zieren wir den Halbraum H" = {(y!,...,y") € R" : y' > 0} durch Inversion bei
P :=(-1,0,...,0) € R™ mit dem Einheitsball, dh. wir betrachten den Diffeo-
morphismus

2(y— P
y pa—
mit Umkehrabbildung
- _ 2(u — P)
1. mn n 1 _ —
h=: E —)H, h (u)—P+m—x.
Da
Ay, P)
h(y)fP =1+ —=— I11.61
) =1+ (1L61)
gilt h(y) € E" genau dann wenn y € H". Beachte auch
4 4 8(y — P,z — P)
h(y) — h(z)]* = — d
M) =M= T PR T Ty PP PP
_y-P) = (=P dly—2P
ly = P]*lz — P]? ly = P]*lz — P]?
also mit ([11.61)
|h(y) — (=) _ Ay 2P

(L= [h(m)P) A = |h(2)?)  16(y, P)(z, P)  4y'z!
und nach ([I1.57)) daher

12
cosh(dn(y, 2)) = 1+ L=

2zt
Ziehen wir die Riemannsche Metrik gg» mit h auf den Halbraum zuriick, so er-
halten wir

y,z € H".

dy' @ dy' +---+dy" @dy" g

an = h*gEn = s
(y')? (y')?
denn u' = -1+ 7;35;‘12), also
1 "
1_ 271 1 271 1 i
e — — - _
du' = o <2ly PPdy' —4(y' +1)%dy" —4(y' + 1)) dy)
=2
undui:%,QSign, also
, 1 . . e~
du’ = m(ﬂy — PPdy’ — 4y'(y* + 1)dy* — 4y' Zy”dyj), 2<i<n,

=2
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und durch direkte Rechnung

4go
h*gy = ————
PP
und daher mittels ([11.56)) & (I11.61))
1640 1640 90

O S Pl PP 16, PP W)
Da die Inversion bei P Kreise und Geraden auf Kreise und Geraden abbildet
sehen wir, dass die Bilder von Geodéten in H" Kreise oder Geraden bilden die
den Rand von H" orthogonale treffen.

I11.3.32. Beispiel (Hyperbolische Ebene). Wir wollen nun noch den 2-dimen-
sionalen Hyperbolischen Raum besprechen. Das Poincaré Scheibenmodell, siehe

Beispiel [[11.3.30, E :=E? = {z € C : |2| < 1} mit Metrik

__dw
SRR
und das Poincaré Halbraummodell H := H? = {z € C : Im 2z > 0} mit Metrik
__ 9
gu IH](Z)2’

siche Beispiel [[11.3.31] wobei gy wieder die standard Riemannmetrik auf C = R?
bezeichnet. Wir bezeichnen die Mobiustransformationen mit

az+b a b
= A o
¥a(?) cz+d’ ( d

) € PSL(2,C) = SL(2,C)/ + 1.

Es gilt
va(H)=H <« AePSL(2,R)=SL(2,R)/+1,

und jedes solche 14 wirkt als orientierungsbewahrende Isometrie auf H. Da H?
und H isometrische Riemannmannigfaltigkeiten bilden, vgl. Beispiel [I11.3.31} er-
halten wir mit ([I1.54) nun leicht

SO, (1,2) = Isom (H?) = Isom, (H) = SL(2,R)/ £ 1.
Die volle Gruppe Isom(H) wird von Isom (H) und der orientierungsumkehrenden
[sometrie H — H, z — —Z, erzeugt. Ebenso haben wir

va(E)=E < AeSU(1,1)/+1,
und jedes solche )4 wirkt als orientierungsbewahrende Isometrie auf E. Da H?
und E isometrische Riemannmannigfaltigkeiten bilden, erhalten wir analog
SO, (1,2) 2 Isom (H?) = Isom, (E) = SU(1,1)/ + 1.
Die volle Gruppe Isom(EE) wird von Isom, (E) und der orientierungsumkehrenden
Isometrie E — E, z +— Z, erzeugt. Beachte auch, dass die Mobiustransformation
iz+1

Y :H— E, W(z) = R




II1.3. GEODATEN UND VOLLSTANDIGKEIT 143

eine Isometrie H = E liefert, denn ¢(z) = h(z), vgl. (I11.60)).

I11.3.33. Bemerkung (Total geodétische Teilmannigfaltigkeiten). Eine Teil-
mannigfaltigkeit S C M einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M wird total geo-
ddtisch genannt, wenn jede Geodite von S (bzgl. der von M induzierten Rie-
mannmetrik) auch Geodéte in M ist. Wir erinnern uns an

VxY =V3Y +1(X,Y), X, Y € X(S), (I11.62)

wobei IT € T'(S*T*S @ T+S) die zweite Fundamentalform von S bezeichnet, siehe
Satz . Ist nun ¢ : I — S eine Geodite in S, die gleichzeitig Geodéte in
M ist, dann gilt V5¢ = 0 = V¢ und wegen daher II(¢/, ') = 0. Da
die zweite Fundamentalform symmetrisch ist, folgt nun, dass .S genau dann total
geodétisch ist wenn die zweite Fundamentalform von S verschwindet, II = 0.
Beispiele: affine Teilrdume im flachen R™ bilden total geodétische Teilmannigfal-
tigkeiten; Durchschnitte linearer Teilriume von R mit S™ bilden total geod:iti-
sche Teilmannigfaltigkeiten der runden Sphére; Durchschnitte linearer Teilrdume
von R™! mit H" bilden total geoditische Teilmannigfaltigkeiten im hyperboli-
schen Raum; ist das Bild einer Geodéte eine Teilmannigfaltigkeit, dann ist diese
offensichtlich total geodétisch.

111.3.34. Korollar. Es sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und X ein
kompakter topologischer Raum. Dann ist der Raum der stetigen Abbildungen
C(X, M), versehen mit der Topologie der gleichmdifligen Konvergenz, lokal kon-
trahierbar. Insbesondere ezistiert zu f € C(X, M) ein e > 0, sodass jede stetige
Abbildung h : X — M mit max,cx d(f(x),h(x)) < € homotop zu f ist.

BeEwEIS. Nach Korollar [[II.3.20] existiert eine glatte Funktion ¢ : M —
(0,00), sodass die offene Umgebung des Nullschnitts U = {{ € TM : |{] <
e(m(€))} durch (m,exp) diffeomorph auf eine offene Umgebung der Diagonale U
abgebildet wird. Ist nun f € C(X, M), dann bildet

Ci(X, M) :={heC(X,M)|VzeX:(f(x),h(x)) €U}
eine kontrahierbare Umgebung von f, eine entsprechende Kontraktion ist durch
Cr(X, M) x [0,1] = C;(X, M), (h,) = expo(t((m, exp) " o (f,h))),
gegeben, dh. hy(z) = expy,(t exp;(lx)(h(a:))) mit hg = f und hy = h. O
I11.3.35. Definition (Geodétisch konvexe Teilmengen). Eine Teilmenge A in
einer Riemannschen Mannigfaltigkeit wird geoddtisch konvexr genannt, wenn zu
je zwei Punkten x,y € A genau eine Geodite minimaler Linge d(z,y) von z

nach y existiert und diese zur Génze in A liegt. Beachte, dass der Durchschnitt
geodatisch konvexer Teilmengen offensichtlich wieder geodétisch konvex ist.

111.3.36. Satz. Ist M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und x € M, dann sind
die Bdlle B,(x), fir hinreichend kleine p > 0, geoddtisch konvex.
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BEWEIS. Es sei € > 0 wie in Satz [[I1.3.18] Durch Verkleinern von ¢ diirfen
wir annehmen, dass je zwei Punkte in B.(z) durch eine eindeutige Geodéte mi-
nimaler Linge verbunden werden kénnen, siehe Korollar Wir withlen ei-
ne Orthonormalbasis von T, M, betrachten die damit assozierten Riemannschen
Normalkoordinaten, vgl. Bemerkung [[I1.3.17, und bezeichnen die entsprechenden
Christoffel Symbole mit I'};. Nach gilt daher T';(z) = 0. Durch weiteres

Verkleinern von € kénnen wir also auch erreichen, dass

(Z(Z A Uj) )1/2 <P,  yeB.(x),v=(v...,0") €R".

k=1 1,5=1

Ist ¢ eine Geodite in B.(x) und bezeichnen ¢ = (¢',...,¢") die Komponenten

von ¢ in Riemannschen Normalkoordinaten, dann folgt aus der Geoditenglei-

chung ()" = — > =1 I%(¢')(é7), siehe Lemma [[T1.3.10} zusammen mit obiger

Abschétzung

") < e @) (I1.63)
Setzen wir weiters ¢ < 1 voraus, dann gilt auch, vgl. Satz 111.3.18@,
1—1ét)| > 0. (111.64)

Seinun 0 < p < ¢/3. Wir werden unten zeigen, dass der Ball B,(z) geodétisch
konvex ist. Seien dazu y, z € B,(z). Nach Konstruktion existiert eine eindeutige
Geodéate minmaler Lange, die y mit z verbindet. Da d(y, z) < d(y,z) + d(z, z) <
2p, liegt diese zur Génze in By,(y) C Bs,(x) C B.(x). Wir bezeichnen diese
Geodéte mit ¢ : [a,b] — B.(x). Es bleibt zu zeigen, dass das Bild von ¢ sogar im
Ball B,(x) liegt. Betrachte dazu die glatte Abbildung

rifa,b] = R, r(t):=d(z,c(t))?/2 = |&(t)|*/2, (I11.65)

wobei ¢ = (¢!, ...,¢") die Komponenten der Geodite in Riemannschen Normal-
koordinaten bezeichnen, vgl. Satz [[I1.3.18|(d)). Beachte, () = (¢(t), & (t)) und

(1) = [ (@) + (e(t),&"(t) > [¢ () — le@)lle" ()] > @) (1 - le(t)]) = 0
nach Cauchy—Schwarz, (I11.63) und (I11.64)). Somit ist (II11.65)) eine konvexe Funk-
tion. Fiir jedes t € [a, b] gilt daher 7(t) < max{r(a),r(b)} < p?/2, also liegt ¢ zur
Génze im Ball B,(x). O

111.3.37. Satz. Jede nicht-leere, hinreichend kleine, offene, geodditisch konve-
xze Teilmenge einer Riemannschen n-Mannigfaltigkeit M ist zu R™ diffeomorph.
Genauer ezistiert zu jeder kompakten Teilmenge K C M ein € > 0, sodass jede
offene, geoditisch konvexe Teilmenge U C K mit diam(U) < e schon diffeomorph
zu R™ sein muss.

BEWEIS. Sei also U eine offene, geodétisch konvexe Teilmenge und x € U.
Da U offen ist, bildet

Vi={{eT,M|Vtel0,1]:exp,(t) e U}
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eine offene Umgebung von 0 in 7T, M. Da U geoditisch konvex ist, liefert die
Exponentialabbildung exp, : V' — U eine glatte Bijektion. Ist U hinreichend
klein, dann ist dies ein Diffeomorphismus, V' = U. Der Satz folgt daher aus
Lemma unten. O

I11.3.38. Lemma. Jede sternformige, offene Teilmengen von R™ ist diffeomorph
zu R™.

BEWEIS. Sei also U C R" offen und sternférmig. O.B.d.A. sei 0 Zentrum von
U, dh. fiir jedes x € U liegt die affine Strecke von 0 nach x zur Génze in U. Durch
Anwenden des radialen Diffeomorphismus R* = B", x + (1 + |z|?)~'/2, diirfen
wir weiters U C B™ annehmen. Mit Hilfe einer Partition der Eins lasst sich leicht
eine glatte Funktion x : U — (0, 00) konstruieren, sodass

x(x) <d(z,R"\ U), xeU. (I11.66)
Betrachte nun die glatte Funktion A : U — (0, c0) fo x t , und definiere
eine glatte Abbildung

f:U—=R", f(z) == ANz)z. (I11.67)

Um zu verstehen wie f auf radialen Strahlen wirkt, fixieren wir £ € S” I und

setzen r := sup{s > 0| s¢ € U} < 1. Fir s € [0,7) gilt A\(s§) = oxtsg =
1 s dr

sJ0 x(r€)’

also

Sodr
£(s6) = /0 e selb).

Beachte, dass s — fos d

dr T11.66)
T dr

erhalten wir weiters x(s€) < r — s, woraus wir fo 75) > J, === = oo schlielen.

Dies zeigt, dass f den Strahl U N ([0, 00)¢) dlffeomorph auf den Strahl [0,00)¢
abbildet. Folglich ist (II1.67]) eine glatte Bijektion. Fiir die Ableitung von f gilt

D,f - X =d\,(X)z + \Nz)X, relU X eR",

woraus wir sehen, dass D, f invertierbar ist. Nach dem inversen Funktionensatz

ist ([I11.67]) daher ein Diffeomorphismus. 0

I11.3.39. Bemerkung. Nach Satz besitzt jede Riemannsche Mannigfal-
tigkeit eine offene Uberdeckung durch geodétisch konvexe Teilmengen, und diese
Uberdeckung kann so gewihlt werden, dass sie einer vorgegebenen offenen Uber-
deckung untergeordnet ist. Jede Uberdeckung durch offene, geodiitisch konvexe
Teilmengen ist gut im Sinn von Definition [[.3.24] Dies folgt aus Satz [[I1.3.37]
denn jeder nicht-leere Durschnitt endlich vieler offener, geodéatisch konvexer Teil-
mengen ist offensichtlich wieder offen und geodétisch konvex. Damit ist also

Satz [.3.25] bewiesen.

Als weitere Anwendung von Korollar wollen nun noch die Existenz
tubuldrer Umgebungen beweisen, vgl. Satz oben.
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IT1.3.40. Satz (Tubuldre Umgebungen). Es sei S C M eine Teilmannigfaltigkeit
mit Normalenbiindel T+S = TM|s/TS. Dann existiert eine offene Umgebung
U von S in M und ein Diffeomorphismus ¢ : T+S = U mit ¢|s = idg und
Tp|s = id, wobei wir S mit dem Nullschnitt in T+S identifizieren.

BEWEIS. Wir fixieren eine Riemannmetrik auf M und identifizieren T+S =
{X €eTM|s: X L S}. Nach Korollar @) existiert eine offene Umgebung
des Nullschnitts D C T+S, sodass ¢ = exp|p : D — M wohldefiniert ist.
Offensichtlich gilt p(z) = z fiir x € S und somit auch T, - X = X fir X € T,.S.
Aus Korollar erhalten wir weiters T, - X = X, fir z € S und X €
T:-S. Bis auf die Identifikationen T,7+S = T,S ® T} S = T, M hat die Ableitung
von ¢ bei x € S daher die Form

(idns 0
TM_( 0 idT;S)'

Durch Verkleineren von D konnen wir erreichen, dass die Ableitung T¢¢ bei jedem
¢ € D invertierbar ist. Nach dem inversen Funktionensatz ist |p somit ein lokaler
Diffeomorphismus. Es bleibt nun zu zeigen, dass durch weiteres Schrumpfen von D
auch Injektivitdat von ¢|p erreicht werden kann, vgl. [2 §12] oder [4, Chapter 485].

Durch weiteres Verkleinern von D koénnen wir zunéchst sicher stellen, dass

d(m(€), (&) = [¢], fir alle & € D, siehe Korollar [I[11.3.20, Es existiert eine glatte
Funktion € : S — (0, 00), sodass fiir jedes x € S

Ve :={£eT S d(n(&),z) <e(z), ¢ <e(n(€)} D

und ¢|y, ein Diffeomorphismus ist.ﬂ Wir werden nun zeigen, dass ¢ auf der
offenen Umgebung des Nullschnitts V' := {£ € T+S : |¢] < e(n(€))/2} € D
injektiv ist. Seien dazu &,n € V mit ¢(§) = ¢(n). Aus der Dreiecksungleichung
folgt

d(m(&), m(n)) < d(w(&), 0(§)) + d(e(n), m(n))
= [¢] +Inl < 3e(n(€)) + 3e(n(n)) < max{e(r(€)),e(r(n)}.
O.B.d.A. sei d(7(§), m(n)) < e(n(n)). Dann ist £ € V), und trivialerweise auch
n € Viy. Da ¢ auf Vi, ein Diffeomorphismus ist, erhalten wir § = 7, also
ist ¢ auf V injektiv. Somit liefert ¢ einen Diffeomorphismus von V' auf die of-

fene Umgebung U := ¢(V') von S in M. Setzen wir ¢ noch mit dem radialen
Diffeomorphismus

~ 1
TS =V, 3
MV ERCEEG)E
zusammen, so erhalten wir den gewiinschten Diffeomorphismus 7+S = U. U

1470 jedem y € S existiert py > 0, sodass Wy, :={£ € T+S : [¢| < py, d(7(£),y) < py} €D
und ¢y, ein Diffeomorphismus ist. Dies folgt daraus, dass ¢ ein lokaler Diffeomorphismus ist,
es geht aber auch ein, dass S die Teilraumtopologie von M tragt. Mit Hilfe einer Partition der
Eins auf S lasst sich damit die gesuchte Funktion ¢ konstruieren.
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I11.4. Uberlagerungen. In diesem Abschnitt wiederholen wir zuerst die
Grundlagen der Uberlagerungstheorie topologischer Réume, siche etwa [5, Kapi-
tel IX], [14, Chapter 1.3], [18] Kapitel I1.6], [16, Kapitel I11.6], [17, Chapter 2]
oder [15 Chapter 3|. Anschlieflend zeigen wir, dass jede endlich prisentierbare
Gruppe als Fundamentalgruppe einer zusammenhéngenden glatten orientierbaren
geschlossenen Mannigfaltigkeit vorgegebener Dimension n > 4 realisiert werden
kann, siche Satz unten. Die Uberlagerungstheorie glatter Mannigfaltig-
kelten ist daher sehr relchhaltlg. Im letzten Teil dieses Abschnitts widmen wir
uns Riemannschen Uberlagerungen. Unter anderem werden wir sehen, dass die
Exponentialabbildung einer vollstdndigen Riemannschen Mannigfaltigkeit eine
Uberlagerung ist, wenn sie in jedem Punkt invertierbare Ableitung hat, siche Ko-
rollar unten. In diesem Fall ist die universelle Uberlagerung daher zu R
diffeomorph, eine starke Einschrankung an die Topologie solcher Mannigfaltig-
keiten. Im néchsten Abschnitt werden wir dies auf Mannigfaltigkeiten mit nicht
positiver Schnittkriimmung anwenden.

Eine Uberlagerung ist eine surjektive stetige Abildung p : X — X mit folgen-
der Eigenschaft. Zu jedem Punkt x € X existiert eine offene Umgebung U von =z,

ein diskreter Raum F und ein Homéomorphismus ¢ : p~!(U) 5 U x F, sodass
pry 0¢ = ply,-1(uy, wobei pry : U x F' — U die kanonische Projektion bezeichnetﬁ

In dieser Situation werden X und X als Basis und Totalraum der Uberlagerung
bezeichnet, p wird Uberlagerungsabbildung oder Projektion genannt. Fiir € X
wird der diskrete Raum F, := p~!(x) als Faser iiber x bezeichnet. Die Kardi-
nalitit der Faser F), ist lokal konstant in z, fiir zusammenhéingendes X ist sie
daher konstant. Besteht jede Faser aus k£ Elementen, dann sprechen wir von einer
k-blittrigen Uberlagerung. Zwei Uberlagerungen p; : X; — X und py : Xo — X

~

von X werden isomorph genannt, falls ein Homéomorphismus ¢ : X; — Xo
mit p; 0 ¢ = p; existiert. Unter einer Decktransformation einer Uberlagerung
p: X — X, verstehen wir einen Homdomorphismus ¢ : X — X mit po ¢ = p.
Die Menge der Decktransformationen bildet beziiglich der Komposition von Ab-
bildungen eine Gruppe, die als Symmetriegruppe der Uberlagerung verstanden
werden kann und mit Deck(p) oder Deck(X) bezeichnet wird.

I11.4.1. Lemma. Es sei p : X — X eine Uberlagerung und f,g - Y — X
stetig mit po f = po g. Dann ist die Menge {y € Y | f(y) = g(y)} offen und
abgeschlossen in'Y . Insbesondere ist die Fizpunktmenge einer Decktransformation
stets offen und abgeschlossen. Fiir zusammenhingendes X wirkt die Gruppe der
Deckransformationen daher frei, und sogar strikt diskontz’nuierlic auf X.

5{berlagerungen sind daher lokal triviale Faserbiindel mit diskreten Fasern.

16Eine Gruppenwirkung G x Y — Y auf einem topologischen Raum Y wird strikt diskon-
tinuierlich genannt, falls jeder Punkt in Y eine offene Umgebung U besitzt, sodass gU NU = ),
fur alle 1 # ¢g € G. Strikt diskontinuierliche Wirkungen miissen insbesondere frei sein, die
Umkehrung gilt i.A. jedoch nicht.
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BEwEIS. Die Offenheit von {y € Y | f(y) = g(y)} folgt daraus, dass Uber-
lagerungsabbildungen lokal injektiv sind. Da Punkte einer Faser durch offene
Mengen getrennt werden kénnen ist diese Menge auch abgeschlossen. Sei nun X
zusammenhingend, # € X und U eine offene Umgebung von 7 auf der p injek-
tiv ist. Weiters sei ¢ € Deck(X) mit ¢(U) N U # §. Dann existiert § € U mit
o(7) € U und p(§) = p(é(7)), also ¢(§) = § wegen der Injektivitit von p|;. Da
die Menge der Fixpunkte von ¢ offen und abgeschlossen ist, folgt ¢ = id ;. Dies
zeigt, dass Deck(X) strikt diskontinuierlich auf X wirkt. O

I11.4.2. Lemma. Es sei p : X — X eine surjektive stetige Abbildung mit
folgender Figenschaft: zu jedem Punkt x € X existiere eine offene Umgebung
U von x und paarweise disjunkte offene Umgebungen Uz von & € p~t(x) mit
p Y U) = Llie;rl(x) Uz, sodass ply, : Uz — U ein Homdéomorphismus ist, fiir
jedes & € p~*(x). Dann ist p eine Uberlagerungsabbildung.

BEWEIS. Es seien x, U und Uj; wie in der Formulierung des Lemmas. Wir
versehen F' := p~!(z) mit der diskreten Topologie und betrachte die Abbildung

¢:UxF—opl(U)CX,  6y,7) = (plu,) " (y).
Aus den Voraussetzungen folgt, dass ¢ ein Homéomorphismus ist, der die kano-
nische Projektion U x F' — U mit p|,-1(yy identifiziert. Da dies fiir jedes z € X

gilt, ist p eine Uberlagerung. U

I11.4.3. Beispiel. Ist X ein topologischer Raum und F' diskret, dann bildet die
kanonische Projektion X X F' — X eine Uberlagerung. Jede zu einer solchen
Uberlagerung isomorphe Uberlagerung wird als triviale Uberlagerung bezeichnet.

I11.4.4. Beispiel. Ist p: X — X eine Uberlagerlmg und A C X, dann ist auch
p:p t(A) — A eine Uberlagerung, sie wird mit X|4 bezeichnet.

II1.4.5. Beispiel. Sind p : X — X und ¢ : ¥ — Y zwei Uberlagerungen,
dann ist auch p x ¢ : X x Y — X x Y eine Uberlagerung Mittels Induktion
folgt, dass endliche Produkte von Uberlagerungen wieder Uberlagerungen sind.
Fiir unendlich viele Faktoren bleibt dies jedoch nicht richtig, siehe etwa [17
Example 2.2.9].

I11.4.6. Bemerkung. Die Komposition zweier Uberlagerungen ist i.A. keine
Uberlagerung, siehe etwa [17, Example 2.2.8].

IT11.4.7. Beispiel. Ist G C Homeo(X) eine Gruppe von Homoomorphismen,
die auf X strikt diskontinuierlich wirkt, dann bildet die kanonische Projektion
auf den Orbitraum, p : X — X/G, eine Uberlagerung, vgl. Lemma . Die
Blitterzahl dieser Uberlagerung stimmt mit der Ordnung von G iiberein, denn
G wirkt frei und transitiv auf jeder Faser. Offensichtlich ist jedes Element von
G eine Decktransformation, G C Deck(X — X/G). Fiir zusammenhéngendes X
gilt sogar G = Deck(X — X/G). Dies folgt aus Lemma [[IL.4.1]} da G transitiv
auf den Fasern wirkt.
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ITI.4.8. Beispiel. Die kanonische Projektion p : S™ — RP" ist eine zweibléttrige
Uberlagerung mit Deck(S™ — RP") = Z,.

II1.4.9. Beispiel. Die Abbildung p : R — St p(t) = e, ist eine oo-bliittrige
Uberlagerung mit Deck(p) = Z.

IT1.4.10. Beispiel. Die Abbildung ¢ : C — C*, p(z) := €, ist eine oo-bléttrige
Uberlagerung mit Deck(p) = Z.

I11.4.11. Beispiel. Fiir n € N ist die Abbildung p : S* — S', p(2) := 2", eine
n-blattrige Uberlagerung mit Deck(p) = Z,,.

II1.4.12. Beispiel. Fiir n € N ist die Abbildung p : C* — C*, p(z) := 2", eine
n-blittrige Uberlagerung mit Deck(p) = Z,,.

II1.4.13. Satz (Homot0p1el1ftungselgenschaft) Es seip: X — X eine Uberla-
gerung, H : Y x I — X stetig und h : Y — X stetig mit p(h(y)) H(y,0) fiir
alle y € Y. Dann existiert eine eindeutige stetige Abbidlung H:Y xI— X,
sodass po H = H und H(y,0) = h(y) fiir alley €Y.

BEWEIS. Zu jedem Punkt y € Y existiert eine offene Umgebung V' von y und
0=ty <ty <--- <ty=1sodassfiirjedesi=1,..., N, das Bild H(V x[t;_1,t])
in einer offenen Teilmenge U; C X liegt, iiber der dle Uberlagerung trivial ist,
p Y (U;) = U; x F;. Durch Verkleinern von V' kénnen wir auch erreichen, dass
hV) C Uy x {fi}, fiir ein f; € Fy. Die Abbildung H|y s, ldsst sich dann
leicht zu einer Abbildung H : V' x [to,t;] — X liften, sodass Hy, = h|y. Durch
Verkleinern von V' koénnen wir auch ﬁtl(V) C U, x { fa} erreichen, f; € F5, und
dann die Abbildung H|y«ft, 1) zu einer Abbildung H:V x [t1,ts] — X liften,
sodass diese mit dem schon konstruierten Teil von H auf V x {t,} iibereinstimmt.
Induktiv fortfahrend erhalten wir eine stetige Abbildung H : V x I — X mit
pOH H’VXI und Ho—h|v

Ist G : WxI — X eine weitere stetige Abbildung mit poG = H|wx und Go =
hlw, dann miissen G und H auf dem gemeinsamen Definitionsbereich (V W) x I
iibereinstimmen, denn fiir fixes y € V N W ist die Menge {t € I | G(y,t) =
H(y,t)} offen und abgeschlossen, siche Lemma, , und enthélt 0. Die lokal
konstruierten Lifts von H fiigen sich daher zu einer global definierten stetigen
Abbildung H : Y x I — X mit den gewiinschten Eigenschaften zusammen. [

I11.4.14. Korollar (Liften von Wegen). Es sei p : X — X eine Uberlagerung,
v:1 = X ein Weg und & € X mit p(¥) = v(0). Dann existiert genau ein Weg
Al = X mit50) =2 und poqy = .

BEWEIS. Die folgt aus Satz [[1I.4.13| mit ¥ = {x}. O

Zwei Wege «, 8 : I — X werden homotop relativ Endpunkten genannt, falls
eine Homotopie H : [ x [ — X existiert, sodass H(s,0) = a(s), H(s,1) = B(s),
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H(0,t) = const = a(0) = £(0) und H(1,t) = const = a(1) = p(1), fiir alle s,t €
1. Jede solche Homotopie wird eine Homotopie relativ Endpunkten von o nach [
genannt. Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Wege in X, die
Aquivalenzklassen werden als Homotopieklassen von Wegen relativ Endpunkten
bezeichnet.

I11.4.15. Korollar. Es sei p : X = X eine Uberlagerung, a,f: 1 = X zwei
Wege die homotop relativ Endpunkten sind, und a,ﬁ I > X Lifts, poa = a,
po B =B, zum gleichen Anfangspunkt, a(0) = 6(0) Dann sind auch & und f3
homotop relativ Endpunkten und haben daher gleiche Endpunkte, &(1) = (1),

BEWEIS. Nach Voraussetzung existiert eine Homotopie H : I x I — X mit
H{(s,0) = a(s), H(s,1) = B(s), H(0,t) = (0) = 5(0) und H(L,7) = a(1) = 5(1),
fiir alle s,t € I. Nach Satz lésst sich H zu einer Homotopie H:IxI—X
liften, p o H = H, sodass H(s 0) = a(s). Die Wege t +— H(0,t) bzw. t
H(1,t) sind Lifts der konstanten Wege a(0) = £(0) bzw. a(1) = B(1), und
daher selbst konstant. Somit ist H eine Homotopie relativ Endpunkten. Aus der
Eindeutigkeitsaussage in Korollar 4lfolgt H(s,1) = f(s), denn beide Seiten
sind Lifts von  zum Anfangswert H(O 1) = H(0,0) = a(0) = 5(0). Also ist H
eine Homotopie relativ Endpunkten von & nach B . O]

Ist xyp € X ein Basispunkt, dann bezeichnen wir mit 71 (X, z¢) die Menge
der Homotopieklassen von Wegen relativ Endpunkten, die bei xq starten und
enden. Solche Wege werden auch Schleifen bei zy genannt. Die Konkatenation
von Wegen definiert eine, i.A. nicht abelsche Gruppenstruktur auf 71 (X, zg). Das
neutrale Element wird durch den konstanten Weg x( repréasentiert, das Inverse
durch den in umgekehrter Richtung durchlaufenen Weg. Die Gruppe (X, x¢)
wird als Fundamentalgruppe oder erste Homotopiegruppe von X beim Basispunkt
xo bezeichent. Jede stetige Abbildung f : X — Y induziert einen Gruppenhomo-
morphismus f, : 71 (X, z9) — m (Y, f(x0)), und diese Zuordnung ist funktoriell,
dh. (fog)s = fiog. und (idx). = idx, (x,20). Ist o ein Weg in X von o(0) = x
nach (1) = x1, dann definiert Konjugation mit ¢ einen Gruppenisomorphismus
(X, 20) =2 m (X, 11), [a] ¢ [0 ao] ] Fiir wegzusammenhiingendes X wird die
Fundamentalgruppe daher oft als m; (X) notiert.

I11.4.16. Proposition (Einfacher Zusammenhang). Ist X ein wegzusammen-
hingender topologischer Raum, dann sind dquivalent:

(a) Zu z,y € X gibt es genau eine Homotopieklasse von Wegen von x nach y.
(b) Fiir alle o € X gilt m(X,z) = 0.

(c) Es ezistiert xo € X mit m (X, x9) = 0.

(d) Jede Schleife v : S* — X ist homotop zu einer konstanten Abbildung.

I"Dieser Isomorphismus ist jedoch nicht kanonisch, er hiingt i.A. von der Wahl (der Homo-
topieklasse) von o ab.
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(e) Jede stetige Abbildung f : S' — X lisst sich zu einer stetigen Abbildung
F:D? - X ausdehnen, F|s = f.

Ein wegzusammenhdngender topologischer Raum der diese dquivalenten Eigen-

schaften besitzt wird einfach zusammenhéangend genannt.

BEWEIS. Sind z,y, 2z € X und ist ¢ ein Weg von y nach z, dann definiert die
Konkatenation mit o eine Bijektion P, ,(X) = P, .(X), wobei P, ,(X) die Men-
ge der Homotopieklassen von Wegen relativ Endpunkten von x mit y bezeichnet.
Analog liefert jeder Weg von = nach y eine Bijektion P, ,(X) = P, .(X). Daraus
erhalten wir sofort die Aquivalenzen @) & (]EI) & (). Die Wahl eines Homoomor-
phismus 7/{0,1} = S erlaubt es stetige Abbildungen I — X, die beide Rand-
punkte auf xy abbilden mit stetigen Abbildungen S' — X zu identifizieren, die
einen Basispunkt * € S auf 2, abbilden. Dies ist mit Homotopien vertréiglich und
liefert eine wohldefinierte Abbildung 71 (X, zo) = [(S*, %), (X, z9)] — [S*, X]. Im
wegzusammenhéngenden Fall induziert diese Abbildung eine Bijektion zwischen
den Konjugationsklassen von (X, zo) und der Menge der (freien) Homotopie-
klassen [S', X], siehe [18, Satz 5.1.12] oder [14] Section 1.1, Exercise 6]. Daraus
folgt nun die Aquivalenz @) @@), denn eine Gruppe ist genau dann trivial,
wenn sie nur eine Konjugationsklasse besitzt. Die Aquivalenz @ @@ ist offen-
sichtlich, denn jede Homotopie H : S x I — X von Hy = f nach H; = const
faktorisiert zu einer stetigen Abbildung D? = (S' x I)/(S* x {1}) — X, deren
Einschrinkung auf S* C D? mit f {ibereinstimmt. O

I11.4.17. Korollar. Ist p : (X,%) — (X, o) eine punktierte Uberlagerung
dann ist der induzierte Homomorphismus p, : w1 (X, Zg) — m1(X, p(Zo)) injektiv.

BEWEIs. Dies folgt sofort aus Korollar [[TI.4.15] U

Das Bild des injektiven Homomorphismus p, in Korollar dh. die Un-
tergruppe p,(m1 (X, %)) C m (X, x0), wird als charakteristische Untergruppe der
punktierten Uberlagerung p : (X,%,) — (X, ) bezeichnet. Ein Element der
Fundamentalgruppe m1(X, z¢) liegt genau dann in der charakteristischen Unter-

gruppe p,(m1 (X, Zo)), wenn seine Reprasentanten zu Schleifen bei Ty liften.

I11.4.18. Lemma. FEs sei p : )~(~—> X eine Uberlagerung, xo € X und Zo, %, €
F,,. Ezistiert ein Weg ¢ : I — X wvon 6(0) = Ty nach 6(1) = &1, dann sind die
entsprechenden charakteristischen Untergruppen konjugiert in m (X, xq),

~ -1 o~
po(m (X, 21)) = [o] pu(m (X, Zo)) o],
wobei 0 :=pod: 1 — X und [o] € m (X, z0).
1~8Unter einer punktierten Uberlagerung verstehen wir eine Uberlagerung mit Basispunkten,
p: (X,Z0) — (X, 20), wobel p(Zo) = xo. Zwei punktierte Uberlagerungen p(X,Zo) — (X, xo)

und ¢ : (Y,5) — (X,z0) werden isomorph genannt, wenn ein Isomorphismus punktierter
Uberlagerungen ¢ : (X, %) — (Y, o) existiert, g o ¢ = p, ¢(Zo) = o.
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BEWEIS. Dies folgt daraus, dass Konjugation mit & einen Gruppenisomor-
phismus 7 (X, 7o) = m (X, Z1), [a] <> [0 ad], definiert. O

I11.4.19. Korollar. Ist p : X — X eine Uberlagerung und zo € X, dann wirkt
71 (X, o) in natiirlicher Weise von rechts auf der Faser Fy, = p~*(z¢). Fiir weg-
zusammenhingendes X st diese Wirkung transitiv. Die Isotropiegruppe eines
Punktes &y € F,, stimmt mit der charakteristischen Untergruppe p,(m(X, %))
tberein. Im zusammenhdngenden Fall stimmt der Index der charakteristischen
Untergruppe p,(m (X, o)) in m (X, x0) also mit der Blitterzahl der Uberlagerung
tliberein.

BEWEIS. Es sei € F,, und [a] € m(X,xg), wobei o : I — X eine Schleife
bei xg bezeichnet. Weiters sei & : I — X der eindeutige Lift von o, po a = «,

mit Anfangswert &(0) = &, siehe Korollar [[11.4.14] Nach Korollar [I1I.4.15|ist der

Endpunkt &(1) € F,, unabhéngig von der Wahl des Représentanten a. Diese
Konstruktion definiert daher eine Abbildung

Fo, x m(X,x0) = Fiy, (z,[a]) — a(1).

Ohne Miihe ldsst sich verifizieren, dass wir so eine Rechtswirkung von (X, o)
auf F,, erhalten. Die verbleibenden Behauptungen sind nun offensichtlich. 0

I11.4.20. Korollar (Liftungskriterium). Es seip : (X, %) = (X, x) eine punk-
tierte Uberlagerung, f = (Y,yo) — (X, o) stetig, Y wegzusammenhingend und
lokal wegzusammenhdngendﬂ Dann sind dquivalent:

(a) fo(m(Y,50)) € pu(mi (X, Zo)). i i i

(b) Es existiert ein (eindeutiger) stetiger Lift f: (Y,yo) — (X, o), po f = f.

BEwEIS. Die Implikation (]EI) = @ folgt aus f. = (po f)* = p, o f.. Fir
die umgekehrte Implikation @) = (]ED sei y € Y beliebig. Wegen das Wegzusam-
menhangs von Y existiert ein Weg o : I — Y von a(0) = yo nach a(1) = y.
Es ist dann 8 := foa : I — X ein Weg in X der bei 3(0) = zo startet.
Nach Korollar existiert ein Lift ﬁ I > X,po ﬁ 5, mit ﬁ( ) = Zo.
Wir definieren f ( ) A1 ). Wegen @) und Korollar ist dies wohldefi-
niert, dh. unabhéngig von der Wahl des Weges «. Weiters gllt nach Konstruktion
po f = f. Die Steti keit von f folgt aus dem lokalen Wegzusammenhang von Y.
Nach Lemma [[1I.4. 1. ist f eindeutig. U

I11.4.21. Korollar. Zwei wegzusammenhingende und lokal wegzusammenhdn-
gende punktierte Uberlagerungen eines punktierten Raums sind genau dann iso-
morph, wenn sie die gleichen charakteristischen Untergruppen haben.

BEWEIS. Offensichtlich miissen isomorphe punktierte Uberlagerungen gleiche
charakteristische Untergruppen haben. Um zu sehen, dass diese Bedingung auch

19D h. jeder Punkt in Y besitzt eine Umgebungsbasis aus wegzusammenhingenden Mengen.
Beachte, dass Mannigfaltigkeiten stets lokal wegzusammenhéngend sind.
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hinreichend ist, seien py : (X1, %) — (X, z0) und po @ (Xo, &) — (X, x0) zwei
wegzusammenhéngende und lokal wegzusammenhingende punktierte Uberlage-
rungen mit (py).(m1 (X1, 71)) = (p2)u(m1(Xa, #2)). Wenden wir Korollar
auf die Abbildung p; : X; — X an, so erhalten wir eine stetige Abbildung
Uy (Xl, ) — (XQ, T9) mit pg 09y = p;. Analog erhalten wir eine stetige Abbil-
dung 1 : (X, T9) — (X, Z1) mit pyoty = py. Die Komposition ¢p0) : X, — X
fixiert #; und erfiillt p;o¢y0¢) = p1, aus Lemma [[I1.4.T|folgt daher y0¢); = idg, .
Analog erhalten wir ¢, o ¢y = idg,. Also sind ¢; und 1, zueinander inverse
Homo6omorphismen. O

I11.4.22. Korollar. Jede Uberlagerung eines einfach zusammenhingenden und
lokal wegzusammenhdngenden topologischen Raums ist trivial. Jede zusammen-
hingende Uberlagerung eines einfach zusammenhingenden und lokal wegzusam-
menhdngenden topologischen Raums ist ein Homdomorphismus.

BEWEIS. Sei also X einfach zusammenhéngend und lokal wegzusammenhén-
gend. Nach Korollar ist jede zusammenhingende Uberlagerung von X
zu der trivialen elnblattrlgen Uberlagerung idy : X — X isomorph. Wenden wir
dies auf die Zusammenhangskomponenten einer beliebigen Uberlagerung von X
an, so sehen wir, dass diese trivial sein muss. O

I11.4.23. Korollar. Istp: (X,iy) — (X, o) eine punktierte Uberlagerung, dann
induziert p Gruppenisomorphismen my(X, o) = mp(X, o), fiir jedes k > 2 l

BEWEIS. Es seien f,§ : (S*, %) = (X, %) zwei stetige Abbildungen, sodass
po f ~ pog relativ Basispunkt. Es existiert daher eine Homotopie H : S¥x I — X
von Hy = po f nach H; = po § mit H (*,1) = const = xo. Nach Satz|l lasst
sich H zu einer stetigen Abbildung H : S¥ x I — X mit Hy = f hften Da t—
H(x,t) Lift des konstanten Weges xq ist, folgt H(x,t) = const = f( ) = Zo. Wir
schlieBen H; = §, denn beide Seiten sind Lifts von pog, die den Basispunkt % € S*
auf Ty abbilden, vgl. Lemma . Somit sind auch f und § homotop relativ
Basispunkt. Dies zeigt, dass der induzierte Homomorphismus p, : Wk(X ,To) —
(X, o) injektiv ist. Nach Korollar ist er auch surjektiv, denn S* ist
einfach zusammenhingend fiir jedes k > 28 O

I11.4.24. Korollar. Ist p : X — X eine wegzusammenhingende und lokal weg-
zusammenhdngende Uberlagerung, dann sind dquivalent.

20Dabei bezeichnet w1 (X, o) = [(S*, %), (X,x0)] die Menge der Homotopieklassen von
Abbildungen (S*, ) — (X, z¢) relativ Basispunkt, * € S*. Fiir k > 2 lisst sich 74 (X, z0) in
natiirlicher Weise zu einer abelschen Gruppe machen, die als k-te Homotopiegruppe von X beim
Basispunkt xy bezeichnet wird. Jede stetige Abbildung f : X — Y induziert Gruppenhomo-
morphismen f, : 7, (X, 20) — (Y, f(20)), und diese Zuordnung ist funktoriell, (fog). = f« 0 gs,
(idx )« = idy, (x,20)- Mehr dazu findet sich etwa in [14}, Section 4.1] oder [17].

2IDjes folgt aus dem Satz von Seifert van Kampen, siehe etwa [14] Section 1.2]. Fiir k > 2
ist jede Schleife in S* ist homotop relativ Endpunkten zu einer Schleife in S* \ {x} = R*. Mit
R ist daher auch S* einfach zusammenhingend.
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(a) Fiir ein (jedes) xo € X wirkt Deck(X) transitiv auf der Faser Fy,.
(b) Fiir ein (jedes) To € X ist p.(m (X, o)) ein Normalteiler in w1 (X, p(Zo)).

In diesem Fall wird die ~Uberlagerung normal genannt, p induziert einen Homo-
omorphismus X / Deck(X) = X und wir erhalten einen Gruppenisomorphismus

Deck(f() o A PATO)) (X, p(70))
pe(m (X, %))’

fiir jedes &y € X. Dabei entspricht einer Klasse [a], die von einer Schleife o
bei p(Zo) reprasentiert wird die eindeutige Decktransformation, die Ty auf &(1)
abbildet, wobei & den Lift von o zum Anfangswert &(0) = To bezeichnet.

BeEwEeIs. Wirkt Deck(X) transitiv auf der Faser F,,, dann wirkt sie auch
transitiv auf jeder anderen Faser F, . Seien dazu 9,9, € Fy, und o : [ :— X ein
Weg von ¢(0) = y nach o(1) = z. Bezeichnen &y,6, : I — X die Lifts von o
zu den Anfangswerten &1(0) = ¢; und d49(0) = ¥s, so erhalten wir zwei Punkte
Ty :=061(1) € Fpyund &y := 65(1) € F, in der Faser iiber zo. Nach Voraussetzung
existiert eine Decktransformation ¢ mit ¢(Z1) = 3. Es folgt ¢ o 51 = &9, denn
beide Seiten sind Lifts des Weges o zum selben Endpunkt. Insbesondere erhalten
wir ¢(i1) = ¢(51(0)) = (¢ 0 51)(0) = 72(0) = s, also wirkt Deck(X) auch auf
F,, transitiv.

Fiir die Implikation () = (b)) sei a« = [o] € m(X,20) ein Element, das
von der Schleife o : I — X bei xq représentiert wird. Weiters bezeichne a :
I — X einen beliebigen Lift von «, dh. po & = «a, und Zy := «(0) sowie
71 := @&(1) dessen Werte bei den Randpunkten. Aus Lemma erhalten wir
pu(m (X, %)) = a 'p. (X, %)a. Nach Voraussetzung existiert eine Decktransfor-
mation ¢ mit ¢(Zo) = &1, und dies impliziert p, (m1 (X, Zo)) = (poo).(m (X, o)) =
i (@ (m (X, T0))) = p(m (X,#)). Zusammen erhalten wir o 'p,(X,%)a =
po(m1(X, ), also bildet p, (71 (X, %)) einen Normalteiler in 7 (X, zo).

Fiir die Implikation (b)) = (&) seien nun %o, #; € F,. Nach Lemmal[[IL.4.1§exi-
stiert a € (X, x) mit p,(m (X, %)) = a 'p,(m (X, Zo))a. Nach Voraussetzung
ist p.(m1(X, %)) Normalteiler in (X, x), also p.(m(X,%1)) = pu(m (X, 7))
Nach Korollar existiert daher eine Decktransformation, die Z, auf
abbildet. 0

I11.4.25. Beispiel. Es sei G C Homeo(X) eine Gruppe von Homéomorphismen
die auf einem einfach zusammenhéngenden lokal wegzusammenhingenden Raum
X strikt diskontinuierlich wirkt. Dann ist die kanonische Projektion auf den Or-
bitraum p : X — X/G eine Uberlagerung mit G' = Deck(X — X/G) = m(X/G),

siehe Beispiel [II1.4.7| und Korollar [[11.4.24] Damit erhalten wir m;(S') = Z, siche
Beispiel [[11.4.9) und 7 (RP") = Zy, n > 2, siehe Beispiel [[11.4.8]
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I11.4.26. Satz. Es sei (X, ) ein wegzusammenhingender, lokal wegzusammen-
héingender, semi lokal einfach zusammenhdngende@ punktierter Raum. Dann
existiert zu jeder Untergruppe G C m (X, zg) eine zusammenhdngende punktierte
Uberlagerung p = (X, %) — (X, 20) mit charakteristischer Untergruppe G.

BEwEIs. Als die der Uberlagerung zugrundeliegende Menge X betrachten
wir die Menge der Wege 0 : I — X die bei 0(0) = x starten, modulo der
Aquivalenzrelation die zwei solche Wege 01,09 : I — X identifiziert wenn sie
gleiche Endpunkte besitzen und die Schleife o105, " ein Element in der Unter-
gruppe G C m(X, zp) reprisentiert. Die Evaluation beim Endpunkt liefert eine
surjektive Abbildung p : X — X, [0] — o(1), denn nach Voraussetzung ist X
wegzusammenhingend. Der konstante Weg z, repriisentiert ein Element & € X,
das durch p auf zy abgebildet wird.

Wir definieren nun eine Topologie auf X indem wir Umgebungsbasen der
Punkte angeben. Ist [o] € X, 0 : I — X, und U C X offen mit ¢(1) € U, dann
bezeichne N'(U, [o]) € X die Teilmenge, deren Elemente durch Wege der Form
ot reprasentierbar sind, wobei 7 ein Weg in U ist, der bei o(1) startet. Beachte
NU NV, [o]) € N(U,[o]) N N(V, [o]). Erkliren wir diese Teilmengen N (U, o)
zu einer Umgebungsbasis von [o] € X, so erhalten wir eine Topologie auf X
beziiglich der p offensichtlich stetig ist. Mit dieser Topologie wird p tatséchlich zu
einer Uberlagerung mit charakteristischer Untergruppe G, weitere Details dazu
finden sich etwa in [5 Kapitel IX.6] oder [14], Chapter 1.3]. O

I11.4.27. Korollar (Klassifikation punktierter Uberlagerungen). Es sei (X, x)
ein wegzusammenhdngender, lokal wegzusammenhdngender und semsi lokal ein-
fach zusammenhdngender punktierter Raum. Dann kann die Menge der Isomor-
phicklassen zusammenhdingender punktierter Uberlagerungen von (X, xq) in na-
tirlicher Weise mit der Menge der Untergruppen von m (X, xq) identifiziert wer-
den. Dabei wird einer punktierten Uberlagerung p (X',i"o) — (X, o) ihre cha-
rakteristische Untergruppe p,(m1 (X, %o)) zugeordnet.

BEWEIS. Dies folgt aus Satz und Korollar [[TT.4.21] O

Fiir unpunktierte, nicht notwendigerweise zusammenhingende Uberlagerun-
gen haben wir folgende Klassifikation, sieche [14], Chapter 1.3].

111.4.28. Korollar. Es sei X ein zusammenhdngender, lokal wegzusammenhdn-
gender und_semilokal einfach zusammenhingender Raum und ro € X. Ordnen
wir einer Uberlagerung p : X — X die Rechtswirkung der Fundamentalgrup-
pe (X, x0) auf der Faser F, zu, so erhalten wir eine bijektive Korrespondenz
zwischen der Menge der Isomorphieklassen von Uberlagerungen von X und der
Menge der Aquivalenzklassen von Rechtswirkungen der Gruppe m (X, xo).

224h. jeder Punkt z € X besitzt eine Umgebung U, sodass der von der Inklusion ¢ : U — X
induzierte Homomorphismus ¢, : 71 (U, x) — w1 (X, z) trivial ist. Beachte, dass Mannigfaltig-
keite stets semi lokal einfach zusammenhéngend sind.
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I11.4.29. Korollar (Universelle Uberlagerung). Es sei (X,zq) ein wegzusam-
menhdngender, lokal wegzusammenhdngender und semi lokal einfach zusammen-
hingender punktierter Raum. Dann existiert eine bis auf Isomorphie eindeutige
punktierte Uberlagerung p : (X,i’g) — (X, z) mit einfach zusammenhdngenden
X. Diese wird als universelle Uberlagerung von (X, z0) bezeichnet. Die Gruppe
der Decktransformationen wirkt transitiv auf den Fasern, die Projektion induziert
einen Homéomorphismus X / Deck(X) = X und wir haben einen Gruppenisomor-
phismus Deck(X) 2 (X, ).

BEWEIS. Dies folgt aus Korollar [II1.4.27, die universelle Uberlagerung ent-
spricht der trivialen Untergruppe von (X, o). Aus Korollar [[11.4.17| folgt, dass

diese Uberlagerung einfach zusammenhiingend ist. Die verbleibenden Behauptun-
gen folgen aus Korollar [[11.4.24] O

I11.4.30. Korollar. Es sei (X, xg) ein wegzusammenhdingender, lokal wegzusam-
menhdngender und semi lokal einfach zusammenhdngender punktierter Raum.
Weiters seien p : (X, %) — (X, x0) und q : (Y, fj) zwei zusammenhingende
Uberlagerungen mit p,(m(X, %)) C q.(m1 (Y, o). Dann ezistiert genau eine ste-
tige Abbildung punktierter Riume 7 : (X, %) — (Y, 90) mit o = p, und diese
ist eine Uberlagerungsabbildunyg.

BEWEIS. Beachte zunichst, dass mit X auch X und Y wegzusammenhén-
gend, lokal wegzusammenhéngend und semi lokal einfach zusammenhéngend sind.
Die Existenz und Eindeutigkeit einer stetigen Abbildung 7 : (X, %) — (Y, %)
mit g o m = p folgt daher aus Korollar [I[I1.4.20l Um zu zeigen, dass 7 eine
Uberlagerung bildet, betrachten wir die Untergruppe G = ¢, (p*(m(f( io)))
von 7T1(Y o). Nach Satz |l existiert eine zusammenhéngende Uberlagerung

r:(Z,%) — (Y, i) mit charakterlstlscher Untergruppe 7.(m(Z, %)) = G. Nach
Korollar lisst sich 7 zu einer stetigen Abbildung ¢ : (X, o) — (Z, %)
liften, r o gb = 7. Ebenso lisst sich g or zu einer stetigen Abbildung v : (Z ,Z0) —
(X, &) liften, pot) = gor. Nach Konstruktion gilt potyog = p und 9(p(Zo)) = o,
woraus wir ¢ o ¢ = idg schlieen, siehe Lemma [[TL.4.1] Analog erhalten wir aus
gqoro¢orh =qgor zundchst ro¢p ot =r und dann ¢ o ¢ = id;. Somit sind ¢
und ¢ zueinander inverse Homéomorphismen. Da r : Z — Y Uberlagerung ist,
muss also auch 7 : X — Y eine Uberlagerungsabbildung sein. U

111.4.31. Korollar. Ist X ein wegzusammenhdngender, lokal wegzusammenhdn-
gender und semi lokal einfach zusammenhingender Raum, dann wird jede zu-
sammenhdngende Uberlagerung q : Y — X won der universellen Uberlagerung
XX tiberlagert, und ist daher von der Form Y X/F, fiir eine Untergruppe
m(Y) 2T C Deck(X).

BEWEIS. Dies folgt aus Korollar und Korollar [[11.4.29, 0
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Unter einer glatten Uberlagerung verstehen wir eine Uberlagerungsabbildung
zwischen glatten Mannigfaltigkeiten p : M — M, sodass p ein lokaler Diffeomor-
phismus ist. In diesem Fall existiert zu jedem x € M eine offene Umgebung U, ein
diskreter Raum F' (0-dimensionale Mannigfaltigkeit) und ein Diffeomorphismus
p‘l(U > U x F, der p mit der kanonischen Projektion U x F' — U identifi-
ziert Eine Abbildung f : N — M ist genau dann glatt, wenn po f : N — M
glatt ist. Insbesondere ist jede Decktransformation einer glatten Uberlagerung
ein Diffeomorphismus, dh. Deck(M) C Diff (M).

II1.4.32. Beispiel. Ist M eine glatte Mannigfaltigkeit und G C Diff(M) eine
Gruppe von Diffeomorphismen, die auf M strikt diskontinuierlich wirkt, dann
existiert auf dem Orbitraum M := M /G genau eine glatte Struktur, die die
kanonische Projektion p : M — M zu einem lokalen Diffeomorphismus macht.
Dadurch wird p zu einer glatten Uberlagerung, vgl. Beispiel m Ist M zusam-
menhingend, dann gilt Deck(M) = G. Ist M einfach zusammenhingend, dann

auch m (M) = G, vgl. Beispiel [l11.4.25

Da Mannigfaltigkeiten lokal kontrahierbar sind, sind sie auch lokal wegzusam-
menhéngend und (semi) lokal einfach zusammenhéngend. Die oben entwickelte
Uberlagerungstheorie lisst sich daher ohne Einschrinkungen auf glatte Uberla-
gerungen anwenden. Insbesondere besitzt jede zusammenhéngende glatte Man-
nigfaltigkeit eine bis auf Isomorphie eindeutige universelle Uberlagerung.

I11.4.33. Proposition. Ist p : M — M eine Uberlagerung einer glatten Man-
nigfaltigkeit M, dann besitzt M genau eine glatte Struktur, die p zu einer glatten
Uberlagerung macht.

BEWEIS. Ist ¢ : U — R" eine Karte von M und U C M offen, sodass
p: U — U ein Homdomorphismus ist, dann bildet @ = pop: U — R”™ eine Karte
von M. Ist 1 : V — R™ eine weitere Karte von M, V C M offen, sodassp: V — V
ein Homoéomorphismus ist, und w Yop:V = R die entsprechende Karte fiir
M, dann gilt fiir die Kartenwechselabbildung offensichtlich ¢yo ! = 1o, Die
oben konstruierten Karten bilden daher einen glatten Atlas fiir M. Dadurch wird
M zu einer glatten Mannigfaltigkeit und p zu einer glatten Uberlagerung. U

Das folgende Resultat zeigt, dass auch die Uberlagerungstheorie glatter Man-
nigfaltigkeiten sehr reichhaltig ist.

111.4.34. Satz. Ist I' eine endlich prisentierbare Grupp@ undn > 4, dann exi-
stiert eine geschlossene zusammenhdngende orientierbare glatte (Riemannsche)
n-Mannigfaltigkeit M mit Fundamentalgruppe m (M) = I‘.lﬁ

23Glatte Uberlagerungen sind daher glatte Faserbiindel mit diskreten Fasern.

244h. durch endlich viele Erzeuger und endlich viele Relationen beschreibbar

25Fiir n < 3 bleibt dies nicht richtig, in diesen Dimensionen gibt es starke Einschriinkungen
an die Gruppen die als Fundamentalgruppen auftreten kénnen.
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BEWEIS. Es sei M eine n-Mannigfaltigkeit, 0 < k < n und S C M eine
zu S* diffeomorphe Teilmannigfaltigkeit mit trivialem Normalenbiindel 7+S =
S x R"*. Nach Satz existiert daher eine offene Umgebung U von S in M
und ein Diffeomorphismus ¢ : U = S* x R*™* der S mit S* x {0} identifiziert.
Betrachten wir die offene Teilmenge V := M \ S von M, dann gilt

M=V UU,

und mittels Polarkoordinaten erhalten wir einen Diffeomorphismus
VNU=U\S=S"x (R""\ {0}
>~ 5% x (0,00) x S"F T (RF\ {0}) x §"7*~1 (IIL68)

Wir versehen
My = (VU (R x 57+1)) [

mit der Quotiententopology, wobei Punkte in V NU via (I11.68)) mit den entspre-
chenden Punkten in (R*!\ {0}) x S"~*~! identifiziert werden. Es lsst sich leicht
verifizieren, dass der Qutient Mg Hausdorffsch ist.ﬁ Beachte, dass wir kanonische
stetige Abbildungen

V= Mg und  RFTx SmRL Mg (I11.70)

haben, die beide Homéomorphismen auf ihr offenes Bild sind. Da ([I.68]) ein
Diffeomorphismus ist, gibt es auf Mg genau eine glatte Struktur, die die beiden
Abbildungen ([I1.70) zu offenen Einbettungen macht. Dies erlaubt die Mannig-

faltigkeit V' als offene Teilmenge in Mg aufzufassen. Bezeichnen wir das (offene)
Bild der zweiten Abbildung in (I11.70) mit W C Mg, dann gilt

Mg=VUW, W RF!x gkt (I11.71)

sowie

VAW =V NU = S* x (0,00) x S"F1, (I11.72)
Wir sagen die glatte n-Mannigfaltigkeit Mg entsteht aus M durch Chirurgie lings
S E| Durch geschickte Wahl von S werden wir nun Mannigfaltigkeiten mit immer
komplizierteren Fundamentalgruppen konstruieren.

26Um eine andere hilfreiche Darstellung von Mg zu beschreiben betrachten wir die Man-
nigfaltigkeit mit Rand My := M \ ¢~ }(S* x B"k). Die Trivialisierung ¢ induziert einen
Diffeomorphismus der Rénder,

OMp =2 Sk x Sn=F=1 = 9(DF+! x gn=k=1), (I11.69)

Die Inklusion My U (D’“’1 X S”_k_l) — Vu (Rk'H X S"_k_l) induziert einen kanonischen
Homoomorphismus

Mg = (Ma L (DFF x S“*’“*l))/w,

wobei Randpunkte von Mj via mit den entsprechenden Randpunkten in D*+1 x §n—F—1
identifiziert werden.

270Obwohl sich dies nicht in unserer Notation Mg widerspiegelt, hingt der Homéomorphie-
typ von Mg auch von der Wahl der Trivialisierung des Normalenbiindels von S ab.
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Wir beginnen damit folgende Behauptungen zu verfizieren:

(a) Ist M geschlossen, dann ist auch Mg geschlossen.

(b) Ist M orientierbar, dann ist auch Mg orientierbar, wobei im Fall k& = 0
moglicherweise die Trivialisierung des Normalenbiindels 7+S = S x R»*
gedndert werden muss.

(c) Ist 0 < k < n— 2 und trifft S jede Zusammenhangskomponentﬂ von M,
dann ist auch Mg zusammenhéngend.

(d) Ist 0 = k < n—3und hat M = M; U M, genau zwei Zusammenhangs-
komponenten, die beide von S = S C M getroffen werden, dann ist Mg
zusammenhingend und 1 (Mg) 2 1 (M) * 71 (Mo)

(e) Ist M zusammenhéngend und 0 = k < n — 3, dann gilt m (Mg) = m (M) x Z.

Behauptung @ folgt leicht aus der alternativen Beschreibung von Mg in einer
Fufinote oben, denn als Quotient eines kompakten Raums ist Mg selbst wieder
kompakt. Mit Hilfe der offenen Einbettungen sehen wir, dass Mg randlos
ist, denn Mg =V UW.

Um (]ED einzusehen sei nun M orientiert. Fir k& > 1 ldsst sich die induzierte
Orientierung von VNW zu einer Orientierung von W fortsetzen, denn VNW sitzt
in W wie (R¥1\ {0}) x S"7*1in R¥ x §7=*F=1 und R¥*' \ {0} ist in diesem
Fall zusammenhéngend. Ist £ = 0, dann konnen wir durch Modifikation der
Trivialisierung des Normalenbiindels iiber einem der beiden Punkte von S = S°
erreichen, dass sich die induzierte Orientierung von V N W iiber W fortsetzen
lasst.

Um zu zeigen, bemerken wir zunéchst, dass aufgrund der Voraussetzung
k < n — 2 die Mannigfaltigkeit W = R**! x §"*=1 zusammenhiingend ist. Es
geniigt daher zu zeigen, dass jeder Punkt in V' C Mg mit einem Punkt in VNIV
verbunden werden kann. Dafiir wiederum geniigt es zu zeigen, dass jeder Punkt
in V = M\ S durch einen Weg in V' mit einem Punkt in VNU = U\ S verbunden
werden kann. Nach Voraussetzung lisst sich jeder Punkt in x € M\ S durch einen
Weg o : I — M mit einem Punkt in S verbinden, dh. ¢(0) = z und o(1) € S.
Setzen wir to := min{t € I : o(t) € S} > 0, dann bildet die Einschrékung |,
einen Weg in M, sodass o(tp) € S und o(t) € M \ S fur alle 0 < ¢ < t,. Fiir
hinreichend kleines € > 0 ist daher ol ein Weg in M \ S, der & = 0(0) mit
einem Punkt o(ty —¢) € U \ S verbindet. Damit ist () gezeigt.

In der Situation von @ besteht V' aus zwei Zusammenhangskomponenten
V = ViuVs, wobei V; = VN M,;. Beachte auch U = U;UU; mit U; := UNM; =2 R™.
Aus dem Seifert van Kampen Satz folgt, dass die Inklusion einen Isomorphismus
m (Vi) 2 m(V; UW) induziert, denn W 2 R x S" ' und V,NW =V, NU =

28Fiir zusammenhiingendes M ist diese Bedingung immer erfiillt. Hat M zwei Zusammen-
hangskomponenten und ist £ = 0, dann wird diese Bedingung aber auch erfiillt sein, wenn die
beiden Punkte von S 22 S% in unterschiedliche Komponenten abgebildet werden.

29In diesem Fall wird Mg die zusammenhingende Summe von M; und Ms genannt und
mit M 4{Msy := Mg bezeichnet.
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R™ \ {0} sind beide einfach zusammenhéngend ] Wenden wir den Seifert van
Kampen Sat4”| auf die Zerlegung Mg = (V4 U W) U (Vo U W) so erhalten wir
1 (Ms) =2 m(ViUW) s (VoUW), denn (ViUW)N(VoUW) = W 2 R x S™! st
einfach zusammenhéngend. Wenden wir den Seifert van Kampen Satz auf M; =
V; U U; an, so sehen wir, dass auch die Inklusion V; C M, einen Isomorphismus
m (Vi) = m(M;) induziert, denn U; = R" und V; NU; = R" \ {0} sind beide
einfach zusammehéngend. Insgesamt folgt m (Mg) = m (M) = m1(Ma), also (d).
Wir werden @ nicht benotigen und iiberlassen den Beweis dem Leser.

Betrachte nun die geschlossene zusammenhéngende orientierbare glatte n-
Mannigfaltigkeit M = S! x S"~! mit Fundamentalgruppe (M) = Z, n > 3. Aus
@) - @ folgt, dass Mt - - - #M eine geschlossene zusammenhéngende orientierbare
glatte n-Mannigfaltigkeit mit Fundamentalgruppe m (Mt - M) = Z x --- x Z
ist. Wir erhalten somit:

(f) Ist n > 3, dann l&sst sich jede freie Gruppe endlichen Rangs als Fundamen-
talgruppe einer geschlossenen zusammenhéngenden orientierbaren glatten n-
Mannigfaltigkeit realisieren.

Um nun auch Relationen in der Fundamentalgruppe zu erzwingen, miissen
wir uns mit dem Fall £ = 1 beschéftigen. Wir zeigen zunéchst:

(g) Ist M zusammenhéngend und 0 < k < n — 3, dann induziert die kanonische
Inklusion V' C M einen Isomorphismus 7 (V') = 7 (M).

(h) Ist M zusammenhéingend und 1 < k <n — 3, dann induziert die kanonische
Inklusion V' C Mg einen surjektiven Homomorphismus m (V) — m(Msg),
dessen Kern mit dem Normalteiler iibereinstimmt, der vom Bild des von der
Inklusion V' N W — V induzierten Homomorphismus 7 (V N W) — m(V)
erzeugt wird. Ist 2 < k < n — 3, dann induziert die Inklusion einen Isomor-
phismus 71 (V) 2 71 (Mg) und zusammen mit (g)) folgt w1 (Mg) = 71 (M).

Um zu zeigen sei zunéchst £ > 1. Beziiglich jedes Basispunkts in V NU
haben wir folgendes kommutatives Diagramm, in dem alle unbeschrifteten Pfeile

30Dje Inklusion V; C V; UW ist sogar eine Homotopiedquivalenz.

31Der Seifert van Kampen Satz, siehe etwa [14] Section 1.2], besagt folgendes: Ist X =
01 U O3 ein topologischer Raum, 01,05 C X offen, sodass O1, Oz und O N Oy alle wegzu-
sammenhéngend sind, dann bilden die von den kanonischen Inklusionen induzierten Homomor-
phismen ein pushout Diagramm,

7T1(01 ﬂOg) L>7T1(01)

-k

m1(0) —2— i (X),
dh. ist G eine beliebige Gruppe und sind ¢; : m(01) — G und s : m(02) — G zwei
Homomorphismen mit @1 011 = pg0t9, dann existiert genau ein Homomorphismus ¢ : 7 (X) —
G mit oj; = 1 und ojs = pa. Es gilt daher 71 (X) = (7r1 (Ol)*m(Og))/N, wobei N den von
Elementen der Form ¢1(a)ta(a)™t, a € m1 (01 N Og), erzeugten Normalteiler in 71 (O1) * 71 (O2)
bezeichnet.
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von Inklusionen induziert werden:

w1 (SF x (RF\ 0)) <—— my(V NU) —=my(V)

]

7T1 (Sk X Rnik) : 7T1(U) 7T1(M> - ﬂ-l(V) Wl(‘jfﬁU) ﬂ—l(U)

Beachte, dass U, V und V N U alle zusammenhéngend sind, denn k£ > 1. Aus
dem Seifert van Kampen Satz folgt daher, dass auch der rechte vertikale Pfeil
ein Isomorphismus ist.ﬁ Im Fall £ = 0 geniigt es zu beobachten, dass fiir jede
zusammenhéingende n-Mannigfaltigkeit M, n > 3, die Inklusion M \ {z} C M
einen Isomorphismus induziert. Wieder folgt dies aus dem Seifert van Kampen
Satz, indem wir eine offene Umgebung U = R" von « wihlen, M = (M \{z})UU,
denn UN (M \ {z}) =U \ {2} = R™\ {0} ist einfach zusammenhéngend.

Behauptung folgt sofort aus dem Seifert van Kampen Satz, denn W =
R x S"=F=1 ist einfach zusammenhéngend und VW = (R¥1\ {0}) x SmF-1
zusammenhéingend bzw. einfach zusammenhégend wenn k > 2.

Sei nun M eine geschlossene zusammenhéngende orientierbare glatte n-Man-
nigfaltigkeit und a € m(M,x). Ist n > 3, dann existiert eine Einbettung
St >~ § C M, sodass der induzierte Homomorphismus (S, *) — (M, o)
einen Erzeuger von (S, *) = m,(S?, %) 2 Z auf a abbildet Da M und S beide
orientierbar sind, ist auch das Normalenbiindel T+S = TM|s/TS orientierbar,
vgl. Aufgabe [36] Somit ist das Normalenbiindel von S trivialisierbar, denn je-
des orientierbare Vektorbiindel iiber St ist trivialisierbar, vgl. Aufgabe Wir
konnen daher obige Konstruktion mit £ = 1 anwenden und erhalten eine ge-
schlossene zusammenhéngende orientierbare glatte n-Mannigfaltigkeit Mg, siehe
(&), (b) und (). Beachte, dass die Inklusion S C U = S* x R"~! homotop zu einer
Abbildung ¢ : § — VNU = S x (R*1\ {0}) ist und diese einen Isomorphismus
m1 (S, %) = m(V N U, z,) induziert, 1 := «(x) € VN U. Wir erhalten folgendes
kommutatives Diagramm

m(S, %) —=m(V N U, z1) == m(V N W, 2,)

*
~

l l |

7T1(M7$0)—E>7T1(M7$1) 7T1(V,$1)

1%

wobei der linke untere horizontale Pfeil durch Konjugation mit jenem Weg gege-
ben ist, den wir aus der Homotopie zwischen der kanonischen Inklusion S — M

32Djes lasst sich auch mit einem Transversalitdtsargument anschaulich erkldren.

33Jedes stetige a : (S*, %) — (M, z0) kann in endlich viele Abschnitte zerlegt werden, die
jeweils Bild in einer zu R"™ diffeomorphen offenen Teilmenge von M haben. Damit lisst sich
nun leicht eine zu o homotope glatte Abbildung (S*,*) — (M, z0) konstruieren. Da n > 3
kann diese auch injektiv und immersiv gewahlt werden. Nach Satz ist dies die gesuchte
Einbettung.
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und ¢ : S — VNU C M durch Auswerten bei * erhalten. Aus und erhalten

wir somit:

(i) Ist M eine geschlossene zusammenhéingende orientierbare glatte n-Mannig-
faltigkeit, n > 4, und a € m (M), dann existiert eine geschlossene zusam-
menhédngende orientierbare glatte n-Mannigfaltigkeit M’ mit Fundamental-
gruppe m1(M') = 1 (M)/N, wobei N den von a in 71 (M) erzeugten Normal-
teiler bezeichnet.

Der Satz folgt nun sofort aus @) und . OJ

111.4.35. Bemerkung. Es gilt auch die Umkehrung von Satz [[11.4.34] kompakte
zusammenhéngende Mannigfaltigkeiten haben stets endlich présentierbare Fun-
damentalgruppen.

Unter einer Riemannschen Uberlagerung verstehen wir eine glatte Uberlage-
rung p : M — M zwischen Riemannschen Mannigfaltigkeiten, sodass p*g = g,
wobei ¢ und § die Riemannmetriken auf M und M bezeichnen. In diesem Fall ist
jede Decktransformation eine Isometrie, dh. Deck(M) C Isom(M).

IT1.4.36. Beispiel. Ist M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und T' C Isom (M)
eine Gruppe von Isometrien, die auf M strikt diskontinuierlich wirkt, dann exi-
stiert auf dem Orbitraum M := M /I’ genau eine Riemannsche Metrik, die die ka-
nonische Projektion p : M — M zu einer Riemannschen Uberlagerung macht. Ist

M zusammenhiingend, dann gilt Deck(M) =T Ist M einfach zusammenhéngend,
dann auch m (M) = I, siehe Beispiel [l11.4.32]

I11.4.37. Beispiel. Ist M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und p : M — M
eine Uberlagerung, dann existiert auf M genau eine glatte Struktur, die p zu
einer glatten Uberlagerung macht, siche Proposition [[I1.4.33] Versehen wir M
mit der Riemannmetrik § := p*g, so wird p zu einer Riemannschen Uberlage-
rung. Insbesondere kann die universelle Uberlagerung p : M — M in eindeutiger
Weise zu einer Riemannschen Uberlagerung gemacht werden. Somit sehen wir,
dass jede Riemannsche Mannigfaltigkeit von der Form M = M /T ist, wobei M
einfach zusammenhingend ist und 71 (M) = T' C Isom(M) eine auf M strikt
diskontinuierlich wirkende Unterguppe bezeichnet, vgl. und Beispiel [[I1.4.36]

I11.4.38. Proposition. Es sei p : M — ‘M eine Riemansche Uberlagerunyg.
Dann ist M wvollstindig, genau dann wenn M wvollstindig ist.

BEWEIS. Eine Kurve + in M ist genau dann Geodite, wenn die Kurve p o v
Geodite in M ist, denn Geodéte zu sein ist eine lokale Eigenschaft. Die Proposi-

tion folgt daher aus Korollar und Satz [[11.3.27] O

111.4.39. Proposition. Jede lokale Riemannsche ]sometm’eﬁ zwischen vollstin-
digen Riemannschen Mannigfaltigkeiten ist eine Riemannsche Uberlagerung.

34Bine glatte Abbildung f : (M,g) — (N,h) zwischen Riemannschen Mannigfaltigkeiten
wird lokale Riemannsche Isometrie genannt, falls T, f eine (invertierbare) lineare Isometrie ist,
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BEWEIS. Nach dem inversen Funktionensatz ist p ein lokaler Diffeomorphis-
mus. Da Geodéte zu sein eine lokale Eigenschaft ist, erhalten wir fiir je zwei
Punkte £ € M und € M mit p(Z) = x, ein kommutatives Diagramm:

~ eXPz ~
T:M
T;j}l% lp
exp,,
M ——M

Nach Satz ist der untere horizontale Pfeil surjektiv, also muss auch p
surjektiv sein. Beachte, dass die Exponentialabbildungen wegen der Vollsténdig-
keitsvoraussetzung global definiert sind.

Wir fixieren nun « € M und wihlen & > 0, sodass exp, : B.(0) = U C M
ein Diffeomorphismus auf ihr Bild ist, siche Korollar [[IL3.16|(d). Fiir # € p~*(z)
setzen wir Uz := exp;(B:(0)). Aus der Kommutativitit des Diagramms, und weil
p ein lokaler Diffeomorphismus ist, schlieBen wir, dass U; offen in M ist und
p : Uz — U ein Diffeomorphismus sein muss.

Wir wollen nun verifizieren, dass die Umgebungen Uz, & € p~'(x), paar-
weise disjunkt sind. Seien dazu #1,Z € p~'(z) mit Uz, N Uz, # 0. Es exi-
stieren daher & € B.(0) C T5,M, i = 1,2, mit expjl(fl) = expig(ég). Aus
der Kommutativitit des Diagramms oben, und weil exp, : B.(0) — U injek-
tiv ist, folgt T5,p - & = Trp - &, und somit p(exp;, (t&1)) = p(exps,(t&)),
fir alle t € [0,1]. Da p lokaler Diffeomorphismus ist folgt, dass die Menge
{t € [0,1] : exp;, (t&) = expy, (t&s)} offen und abgeschlossen in [0,1] ist. Da
sie 1 enthélt, muss sie also auch 0 enthalten, dh. ; = Z5. Dies zeigt, dass die
Mengen Uz, Z € p~'(x), paarweise disjunkt sind.

Schlieflich zeigen wir noch p~"(U) = U;¢, () Uz~ Die Inklusion 2 ist trivial,
fiir die umgekehrte Inklusion sei nun § € p~*(U). Es existiert daher ¢ € B.(0) C
T, M mit exp,(¢) = p(7). Es bezeichne ¢ die Geodite in M mit &(1) = § und
Typ - &(1) = Z|im1 exp,(t€). Beachte, dass ¢ aufgrund der Vollsténdigkeit von
M fiir alle Zeiten definiert ist. Weiters gilt (p o &)(t) = exp, (t€) fiir alle ¢, denn
beide Seiten Stellen Geodéten in M dar und haben bei ¢ = 1 gleiche Werte und
Ableitungen. Wir schliefen daraus z := ¢(0) € p~!(z), und ¢(t) = exp;(t€) fiir
alle t, wobei £ := &@(0) = (Tsp) '€ € B.(0) C T;M. Wir erhalten § = &(1) €
Uz. Damit sind alle Voraussetzungen in Lemma erfiillt und p daher eine
Uberlagerung. O

111.4.40. Korollar. Es sei M eine vollstindige Riemannsche n-Mannigfaltigkeit
und v € M so, dass das Differential der Exponentialabbildung exp, : T,M — M
bei jedem Punkt & € T, M invertierbar ist. Dann ist exp, : T,M — M eine

fir jedes z € M. Nach dem inversen Funktionensatz ist jedes solche f ein lokaler Diffeomor-
phismus, und es gilt f*h = g.
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(die universelle) Uberlagerungsabbildung. Insbesondere ist die universelle Uber-
lagerung von M diffeomorph zu R™, es existiert genau eine Geoddte in jeder
Homotopieklasse von Wegen relativ Endpukten und mp(M) = 0, fir alle k > 2.
Ist dariiber hinaus M einfach zusammenhdngend, dann ist die Exponentialabbil-
dung ein Diffeomorphismus, M = R™ und je zwei verschiedene Punkte lassen sich
durch genau eine Geoddte verbinden.

BEWEIS. Es bezeichne g die Riemannmetrik auf M. Nach Voraussetzung ist
dann g := exp} g eine Riemannmetrik auf 7,M und exp, : (T, M,g) — (M, g)
eine lokale Riemannsche Isometrie. Nach Satz ist T, M mit dieser Rie-
mannschen Metrik vollstdndig, denn die Geodéten durch 0 € T, M sind affin para-
metrisierte Geraden und daher fiir alle Zeiten definiert. Nach Proposition [[1I.4.39
ist exp, : T,M — M daher eine Uberlagerung. Da jeder Punkt in 7,M durch
eine eindeutige Geodéte mit 0 € T, M verbunden werden kann, sehen wir, dass in
jeder Homotopieklasse relativ Endpunkten von Wegen in M genau eine Geodéte

existiertﬁ Die verbleibenden Behauptungen folgen nun aus Korollar [[11.4.23| und
Korollar [11.4.22] 0

111.4.41. Korollar. Es sei M eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit
und o eine Homotopieklasse von Wegen relativ Endpunkten in M. Dann existiert
eine, 1.A. nicht eindeutige, minimale Geoddite vy in «, dh. length(y) < length(c),
fiir jede stiickweise glatte Kurve c in .

BEWEIS. Es bezeichne p : M — M die universelle Uberlagerung von M,
x € M den Anfangspunkt und y den Endpunkt von a. Weiters sei = € F, beliebig,
und ¢ € F} jener Punkt den wir durch Liften von « als Endpunkt erhalten, vgl.
Korollar [[11.4.15] Durch Komposition mit p erhalten wir eine Bijektion zwischen
der Menge der Wege von T nach g, und «, siehe Proposition [lI1.4.16] Eine Weg
¢ in M ist genau dann stiickweise glatt, wenn p o ¢ stiickweise glatt ist und in
diesem Fall gilt length(p o ¢) = length(¢). Auch ist ¢ genau dann Geodéte in M,
wenn po¢ Geodite in M ist. Das Korollar folgt daher aus Satz angewandt
auf M. O

111.4.42. Korollar. Es sei M eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit und
a €[S, M] eine (freie) Homotopieklasse. Dann existiert eine, i.A. nicht eindeu-
tige, minimale geschlossene Geodiite vy : S* — M in o, dh. length(y) < length(c)
fiir jede geschlossene, stiickweise glatte Kurve ¢ : S* — M in o.

BEWEIS. Es sei ¢, : S' — M eine minimierende Folge stiickweise glatter
geschlossener Kurven in «, dh. fiir jede stiickweise glatte Kurve ¢ : ST — M
in « existiert ng € N, sodass length(c,) < length(c), fiir alle n > ny. Wegen
der Kompaktheit von M, konnen wir durch Ubergang zu einer Teilfolge, auch
erreichen, dass der Grenzwert zy := lim, o ¢,(*) in M existiert, wobei * € S!

35Beachte an dieser Stelle, dass exp,, : TyM — M fiir jeden Punkt y € M die Voraussetzung
des Satzes erfiillt. Dies folgt sofort aus Korollar [[11.5.23 unten.
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einen Basispunkt bezeichnet. Durch kleine Modifikation von ¢, diirfen wir also
0.B.d.A. auch ¢, (*) = xy annehmen, fiir alle n € N. Bezeichnen ¢, : [0,1] - M
die geschlossenen Kurven &,(t) := c,(e?™), ¢,(0) = 29 = ¢,(1), dann kénnen
wir nach Korollar [[II.4.41] 0.B.d.A. annehmen, dass jedes ¢, Geodite ist. Da
die Folge ¢, minimierend ist, existiert insbesondere eine Konstante C' > 0, so-
dass |@,(0)| = length(¢,) = length(c,) < C. Durch Ubergang zu einer Teilfolge,
konnen wir also auch erreichen, dass der Grenzwert ¢ := lim,,_, ¢, (0) € T, M
existiert. Es bezeichne ¢ : [0,1] — M, ¢(t) := exp,, (t§). Aus der Stetigkeit der
Exponentialabbildung folgt, dass die Kurven ¢, auf [0, 1] gleichmé&Big gegen die
Geodéte ¢ konvergieren. Insbesondere erhalten wir ¢(0) = zo = ¢(1), es existiert
daher eine stetige Kurve ¢ : S' — M, sodass &(t) = ¢(e*™). Nach Korollar [[11.3.34]
liegt auch ¢ in der Homotopieklasse . Da lim,,_,., length(c,) = lim,,_, |&,(0 )\ =
| (0)| = length(c), ist ¢ eine Kurve minimaler Lénge in .. Nach Korollar
ist ¢ auch bei 1 € S? glatt und daher eine geschlossene Geodite. U

II1.5. Variationsformeln, Indexform und Jacobifelder. Wir wollen uns
in diesem Abschnitt mit der zweiten Ableitung des Energiefunktionals beschéfti-
gen. Als erste Anwendungen werden wir Resultate von Synge, siehe Satz [[T1.5.5]
Myers, siehe Satz[[I.5.11] und Mangoldt-Hadamard—Cartan, siche Satz [[1[.5.24]
besprechen. Wir folgen in weiten Teilen der Darstellung in [7, Chapter 4], siehe
aber auch [19].

Es sei ¢ : [a,b] X (—¢,6) — M glatt. Fur |s| < e betrachte die Kurve ¢4 :
la,b] — M, cs(t ) :=¢(t, s) und setze

dt

b
L(s) := length(cs) = / g
sowie

2 dt.

b
E(s) = E(c,) = %/ o

IT1.5.1. Lemma (Variationsformeln erster Ordnung In dieser Situation gilt:

/<V8ta§7 6t>dt 85’8t /<asav3t%>dt

L/(S)Z/ <vat6_§’6_§>dt /bgt<g §> <357v0t >dt

Oc Oc
ot at

Ist ¢y nach Bogenlinge parametrisiert, dh. |8C°| = const = 7, dann gilt weiters

t=b b
~ - [ vaga)

BEWEIS. Da die Levi-Civita Konnexion torsionsfrei ist, haben wir Vp, 57 de —
Vas 5:» denn die Koordinatenvektorfelder d; und 0, kommutieren. Die Formel fiir

s=0
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E'(s) haben wir bereits im Beweis von Lemma [[11.3.10| hergeleitet:

81 b b
B = os [ (= [ (v = [ <vataz?at>dt
b
:/ at ag’at>dt /<as’vf>t >dt 85’875 /<as’vﬁt%>dt'

Bei der Ableitung der Lange gehen wir analog vor:

0 b e 1/2 b2<v8936730>
L’(S)Z@/g g i) | dt= /aQ@c—a%l/tzdt

ot ot
" (Vo, 55 %) " & (5 %) — (55 Vo)
— 0s’ Ot Ot \9s? Ot s’ Dt
L[ eEE, REE -G,
a at a at
Im Fall |%| = const = 7 verwenden wir den Hauptsatz der Differential und
Integralrechnung um die Formel fiir L'(0) herzuleiten. O

IT1.5.2. Lemma (Variationsformeln zweiter Ordnung). In dieser Situation gilt

b

E”(S): <Vatvs%7% _<R(%§’%)%7%§>+|Vtas} dt

b
~ (| [ VP~ (akVa ) — (R B

und

dt.

Jc
a ot

dc 0 9c O ) -
L//(S) = /b <VatV858_§aa_§ B <R(8_§78_§)3§a 6t + ‘VQt <v‘9ta§75> 6; 28_§

Ist ¢y eine Geoddte, dh. Vi, 88 = 0, und daher |8ﬂl\ = const = 7, dann gilt weiters

b b
[ R 0% S
i [ [ (RGEee ga )

die Orthogonalprojektion von % lings %

B0 = {5

s=0

und

" 1 t=
L"(0) = - {<V6385’ 8t>

s=0

wobei ¢t = % — (% g )

Oc|—20c
ot ot’
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BEWEIS. Aus Lemma [IL5.1] erhalten wir

56 = 2 [ (Wt S0 = [ (V05 + (Ve Vo)

/ <V3tvas8§’ 8§> <R 8?’85 82’ 8t> + ‘Vat |2dt

a

-3 <vszz,at> (Vo 32, Vo) = (RO 3% 5) + [V 3

= <V<" 82’ ag / ‘Vat | - <R 82’ 8t> <v<'9 QZ’V@ >dt’

denn V, ¢ = Vp, % und R(%, %)% 9s = Vi, Vo, % — V5, Vs, %. Die Formel fiir E”(0)

folgt sofort Bei der Linge gehen wir analog vor, aus Lemma erhalten wir

" c c dc de\—1/2
L /<vai85’8t otr ot dt

- / ((Va.V 5 %) + (a2, 0. 50) 5. 50"

c c c c c _/
_<vat8578t><v 5% <8 a> Wt

990 9t/ \ ot ot
[T NG DE S WA T,
o 5 5l
:/b <vatvas%’% _<R(%7g§) gaaat>+|vtas|2 <vat%’%>2|%|72dt
C
a at
:/ (o V.5 5) = (R 85 5) + [V ~ (Vo SN
: .
a ot

Bei der letzten Gleichheit haben wir

‘vt(‘)s|2 <V de 8_0)2’60‘ 2 _ }V

<V Oc >8c —29c|?
0t 957 Bt tas Or9s) at!lot!l ot

verwendet, was aus der orthogonalen Zerlegung
9 dc dey|dc|—20 dc dey|dc|—20
Vo 2 = (V. % = (V. 35, 201561725 ) + (Vi B2, 9001 56124
und dem Satz von Pythagoras folgt. Ist ¢y Geodéte, dann folgt, bei s = 0,

1 9c dc\|0c|—2dc
Vaic _VBt — (Voge ot 5t 5t
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und somit:
v =+ / (V%85 50) — (R 0. 5) + o Pt |
:%{ mW&%,%ﬂ (B35 595 5:) + [Vae| dt} =0
- {5 /\%t o - (R B ) |
SchlieBlich gilt (R(%, 2)9¢, %) = (R(5,cH)et, %), denn (R(X,Y)Z, W) ist
schiefsymmetrisch in (X,Y) und schiefsymmetrisch in (Z, W). -

Als erste Anwendung der Variationsformeln zeigen wir, dass im Fall nicht-
positiver Schnittkriimmung (auch lange) Geodéten lokal minimierend sind.

I11.5.3. Satz. Ist M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Schnittkrimmung
K <0 und ¢ : [a,b] — M eine Geoddte, dann existiert ¢ > 0 mit folgender
Figenschaft. Jede Kurve ~y : [a,b] — M wvon vy(a) = ¢(a) nach v(b) = ¢(b),
die hinreichend nahe bei ¢ liegt, dh. d(y(t),c(t)) < e fir alle t € [a,b], erfillt
E(v) > E(c) und length() > length(c).

BEWEIS. Es bezeichne U C M x M eine offene Umgebung der Digonale wie
in Korollar Da das Bild von ¢ kompakt ist, existiert € > 0, sodass

{(z,y) e M x M | d(z,y) <e, € c([a,b])} C U.

Ist nun v : [a,b] = M und d(c(t),v(t)) < e fiir alle ¢ € [a,b], dann gilt nach
Konstruktion (c(t),~(t)) € U, fur alle t € [a, b]. Nach Korollar [IT1.3.23| ist daher

c: [CL, b] X [07 1] - M7 6(t7 8) = XDy (8 expc(t) (V(t))a

wohldefiniert und glatt. Beachte weiters ¢y = ¢, ¢; = 7 sowie Vi, gc = 0. Gilt
dariiberhinaus c(a) = v(a) und ¢(b) = (b), dann haben wir auch é(a, s) = ¢(a)
und ¢(b, s) = ¢(b), fiir alle s € [0, 1]. Setzen wir E(s) := F(¢), dann gilt E'(0) = 0,
denn ¢y = c ist eine Geodéte, vgl. Lemma [[II.5.1] Aus Lemma folgt

o= [ (0% )~ (R )80 )+ [T
~~ S——

denn nach Voraussetzung gilt K < 0. Wir erhalten somit E(1) > FE(0), also
E(y) > E(c).
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Analog ldsst sich die Lédnge behandeln. Setzen wir L(s) := length(¢é), dann
gilt L'(0) = 0, vgl. Lemma [[11.5.1] Aus Lemma [III.5.2 und K < 0 erhalten wir

¢ oc o¢c 9d¢\oc 0o¢
L(s) :/b (Vo Vo, 5o 55) _ (R(5 52) 560 5t

ae ae
ot | ot
0 <0
c oc oz |2
‘Vat <V8t8578t> ol 5 dt
oc ’
>0
also L"(s) > 0, fur alle s € [0,1]. Wieder erhalten wir L(1) > L(0), also
length(y) > length(c). O

I11.5.4. Bemerkung. Ohne der Voraussetzung K < 0 bleibt Satz nicht
richtig, betrachte etwa die runde Sphiire M = S2.

Als weitere Anwendung beweisen wir folgenden Satz von Synge, siche etwa
[19, Chapter 6.5] oder [7, Theorem 4.1.2].

IT1.5.5. Satz (Synge). Es sei M eine geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit
mat positiver Schnittkrimmung K > 0. Dann gilt:

(a) Ist M gerade dimensional und orientierbar, dann ist M einfach zusammen-
hingend.
(b) Ist M ungerade dimensional, dann ist M orientierbar.

BEWEIS. Um @) zu zeigen, gehen wir indirekt vor und nehmen an M wére
nicht einfach zusammenhéngend. Nach Proposition existiert daher eine
nicht triviale Homotopieklasse in [S*, M], und diese lésst sich durch eine minimale
geschlossene Geodiite ¢ : S — M repriisentieren, sieche Korollar . Fixiere
to € S und bezeichne den Paralleltransport lings ¢ mit P : 7T, e(to) M — Ty M.
Dies ist eine orthogonale Abbildung die den von ¢/(tg) aufgespannten Teilraum
festhalt. Bezeichnet V' C T, M das orthogonale Komplement von ¢(t), so
schrinkt sich P zu einer orthogonalen Abbildung P : V' — V ein. Da M gerade
dimensional vorausgesetzt wurde, und weil ¢/(¢y) # 0, hat V' ungerade Dimen-
sion. Da M orientierbar ist gilt weiters det(P : V' — V) = det(P : T )M —
Ty, M) = 1. Daraus schlielen wir, dass ein Fixpunkt 0 # v € V existiert, Pv = v.
Es existiert daher ein nicht triviales paralleles Vektorfeld 0 # X € ['(¢*T'M) langs
¢, Vo, X = 0, das orthogonal auf ¢ steht, dh. (X(t),c(t)) = 0, fiir alle t € S*.
Wir betrachten nun die Variation ¢ : ST xR — M, &(t, s) := exp,(sX (t)). Nach
Konstruktion gﬂt &(t,0) = c(t) und %5(¢,0) = X (¢), fiir alle t € S'. Setzen wir
L(s) := length(é,) = [5 |%|dt so gilt L'(0) = 0, siche Lemma , und nach
Lemma [T1.5.2] auch

1o =1 [ %X 90X - 85 X0 Gy <o

>0
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und somit length(és) < length(c), fiir s nahe 0. Da dies der Minimalitédt von ¢
widerspricht, muss M also einfach zusammenhéngend sein.

Um (]ED einzusehen gehen, nehmen wir indirekt an M, wére nicht orientierbar.
In diesem Fall existiert eine glatte Kruve ¢ : S — M, sodass der Paralleltransport
P : T, M — Ty M orientierungsumkehrend ist. Nach Korollar diirfen
wir c als minimale geschlossene Geodéte annehmen. In diesem Fall ist das orthogo-
nale Komplement von ¢'(ty) in T¢,) M gerade dimensional und P : V' — V orien-
tierungsumkehrend, und besitzt daher einen Fixpunkt 0 # v € V', P(v) = v. Wie
oben erhalten wir daraus ein paralleles Vektorfeld 0 # X € I'(¢*T' M), Vs,c = 0,
das orthogonal of ¢ steht, dh. (X (t),c(t)) = 0, fiir alle ¢t € S'. Genau wie im
Beweis von @ erhalten wir zusammen mit K > 0 daraus einen Widerspruch.
Also muss M orientierbar sein. O

I11.5.6. Bemerkung (Hopf Vermutung). Nach Satz [[11.5.5) m@ kann es auf RP? x

RP? keine Riemannsche Metrik mit positiver Schnittkriimmung geben, denn die-
se Mannigfaltigkeit ist gerade dimensional und orientierbar, aber nicht einfach
zusammenhingend. Eine Vermutung von Heinz Hopf besagt, dass auch S? x S?

keine Riemannsche Metrik mit positiver Schnittkriimmung besitzt. Beachte, dass
die Produktmetrik auf S? x S? nur K > 0 erfiillt, obwohl Ric > 0.

IT1.5.7. Definition (Indexform). Sind X und Y zwei Vektorfelder léings einer
Geodite ¢ : [a,b] — M, so setzen wir

IL(X,Y): /(VatX VoY) — (R(%, X)Y, %)dt

Dies definiert eine symmetrische Bilinearform auf dem Vektorraum der Vektor-
felder langs ¢, dh. dem Vektorraum der Schnitte I'(¢*T'M). Diese symmetrische
Bilinearform wird Indexzform von ¢ genannt.

IT1.5.8. Lemma. Fs seic: [a,
mit ¢y = ¢, ¢s(a) = c(a) und
%(t,0), dann gilt £|0E(¢s) =

b] = M eine Geodite und ¢ : a,b] X (—¢,e) = M
¢s(b) = ¢(b), fur alle |s| < €. Bezezchnet X(t) =
0= 8S|0L(65) und

DB (E) = I(X,X)  sowie Z;|oL(¢,) = LI(X* X7),
wobei T = |%5| = const und X+ = X — (X, 5)| |25,

rrarn ot
BEWEIS. Aus Lemma [[IL5.1] folgt 2|0E(G) = 0 = £]oL(). Nach Lem-

ma [[11.5.2] gilt
/ ‘Vat - a_c a§7 8t>dt} »

/|VatX] (%, X)X, %)dt = I.(X, X),

as2|0 {<V3s 82’ a_i
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und analog

/ Vet = (Rt 5o |

210L(,) = {<vas o o)

s=0
i ac 1y vl 8e D
/‘vatX ‘ - 8t7X )X 78t>dt ]C(X X >’
wobel CJ_ = % - <a§ 8t> ot 22; -

I11.5.9. Bemerkung. Ist X ein Vektorfelder léings einer nicht konstanten Geo-
dite c : [a,b] — M, und bezeichnen X = X/l + X die orthogonale Zerlegung mit

XI= (X, %)% 23;; und X+ := X — X/, dann gilt

b
IL(xI x1h :/ Vo, X1 [Pdt > 0,

und
IL(X,X) = L(X*, XY + L(xI x)y > r,(x*, x4,

denn R(%, X1) = 0 und Vy, X!l = (V,, X, 9)| |28 also I(XI|, X*+) = 0.

I11.5.10. Lemma. Es sei ¢ : [a,b] — M eine Geodite und X ein Vektorfeld
lings ¢, sodass X (a) = 0= X(b) und I.(X, X) < 0. Dann existiert eine Variation
¢:la,b] x (—e,e) = M, sodass ¢y = ¢, ¢(a, s) = c(a), é(b,s) = ¢(b), E(¢s) < E(c)
und L(¢és) < L(c), fir alle 0 < |s| < e.

BEWEIS. Die Variation &(t, s) := exp,(sX(t)) erfiillt offensichtlich ¢, = c,
¢(a,s) = c(a), éb,s) = c(b) und Z(t,0) = X( ). Aus Lemma folgt
2|0E(E) = 0 und 8 s2l0B(G) = I(X,X) < 0, also E(¢) < E(&) = E(c),
fiir hinreichend kleme s. Analog erhalten wir £]oL(¢,) = 0 und g—;|0L(6s) =
(Xt X)) < LI(X,X) < 0, siche Bemerkung [[IL5.9] und somit L(é,) <
L(&) = L(c) [ O

IT1.5.11. Satz (Myers). Es sei M eine vollstindige Riemannsche n-Mannigfal-
tigkeit mit Ric > \ > O.ﬂ Dann ist M kompakt und es gilt

diam(M) < m/(n— 1)/ (II1.73)
Dariiber hinaus hat M endliche Fundamentalgruppe.

Beweis. Wir folgen dem Beweis in [7]. Es seien z,y € M, p := d(z,y) > 0
und ¢ : [0, p] = M eine nach Bogenlidnge parametrisierte Geodéte von ¢(0) = x

36Diese Ungleichung liisst sich auch mittels Lemma [[T11.3.9| aus E(&,) < E(c) herleiten,
L(E)* <2(b—a)E(és) < 2(b—a)E(c) = L(c)>.

3TDh. Ric(X, X) > MX, X), fiir eine reelle Zahl A > 0 und alle Tangentialvektoren X.
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nach ¢(p) = y, siehe Satz [I11.3.27, Mittels Paralleltransport konstruieren wir
parallele orthonormale Vektorfelder ¢ = X1, X, ..., X, lings ¢, dh.

Vath' =0 und <X2(t),X](t)> = 5U
Setze Y;(t) := sin(wt/p) X;(t) und beachte (Vy,Y;)(t) = (7/p) cos(wt/p) X;(t), also

Vo, Y:)(t)]? = (7/p)? cos?*(nt/p), i = 2,...,n. Da ¢ Kurve minimaler Lénge ist,
und weil Y;(0) = 0 = Y;(p), erhalten wir aus Lemma [[11.5.10

Iz P
ogf(Y,-,Y,-)z/ |VatYi\2dt—/ (R(Y;, )¢, Y:)dt
0 0

= (7/p)? /Op cos?(mt/p)dt — /p sin®(mt/p)(R(X;, ¢ )¢, X, )dt

0
Aufsummieren liefert

0 DI Yi) = (= 1)(n/p)? /Op cos?(mt p)dt — /Op sin?(wt/p) Ric(c', )t

p

< (n-1)(a/p) [

p
cos?(mt/p)dt — )\/ sin?(wt/p)dt
0 0

= ((n=1)(n/p)* = 1) /D " sin?(mt/p)dt,

woraus wir d(z,y) = p < my/(n —1)/X schlieflen. Da dies fiir je zwei Punkte
x,y € M gilt, erhalten wir die Abschéatzung fiir den Durchmesser. Die
Kompaktheit von M folgt nun aus Satz [[I1.3.27]

Beachte, dass auch die universelle Uberlagerung von M die Voraussetzungen-
des Satzes erfiillt, sieche Proposition [[T[.4.38 und daher ebenfalls kompakt ist.
Insbesondere sind ihre Fasern endlich. Da die Fundamentalgruppe frei auf den
Fasern wirkt, siehe Korollar [[II.4.19, muss auch sie endlich sein. 0

IT1.5.12. Bemerkung. Die runde Sphére S mit Radius » > 0 hat Durchmesser
diam(S™) = 7r und konstante Ricci Kriimmung Ric = (n — 1)r~2, siehe Bei-

spiel I11.1.11] Satz besagt daher, dass wenn die Ricci Kriimmung von M

mindestens so grof ist wie die der runden Sphére S},
Ricyr > Ricgn = (n —1)/r?,

so ist der Durchmesser von M hochstens so grofl wie der der runden Sphére S,
diam(M) < 7mr = diam(S}").

IT1.5.13. Beispiel. Das folgende Beispiel [19, Chapter 6.4, Example 42] illu-
striert die Vollsténdigkeitsvoraussetzung in Satz [[IL.5.11] Es bezeichne P € S?
einen Punkt in der runden Sphére. Die unvollstindige Mannigfaltigkeit M :=
S%\ {P, —P} hat konstante Kriimmung K = 1, Durchmesser diam(M) = 7 und
Fundamentalgruppe 7, (M) 22 Z. Beachte, dass auch die universelle Uberlagerung
von M Durchmesser 7 hat.
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IT1.5.14. Definition (Jacobifeld). Ein Vektorfeld X lidngs einer Geodéte ¢ : I —
M, dh. X € I'(¢*T M), wird Jacobifeld genannt, falls

Vo, Vo, X + R(X, %)% = 0. (IIL.74)

IT1.5.15. Lemma. Ist ¢ : [a,b] — M eine Geodite und X € T'(c*TM), dann
sind dquivalent:

(a) X ist ein Jacobifeld lings c.
(b) I(X,Y) = (Vo X,Y)|", fiir alle Y € T(¢"TM).
(c) (X,Y) =0, firaleY € T'(¢*TM) mit Y(a) =0 =Y (b).

Beweis. Sind X,Y € I'(¢*T'M), dann gilt

(X, Y) / (Vo X, VoY) — (R(2, X)Y, 2)dt
b
:/ 2 (Vo X,Y) = (V,Vip, X, Y ) — (R(%, X )Y, %) dt

= (Vo X, V)" —/ (Va, Vo, X + R(X, %)%, Y )dt,

wobei wir in der letzten Gleichheit verwendet haben, dass (R(X,Y)Z, W) schief-
symmetrisch in (X,Y’) und schiefsymmetrisch in (Z, W) ist. O

111.5.16. Proposition. Es sei ¢ : I — M eine Geoddte, to € I und v,w €
TeoyM . Dann existiert genau ein Jacobifeld X lings ¢ mit X(ty) = v und

(Vs, X)(to) = w.

BEWEIS. Dies folgt daraus, dass ([I1.74) eine gewthnliche lineare Differenti-
algleichung zweiter Ordnung fiir X darstellt. Genauer, verwenden wir den Paral-
leltransport um das Vektorbiindel ¢*T'M zu trivialisieren,

IxV S &TM, (t,v) = pti,, (v),
wobei V' := Ti M, siehe Satz[I1.3.11] Dies liefert einen C*°([)-linearen Isomor-
phismus
¢ T('TM) = C=(1,V),

mit ¢(Vy, X) = 2(¢(X)) und ¢(X)(to) = X (to) fiir alle X € I'(¢*T'M). Folglich
ist ein Vektorfeld X € I'(¢*I'M) genau dann Jacobifeld, wenn & := ¢(X) €
C*>(1,V) die Gleichung

D+ pE =0, (I11.75)

erfiillt, wobei p : I — end(V), p(t)v = ¢(R(¢7(€), %)%). Da ([IL75) eine
gewoOhnliche lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung fur ¢ bildet, gibt es

zu v,w € V = Ty M genau eine Losung £ € C(1,V) mit {(ty) = v und
%(O) = w. Das entsprechende Vektorfeld X = ¢~1(¢) € T'(¢*T'M) ist daher das
eindeutige Jacobifeld lings ¢ mit X (¢y) = v und (Vy,X)(to) = w. O
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I11.5.17. Lemma. FEs sei X ein Jacobifeld lingst einer Geoddite ¢, und es be-
zeichne X = X+ X+ die Zerlequng von X in tangentialen und orthogonalen
Teil, dh.

X (X508 P X=X X

Dann sind auch X! und X+ Jacobifelder lings c.

BEWEIS. Zunéchst gilt Vat = O und { ‘ = const, denn c ist Geodéte. Somit

Vo, X = <VatX , }72%, und erneutes Ableiten liefert, unter Verwendung der
Jacobigleichung ([I1.74) fiir X,

VatvatXH <v3tvat ’ at |_286 = _<R ) at aiﬂ ot }_286 =0,

denn (R(X,Y)Z, W) ist schiefsymmetrisch in (Z, W). Wegen der Schiefsymmetrie
in (X,Y) haben wir weiters R(XI!, gﬁ)ae = 0, also ist Xl ein Jacobifeld. Aus der
Linearitit der Jacobigleichung folgt sofort, dass auch X+ Jacobifeld ist. U

IT1.5.18. Lemma (Tangentiale Jacobifelder). Es sei ¢ : I — M eine Geodite,
to € I und A\, u € R. Dann ist das (eindeutige) Jacobifeld X lings ¢ mit X (ty) =
A% (tg) und (Vat )(to) = u3(to) durch folgende Formel gegeben

X(t)= A+ —to)p) %, tel. (I11.76)

BEwEIs. Fiir das durch 111.76)) gegebene Vektorfeld X € I'(¢*T'M) gilt of-
fensichtlich Vg X = ,u ¢ und VatvatX = 0= R(X, gi)gi, denn c ist Geodéte und
R(X,Y) schlefsymmetrlsch. Folglich ist dieses X Jacobifeld mit X (t5) = )\%( 0)

und (Vi X)(to) = p%(to). O

II1.5.19. Satz. Ist M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und I ein kompaktes
Intervall, dann gilt:

(a) Ist ¢ : I X (—e,e) — M glatt, sodass jede der Kurven cs(t) := c(t,s) eine
Geodiite bildet, |s| < e, dann ist X(t) := 2(t,0) ein Jacobifeld lings co.

(b) Ist X ein Jacobifeld lings einer Geodite co : I — M, dann existiert eine
glatte Abbildung c : I x (—e,e) — M, sodass jede der Kurven cs(t) = c(t,s)

eine Geodite bildet, |s| < e, und c(t,0) = co(t), 5(¢,0) = X (t) fiir allet € I.

BEwWEIS. Um @ zu verifizieren, beobachten wir

Jdc __ Jdc __ Jdc Jc Oc\Oc __ Jdc  Oc\ dc
Vo, Va5, = Vo Vo, 5; = Vo.Va g — B35 50) 5 = —R (55 5) ot

denn Vp, % = 0, da jedes ¢, Geodite ist. Somit gilt Vi, Vs, 2¢ + R(9¢, %)% —
insbesondere ist also X () = (¢, 0) ein Jacobifeld léngs c.
Um (]E[) zu verifizieren, ﬁx1eren wir tg € I und wihlen eine glatte Kurve

v (—e,e) = M mit
Y(0) = co(ty) und  ZL(0) = X (to). (I11.77)
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Weiters sei & € T'(y*T'M) ein Vektorfeld lings v mitf]

£(0) = Gp(to) und  (V,€)(0) = (Vo X)(to)- (IIL.78)
Betrachte nun die glatte Abblldung

c:Ix(—ee)— M, c(t,s) :== expv(s)((t —10)&(s)).

Da I kompakt vorausgesetzt wurde, ist dies fiir hinreichend kleine ¢ tatséchlich
wohldefiniert. Nach Konstruktion ist jede der Kurven c¢,(t) = ¢(¢, s) eine Geodéte,
|s| < e, und ¢(t,0) stimmt mit der gegebenen Geodite ¢ iiberein, denn

c(t,0) = exp.g) ((t — t0)£(0)) = expey ) (£ — to) 92 (tg)) = colt),
vgl. (II1.77) und (II1.78]). Nach @) ist Y(t) := %(t,O) Jacobifeld langs cq. Es
geniigt nun Y (ty) = X (tp) und (Vs,Y)(to) = (Vs,X)(to) zu zeigen, denn aus der

Eindeutigkeitsaussage in Proposition [II11.5.16| folgt dann Y (t) = X(¢), fur alle
t € I. Fiir die erste dieser Gleichungen beachte

Y (to) = %(t0, 0) = 2o expy ) (0) = 2(0) = X(to),

und fiir die zweite Gleichung,
(Va,Y)(to) = (Va,5) (t0, 0) = (Va, 5;)(t0, 0) = (Va.£)(0) = (Va, X)(to),
vel. (L. 0

II1.5.20. Korollar. Killing Vektorfelder sind Jacobifelder lings jeder Geodite.

BEWEIS. Sei also X ein Killing Vektorfeld, siehe Seite in Abschnitt [[TL.T]
und ¢ : [a,b] — M eine Geodite. Betrachte die Variation ¢ : [a, b] X (—¢,e) — M,
c(t,s) := FIX(c(t)). Wegen der Kompaktheit von [a,b] ist dies fiir hinreichend
kleine ¢ > 0 wohldefiniert. Fiir jedes |s| < € ist ¢ : [a,b] — M eine Geodite,
denn als Fluss eines Killing Vektorfeldes ist FI1X eine (lokale) Isometrie und bil-
det daher Geodéten auf Geodéten ab. Nach Satz @) ist daher %(t, 0) =

2 |—o FIX(c(t)) = X(c(t)) ein Jacobifeld lings c. O

I11.5.21. Korollar. Es sei c: I — M eine Geoddte, to € I und w € Tu ) M.
Dann ist das (eindeutige) Jacobifeld X lings ¢ mit X (ty) = 0 und (Vo,X)(to) = w
durch folgenden Ausdruck gegeben:

X (t) = Tte—to)e!(t0) €XPe(rg) - ((t — to)w)

BEWEIS. In der Variation ¢(t, s) := exp,,)((t — to)(/(to) + sw)) ist jedes ¢,
eine Geodate und es gilt ¢y = ¢. Nach Satz [[11.5.19 @ bildet daher

X<t) = %(t 0) = T(t—to)c’(to) ech(to) : ((t - t())w)

38Um so ein Vektorfeld £ zu konstruieren, wihlen wir parallele Vektorfelder V,W &
L(y*TM), Vo,V = 0 = Vo, W, mit V(0) = %2(ty) und W(0) = (Vs,X)(to). Dann hat
&(s) :=V(s) + sW(s) die gewiinschten Eigenschaften.
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ein Jacobifeld lings c. Offensichtlich gilt X (to) = Tpexp,y,) -0 = 0 aber auch
(Vo X)(to) = (Va, 52)(to. 0) = (Va, 5;)(t0, 0) = Vi, (¢ (to) + sw)|,_, = w. O

IT1.5.22. Definition (Konjugierte Punkte). Es sei ¢ : I — M eine Geodéte

und tg,t; € I, tg # t1. Existiert ein nicht triviales Jacobifeld X ldngs ¢ mit

X(ty) = 0= X(t1), dann werden t, und ¢; konjugiert langs ¢ genannt.

I11.5.23. Korollar. Es seic: I — M eine Geodite, to,t1 € I und tg # t;. Dann

sind dquivalent:

(a) to und ty sind nicht konjugiert lings c.

(b) Zu jedem v € Tyuo\M und jedem w € T4, )M existiert ein eindeutiges Jaco-
bifeld X lings ¢ mit X (to) = v und X (t;) = w.

(¢) Die Ezponentialabbildung exp.qyy : TewoyM — M st bei (t1 — to)c'(to) €
Teo)M ein lokaler Diffeomorphismus.

BEWEIS. Bezeichnet J. den Vektorraum der Jacobifelder lings ¢, dann gilt
dim J. = 2dim M, siehe Proposition|lI].5.16] Betrachte nun die lineare Abbildung
¢ Je = TeggyM X To, )M, O(X) == (X (to), X(t1)).

Aus Dimensionsgriinden gilt daher @ < ker ¢ = 0 < ¢ bijektiv < . Betrachte
nun die Ableitung der Exponentialabbildung

U Te) M = Tty —10)e (t0) Teto) M — TeyM, (W) 1= Tit, —tg)er(t0) €XPe(zy) “W-
Aus Korollar [[TT.5.2]] m dim T,y M = dim T,,)M und dem impliziten Funktio-
nensatz erhalten wir die Aquivalenz @ & kertp) = 0 < ¢ bijektiv < (d). U

I11.5.24. Satz (Mangoldt, Hadamard, Cartan). Es sei M eine vollstindige Rie-
mannsche n-Mannigfaltigkeit mit nicht-positiver Schnittkrimmung, K < 0. Dann
ist die Exponentialabbildung exp, : TyM — M eine Uberlagerungsabbildung, fiir
jedes x € M. Insbesondere ist die universelle Uberlagerung von M diffeomorph zu
R", es existiert genau eine Geoddte in jeder Homotopieklasse von Wegen relativ
Endpunkten und my(M) = 0, fir alle k > 2. Ist dariber hinaus M einfach zu-
sammenhdngend, dann ist M diffeomorph zu R™ und je zwei verschiedene Punkte
lassen sich durch genau eine Geoddite verbinden.

BEWEIS. Es sei ¢ : [a,b] - M eine Geodéte und X ein Jacobifeld lings ¢
mit X(a) = 0 = X(b). Nach Voraussetzung an die Kriimmung folgt aus der

Jacobigleichung Vy, Vs, X + R(X, 8t)?9(t: =0,

2 (Vs X, X) = (Va, Vo, X, X) + |V, X |
= — (R(X, )% X) +|Va X[ > [Vo X[

@
<0

und somit

b b
0:<VatX,X>’b:/ %<VatX,X>dt2/ Vo, X [dt,
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also V3, X = 0. Dies zeigt, dass a und b nicht konjugiert lings c sind. Nach
Korollar ist daher exp, : T,M — M ein lokaler Diffeomorphismus, fiir
jedes © € M. Der Satz folgt nun aus Korollar O

IT1.5.25. Proposition. Ist ¢ : [a,b] — M eine Geoddte, sodass kein t € [a,b]
konjugiert zu a lings c ist, dann existiert € > 0 mit folgender Eigenschaft: Fir
jede stickweise glatte Kurve v : [a,b] — M von v(a) = ¢(a) nach ~v(b) = ¢(b) mit
d(y(t),c(t)) < e fir alle t € [a,b], gilt L(y) > L(c). Gleichheit tritt genau dann
ein, wenn v monotone, stickweise glatte Reparametrisierung von c ist.

BEwEIS. O.B.d.A. seien a = 0 und b = 1. Setze p := ¢(0) und v := ¢/(0). Nach
Korollar ist die Exponentialabbildung exp, : T, M — M lings [0, 1]v ein
lokaler Diffeomorphismus. Es existieren daher 0 =ty < t; < -+ <ty = 1 und
offene Umgebungen V; von [t;_1,t;]v, sodass exp,, : V; — M ein Diffeomorphismus
auf die offene Mennge U; := exp, (Vi) bildet, i = 1,..., N. Insbesondere gilt
c([ti—1,t;]) C Uy i =1,...,N. Wihle nun € > 0 hinreichend klein, sodass jede
Kurve 7 : [0, 1] — M mit d(~(¢),t(t)) fir alle ¢ € [0, 1], ebenfalls v([t;_1,t;]) C U;
erfiillt, = 1,..., N. Jede solche Kurve kann daher nach 7),M geliftet werden,
dh. es existiert eine Kurve 7 : [0,1] — N, V; € T,M, sodass exp, oy = . Gilt
7(0) = ¢(0) ud v(1) = ¢(1), dann auch 4(0) = 0 und 5(1) = v. Die Proposition
folgt nun genau wie im Beweis von Satz [[I1.3.18](b). O

111.5.26. Beispiel. Es sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter
Schnittkriimmung, K = const. Nach Lemma gilt daher

R(X,Y)Z = —-Kg(X,2)Y + Kg(Y, Z)X. (111.79)

Weiters sei ¢ : [ — M eine nach Bogenlidnge parametrisierte Geodite, |¢/(t)] = 1,
0€l,v,we TyM und v L ¢(0) L w. Wir wollen nun das Jacobifeld X lédngs
¢ mit X(0) = v und (Vy,X)(0) = w bestimmen. Es bezeichnen dazu V und
W die parallelen Vektorfelder lings ¢, dh. Vo,V = 0 = Vo, W, mit V(0) = v
und W (0) = w. Setzen wir das Jacobifeld als X (t) = f(t)V(t) + g(t)W (t) an, so
erhalten wir Vg, X = f'V4+4¢'W,Vy, Ve, X = f"V+¢"Wund R(X,d)d = KX =
KfV + KgW, vgl. . Das Vektorfeld X erfiillt daher die Jacobigleichung
Vo, Ve, X + R(X,d)d = 0 genau dann, wenn f” + Kf = 0 und ¢" + Kg = 0.
Die Anfangsbedingungen iibersetzen sich zu f(0) = 1, g(0) = 0, f’(0) = 0 und
¢'(0) = 1. Wir erhalten die Losungen:
. sin(vV/Kt)
K>0: X(t) = cos(VE)V (t) + N0 W(t)
K=0: X(t) =V(t) +tW(t)

K<0: X (t) = cosh(\/|K[t)V (t) + MW@)

VIK]

Beachte, dass im Fall K < 0 keine konjugierten Punkte existieren.
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I11.5.27. Lemma. Istc: [a,b] — M eine Geoddite, dann existiert eine Konstante
C >0, sodass |1.(X, X)| < (Jff\v@tXP + | X|?dt, fiir alle X € T(c*TM).

BEWEIS. Aus Kompaktheitsgriinden existiert eine Konstante C; > 0, sodass
[(R(C(),6), ()| < Cil¢f?, fiir jedes ¢ € [a,b] und & € T, M. Fir X €
['(¢*T M) erhalten wir

b b b
1 1.(X, X)| g/ |VatX]2+‘(R(c’,X)X,c’)‘dtg/ \VatX|2dt+Cl/ | X |?dt.

Das Lemma folgt daher mit C' := max{1, C}. O

IT1.5.28. Proposition. Ist c: [a,b] — M eine Geodite und ty € (a,b) konjugiert
zu a lings ¢, dann ezistiert ein Vektorfeld X lings ¢ mit I.(X,X) < 0 und
X(a) = 0 = X(b). Dariiber hinaus existiert in diesem Fall eine Variation ¢ :
la,b] X (—e,e) = M won ¢ = ¢, sodass ¢s(a) = c(a), ¢s(b) = ¢(b), E(¢s) < E(c)
und L(¢s) < L(c) fiir alle 0 < |s| < e.

BEWEIS. Nach Voraussetzung existiert ein nicht triviales Jacobifeld Y ldngs
¢ mit Y (a) = 0 = Y (). Aus Proposition erhalten wir (V,,Y)(to) # 0.
Fiir das stiickweise glatte Vektorfeld

Vi) = Y (t) fallst € [a,to]
0 falls t € [to, 0]

langs ¢ gilt nach Lemma[l11.5.15| I.(V, V') = 0. Weiters sei W ein Vektorfeld langs
mit W(a) =0 =W (b) und W(ty) = —(Vy,Y)(ty). Nach Lemma [[I1.5.15| gilt

L(V,W) = (V. Y, W) = ((Va,Y)(to), W (to)) = —|(Va,Y)(to)|* < 0.
Wir erhalten

L(V + W,V +qW) = L(V,V) +21 I(V,W) +1* I.(W, W).
—— ——
=0 <0

Fiir n > 0 hinreichend klein, erfiillt das stiickweise glatte Vektorfeld Z := V +nW
daher I.(Z,7Z) < 0 und Z(a) = 0 = Z(b). Approximieren wir nun Z durch ein
glattes Vektorfeld X ldngs ¢, das sich von Z nur in einer kleinen Umgebung von
to unterscheidet, fab | X — Z|> + |V, (X — Z)]2dt < 6, so folgt I.(X,X) < 0 und
X(a) =0= X(b), vgl. Lemmal|lI1.5.27, Die zweite Aussage der Proposition folgt
nun aus Lemma [[11.5.10 U

Ist ¢ : [a,b] = M eine Kurve so bezeichnen wir mit
Lo(c"TM) :={X e T(c’'TM) : X(a) =0=X(b)},
den Vektorraum der Vektorfelder léngs ¢, die an den Randpunkten verschwinden.

IT1.5.29. Korollar. Fiir eine Geodite ¢ : [a,b] — M sind dquivalent:
(a) Keint € (a,b) ist konjugiert zu a lings c.
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(b) Die Indexform ist positiv semidefinit, I.(X, X) > 0 fir alle X € T'o(c*T'M).

BEWEIS. Die Implikation (b) = (&) folgt aus Proposition [[IL.5.28 Fiir die
umgekehrte Implikation @ = (b)) betrachten wir X € I'g(¢*TM) mit 1.(X, X) <
0. O.B.d.A. diirfen wir weiters X|p_s5 = 0 annehmen, vgl. Lemma [lI1.5.27] Nach
Lemma existiert daher eine Variation ¢ : [a,b — d] x (—¢,e) — M von
Co = Cljap—s) mit ¢5(a) = c(a), ¢(b—0) = c(b—0) und L(¢s) < L(c|qp—s), fiir alle
0 < |s| < e. Nach Proposition muss es daher einen Punkt ¢ € (a,b— 0] C
(a,b) geben, der konjugiert zu a ldngs c ist. O

I11.5.30. Korollar. Fiir eine Geoddte c : [a,b] — M sind dquivalent:
(a) Keint € (a,b] ist konjugiert zu a lings c.
(b) Die Indexform ist positiv definit, 1.(X,X) >0 fir alle 0 # X € T'o(c*T'M).

BEwEIS. Wir beginnen mit der Implikation @ = . Nach Korollar [[11.5.29
gilt zundchst [.(X,X) > 0, fur alle X € To(c*TM). Ist X € T'o(¢*T'M) und
I.(X,X) =0, dann folgt

0 < L(X +nY, X +nY) = L(X, X) +2[(X,Y) + (YY),
=0

fir alle Y € T'g(¢*T'M) und alle € R. Betrachten wir n nahe 0, dann erhalten
wir I.(X,Y) = 0, fiir alle Y € Io(c*TM). Nach Lemma muss daher
X ein Jacobifeld ldngs ¢ sein. Nach Voraussetzung ist b nicht konjugiert zu a
langs ¢, also X = 0. Dies zeigt, dass I. auf I'o(¢*T'M) positiv definit ist. Nun
zur umgekehrten Implikation (b)) = (). Nach Korollar wissen wir, dass

kein ¢ € (a,b) konjugiert zu a sein kann. Es kann aber auch b nicht konjugiert
zu a sein, denn sonst gibe es ein Jacobifeld 0 # X € I'o(¢*T'M), fir das dann
I.(X, X) = 0 gelten wiirde, siehe Lemma |[11.5.15] O

Ohne Beweis sei hier noch folgende Verallgemeinerung der vorangehenden
Resultate erwihnt, etwa in [7, Theorem 4.3.2] oder [13] §15].

I11.5.31. Satz (Morse Index Theorem). Ist ¢ : [a,b] — M eine Geodite, dann
existieren nur endlich viele Punkte t € [a,b] die konjugiert zu a lings ¢ sind, und
es qgilt

ind(I.) = Z dim{X Jacobifeld lings c mit X (a) = 0= X(t)},

te(a,b)

wobei ind(1,) := max{dimV | V C To(c*T M) Teilraum mit I.|y < 0}. Weiters
indy(1.) = Z dim{ X Jacobifeld lings c mit X (a) = 0= X(t)},

te(a,b]
wobei indy(I.) := max{dimV | V C To(c*TM) Teilraum mit I.|y < 0}.
Ein Beweis des folgenden Satzes findet sich in [13], Theorem 17.3].
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111.5.32. Satz. FEs sei M eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit und
p,q € M nicht konjugiert, dh. fir jede Geodite c : [a,b] — M wvon c¢(a) = p nach
c(b) = q ist a nicht konjugiert zu b ﬁ Dann hat der Pfadmum
Q(M,p,q) == {7:[0,1] = M | (0) 1) =q},
versehen mit der kompakt-offenen Topologie, den Homotopzetyp eines abzdhlbaren
CW-Komplexes mit einer k-Zelle fir jede Geoddite ¢ von p nach ¢ mitind(I.) = k.
II1.6. Vergleich von Jacobifeldern.

I11.6.1. Proposition. Fiir p € M betrachte die Funktion

fp: M —R, fp(z) = 1d(z, p)*.

Weiters sei x € M, sodass f, in einer Umgebung von x glatt ist. SchliefSlich sei
c:[0,1] — M eine minimale Geodite von ¢(0) = p nach c(l) =z und X ein
Jacobifeld lings ¢ mit X(O) = 0. Dann gzlt grad,(f,) = ¢( und@

BEWEIS. Wir betrachten eine Variation ¢(t,s), sodass jedes ¢(t) := ¢&(t, s)
Geodaéte ist, dh. Vat%—i = 0, mit ¢(0) = p und & = c. Fiir hinreichend kleine s
ist ¢s eine minimale Geodéte von p nach ¢é(1, s) und daher

p 1 ' c 2 1 ! és |2
et = 5( [ 1%y =5 [ 1%
% ist konstant in . Aus Lemma [II1.5.1| folgt somit

¢ ~ ~ A Z
(dfp) (5:(1,9)) = 52 fp(e(1, ) = 5 B(E) = (5, 50 1=o = (55 5) (1, 5)
denn V5, % = 0 und %£(0,s) = 0, da &0, s) = const = p. Da 95(1,s) in T, M
beliebig vorgegeben werden kann, folgt daraus

grad&(l,s)(fp) = g—f(l, s).

Setzen wir s = 0, so erhalten wir die erste Behauptung, grad,(f,) = ¢/(1). Er-
neutes Ableiten liefert

H(f,)(3(L,5), 52 (1, 5)) = (Va.dfy) (3E(1, 5))
= (Vo. grad(fy). 5)(1,5) = (Vi 57 50) (1. 8) = (Vo 52, 50) (1, 5).

39Die Existenz solcher Paare von Punkten (p,q) folgt aus Korollar mit Hilfe des
Satzes von Sard, vgl. [13] §18].

40Unter dem Gradienten einer glatten Funktion f : M — R, verstehen wir jenes Vektorfeld
grad(f) € T'(TM), das beziiglich g der 1-Form df € I'(T* M) entspricht, dh. (grad(f), —) = df,
oder (grad(f),X) =df(X) = X - f, fiir alle X € T, M. Die Hessesche von f ist H(f) := Vdf €
D(T*M & T*M), dh. H(f)(X,Y) = (Vxdf)(Y) = X - (Y - ) - df (VxY) = (Vx grad(f), V),
fir X,Y € T, M. Beachte, dass die Hessesche aufgrund der Torsionsfreiheit von V symmetrisch
ist, dh. H(f) € T(S2T*M), also H(f)(X,Y) = H(f)(Y, X) fiir X,V € T, M.

dt = E(2,),

denn
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Nach Satz|[I1.5.19)ist X (¢) := 9£(¢,0) Jacobifeld léngs ¢ und X (0) = 0. Setzen wir
in obiger Formel fiir die Hessesche s = 0, so erhalten wir die zweite Behauptung,

H(f,)(X (1), X(1)) = (Va, X, X)(1). O

I11.6.2. Lemma. Es sei M eine vollstindige einfach zusammenhdngende Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit mit nicht-positiver Schnittkrimmung, K < 0, und
p € M. Dann ist die Funktion f, : M — R, f,(z) := %d(x,p)Q, glatt und fiir ihre
Hessesche gilt H(f,) > g, dh.

H(f,)(X,X) > |X]? X eT,M. (I11.80)

Ist dariiber hinaus K < 0 und x # p, so gilt Gleichheit in (I11.80) genau dann,
wenn X tangential an die (eindeutige) Geoddite durch p und x ist.

BEWEIS. Die Glattheit von f, folgt sofort aus Satz , denn in Riemann-
schen Polarkoordinaten zentriert bei p stimmt f, mit 57* iiberein, wobei r den
Euklidischen Abstand zu 0 € T, M bezeichnet.

Es sei nun # € M und ¢ : R — M die eindeutige Geodéte von ¢(0) = p
nach ¢(1) = z. Weiters sei X ein nicht-triviales Jacobifeld lings ¢ mit X (0) = 0.

Nach Satz |[11.5.24] und Korollar [I11.5.23| gilt daher X (¢) # 0, fiir alle ¢ > 0. Die

Funktion
(Va, X, X)

|X—|2( )-
ist daher glatt. Ihre Ableitung léasst sich wie folgt abschétzen

A:(0,00) 5 R, A(t) =

= (<VBtV8tX X>|X|2 + |v8tX|2’X|2 - 2<V8tX7 X>2> |X|_4

(X, 26) %6, X)|X 2 + |Va XJP|X|? = 2V, X, X)) | X~

v

v

(~n

(19 X P2 = 2095, X, X)?) |X|*

(49.X, X)? = 2(Va, X, X)? )| X|

= —(Va, X, X)’|X|™" = =\%,

wobei wir die Jacobigleichung Vy, Vy, X + R(X, 8t) = 0, die Vorausseqtzung an

die Schnittkriimmung K < 0, und auch dle Cauchy— Schwarz Ungleichung verwen-
det haben. Somit gilt 1 > X A2 = Da lim; o A(t) = oo, erhalten wir durch

=&
Integration 1 > ﬁ, also A\(1) > 1. Zusammen mit Proposition [[11.6.1
folgt

W|0 -

(XD < (Vo X, X)(1) = H(f,)(X(1), X(1)).
Dies zeigt (I11.80]), denn X (1) in T, M ist beliebig, siche Korollar [[11.5.23] Tritt
n (I11.80) Gleichheit ein, dann muss (R(X, ‘gﬁ;)gﬁ,X} = 0 gelten. Im Fall K <0
folgt daraus, dass X und ‘90 - punktweise linear abhéngig sind. Gilt dariiber hinaus

x # p, dann ist ¢ nicht konstant und daher X tangential an c. 0]
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I11.6.3. Satz (Cartan). Auf einer vollstindigen einfach zusammenhingenden
Riemannschen Mannigfaltigkeit mit nicht-positiver Schnittkrimmung, K < 0,
besitzt jede Isometrie endlicher Ordnung einen Fizpunkt.

Beweis. Wir folgen dem Beweis in [19] Chapter 6§3.2]. Sei also M eine
vollstandige einfach zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit mit nicht-
positiver Schnittkriimmung, K < 0. Fiir jedes p € M ist die Funktion f, : M — R
strikt konvex, dh. fiir jede nicht konstante Geodéte c ist f,oc : R — R eine strikt
konvexe Abbildung.ﬂ Dies folgt aus Lemma , denn

(fp oc) = %dfp(d) = (Vdfp)(cl7cl) - dfp(vatc/) = H(fp)(clacl) > |C/|2 > 0.

Sei nun ¢ € Isom(M) eine Isometrie endlicher Ordnung, dh. ¢* = id,, fiir ein
k € N. Dann ist auch die Funktion

F Af——%IR, JT(x) = nlax{j}(x),f;uﬂ(x),j¢zgﬂ(x),...,f¢k71@0(x)}

strikt konvex, denn das Maximum zweier (endlich vieler) strikt konvexer Fuktio-
nen ist offensichtlich selbst wieder strikt konvex. Aus Stetigkeitsgriinden muss F'
ein Minimum annehmen, denn fiir jedes r > 0ist {z € M : F'(z) < r} beschrénkt
und abgeschlossen also kompakt, siehe Satz [[I1.3.27] Da F' strikt konvex ist, wird
dieses Minimum bei genau einem Punkt ¢ € M angenommen. Wiren namlich
q1 # o zwei verschiedene Punkte an denen F' ihr Minimum annimmt, und - eine
Geodéte die ¢; mit go verbindet, dann wére F' o~ : R — R eine strikt konvexe
Funktion, die ihr Minimum mehrmals annimmt.@ Da ¢ eine Isometrie ist gilt
fort1p) (2(2)) = forp(x) und somit F'(p(r)) = F(x). Aus der Eindeutigkeit des
Minimums folgt daher ¢(q) = ¢, also ist ¢ der gesuchte Fixpunkt. O

I11.6.4. Korollar. Die Fundamentalgruppe einer wvollstindigen Riemannschen
Mannigfaltigkeit mit nicht-positiver Schnittkrimmung, K <0, ist torsionsfreé.ﬁ

BEWEIS. Die universelle Uberlagerung einer solchen Riemannschen Mannig-
faltigkeit ist eine einfach zusammenhéngende vollstdndige Riemannsche Mannig-
faltigkeit mit nicht-positiver Schnittkriimmung, auf der die Fundamentalgruppe
durch Isometrien frei wirkt. Das Korollar folgt daher aus Satz [[11.6.3] O

111.6.5. Proposition. Es sei M eine vollstindige einfach zusammenhdngende
Riemannsche Mannigfaltigkeit mit nicht-positiver Schnittkrimmung, K < 0. Be-
zeichnen o, und ~y die Winkel eines (geoditischen) Dreiecks in M, dann gilt

41Wir erinnern uns, eine Funktion f : R — R wird strikt konvex genannt, falls

fltz+ (1 —t)y) <tf(z)+ (1 —1t)f(y),

fiir alle x # y und 0 < t < 1. Ist f zweimal stetig differenzierbar und f” > 0, dann ist f strikt
konvex.

428trikt konvexe Funktionen f R — R, nehmen ihr Minimum, falls es existiert, hochstens
an einer Stelle an. Dies folgt sofort aus der Definition strikt konvexer Funktionen.

434h. jedes nicht-triviale Element hat unendliche Ordnung
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a+ B+ <. Ist dariiber hinaus K < 0 und das Dreieck nicht degenem’ertﬁ
dann gilt sogar a + 4+ v < 7.

BEWEIS. Esseip € M und ¢ : R — M eine nach Bogenldnge parametrisierte
Geodéte. Nach Lemma [[11.6.2] gilt

(fp00)" = gdf,(") = (Vdf,)(0",0") — df,(Va,0') = H(f,)(0",0') > |o|* = 1.
Es folgt

(f,00)(7) — (f, 0 0)/(0) = / (fyo0) (B)dt > / T

und erneutes Integrieren liefert
o(®) = (o) = [ (hooy(rdr
0

> /Ot(fp 00)(0) + 7dr = t(f, 0 o) (0) +t*/2. (IIL81)

Wir fixieren nun ¢ und betrachten das Dreieck mit Eckpunkten A := o(t), B :=

und C := ¢(0). Weiters bezeichne p die Geodéte mit p(0) = p und p(1) = o(0).
Fiir die Langen der entsprechenden Seiten gilt daher a = d(p, o(0)) = [p'(1)|, b =t
und ¢ = d(p,o(t)). Fiir den Winkel v bei C' erhalten wir aus Proposition [I11.6.1

WW.SO) _
ol ~ O

= (grad,1)(fp),0'(0)) = (df,)(0'(0)) = (f,  0)'(0).
Die Ungleichung ([I1.81]) besagt daher
¢ > a* +b* — 2abcos . (I11.82)

—acosy=a

Da p und o beliebig waren, gilt diese Relation in jedem Dreieck. Bezeichnen
ap, Bo und 7y die entsprechenden Winkel in einem Euklidischen Dreieck mit
Seitenlégen a, b und ¢, dann gilt der Kosinussatz, ¢* = a® + b?> — 2ab cos 7y, und
mit folgt v < 4o und analog o < g und 8 < fy. Somit erhalten wir
a+ B+~ < ay+ o+ v =7, denn die Winkelsumme in Euklidischen Dreiecken
ist stets 7. Ist K < 0 und das Dreieck ABC' nicht degeneriert, so gilt in ([11.82)
strikte Ungleichheit und daher auch a4 g + v < 7. O

I11.6.6. Proposition. Fs sei M eine vollstindige einfach zusammenhdngen-
de Riemannsche Mannigfaltigkeit mit nicht-positiver Schnittkrimmung, K < 0.
Weiters seien Ay, Ao, As, Ay die Eckpunkte eines Vierecks mit entsprechenden
Winkeln o, s, as und ay. Fiir die Winkelsumme gilt dann oy +ao+az+ay < 27.
Ist dariiber hinaus K < 0, dann tritt Gleichheit tritt nur dann ein, wenn alle vier
Eckpunkte auf einer Geoddte liegen.

444h. die drei Eckpunkte liegen nicht auf einer Geodite
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BEWEIS. Aus Proposition erhalten wir fiir die Winkelsumme des Drei-
ecks mit Ecken A, Ag, As
o) +ags+ag <, (I11.83)
wobei o) und o} die Winkel bei A; bzw. Aj bezeichnen. Analog gilt fiir die
Winkelsumme des Dreiecks mit Ecken A, Az, Ay

af +ay +ag <, (I11.84)
wobei of, o die Winkel bei A; und A3 bezeichnen. Zusammen mit
a; <o) +of und az < aj +ay

folgt nun ay +as+ag+ay < 2m. Tritt hier Gleichheit ein, so muss auch in ([[11.83))
und Gleichheit gelten. Im Fall K < 0 folgt daraus, dass Ay, Ay, A3z und
Ay, Az, Ay jeweils auf einer Geodéte liegen, und somit liegen alle vier Punkte auf
einer Geodite. O

I11.6.7. Satz (Preissmann). Es sei M eine kompakte Riemannsche Mannigfaltig-
keit mit negativer Schnittkrimmung, K < 0. Dann ist jede nicht-triviale abelsche
Untergruppe der Fundamentalgruppe zyklisch, dh. isomorph zu Z.

BeEWwEISs. Wir folgen dem Beweis in [19, Chapter 6§3.2], andere Zugénge mit-
tels harmonischer Abbildungen bzw. total geodétischer Tori finden sich u.a. in
[7,‘Chapter 8.10] oder [8, Chapter 3.8]. Es bezeichne p : M — M die universel-

le Uberlagerung. Wir identifizieren die Fundamentalgruppe mit der Gruppe der
hIII.4.36

Decktransformationen, m (M) = Deck(M) C Isom(M), siehe Beispiel
Ist I' € M das Bild einer Geodéte, dann bildet

Gr:={pe Deck(M) | o(I) =T} C Deck(M)

eine Untergruppe. Es sei v : R — M eine Parametrisierung von I' und ¢ € Gr.
Da Isometrien Geodaten auf Geodaten abbilden, existieren reelle Zahlen a und
b mit p(y(t)) = v(bt + a). Da nicht-triviale Decktransformationen fixpunktfrei
sind, kann die Gleichung ¢ = bt 4+ a keine Losung besitzen, es muss daher b = 1
gelten, also ¢(7(t)) = v(t+a). Die Zuordnung ¢ — a definiert einen Gruppenho-
momorphismus ¢ : G — R. Beachte, dass hochstens ein a mit p(y(t)) = y(t+a)
existiert, und ¢ daher wohldefiniert ist, vgl. Satz [[I.5.24] Auch ist der Homo-
morphismus ¢ injektiv, denn nicht-triviale Decktransformationen besitzen keine
Fixpunkte. SchlieBlich ist das Bild von ¢ diskret in R, denn fiir ¢, € Gr und
a, € Rmit ¢, (y(t)) = y(t+a,) und lim,,_, a, = 0 folgt lim,,_, @, (7(0)) = 7(0)

und dann ¢, = idyy fiir hinreichend grofie n, da Deck(M) strikt diskontinuierlich
auf M wirkt. Somit ist Gr isomorph zu einer diskreten Untergruppe von R, dh.

(a) Fiir jede Geodiite I' € M gilt G = 0 oder G = Z.
Wir werden nun folgende Behauptung verifizieren:

(b) Zu jedem ¢ € Deck(M) existiert eine Geodite I' € M mit ¢ € Gr, dh.
o(I") =T. Jede solche Geodéite I' wird eine Achse fiir ¢ genannt.
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Sei dazu #, € M beliebig, und &, : [0,1] — M ein Weg von 60(0) =
nach (1) = ¢(Zo). Da p(6¢(0)) = p(do(1)) existiert eine stetige Abbildung
oo+ S* — M mit og(e*™) = p(60(t)). Nach Korollar ist 0y homo-
top zu einer geschlossenen Geodite oy : S' — M, dh. es existiert eine Homo-
topie H : S' x [0,1] — M mit Hy = 0o und H; = ;. Nach Satz
lisst sich diese zu einer stetigen Abbildung H : [0,1] x [0,1] — M liften, dh.
p(H(t,s)) = H(e*™, s) und H(t,0) = &o(t). Setzen wir &,(t) := H(t, 1), dann gilt
p(61(8)) = 01(¢2) aber anch o(31(0)) = 31(1), denn p(p(H(0,5))) = p(A(L 5)
und ¢(H(0,0)) = H(1,0), also ¢(H(0,s)) = H(1,s) wegen der Eindeutigkeits-
aussage in Korollar [[I1.4.14] Es bezeichne nun ~ : R — M den Lift der Geodite
o1, dh. p(y(t)) = o1(e*™) und v(0) = 71(0). Dann ist auch + eine Geodiite und
Y] = 01, also ¢(v(0)) = ~(1). Daraus folgt nun ¢(y(t)) = v(t + 1) fiir alle ¢,
denn p(p(y(1))) = o1(e*™) = p(v(t + 1)). Somit ist v die gesuchte Geodite[]

(c) Fiir idy # ¢ € Deck(M) ist die Geodiite I in @ eindeutig bestimmt.

Seien dazu I';, 'y C M die Bilder zweier Geoditen die invariat unter @ sind, dh.
o(I'1) =T und p(I'y) =T'y. Wahle A € T’y und B € I'y. Wir betrachten nun das
Viereck mit Ecken A, B, C' := ¢(B) und D := ¢(A). Da ¢ eine Isometrie ist,
summieren sich die Winkel des Vierecks bei A und D zu 7, und auch die Winkel
bei B und C summieren sich zu 7. Die Winklesumme des Vierecks betréigt daher
2r. Da K < 0, muss das Viereck also degeneriert sein, dh. alle vier Punkte
liegen auf einer Geodéte, siche Proposition [[IT.6.6] Daraus folgt nun I'y = T,
denn A # D da ¢ eine nicht triviale Decktransformation ist, und durch zwei

verschiedene Punkte geht genau eine Geodéte, siehe Satz [[11.5.24] Dies zeigt .
(d) Ist I' C M eine Geodite und H C Gr eine Teilmenge, die ein nicht-triviales

Element enthélt, dann gilt auch N := {¢) € Deck(M) : "'Hi) = H} C Gr.
Sei dazu idy; # v € H und ¢ € N. Es existiert daher ¢ € H mit oy = ¥p. Aus
o(T") =T folgt ¥(I') = P (@(T')) = w((T)), also ist ¥(T") eine Achse fiir ¢. Aus
(d) erhalten wir ¢ (I') =T, also ¢ € Gr. Dies zeigt (d)). Kombinieren wir dies mit
(a) und (b)) folgt der Satz. OJ

I11.6.8. Korollar. Sind M und N zwei kompakte zusammenhdngende Mannigfal-
tigkeiten und m (M) # 0 # m(N), dann existiert auf M x N keine Riemannsche
Metrik mit negativer Schnittkrimmung, K < 0.

BEWEIS. Sind a € m (M) und b € 7 (N) nicht trivial, dann erzeugen diese
eine abelsche Untergruppe in m(M x N) = m (M) x m(N), die nicht zyklisch
ist. Das Korollar folgt daher aus Satz [[T11.6.7] O

(a3

45Kombinieren wir (a) mit (]EI) so erhalten wir erneut die Torsionsfreiheit von 71 (M)
Deck(M). In Korollar [II1.6.4] wurde dies unter schwécheren Voraussetzungen bewiesen.
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Fir x € R setzen wir

\/LE sin(v/kt) falls k > 0,
sn(t) == qt falls k = 0,
\/L:{ sinh(y/—xt) falls k <0,
und
cos(y/Kt) falls k > 0,
cng(t) =<1 falls k = 0,
cosh(y/—kt) falls k < 0.
Beachte sn (t) = cn,(t) und cnl (t) = —rsn,(t), die Funktionen sn, und cn,
16sen daher die Jacobigleichung
F'(t) + s f(t) =

mit Anfangsbedingungen f(0) = 0 und f/(0) =1 bzw. f(0) = 1 und f/'(0) = 0.

111.6.9. Bemerkung. Ist M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter
Schnittkrimmung K = x und X ein Jacobifeld ldngs einer nach Bogenlénge
parametrisierten Geodéte ¢ mit X(0) = 0 und (Vp,X)(0) L ¢(0), dann gilt
| X (t)] = |(Va,X)(0)]sn(t), siche Beispiel [I1.5.260 TODO: X = cn,()V(t) +
sn, (t)W () wobei Vi,V =0 = V,, W.

Fiir die folgenden Vergleichstheoreme von Rauch siehe [20, Theorem 1X.2.1]
oder [7, Theorem 4.5.1].

IT11.6.10. Satz (Rauch). Es sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Schnitt-
krimmung K < k, k € R. Weiters sei ¢ : [0,b] — M eine nach Bogenlinge
parametrisierte Geoddite und b < 7/+/k falls k > 0. Schlieflich sei X ein Jaco-
bifeld lings ¢ mit X(0) = 0 und (Vs X)(0) L (0). Dann ist | X|/sn, monoton
wachsend auf (0,b) und

(X ()] = [(Va, X)(0)[sns(t), ¢ €0,0].

BEWEIS. O.B.d.A. sei (V5,X)(0) # 0 und daher X(¢) # 0 fir kleine ¢t >
0. Es sei 0 < 7 < b so, dass X auf dem Intervall (0,7) nicht verschwindet.
Nach Voraussetzung ist dann auch sn, > 0 auf (0,7). Auf (0,7) gilt | X| =
| X 71X, Vs, X) und wegen der Jacobigleichung Vj, Vs, X + Rx ~c = 0 daher

X" + K|X| = [ X[V, X[ + (X, V3, Va X)) — [X| 73X, V5, X)? + 5l X|
X7 (WP = (R, X)) +1XT7 (IXP Vo, XP = (X, ¥, X)) 20

J/

-~

>O >0

Fiir die Abschétzungen haben wir die Cauchy—Schwarz Ungleichung, K < k sowie
X(t) L (t) verwendet, siche Lemma |I11.5.17| Daraus erhalten wir

(IX] sn, —|X|en,) = (|X]" + &[X])sn, >0 auf (0,7).
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Da lim;_,o (| X|"sn, —|X| cn,) (¢) = 0 folgt
| X|"sn, —|X|en, >0 auf (0,7),
und dann
(1X]/sn.) = sn2(|X| sn, —|X|en,) >0 auf (0,7).
Somit ist | X|/sn, auf dem Intervall (0, 7) monoton wachsend. Da

lim (| X |/ sn,) () = [(Vs, X)(0)], (I11.85)

t—0

erhalten wir schlielich

(X ()] = [(Va, X)(0)sn(t),  t€]0,7].

Daraus folgt nun auch, dass X auf (0, b) keine Nullstelle besitzen kann, die obigen
Uberlegungen bleiben daher fiir 7 = b richtig. O

IT1.6.11. Satz (Rauch). Es sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Schnitt-
krimmung p < K, p € R. Weiters sei ¢ : [0,b] — M eine nach Bogenlinge para-
metrisierte Geodite, sodass kein t € (0,0) konjugiert zu 0 ldngs c ist. Schlieflich
sei X ein Jacobifeld lings ¢ mit X(0) = 0 und (Vy,X)(0) L (0). Dann ist
| X/ sn, monoton fallend auf (0,0) und

(X (@) < [(Va, X)(0)smy(t), ¢ €]0,0].

BeEwEeIs. O.B.d.A. diirfen wir (Vy,X)(0) # 0 annehmen, denn andernfalls gilt
X =0.Seinm0<7<bund 7 < 7/\/p falls p > 0. Dann gilt sn, > 0 auf
(0,7]. Auch besitzt X auf (0,7] keine Nullstelle, denn nach Voraussetzung ist
kein ¢t € (0,b) konjugiert zu 0 ldngs c. Es bezeichne I die Indexform von ¢l -,
vgl. Definition Nach Korollar ist I positiv semidefinit, denn nach
Voraussetzung ist kein ¢ € (0, 7) konjugiert zu 0 ldngs c. Fiir jedes Y € I'(¢*T'M)
mit Y (0) = 0 und Y (7) = X (7) folgt mittels Lemma

0<I(Y - X,Y — X)

< I(
=I1(YV,Y) - 2I(X,Y)+ I(X, X)
=I(Y,Y) = 2(Va, X, V)| + (Vo X, X)|;
=1(Y,Y) — (Vo X, X)(7).

Ist dariiber hinaus Y L ¢/, dann liefert dies

(Va, X, X) (1) < I(Y,Y) = / Vo, Y|? — (RuyY,d)dt < / Vo, Y|? — p|Y|2dt.
0 0
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Es bezeichne Z das parallele Vektorfeld lings ¢ mit Z(7) = X (7). Wenden wir
obige Abschétzung auf Y (t) :=sn,(t)Z(t)/sn,(7) an, so erhalten wir

(Vo, X, X) (1) < —ligzz‘; /T cni(t) — psnz(t)dt
@R X @R eny ()
- Sn%(T) ( p(t) p(t)) 0 Snp(T) ’

denn Y(0) = 0, Y(7) = X(r), Y(t) L (1), [Y(£)> = su2(t)|X(7)|>/ su(7),
(Vo Y)(t) = cn,(8)Z(t)/sm,(r) wnd [(Va,Y)(®)]* = eng(t)[X (r)*/sny(7). Da
X| = |X|7H{V5,X, X), folgt

(1X]"sn, —|X]en,)(r) <0
und somit
(1X1/sn,) (1) = sn, %(7) (| X[ sn, —| X | en, ) () < 0.
Beachte, dass dies fiir alle kleineren 7 richtig bleibt, es gilt daher
(|X|/Snp)/ <0 auf (0, 7].

Somit ist | X'|/sn, auf dem Intervall (0, 7] monoton fallend. Zusammen mit ([[II.85))
folgt

(X (@) < [(Va, X)(0)]sny(t),  t€[0,7].

Da X auf (0,b) keine Nullstelle besitzt, sehen wir nun, dass auch sn, auf (0, b)
nicht verschwinden kann. Obige Uberlegungen bleiben daher fiir 7 = b richtig. [

I11.6.12. Korollar (Rauch). Es sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit
Schnittkrimmung p < K < k, p,k € R. Weiters sei x € M, £ € T,M, | =1
und t > 0 so, dass exp,(t§) definiert ist. Im Fall k > 0 sei dariber hinaus
t < w/\/k. Dann gilt fiir alle 0 # w € ¢ C T,M

snlt) _ [Tieexp, | _ suy()
t - |w] -t

(I11.86)

Beweis. Nach Korollar ist X (t) := T} exp, -(tw) ein Jacobifeld langs
der Geodéten c(t) := exp, (t£) mit X (0) = 0 und (V5,X)(0) = w. Aus Satz[[11.6.10)
erhalten wir die Abschétzung nach unten in . Diese bleibt fiir kleinere ¢
richtig und zeigt daher, dass kein s € (0,t) konjugiert zu 0 lidngs c ist, vgl. Korol-
lar [[T1.5.23] Somit ist Satz anwendbar und dieser liefert die Abschétzung
nach oben in ([11.86]). O
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II1.7. Volumsvergleich. Wir wollen in diesem Abschnitt das Volumen von
Sphéren und Béllen in M mit dem Volumen von Sphéaren und Béllen in kon-
stant gekriimmten Mannigfaltigkeiten vergleichen. Wir bezeichnen die sogenann-
ten Raumformen mit

runde Sphére mit Schnittkrimmung K = & falls k > 0
(M7, gx) := { Euklidische Ebene mit der Standardmetrik falls k =0
Hyperbolische Raum mit Schnittkriimmung K =« falls Kk <0

II1.7.1. Bemerkung. Es sei z € M} und exp, : T,M — M} die Exponential-
abbildung. Weiters sei 7 > 0 und r < 7/y/k falls k > 0. Nach Korollar [IT1.5.21

und Beispiel [[11.5.26| (oder Korollar [[11.6.12)) haben wir

sn? (r)

(exp, |5,(0)) "gx = 9. (I1L.87)

r2

wobei g die von g, auf S.(0) C T, M induzierte Metrik bezeichnet. Die Sphére

52" (z) ist daher zur Euklidischen Sphéren mit Radius sn,(r) isometrisch, denn
Multiplikation mit sn,(r)/r liefert einen Diffeomorphismus ¢ : T, M — T, M mit

©(5:(0)) = Sen,.(r(0) und @*gy = s12() 0. Beachte, dass dies unabhiingig vom

r2

Mittelpunkt x € M7 gilt. Fiir das Volumen der Sphéren mit Radius 7 in M} folgt

n/2
Vol (SM=) = ?Q—) sn”t(r). (IT1.88)

Mittels Lemma unten erhalten wir fiir das Volumen der abgeschlossenen
Bille mit Radius r in M},

|3

n 22 [T
Vol(DY#) = —— / sn~!(p)dp. (I11.89)
I'(3) Jo
I11.7.2. Lemma. FEs sei M eine orientierte geschlossene Mannigfaltigkeit und g

eine Riemannsche Metrik auf [a,b] x M. Firt € [a,b] bezeichne M, die Teilman-

nigfaltigkeit {t} x M C [a,b] x M wversehen mit der von g induzierten Riemann-
schen Metrik. Weiters sei |0;] = 1 und 0, L My. Dann gilt

Vol([a,b] x M) = /bVol(Mt)dt.

BEWEIS. Es bezeichne ¢; : My — [a,b] x M die kanonische Inklusion, ¢,(z) :=
(t,z). Bezeichnet voly 4« die Volumsform von g, dann gilt fiir die Volumsform
von M;,

¥ -
VOlMt = ['t Zat VOl[a,b]xMa
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denn |0;] =1 und 9; L M;. Aus dem Satz von Fubini erhalten wir daher

Vol([a,b] x M) = VOl[q b x M
[a,b]x M

b b b
- / ( / L;z'atvol[a,b]xMﬁt: / ( / volMt)dt: / Vol(M,)dt,
a My a My a

wie behauptet. 0

I11.7.3. Lemma. Es seien g und h zwei Riemannsche Metriken auf einer orien-
tierten Mannigfaltigkeit M mit g > h. Dann gilt fir die assozierten Volumsfor-
men vol, > voly,.

BEWEIS. Es sei x € M und A : T,M — T,M eine orientierungsbewarende
lineare Abbildung mit h(X,Y) = g(AX, AY), XY € T,M. Nach Vorausset-
zung gilt [AX|* = g(AX, AX) = h(X,X) < ¢g(X,X) = |X]%. Somit sind alle
Eigenwerte von A betragsméflig kleiner oder gleich 1 und damit det A < 1. Ist
é1,...,€e, eine positiv orientierte h-Orthonormalbasis, dann bildet Aeq, ..., Ae,
eine positiv orientierte g-Orthonormalbasis und wir erhalten

voly(eq, ..., e,) =1 =voly(Aey, ..., Ae,)
= det(A) voly(e1, ..., e,) <voly(er,...,en),
also vol;, < voly. O

IT1.7.4. Korollar (Giinther). Fs sei M eine Riemannsche n-Mannigfaltigkeit
mat Schnittkrimmung K < k, k € R. Weiters set x € M und R > 0, sodass die
Ezxponentialabbildung exp, : T,M — M auf dem Euklidischen Ball Bg(0) C T, M
ein Diffeomorphismus ist, und 0 < r < R. Fiir das Volumen der Sphdre bzw. des
abgeschlossnen Balls in M mit Radius r und Mittelpunkt x gilt dann, vgl.

bzw. (I11.89),
vol(S,(x)) > vol(S™*) und vol(D,(x)) > vol(D¥r).
BEWEIS. Es bezeichne g die Riemannsche Metrik auf M. Fiir die Riemann-
metrik § := (exp, |s,(0))*g auf S,(0) C T, M gilt nach Korollar [[11.6.12

o sng(r) .

wobei gy die von ¢ auf T, M induzierte Euklidische Metrik bezeichnet. Fiir die
damit assozierten Volumsformen auf S, (0) folgt aus Lemma [[11.7.3

volz > volj, .

Nach Konstruktion ist (5,(0),g) = (S,(z), g), und nach Bemerkung [[11.7.1] auch
(5,(0), ) = (S°™, g,.). Wir erhalten somit

Vol(S,(z)) = Vol(S,(0),§) > Vol(S,(0), §.) = Vol(SMx).
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Die Abschétzung fiir das Volumen das abgeschlossenen Balls folgt nun aus Lem-
ma [[I1.7.2] denn das radiale Vektorfeld 0, ist normiert und steht orthogonal auf
Sr(z). O

II1.7.5. Bemerkung. Vollig analog lassen sich unter der Voraussetzung p < K
die Abschéatzungen

vol(S,(z)) < vol(S,") und vol(D,(z)) < vol(Dy?).

herleiten. Wir werden jedoch ein stirkeres Resultat zeigen, siehe Satz
unten.

I11.7.6. Lemma. FEs sei f:(0,b) — R" glatt und k € R, sodass
f"+rf <0,

limy o f(t) = 0 und lim;_o f'(t) = 1. Dann hat sn,, auf dem Intervall (0,b) keine
Nullstelle, dh. im Fall k > 0 muss b < w/\/k gelten, f/sn, ist monoton fallend
auf (0,b) und lim;_,o(f/sn,)(t) = 1. Insbesondere gilt daher f < sn, auf (0,b).

BEWEIS. Aus sn/ = —ssn, und sn,, > 0 erhalten wir
(f'sn, —fonl) = (f" + kf)sn, <0,
also ist f’sn, — f sn/, monoton fallend. Da limy_,o(f’sn, — f sn,)(¢) = 0, folgt
f'sn,—fsn. <0 auf (0,b).
Sei nun 0 < 7 < b mit sny |-y > 0. Aus der vorangehenden Ungleichung folgt

(f/ sn,{)/ =sn,.*(f'sn, —fsny,) <0,

also ist f/sn, auf (0,7) monoton fallend. Da auch

limM = lim () =lim f'(t) = 1,

t—0 snﬂ(t) 150 sn; (t) t—0

erhalten wir f/sn, <1, dh. f <sn,, auf (0,7). Daraus folgt nun auch, dass sn,
auf (0,0) nicht verschwinden kann, denn f wurde positiv vorausgesetzt. Somit
bleiben obige Uberlegungen fiir 7 = b richtig und das Lemma ist bewiesen.  [J

I11.7.7. Lemma (Heintze und Karcher). Es sei M eine Riemannsche n-Mannig-
faltigkeit, ¢ eine Geoddte in M und X1, ..., X,_1 Jacobifelder lings ¢ mit X; L ¢
und X;(0) = 0. Dann geniigt die Funktion

F(8) = vol (1), X1(1), ..., X1 (£)) /"7
der Differentialungleichung
Ric(d, )
" Y
A n—1

auf jedem Intervall der Form (0,0) auf dem f definiert und positiv ist.

[<0,
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BeEwEIS. Wir folgen dem Beweis in |20, Beweis von Theorem II1.4.3], siche
auch [21], Section 7.1] oder Es sei b > 0 so, dass f auf (0,b) positiv ist. Auf diesem
Intervall sind die Jacobifelder X; daher linear unabhéngig. Da Vj, X; normal auf
¢ steht, konnen wir eine Kurve von (n — 1) x (n — 1) Matrizen A(t) wie folgt
definieren Vy, X; = Z;l:_ll AJX;. Dann gilt

1

nz:vol X1, Ve, Xy, X)) tr(A)f
T n—1 vol(¢, X1,..., Xy 1) T n—1"
und somit Ay "

p tr(A tr(A

/ _n—1f+(n—1)2f‘

Wir definieren eine weitere Kurve von (n — 1) x (n — 1) Matrizen R(t) durch
Ry, oc =300 ' R/ X;. Beachte tr(R) = Ric(c, ). Aus der Jacobigleichung fiir
X, erhalten wir
AN+A+R=0.
Anwenden der Spur liefert
tr(A) + tr(A?) + Ric(d, ) = 0,

und daher
Rlc(c c) tr(A)? — (n — 1) tr(A?)

f// + f . (n — 1)2

Beachte, dass tr(A*B) ein inneres Produkt auf dem Vektorraum der Matrizen
definiert, die Cauchy—Schwarz Ungleichung lautet tr(A*B)? < tr(A*A) tr(B*B).
Ist A die Einheitsmatrix so erhalten wir

tr(B)? < (n — 1) tr(B*B). (I11.91)

Wir werden unten zeigen, dass zu jedem ¢t € (0,b) eine invertierbare Matrix
S existiert, sodass ST'A(#)S symmetrisch ist. Da die rechte Seite von (II1.90)
invariant unter Konjugation ist, folgt der Satz dann durch Kombination von

(II1.90) mit (III.91])).

Aufgrund der Symmetrien des Riemannschen Kriimmungstensors gilt

f (I11.90)

((Va, Xi, X;) — (X3, Vo, X)) = (V,Via, X, X;) — (X3, Vg, Vi, X;)
= —(Ryx, ¢, X;) + (Xi, RX],,C/C/> =0,
also ist der Ausdruck (Vs X;, X;) — (X;, Vy, X;) konstant. Da X;(0) = 0, folgt
(Va, Xi, X;) = (X, Vs, X;). (I11.92)

Sei nun ¢ € (0,b) fix und Zy,. .., Z,_; eine Orthonormalbasis von (¢)*. Weiters
bezeichne G die durch X;(t) = Zn ' G7Z; definierte (n—1) x (n—1) Matrix. Aus

(IL.92)) folgt A(t)GG* = GG*A(t)*, fiir die symmetrische Matrix S := (GG*)'/?
gilt daher 5 1A( 1S = (S~IA()S)". O
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IT1.7.8. Satz (Bishop). Es sei M eine Riemannsche n-Mannigfaltigkeit mit Ric-
cikrimmung Ric > (n — 1)p. Weiters sei v € M und R > 0, sodass die Ex-
ponentialabbildung exp, : T,M — M auf dem Euklidischen Ball Bg(0) C T, M
ein Diffeomorphismus ist. Fir das Volumen der Sphdre bzw. des abgeschlossnen

Balls in M mit Radius 0 < r < R und Mittelpunkt x gilt dann, vgl. ({[11.88]) bzw.
(LIL.89)),
vol(S,(z)) < vol(S™) wnd vol(D,(z)) < vol(Dr").

BEWEIS. Es sei £ € T,M mit [£| = 1 und wy,...,w,_; eine positiv positiv
orientierte Orthonormalbasis von ¢+ C T, M. Dann ist ¢(t) := exp,(t£) eine nach
Bogenlénge parametrisierte Geodéte und X;(t) := Ty exp, -tw; Jacobifelder lings
¢ mit X;(0) = 0 und (Vy,X;)(0) = w;. Solange

f(t) = VOl(Cl(t), X1 (t), . ,anl(t))l/(nil)
positiv ist gilt nach Lemma und der Abschétzung fiir die Riccikriimmung

P 4of < s RGO
-

Weiters ist f(0) = 0 und lim;_,o f'(¢) = 1. Aus Lemmal|lII.7.6/folgt daher f < sn,.

Betrachte nun die beiden Metrik § := (exp¥)*g und g, := (expiﬁp)*gp auf
T.M = T,M7. Nach obigen Betrachtungen folgt Volg'"(o) < Volgg(o) fiir die in-
duzierten Volumsformen auf den Euklidischen Sphéren S,.(0) C T,M. Mittels
Integration erhalten wir vol(SM(x)) < Vol(SiMI 2) und aus Lemma [[11.7.2] dann

auch die zweite Abschétzung. |

f<0.

II1.8. Distanzvergleich. In diesem Abschnitt werden wir zwei Versionen
des Satzes von Toponogov beweisen, siche Satz und Korollar un-
ten. Diese Resultate vergleichen Seitenldngen und Winkel von Dreiecken in M mit
entsprechenden Seitenldngen und Winkeln von Vergleichsdreiecken in den kon-
stant gekriimmten Raumformen M unter der Voraussetzung, dass die Schnitt-
kriimmung von M nach unten durch s beschriankt ist. Der Beweis den wir hier
wiedergeben werden geht auf Karcher zuriick, siehe [22] oder [19] Section 11.2].

Unter einem Dreteck in M verstehen wir drei Punkte die durch drei minma-
le Geodéten miteinander verbunden sind. Unter einem Vergleichsdreieck in M},
verstehen wir jedes Dreieck in M}, das die gleichen Seitenléngen besitzt. Unter
einem Gelenk in M verstehen wir drei Punkte A, C, B zusammen mit zwei mini-
malen Geodéten (den Schenkeln) von C' nach A bzw. B. Unter dem Winkel eines
Gelenks verstehen wir den Winkel den die beiden Schenkel bei C' einschliefien.
Unter einem Vergleichsgelenk in M verstehen wir jedes Gelenk in M7, das den
gleichen Winkel einschliefit und die gleichen Schenkelléngen besitzt.

IT1.8.1. Lemma (Existenz von Vergleichsdreiecken und Gelenken). Es sei M
eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Schnittkrimmung K > K,
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k € R. Dann ezistiert zu jedem Dreieck in M ein Vergleichsdreieck in M, und
zu jedem Gelenk in M ezistiert ein Vergleichsgelenk in M.

BEWEIS. Betrachte ein Gelenk in M mit Eckpunkten A, B, C', Schenkellangen
a, b und Winkel 7. Wir wihlen einen beliebigen Punkt C' € M7 und zwei nach
Bogenlidnge parametrisierte Geoddten & und 3 die bei C' einen Winkel v ein-
schlieBen, dh. (& (0), 3(0)) = cos~. Setzen wir A := 3(b) und B := é(a), dann
bilden die drei Punkte A, C', B zusammen mit diesen Geoditen das gesuchte Ver-
gleichsgelenk, denn

d(C,A)=b und d(C,B)=ua.
Fiir k < 0 sind die letzten beiden Relationen offensichtlich, da jede Geodéte in M
minimal ist. Im Fall £ > 0 folgen sie aus dem Satz von Myers, siehe Satz[[I1.5.11]
denn dieser impliziert a,b < diam(M) < 7//k = diam(M?).

Um auch die Existenz von Vergleichsdreiecken zu zeigen, seien nun A, B, C'
die drei Eckpunkte eines Dreiecks in M mit Seitenldngen a, b, ¢ und o.B.d.A.
a > b. Wie im ersten Teil des Beweises erhalten wir zwei Punkte C und B in
M?” mit d(C', B) = a, wobei im Fall x > 0 wieder der Satz von Myers eingeht. Es
bezeichne S C M die Sphére mit Mittelpunkt C und Radius b. Offensichtlich
geniigt es zu zeigen, dass A € S mit d(fl, B) = c¢ existiert. Da a > b schneidet
S die minimale Geodite von B nach C, wir erhalten somit Punkte auf S, die
von B einen Abstand kleiner als ¢ haben, denn die drei Seitenléingen geniigen der
Dreiecksungleichung,

a=d(C,B) < d(C,A)+d(A,B) =b+ec.

Aus Satz [[I1.8.11] unten folgt, dass es auf S auch Punkte gibt, die von B eine
Abstand gréfler als ¢ haben. Aus Stetigkeitsgriinden muss es daher auch einen
Punkt A € S geben, der d(A, B) = c erfiillt. O

I11.8.2. Bemerkung. Vergleichsgelenke sind im wesentlichen eindeutig, dh. je
zwei Gelenke in M” mit gleichem Winkel und gleichen Schenkelldngen koénnen
durch eine Isometrie von M aufeinander abgebildet werden. Fiir Vergleichsdrei-
ecke ist die Situation ein wenig komplizierter. Zu zwei Dreiecken mit gleichen
Seitenldgen in M existiert zwar eine Isometrie, die die Eckpunkte aufeinander
abbildet, ist jedoch £ > 0 und ist eine Seiteldnge gleich 7/+/k, dann kann die Iso-
metrie im allgemeinen nicht so gew#hlt werden, dass auch alle Seiten aufeinander
abgebildet werden.

Es wird sich als hilfreich erweisen die Distanz mit folgender Funktion zu mo-
difizieren:

mMM%A%m@ﬁ—{

Beachte die offensichtlichen Relationen

md’ =sn, und md! +xmd, =cn,+rxmd, = 1. (I11.94)

(1 —cng(r)) falls  #0,

111.93
r? falls k = 0. ( )

N|= X =
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IT1.8.3. Proposition (Kosinussatz). Sind a, b, ¢ die Seitenlingen eines Dreiecks
in M7 und bezeichnet vy den der Seite c gegeniiberliegenden Winkel, dann gilt

md,,(c) = md,(a — b) + sn.(a) sn.(b) (1 — cos 7). (I11.95)
In anderen Worten,
& =a®>+b* — 2abcos~y
cos(v/kc) = cos(v/ka) cos(v/kb) + sin(v/ka) sin(+/kb) cos y (I11.96)
cosh(~/]|c) = cosh(y/|k|a) cosh(~y/]k|b) — sinh(y/|x|a) sinh(y/|x[b) cos
in den Fillen k =0, k > 0 bzw. k < 0.

BEWEIS. Es bezeichnen A, B und C' die Eckpunkte des Dreiecks, die den
Seiten a, b, ¢ gegeniiber liegen. Weiters sei r : M — R, r(z) := d(A, z) und

f:M! — R, f(z) == md,(r(x)) = md,(d(A, x)).
Beachte, dass f auf ganz M glatt ist. Es gilt
df = (md/, or)dr = (sn, or)dr (I11.97)
und daher, siehe auch ([I1.94),
H(f) = Vdf = V((sn,or)dr) = (sn, or)Vdr + (cn, or)dr ® dr
= (sn, or)H(r) + (cn, or)dr ® dr = (engor)g = (1 — kf)g. (II1.98)

Dabei haben wir 1L of
H(r)=—= (g—dr@dr)

sn,, or

verwendet, was sofort aus Proposition und Beispiel folgt.

Sei nun o eine nach Bogenldnge parametrisierte Geodéte, |o’| = 1, von o(0) =
C nach o(a) = B. Die Funktion

p(t) == f(o(t)) = md(d(A,o(t)))
erfiillt ¢’ = df (¢’) und wegen auch
" = (Vdf)(c',0") — df (V,0")
= H(f)(0',0') = (1= &(foa))g(d',0") =1~ e,
denn Vj,0' = 0 und |o’| = 1. Dieses ¢ geniigt daher der Differentialgleichung

O+ Kkp =1.

Nach (II1.94]) stellt md,; eine spezielle Losung dieser Differentialgleichung dar. Da
sn, und cn, eine Basis der Losungen des homogenen Systems ¢” + k¢ = 0 bilden,
muss ¢ die Gestalt

©(t) = md,(t) + Cpeng(t) + Cp sny(t)
haben, mit Integrationskonstanten
Co = ¢(0) =md,(d(A,c(0))) = md,(d(A,C)) = md,(b)
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und, siehe ([11.97]),

C1 = ¢'(0) = df (' (0)) = sn,(r(c(0)))dr(o’(0)) = snx(b)dr(o’(0))
= sn,(b)(Vr,a'(0)) = sn,(b)|Vr||e’(0)] cos(m — ) = — sn,(b) cos .

Da ¢(a) = md,(d(A,o(a))) = md,(d(A, B)) = md,(c) erhalten wir somit

md,(c) = md,(a) + cn,(a) md,(b) — sn,(a) sn.(b) cosy (I11.99)
Mit ([I1.93) folgt daraus sofort ([I1.96]). Kombinieren wir ([I1.99)) mit
md,(a — b) = md,(a) + cn,(a) md,(b) — sn,(a)sn,(b) (II1.100)

dann folgt auch . Um die letzte Gleichung zu verifizieren geniigt es zu
beobachten, dass die Funktion a — md, (a —b) — md,(a) der Differentialgleichung
¢" + kp = 0 geniigt und daher von der Form a — Djcn,(a) + D;sng(a) sein
muss. Betrachten wir Wert und Ableitung bei a = 0 erhalten wir Dy = md,(—b) =

md, (b) und D; = sn,(—b) = —sn,(b), also (L11.100)). O

I11.8.4. Definition ([19], Section 9.3]). Es sei f : M — R stetig, x € M und
B € S*TM eine symmetrische Bilinearform. Wir schreiben H(f)(z) > B im
Sinn der Trdger, falls zu jedem € > 0 eine lokal um x definierte glatte Funktion
f- existiert fiir die die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

(a) fe(z) = f(2)

(b) f- < f in einer Umgebung von x
(c) H(f)(x) = B —ega
Analog schreiben wir H(f) < B falls H(—f) > —B.

IT1.8.5. Bemerkung. Ist H(f)(x) > B im Sinn der Tréger, und A > 0, dann gilt
auch H(A\f)(z) > AB im Sinn der Trager. Gilt H(f,)(z) > By und H(f2)(x) > Bs
im Sinn der Tréger, dann auch H(f; + f2)(x) > By + Bs.

I11.8.6. Bemerkung. Ist f eine C? Funktion, und bezeichnet B die Hessesche
von f bei z, dann gilt B < H(f)(z) < B im Sinn der Tréger.

I11.8.7. Lemma. Es sei f : M — R stetig, B € T'(S?*T*M) und H(f) > B im
Sinn der Trager, dh. H(f)(x) > B(z), fir alle x € M. Fiir jede Geoddte o in M
gilt dann (f o 0)" > B(o’,0") im Sinn der Trdger.

BEWEIS. Sind f. wie in Definition [[T.8.4] dann gilt
(fe00)" = Vo (df-(0)) = (Vdf:) (0", 0") = df.(Va,0")
= H(f.)(o',0") > B(d',d') — eld’)?,

wobei im letzten Gleichheitszeichen die Geodétengleichung Vg, o' = 0 eingegangen
ist. Dies zeigt, dass f. o o geeignete Tragerfunktionen fiir f o o bilden. O
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IT1.8.8. Bemerkung. Ist f: M — R stetig und H(f) > 0 im Sinn der Tréger,
dann ist f konvex, dh. konvex entlang jeder Geodéten in M. Dies folgt aus Lem-
ma [[I1.8.7, denn eine stetige Funktion ¢ : [a,b] — R, fiir die ¢” > 0 im Sinn der

Tréager gilt, muss konvex sein.

IT1.8.9. Lemma. Es sei ¢ : [0,b] — R stetig und " 4+ kb > 0 im Sinn der
Trager, k € R. Ist k > 0 dann setzen wir auch b < 7/\/k voraus. Weiters sei
¥(0) = 0 und es ezistiere ¢¥'(0) > 0. Dann gilt ¢ > 0 auf ganz [0, b)].

BEWEIS. Wir gehen indirekt vor und nehmen an es existiert 0 < by < b mit
¥ (bg) < 0. Durch Addition eines kleinen positiven Vielfachen von md,, diirfen wir
0.B.d.A. ¥" + ki > 0 voraussetzen, denn md” +xmd, = 1 und md.(0) = 0 =
md’ (0). Durch Addition eines kleinen positiven Vielfachen von sn, kénnen wir
weiters ¢'(0) > 0 erreichen, denn sn” +xsn, = 0, sn.(0) = 0 und sn/,(0) = 1. Sei
nun ¢ > 0 so, dass die Funktion s(t) := sn.(t + ) auf [0, by] strikt positiv ist,
etwa € := (b — by)/2. Dann gilt (¢0/s)'(0) = ¢'(0)/s(0) > 0 und daher

(¥/5)(t) > (¢/s)(0) = 0,

fir hinreichend kleine ¢ > 0. Da ¥(by) < 0, existiert eine Stelle ty € (0, by) bei
der die Funktion /s ein lokales Maximum besitzt und ¥ (ty) > 0 gilt.

Da "4+ k1) > 0 im Sinn der Trager, existiert eine glatte Funktion ¢ mit ¢ < 1
in einer Umgebung von tg, ¢(ty) = ¥(tp) und

¢"(to) + Kp(to) > 0. (I11.101)

Auch die Funktion ¢/s besitzt bei ¢y ein lokales Maximum, denn ¢(t)/s(t) <
W(t)/s(t) < ¥(to)/s(te) = &(to)/s(to), fiir ¢ hinreichend nahe bei 5. Somit gilt
(¢/s) (to) = 0 und wegen s” + ks = 0 auch
e — bs "y
0> (6/s)"(t0) = 2 (00) = S ),
ein Widerspruch zu (II1.101). Somit kann ¢ auf [0, b] keine negativen Werte an-
nehmen. Im letzten Schritt sind wir [19, Section 11.2, Seite 345] gefolgt. O

I11.8.10. Lemma. FEs sev M eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit mait
Schnittkrimmung K > k, k € R. Weiters sei A € M, r(z) := d(A, x) und

f:M—R, f(z) :=md(r(z)) = md,(d(4, z)).
Dann gilt H(f) < (1 — kf)g auf ganz M im Sinne der Trdger.

BeEWwEIs. Es ist also H(f)(z) < (1 — kf(x))g. zu zeigen, fiir jedes x € M.
O.B.d.A. diirfen wir # # A annehmen, denn f(A) = 0 und H(f)(A) = 0. Wir
wéhlen eine nach Bogenlinge parametrisierte minimale Geodite o : [0, p] — M
von 0(0) = A nach o(p) = z, dh. p = r(z) = d(A,z) > 0. Wir setzen zunéchst
voraus, dass die Distanzfunktion r bei x glatt ist. Beachte, dass im Fall kK > 0
nach dem Satz von Myers, siche Satz auch p < diam(M) < n/\/k
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gilt. Ist X ein Jacobifeld ldngs o, dass orthogonal auf o steht, dann folgt aus
Proposition [[IL.6.1]

Weiters ist df = d(md,or) = (md/, or)dr = (sn,or)dr, also H(f) = V(df) =
(sn, or)H(r) + (sn’. or)dr @ dr und somit

H(f)(X(t), X(t)) = sn.(t)(Va, X, X)(1),

denn dr(X) = (gradr, X) = (0/, X) = 0. Im Beweis von Satz [[II.6.11| haben wir
die Abschitzung

hergeleitet, wir erhalten somit
H(H(X(1), X (1) < enn(0)| X ()] (111.102)
Schliellich ist

H(f)(o'(t), =) = Vo df = Vo, (sn.(t)dr)
= sn/ (t)dr + sn,(t)Va,dr = cn,(t)g(o'(t), —)

denn o'(t) = grad,(r) und Va,dr = 0 da V0" = 0. Zusammen mit (IL1.102)

erhalten wir
H(f)o(w,w) < eng(r(@))|w]’ = (1 - K f(2))]w]?,
fiir alle w € T, M, siehe auch ([11.94]).

Ist die Distanzfunktion r bei x nicht glatt, dann betrachten wir zu jedem
0 < ¢ < r(x) die Funktion r. : M — R, r.(y) := ¢ + d(o(e),y). Dann gilt
re(z) = r(z), und wegen der Dreiecksungleichung auch r < r. auf ganz M.
Dariiberhinaus ist 7. in einer Umgebung von = glatt. Betrachten wir nun f.(y) :=
md,(r-(y)) = md,(e + d(o(g),y)), dann ist f. in einer Umgebung von z glatt, es
gilt fo(x) = f(z) und f < f. in einer Umgebung von = wegen der Monotonie von
md,.. Um die Hessesche von f. abzuschétzen, betrachten wir 7.(y) := d(o(¢),y)
und f.(y) := md,(7-(y)) = md,(d(c(€),y)). Nach dem ersten Teil des Beweises
gilt

H(f€)<£lj'> < (1 - ’Lif;(x))gm
denn 7. ist bei x glatt. Weiters gilt
H(f.) = (sn,or.)H(r:) + (cn, or.)dr. ® dr.

und analog

H(f.) = (sn, of.)H(7.) + (cn, of.)dF. @ dF-..



I11.8. DISTANZVERGLEICH 199

Da sich r. und 7. nur um eine Konstante unterscheiden ist dr. = dr. und H(r.) =
H(7.). Wir erhalten somit

sng(re(x)) .., =
H(f€>($) - Sn,{(fg(.r))H(fE)(x)
+ (enrde) - SEEER o)) 07 0 47
s (re(z)) F ol
(i) L )
- (onte) = S et 0
= (1 - 5f (@) gz + 5(f(2) = fo(2)) gz
mr=0) Vo7
(snn(fg(x)) 1) (1 f( ))gx
+ <cn,¢(7‘e(x)) — % cn,i(fe(x))) (dF. ® dF.),
Fiir e — 0 konvergieren alle bis auf den ersten Term gegen Null, und wir erhalten
H(f)(x) < (1 —=krf(x))g, im Sinn der Tréger, bei jedem = € M. O

IT1.8.11. Satz (Toponogov, Gelenkversion). Es sei M eine vollstindige Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit mit Schnittkrimmung K > k, k € R. Bezeichnen
A, C, B die Eckpunkte eines Gelenks in M und A,C, B die Eckpunkte eines Ver-
gleichsgelenks in M, dann gilt d(A, B) < d(A, B).

BEWEIS. Es sei 0 nach Bogenlinge parametriesierte Geodite in M, |o'| = 1,
von ¢(0) = C nach o(a) = B, und

©(t) :=md,(d(A,o(t))).
Analog sei ¢ nach Bogenlénge parametrisierte Geodate in M7, || = 1 von 6(0) =

C nach ¢(a) = B, und

(1) = md,.(d(4,5(t))).
Es geniigt zu zeigen, dass die Differenz

P(t) = (t) = (1)

) —
nicht negativ wird, denn dann folgt 0 < ¢(a) = @(a) —p(a) = md,(d (A, 5(a)))—
md,(d(A, o(a))) = md.(d(A, B)) — md.(d(A, B)), und dann d(A, B) < d(A, B)
wegen der Monotonie von md,.
Im Beweis von Proposition [[II.8.3 haben wir ¢” + k@ = 1 gezeigt. Aus Lem-
a [[11.8.10] und Lemma [[11.8.7] folgt ¢” + ke < 1 im Sinn der Tréger. Fiir die
Differenz v = ¢ — ¢ erhalten wir daher, vgl. Bemerkung [[11.8.5]

" + k1) >0 im Sinn der Triger.
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Weiters gilt
$(0) = ¢(0) — ¢(0) = md,(d(A, C)) — md,(d(A,C)) =0

und, wie im Beweis von Proposition

P'(0) = @'(0) — ©'(0) = —sn(b) cosy + sn,(b) cosy = 0. (II1.103)
Der Satz folgt nun aus Lemma [[11.8.9] Die Relation (III1.103]) gilt zundchst nur,
falls o und ¢ bei 0 glatt sind. Im allgemeinen Fall konnen wir durch eine kleine

Modifikation von A erreichen, dass dies zutrifft, der Satz folgt dann aus Stetig-
keitsgriinden. ([l

IT11.8.12. Korollar (Toponogov, Dreiecksversion). Es sei M eine vollstindige
Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Schnittkrimmung K > k. Betrachten wir ein
beliebiges Dreieck in M, dann sind seine inneren Winkel mindestens so gross wie
die entsprechenden inneren Winkel jedes Vergleichsdreiecks in M.

BEWEIS. Es bezeichnen A, B, C die Eckpunkte eines Dreiecks in M und ~
den Winkel bei C. Weiters seien A, B, C die Eckpunkte eines Vergleichsdreiecks
in M" und 4 der Winkel bei C'. Aus Symmetriegriinden geniigt es 4 < v zu zeigen.
Wir fassen (A, C, B) als Gelenk auf und wihlen ein Vergleichsgelenk (A, C, B)
in M. Nach Satz gilt d(A, B) = d(A, B) < d(A, B). Aus folgt
daher 7y <7 =~. OJ

II1.9. Aufgaben zu Kapitel [T}

45. Aufgabe. Es sei V eine torsionsfreie Konnexion auf T'M. Zeige
k
(da)<X07 s 7Xl€) = Z(_l)’L(v?{fT*M&)(XOa s 7€a s 7Xk)
i=0
fir @ € QF(M) und X; € X(M), wobei VA*T™M die induzierte Konnexion auf
AFT* M bezeichnet. Daher ist da € QF(M) gerade die Schiefsymmetrisierung von
Va e I'(T*M @ A*T*M).
46. Aufgabe. Ist e;,...,e, ein lokaler Rahmen, und bezeichnet e, ..., e" den
dualen Korahmen, ¢’(e;) = &}, dann gilt fiir jedes v € QF (M),
do = Zei A Vea.
i=1
47. Aufgabe. Verifiziere, dass die rechte Seite von ([I1.9) unabhéngig von der
Basis X,Y von £ C T, M ist.
48. Aufgabe. Verifiziere ([11.13)).

49. Aufgabe. Zeige, dass auf S? keine Riemannsche Metrik mit K < 0 existiert.
Zeige weiters, dass auf T? = S x S! keine Riemannsche Metrik mit K < 0 und
auch keine mit K > 0 existiert. Hinweis: Verwende die Formel von Gaufl—Bonnet,

siehe ([[I1.10]).
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50. Aufgabe. Verifiziere ([11.12). Hinweis: Verwende
(X,Y]=VxY — VyX sowie X -g(Y,Z) =g(VxY,Z)+ g(Y,VxZ).

51. Aufgabe. Zeige, dass der Laplace-Beltrami Operator auf C>(M) = Q°(M)
mit dem Laplace aus Proposition IH.1.13 iibereinstimmt. Leite auch folgende
Koordinatendarstellung her,

1 < o O f :
Af = _ﬁ Z %(\/ggﬁ%) — _Zgj(‘?ujaui + Terme 1. Ordnung in f,
i,j=1 ,J

wobei /g := det(g,;), siche Bemerkung [I11.1.16| und auch [7, Section 2.1].

52. Aufgabe. Zeige, dass die Definition der Lénge stiickweiser glatter Kurven
unabhéingig von der verwendeten Unterteilung ist, siehe (IIL40]). Zeige, dass die
Lange stiickweise glatter Kurven invariant unter Reparametrisierung mit stiick-
weise glatten Homoomorphismen ist. Zeige auch, dass zu jeder stiickweise glatten
Kurve ¢ : I — M ein glatter Homéomorphismus ¢ : I — [ existiert, sodass
cog: I — M glatt ist. Hinweis: Fiir die letzte Behauptung reparametrisiere mit
glatten Homoéomorphismen ¢ : [t;_1,t;] — [t;_1,t;], die platt an den Randpunkten
sind, dh. ¢ (t;_1) = 0 = ¢ (¢,), fiir alle k € N.

53. Aufgabe. Es sei (M, g) eine Riemannsche Manigfaltigkeit und U C M offen.
Es bezeichne h die von g auf U induzierte Riemannsche Metrik. Zeige, dass die
von h indzuierte Metrik dj auf U i.A. nicht mit der Einschriankung der von g auf
M induzierten Metrik d, iibereinstimmt. Hinweis. Betrachte M = R? mit der
standard Riemannmetrik ¢ = dz ® dx + dy ® dy und U C R? eine geeignete nicht
konvexe Teilmenge.

54. Aufgabe. Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Zeige, dass ei-
ne glatte Funktion f : M — (0,00) existiert, sodass die Riemannmetrik fg
vollsténdig ist.

55. Aufgabe. Es sei M eine zusmmenhéngende Mannigfaltigkeit. Zeige, dass
je zwei Punkt durch eine (stiickweise) glatte Kurve verbunden werden kénnen.
Hinweis: Fiir fixes x € M betrachte die Menge der Punkte, die mit x durch eine
stiickweise glatte Kurve verbunden werden konnen. Zeige, dass diese Menge offen
und abgeschlossen ist.

56. Aufgabe. Gib einen Beweis vom Satz in [3 Abschnitt 2.11] analog zum
Beweis von Satz|[11.3.14] Details finden sich etwa in |10}, Section 3.7] oder [2 §8].

57. Aufgabe. Es sei m : E — M ein Euklidisches Vektorbiindel und U eine
Umgebung des Nullschnitts M C E. Zeige, dass eine glatte Funktion ¢ : M —
(0, 00) existiert, sodass {{ € E : [¢] < e(w(§))} C U. Hinweis. Zeige dies zunéchst
lokal in M und verwende dann eine Partition der Eins um die globale Aussage
zu erhalten.
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58. Aufgabe. Es sei (M, g) eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit und
A M — (0,00) glatt. Fiir die Volumsform der Riemannmetrik Ag zeige voly, =
A2 vol,.

59. Aufgabe. Nicht vollstindige Riemannfliiche in R® mit K = —1.
60. Aufgabe. Jedes orientierbare Vektorbiindel iiber S* ist trivialisierbar.

61. Aufgabe. Es sei p: X — X eine Uberlagerung. Zeige:

(a) X ist genau dann lokal wegzusammenhédngend, wenn X lokal wegzusam-
menhéngend ist.

(b) X ist genau dann semi lokal einfach zusammenhingend, wenn X semi lokal
einfach zusammenhéngend ist.

Zeige auch, dass ein lokal wegzusammenhédngender Raum genau dann zusam-
menhéngend ist, wenn er wegzusammenhéngend ist.

62. Aufgabe. Es sei X ein zusammenhéngender, lokal wegzusammenhéngender
und semi lokal einfach zusammenhéngender topologischer Raum. Weiters seinen
p:Y = X und q: Z — Y zwei zusammenhiingende Uberlagerungen. Zeige, dass
auch poq : Z — X eine Uberlagerung ist. Hinweis: Nach Wahl von Basispunkten,
ist offensichtlich, welche charakteristische Untergruppe die Uberlagerung p o ¢
haben miisste. Andererseits existiert zu dieser Untergruppe eine Uberlagerug 7 :
X = X. Zeige nun, dass ein Homdomorphismus Z = X existiert, der 7 mit pog
identifiziert und schlieBe daraus, dass auch poq eine Uberlagerung sein muss, vgl.
den Beweis von Korollar [TL.4.30l
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