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angenehme Vorteil stiickweise glatter Kurven besteht darin, dass Konkatenatio-
nen stiickweise glatter Kurven wieder stiickweise glatt sind. Jede stiickweise glatte
Kurve ¢ : I — M léasst sich glatt parametrisieren, dh, es existiert ein stiickweise
glatter Homdomorphismus ¢ : I — I, sodass co ¢ : I — M glatt ist.

II1.3.2. Proposition. Ist M eine zusammenhdngende Riemannsche Mannigfal-
tigkeit, dann definiert

d(z,y) = inf{length(c) } ¢ stiickweise glatte Kurve von x nach y}
= inf{length(c) ‘ ¢ glatte Kurve von © nach y}, x,y € M,

eine Metrik auf M, die die Topologie von M erzeugt. Diese Metrik besitzt folgende
Figenschaft: Sind x,y € M und 1,79 > 0 mit d(z,y) < ri + ra, dann gilt

B, (z) N By, (y) # 0, (IIL.41)
wobei B.(z) :={z € M | d(z,z) < r} die offenen metrischen Bille bezeichnen.

BEwEIS. Da M zusammenhéngend ist, kénnen je zwei Punkte x,y € M mit
einer (stiickweise) glatten Kurve verbunden werden, also gilt d(x,y) < oo, sieche
Aufgabe B5l Aus der Definition folgt auch sofort d(x,y) > 0, denn length(c) > 0
fiir jede stiickweise glatte Kurve c. Die Symmetrie d(x,y) = d(y,z) folgt aus
der Reparametrisierungsinvarianz der Lange. Genauer, ist ¢ : [a,b] — M eine
stiickweise glatte Kurve von ¢(a) = x nach ¢(b) = y, dann ist ¢ : [-b, —a] — M,
c(t) := c¢(—t), eine stiickweise glatte Kurve von ¢(—b) = y nach ¢(—a) = =
und es gilt length(¢) = length(c). Um die Dreiecksungleichung einzusehen, sei
1 : ag, b)) — M eine stiickweise glatte Kurve von ¢;(a;) = « nach ¢;(b) = y und
co : ag,be] — M eine stiickweise glatte Kurve von cs(as) = y nach ca(by) = 2.
Durch affines Reparametrisieren diirfen wir 0.B.d.A. by = as annehmen. Die
Konkatenation

ci1(s) falls s € [aq, by]

¢ = cocy : ag, by = M, c(s) = {02(3) falls s € [a, bo]
bildet dann eine stiickweise glatte Kurve von c(a;) = x nach ¢(be) = z mit
length(c) = length(cy) + length(cz). Daraus erhalten wir sofort die Dreiecksun-
gleichung d(z, z) < d(z,y) + d(y, z), z,y,z € M.

Seiz € M und M D U % u(U) C R" eine Karte mit z € U und u(z) = 0.
Wihle r > 0, sodass D(0) := {z € R" : |z| < r} C u(U), wobei |z| die
Standardnorm auf R"™ bezeichnet. Die auf u(U) induzierte Riemannsche Metrik
(u™1)*g bezeichnen wir wieder mit g. Beziiglich dieser Riemannmetrik gilt dann
length(u~! o ¢) = length(c), fiir jede stiickweise glatte Kurve ¢ in u(U). Wegen
der Kompaktheit von D (0) existieren x > 0 und K > 0, sodass

k| X| < g(X, X)Y? < K|X|,
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fiir alle X € T,R" = R" und y € DZ¥(0). Ist y € D(0), dann liegt die affine
Kurve t — ty, t € [0,1], zur Géinze in DS¥(0), und wir erhalten

1 1 1
length(c) = / g(d(t),d(t)dt < K/ | (t)|dt = K/ ly|dt = Ky|.
0 0 0
Daraus folgt nun
uw N (DS™(0)) C Dip(x),  fiiralle 0 < p <r. (I11.42)

Ist ¢ : [a,b] — D™(0) eine beliebige stiickweise glatte Kurve von ¢(a) = 0 nach
c(b) =y, so gilt andererseits

/ab C’(t)dt‘ <k /ab | (t)|dt < /abg(c’(t),c’(t))” “dt = length(c).

Rlyl =k

Dies zeigt
Byp(z) Cu™H(D9™(0)),  fiiralle 0 < p <. (I11.43)

Insbesondere sehen wir daraus, dass d(x,y) > 0 fiir alle x # y € M. Folglich
definiert d tatséchlich eine Metrik auf M. Aus ([IL42]) ud (ITL43)) folgt nun, dass
d die Topologie von M induziert.

Fiir die verbleibende Behauptung seien x,y € M und ry,ry > 0 mit d(z,y) <
ri+7ry. O.B.d.A. seir; < d(x,y), andernfalls ist (IIL.41)) trivialerweise erfiillt. Nach
Definition der Metrik existiert € > 0 und eine stiickweise glatte Kurve ¢ : [a,b] —
M von ¢(a) = z nach ¢(b) = y mit length(c) < ri+7ry—e. Aus Stetigkeitsgriinden,
und weil [(c) > d(z,y) > ry, existiert t € [a, b], sodass r —e < length(c|jy) < 71
Fiir den Punkt 2z := ¢(t) gilt daher d(z, z) < length(c|jy) < 71, also z € B, ().
Weiters folgt

length(c|yy) = length(c) — length(c|op) < length(c) — 7 +e <19,

also d(z,y) < length(c|ppy) < 72, und damit auch z € B,,(y). Dies zeigt z €
B,,(x) N B,,(y), folglich ist der Durchschnitt nicht leer. O

I11.3.3. Definition (Vollstindigkeit). Eine zusammenhéngende Riemannsche
Mannigfaltigkeit wird wollstindig genannt, wenn der metrische Raum (M, d)
vollstandig ist, dh. alle Cauchy Folgen beziiglich d konvergieren in M.

I11.3.4. Beispiel. Jede kompakte Riemannmannigfaltigkeit ist vollstandig.

I11.3.5. Beispiel. Fiir R" mit der flachen standard Riemannschen Metrik g =
Sor dat @ dat gilt d(x,y) = |y — x|. Einerseits ist ndmlich d(z,y) < |y — z|, da
die affine Kurve t — (1—t)z+ty, t € [0, 1], Lénge |y — x| hat. Andererseits haben
wir fiir jede stiickweise glatte Kurve ¢ : [a,b] — R"™ von ¢(a) = z nach ¢(b) =y
die Abschétzung

ly — x| =

/ab (t)at] < /ab €(8)|dt = length(c)
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und somit auch d(x,y) > |y — x|. Die Riemannsche Mannigfaltigkeit (R", g)
ist daher vollstindig. Entfernen wir einen Punkt * € R", so erhalten wir eine
nicht vollstdndige Riemannsche Mannigfaltigkeit. Auch die induzierte Riemann-
sche Metrik auf B, := {x € R™ : |z| < r} ist nicht vollstdndig. Beachte, dass
aufgrund der Konvexitéit von B, die Einschrankung der Standardmetrik auf B,
mit der von der Riemannmetrik auf B, induzierten Metrik iibereinstimmt.

I11.3.6. Bemerkung. Betrachte R?\ {0} mit der standard Riemannmetrik g =
dz* + dy®. Fiir die induzierte Metrik gilt wieder d(z,y) = |y — x|, obwohl etwa
die beiden Punkte z = (—1,0) und y = (1,0) nicht durch eine Kurve der Lénge
d(x,y) = 2 verbunden werden kénnen, sondern nur mit Kurven der Linge 2 + ¢,
fiir jedes € > 0. Dies zeigt, dass wir uns i.A. keine Distanz-realisierenden Kurven
erwarten diirfen.

Fiir eine Teilmenge A C M definieren wir ihren Durchmesser als
diam(A) := sup{d(z,y) | x,y € A}.

Eine Teilmenge wird beschrankt genannt, falls sie endlichen Durchmesser hat.
Beachte, dass jede kompakte Teilmenge abgeschlossen und beschrankt ist.

I11.3.7. Proposition (Heine-Borel). Fir eine zusammenhdngende Riemannsche
Mannigfaltigkeit M sind dquivalent:

(a) M ist vollstindig.

(b) Jede beschrinkte Folge in M besitzt eine konvergente Teilfolge.

(c) Jede beschrinkte abgeschlossene Teilmenge von M ist kompakt.

(d) Die abgeschlossenen Bille D,(x) == {y € M | d(x,y) < r} sind kompakt, fir
jedes x € M und r > 0.

BEWEIS. Um (d) = (@) einzusehen, sei A C M eine beschrinkte und ab-
geschlossene Teilmenge. Wegen der Beschrianktheit von A existiert x € M und
r > 0, sodass A C D,(x). Nach Voraussetzung ist D,(x) kompakt. Als abge-
schlossene Teilmenge eines kompakten Raums ist daher auch A kompakt. Fiir
den Beweis der Implikation (@) = (b)) sei z, eine beschrinkte Folge in M, dh.
B := {z, | n € N} bildet eine beschréinkte Teilmenge von M. Ihr Abschluss B
ist dann ebenfalls beschréinkt, und nach Voraussetzung daher kompakt. Da kom-
pakte Riaume folgenkompakt sind, besitzt z,, eine in B konvergente Teilfolge. Um
(b) = (@) zu zeigen, sei nun x,, eine Cauchy Folge in M. Da Cauchy Folgen stets
beschrénkt sind, besitzt x, nach Voraussetzung eine konvergente Teilfolge. Da
Cauchy Folgen hochstens einen Haufungspunkt besitzen, muss z,, also konvergie-
ren. Widmen wir uns schliefilich der Implikation (@) = (d). Fiir fixes x € M,
betrachte die Menge

R:={r€[0,00) : D,(x) ist kompakt }.
Offensichtlich ist R # (), denn 0 € R. Es geniigt nun zu zeigen, dass R sowohl offen

als auch abgeschlossen in [0, 00) ist, denn dann folgt wegen des Zusammenhangs
des Intervalls, R = [0, 00), und somit ist D,(x) fiir jedes r > 0 kompakt.
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Wir beginnen damit die Offenheit von R nachzuweisen. Sei dazu r € R,
also D,(x) kompakt. Da M lokal kompakt ist, existieren endlich viele offene
Teilmengen U; von M, 1 <i < N, die D,(x) iiberdecken, D,.(z) CU;U---UUy,
und deren Abschliisse U; kompakt sind. Da U := U; U --- U Uy eine Umgebung
von D,(x) bildet, und weil D,(x) kompakt ist, existiert ¢ > 0, sodass die e-
Umgebung von D,(z) in U enthalten ist, in Zeichen U.(D,(z)) = {y € M |
d(z,D,(x)) < e} C U. Nach (IIL41) gilt aber B, .(x) = U.(D,(x)). Folglich ist
D,,.(z) kompakt, denn es liegt abgeschlossen in der kompakten Menge U. Wir
schlieBen [0,7 + ¢] C R, denn offensichtlich gilt: 0 <" <7” € R = r’ € R. Dies
zeigt, dass r innerer Punkt von R ist, damit ist R also offen.

Um die Abgeschlossenheit von R zu iiberpriifen, sei r € R. Weiters sei v,
eine Folge in D,(x). Es geniigt zu zeigen, dass y, eine Cauchy-Teilfolge besitzt,
denn wegen der Vollstindigkeits-Voraussetzung wiirde diese konvergiert, somit
wére D,.(z) (folgen)kompakt dh. r € R, und damit R abgeschlossen. Um eine
Cauchy-Teilfolge von vy, zu konstruieren sei € > 0. Da r € R, existiert ¥ € R mit
r < 7+ ¢/4. Nach ([IL41)) existiert eine Folge ¢, € Dz(x), sodass d(fn,yn) <
e/4, fir alle n € N. Da D;(x) kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge
Un,.- Es bezeichne gy, := limy_,o ¥, deren Grenzwert. Durch Verwerfen endlich
vieler Folgenglieder diirfen wir 0.B.d.A. d(¥,,J) < €/4 annehmen, fiir jedes
k € N. Mit Hilfe der Dreiecksungleichung folgt nun d(yn,, ) < d(Yn,, Un, ) +
A(Unys Uoo) < €/4+¢/4 = ¢/2, fiir jedes k € N, und dann d(yn, , Yn,) < d(Ynys Uoo) +
A(Uoos Yn;) < €/2+€/2 = ¢, fiir alle k,l € N. Zusammenfassend sehen wir, dass
zu jedem € > 0 eine Teilfolge vy, von vy, existiert, sodass d(y;,y;) < ¢, fir alle
k,1 € N. Insbesondere existiert eine Teilfolge ¥} von y, mit d(yi,y;) < 1, und
diese besitzt eine Teilfolge 2 mit d(yZ, y?) < 1/2, und diese besitzt eine Teilfolge
y3 mit d(y3,y?) < 1/2 usw. Induktiv erhalten wir zu jedem m € N eine Teilfolge
y™ von y™~ ! sodass d(y, y™) < 1/m, fiir alle k,l € N. Die Diagonalfolge y™ ist
daher eine Cauchy-Teilfolge von y,,. U

II1.3.8. Bemerkung. Wir werden weiter unten, im Beweis des Satzes [11.3.27]
einen anderen Beweis fiir die nicht triviale Implikation (@) = (d) in Propositi-
on [[I[.3.7 geben, der auf der Losung der Geodéatengleichung, einer gewéhnlichen
Differentialgleichung, beruht.

Fiir jede glatte Kurve ¢ : I — M definieren wir ihre Energie durch

1 1
E(c) = —/|c'(t)|2dt = —/g(c’(t),c'(t))dt. (I11.44)
2 Jr 2 Jr
Die Energie von Kurven ist nicht invariant unter Reparametrisierungen, selbst

eine affine Reparametrisierung, t — At + a, lasst die Energie i.A. nur dann un-
verdndert, wenn \ = +1.

13Jede folgenkompakte Teilmenge eines metrischen Raums ist kompakt.
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IT1.3.9. Lemma. Fir jede glatte Kurve ¢ : |a,b] — M gilt
length(c)* < 2(b — a)E(c).

Gleichheit tritt genau dann ein, wenn ¢ proportional zur Bogenldnge parametri-
siert ist, dh. wenn |c'(t)| konstant in t ist.

BEwEIs. Nach der Cauchy—Schwarz Ungleichung gilt

length(c)2:</ab |dt / 2dt/ I/ (£)[2dt = 2(b — a)E(c),

mit Gleichheit genau dann wenn |¢/(¢)| konstant ist. O

IT1.3.10. Lemma. Es sei ¢ : [a,b] — M eine glatte Kurve von c(a) = x nach
c(b) = y mit minimaler Energie, dh. fiir jede weitere glatte Kurve ¢ : [a,b] — M
von ¢(a) = x nach é(b) =y gilt E(¢) > E(c). Dann erfiillt ¢ die Differentialglei-
chung Vg =0, dh. das Vektorfeld ¢ := % tiber ¢ ist horizontal. Schreiben wir in
einer Karte ct) = (c!(t),...,c"(t)), dann bedeuted dies (¢')'+3,  T%(¢/) (") =
0 oder expliziter

")+ Y Ti(c (), ")) (Y @) (Y () =0, i=1,....n, (IIL45)

J k=1
wobei Iy die Christoffel Symbole der Karte bezeichnen.

BEWEIS. Betrachte eine Variation von Kurven die x mit y verbinden, dh. eine
glatte Abbildung ¢ : (—e,e) x I — M mit é(s,a) = x und é(s,b) = y, fiir alle
s € (—e,¢). Fiir jedes s € (—¢,¢) ist daher ¢ : [a,b] — M, & (t) := é&(s,t), eine
glatte Kurve von z nach y, und %(s,a) = 0 = %5(s,b), fiir alle s € (—¢,¢). Hat
¢ = ¢ minimale Energie, dann gilt E(¢,) > E(¢) und daher 2|qE(¢,) = 0, fiir
jede solche Variation. Da V torsionsfrei ist, haben wir Vas% = Vat%, zusammen
mit Vg = 0 folgt:

REG) = £ [ ol Bl )

/ 9(Vou (s, ), %(s, ) dt
b

:/ 9 (Vo 2 (s,1), % (s, 1)) dt

9 9(2(s, 1), % (s, 1)) dt — / 9(2 (s, 1), Vi (5, £)) dt

b
:—/ g(%(s,t),vat%(s,t))dt
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Setzen wir £(t) := 2£(0,¢), so erhalten wir

0= / 9(&, Vaud) (t)dt

Ist ¢ eine Kurve minimaler Energie von x nach y, so muss dies fiir jede Variation
verschwinden, und daher die Gleichung Vg, = 0 gelten.

In einer Karte haben wir c(t) = (¢!(t),...,c"(t)), dh. ¢ = >, c'e;, wobei ¢;
den i-ten Einheitsvektor bezeichnet. Es gilt dann ¢ = 3 7(¢")'9; und daher

0=V /C—VZ Z ”8+Z
S SIS = S s ST

4,5,k
Fiir jedes ¢ gilt daher 0 = (cl)” + 2k D) () O

IT1.3.11. Definition (Geoditen). Unter einer Geodite verstehen wir eine glatte
auf einem Intervall definierte Kurve ¢ : I — M, die die Differentialgleichung
Vo, = 0 erfiillt. Dies sind genau die kritischen Punkte des Energiefunktionals
[11.44]).

I111.3.12. Lemma. Jede Geoddte ist proportional zur Bogenlinge parametrisiert.
Ist ¢ eine Geodite und a,\ € R, dann ist auch t — c(A\t + a) eine Geodite.

BEWEIS. Aus Vg = 0 und der Geodétengleichung Vs, = 0 erhalten wir
sofort 2|c'(t)[* = 29(Vad(t),d(t)) = 0, also ist |¢/(t)| konstant in ¢. Fiir die
zweite Behauptung sei ¢(t) := ¢(At + a), also &(t) = A (Mt + a). Da ¢ parallel
tiber c¢ ist, ist auch das reparametrisierte skalierte Vektorfeld Ac’(At 4 a) parallel
tiber der entsprechend reparametrisierten Kurve c¢(At + a), dh. Vs,& = 0, vgl.

Satz [L3.1TI(d)). O

I11.3.13. Beispiel. Betrachte wieder R™ mit der flachen Riemannmetrik g =
> de' @ da'. In diesem Fall verschwinden die Christoffel Symbole, L7 k=0, die
Geodéitengleichung lautet daher ¢’ = 0. Die Geodéten in R™ sind daher genau
die affinen Kurven ¢(t) = tv + a, wobei a,v € R™.

I11.3.14. Satz (Existenz und Eindeutigkeit von Geoditen). Ist M eine Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit, dann gilt:

(a) Zu jedem X € T, M existiert ein offenes Intervall I C R und eine Geoddte
c:I—-Mmit0el, c0)=xundd(x)=X.

(b) Sind ¢y : Iy — M und cg : Iy — M zwei Geoddten und ty € Iy N Iy mit
c1(to) = ea(to) und i (tg) = cy(ty), dann stimmen diese auf ihrem gemeinsa-
men Definitionsbereich Iy N Iy tberein, dh. c1|nnn, = Colnn, -

(c) Zu jedem X € T, M existiert eine maximale Geoddite ¢ : I — M mit 0 € I,
c(0) = x und <(0) = X, dh. ¢ kann nicht zu einer Geoddite auf einem echt
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grofieren Intervall ausgedehnt werden. Diese maximale Geoddte ist eindeutiq
und wird mit geoy : Ix — M bezeichnet, geoy (0) = X, X € TM.

(d) Istt € Ix, dann gilt geogy () = geox (t + s) fir alle s € Iyer 1) = Ix —t.

(e) Ist 0 # X € R, dann gilt geo,x (t) = geox (At) fir allet € Iyx = Ix/\.

(f) Fir 0, € T,M gilt Iy, = R und geo,_(t) = x fir alle t € R.

(9) Die Menge G := {(X,t) | t € Ix} ist offen in TM x R, und geo : G — M,
(X, t) — geox(t), ist eine glatte Abbildung.

BEWEIS. Die erste Behauptung (@) folgt aus dem Existenzaussage im Satz
von Picard-Lindelof, denn die Geoditengleichung ([IL45]) ist eine gewohnliche
Differentialgleichung zweiter Ordnung. Um Behauptung (b)) einzusehen, betrach-
te die Menge {t € Iy N Iy | c1(t) = c2(t) und ¢ (t) = &4(t)}. Nach Voraussetzung
ist diese nicht leer, denn ¢, € I} N I5. Aus Stetigkeitsgriinden ist diese Menge
auch abgeschlossen in I; N 5. Aus der Eindeutigkeitsaussage im Satz von Picard—
Lindelof folgt, dass diese Menge auch offen in I) N I, ist, folglich muss sie mit
I, N I, iibereinstimmen, denn als Durchschnitt zweier Intervalle ist I; N I5 zusam-
menhéngend. Behauptung (@) ist eine formale Konsequenz von (@) & (h).

Nach der zweiten Aussage in Lemma[[IL.3.12ist die Abbildung s + geoy (t+s)
eine auf dem Intervall [y —t definierte maximale Geodéate. Aus der Eindeutigkeit
maximaler Geodéten folgt daher Ix —t = Iyey, (1) und geox (£ + 5) = geogeq, (1)($)
fir alle s € Ix — ¢ = Igev, (1), denn beide Geodédten haben bei s = 0 dieselbe
Ableitung, ndmlich geo'y (¢). Dies zeigt Behauptung (d)).

Um (@) einzusehen, gehen wir analog zum Beweis von (d) vor. Nach der
zweiten Aussage in Lemma ist die Abbildung t — geoy(At) eine auf
dem Intervall Ix/A definierte maximale Geodéte. Aus der Eindeutigkeit ma-
ximaler Geodéten folgt daher Ix/\ = I,x und geoy (M) = geo,y(t) fiir alle
t € Ix/\ = I,x, denn beide Geodéten haben bei ¢ = 0 die Ableitung AX. Be-
hauptung (fl) ist trivial, denn offensichtlich sind die konstanten Kurven Geodéten.

Nach dem Satz von Picard-Lindeltf hédngen die Losungen der Geodétenglei-
chung ([IL45) glatt vom Anfangswert X € T'M ab. Es existiert daher eine offene
Umgebung U von T'M x {0} in TM x R mit U C G und so, dass geo |y : U — M
glatt ist. Fiir X € T'M betrachte nun die Menge

Jv =dtel (X, t) liegt im Inneren von G und geo ist glatt
X = X auf einer offenen Umgebung von (X, 1)

Offensichtlich geniigt es Jy = Ix zu zeigen. Beachte Jx # ), denn 0 € Jx da ja
(X,0) € U C G und geo auf der offenen Menge U glatt ist. Nach Konstruktion
ist Jx auch offen in Iy. Da I'x zusammenhéngend ist, geniigt es die Abgeschlos-
senheit von Jy in Ix nachzuweisen. Sei dazu t € Jx NIx. Da U offen ist, existiert
eine offene Umgebung V' von geo}(X) in TM und € > 0, sodass V' x (—¢,¢) C U.
Da t € Jx, existiert ty € Jx mit [t —to| < €. Da geoy : Ix — M glatt ist, diirfen
wir auch geo’y (¢y) € V annehmen. Nach Konstruktion von Jy existiert eine offene
Teilmenge W C T'M x R mit (X,ty) € W C G und so, dass geo auf W glatt ist.
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Betrachte die offene Umgebung Wy := {Y € TM | (Y,ty) € W} von X in T'M.
Durch Verkleinern von W konnen wir auch erreichen, dass geol, (ty) € V, fiir alle
Y € Wy. Wir erhalten eine wohldefinierte glatte Abbildung

Wy x (—e,e) = M, (Y, s) — geo(geoy (to), s).

Nach (d)) ist geo daher auf der offenen Menge Wy X (to — €, to + €) definiert und
glatt. Nach Konstruktion liegt (X,¢) in dieser Menge, woraus wir nun ¢ € Jx
schlieflen. Folglich ist Jy abgeschlossen in Ix, und somit (g) gezeigt. U

IT1.3.15. Bemerkung (Geodétischer Fluss). Auf dem Totalraum von T'M be-
trachte das eindeutige horizontale Vektorfeld £ € X(T'M), sodass Txm - {x = X,
fiir alle X € TM, wobei m : TM — M die Vektorbiindelprojektion bezeichnet.
Dieses Vektorfeld wir als geoddtischer Spray bezeichnet. Die Integralkurven von
¢ sind glatte Kurven ¢ : [ — TM fiir die &(t) = £(¢(t)) gilt, t € I. Nach De-
finition von ¢ sind dies genau jene horizontalen glatten Kurven ¢ : I — TM,
fur die (7o ¢)'(t) = Taym - ¢ (t) = ¢&(t) gilt. Setzen wir c(t) := m(é(t)), dann
bedeutet dies gerade, dass ¢/(t) = ¢(t) horizontal {iber ¢ ist. In anderen Wor-
ten, die Integralkurven von ¢ entsprechen genau den Ableitungen von Geodéten
in M. Wenden wir den Satz in [3, Abschnitt 2.11] auf das Vektorfeld £ an, so
erhalten wir erneut einen Beweis von Satz [I1.3.14] Dies ist der iibliche Trick,
mit dem die Losung gewohnlicher Differentialgleichungen zweiter Ordnung auf
die Losung gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung zuriickgefiihrt
werden kann. Der Fluss des geodétischen Sprays & wird als geoddtischer Fluss
bezeichnet. Da Geodéten stets proportional zur Bogenldnge parametrisiert sind,
lasst der geoditische Fluss die Sphérenbiindel {X € T'M : |X| = r} invariant,
r > 0. Fiir jedes A # 0 haben wir schliellich einen durch Multiplikation mit A
definierten Diffeomorphismus A : "M — T'M, und nach Definition des geoditi-
schen Sprays gilt offenbar A\.{ = A\¢. Diese Symmetrie ist fiir die in Satz [T1.3.14{(@)
formulierte Symmetrie von geo verantwortlich.

IT1.3.16. Korollar (Exponentialabbildung). Fs sei M eine Riemannsche Man-
nigfaltigkeit. Mit der Notation von Satz[[II.3.14) gilt dann:

(a) Die Menge D :={X € TM |1 € Ix} C TM ist eine offene Umgebung des
Nullschnitts M C T M, die sogenannte Exponentialabbildung,

exp:D — M, exp(X) := geoy (1),

ist eine glatte Abbildung, und es gilt exp |y = idyy.
(b) Fir X e TM gilt {t c R:tX € D} = Ix und exp(tX) = geoy(t), t € Ix.
(c) Fir jedes v € M ist D, := DNT,M eine offene Umgebung von 0 € T, M,
die Einschrdinkung der Ezponentialbbildung exp, : D, — M ist glatt, und
es gilt exp,(0) = x sowie 2|oexp(tX) = X fir alle X € T,M. Bis auf die
kanonische Identifikation ToD, = ToT, M =T, M gilt daher Ty exp, = idq, ;.
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(d) Zu jedem x € M existiert eine offene Umgebung U, von 0 € T,M mit
U, C D, und so, dass exp, : U, — M ein Diffeomorphismus auf eine of-
fene Umgebung von x € M ist. (Riemannsche Normalkoordinaten)

(e) Es ezistiert eine offene Umgebung U C TM des Nullschnitts M C T M mit
U C D, und so, dass die Einschrinkung (w,exp) : U — M x M einen
Diffeomorphismus auf eine offene Umgebung der Diagonale in M x M bildet.
Dabei bezeichnet w: TM — M die Vektorbiindelprojektion.

BEWEIS. Behauptung (@) folgt aus Satz [TL3.14l(g) & ([fl). Behauptung (b)) folgt
sofort aus Satz[[IL3.14i@). Behauptung (@) folgt aus [@)& (W), denn 2 |gexp(tX) =
9]y geox (t) = X. Behauptung (d) folgt aus dem inversen Funktionensatz und (@).
Fiir x € M, und bis auf die kanonischen Identifikationen T, TM = T, M & T, M
und T, ) (M x M) =T, M @ T, M, hat die Tangentialabbildung von (,exp) bei
x die Gestalt

_ (idm O
Tm(w,exp)—( j ideM)‘

Aus dem inversen Funktionensatz folgt daher, dass (m,exp) : D — M x M lings
des Nullschnitts M C D ein lokaler Diffeomorphismus ist. Genauer, existiert zu
jedem z € M eine offene Umgebung V, von x in M und ¢, > 0, sodass V, :=
YeT,M|yecV,, |Y| <e} €D und so, dass die Einschrankung (7, exp)|y.
ein Diffeomorphismus auf eine offene Umgebung von (z, z) in M x M wird. Setzen
wir nun U == U, ¢, V.., dann ist U eine offene Umgebung des Nullschnitts, es gilt
U C D, und (7, exp)|y ist ein lokaler Diffeomorphismus. Nach Konstruktion von
U ist (m,exp) auf U N T, M injektiv. Daraus folgt sofort, dass (m,exp) auf U
injektiv ist, folglich ist (7, exp)|y ein Diffeomorphismus auf sein (offenes) Bild.
Damit ist auch (&) gezeigt. O

IT1.3.17. Bemerkung (Riemannsche Normalkoordinaten). Die lokal um 0 €
T, M definierte Exponentialabbildung exp, : D, — M liefert kanonische Koordi-
naten um jeden Punkt z € M, siehe Korollar [IL.3.16(@). Wihlen wir eine Ortho-
normalbasis von T, M und identifizieren damit 7,,M = R"™, dann liefert die (Um-
kehrabbildung der) Exponentialabbildung eine Karte u = (u', ..., u") = exp;’.
Diese Karte ist bei x zentriert, dh. u(z) = 0. Bezeichnet g = 3. gi;du’ @ du’ die
Kartendarstellung der Metrik, dann gilt

9ij (1) = bij, 1<4,5 <n, (I11.46)

denn 7 exp, = idp, . Nach Definition der Exponentialabbildung entsprechen die
Geodéten durch x den affin parametrisierten Geraden durch 0 € R™. Mit Hilfe
der Geoditengleichung ([IL45) und der Symmetrie I'}; = T'% folgt daraus

k _ ..
[(z) =0, 1<i,j,k<n. (I11.47)

Aus ([ILI6) erhalten wir daher ( %gif di gii,j)(:c) = 0, und durch zyklische
99i; _ 99jk

Sap — Z) (z) = 0. Aufsummieren dieser

Permutation der Indizes auch (% +
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beiden Relationen liefert, unter Verwendung der Symmetrie gi; = g;x, nun
W4(r)=0, 1<ijk<n. (I11.48)

us ([ILI6) folgt nun auch
ol f 1 82g- 029 q azgi'
" () ( L . ’ )( )

ou " = 2\ Guow T duow  aulou
und mit Hilfe von ([ILI7) nun
gy P g & gu;
Byy() = (auka;z  Puow ~ dulow 8uk8uﬂ')(x)’ (II1.49)

fiir alle 1 < 4,4, k,1 < n. Es sei nochmals betont, dass die Gleichungen ([IL40))
bis (IIL49) nur im Zentrum z der Riemannschen Normalkoordinaten gelten, dh.
in jenem Punkt, der 0 € R™ entspricht.

IT1.3.18. Satz (Lemma von GauBl). Es seien © € M und € > 0 so, dass die Ez-
ponentialabbildung einen Diffeomorphismus zwischen dem offenen Ball B.(0) C
T, M und einer offenen Umgebung von x € M definiert, vgl. Korollar[IIL.3.16(d).
Dann gilt

(a) Ist X € T, M und |X| = 1, dann trifft die Geodite ¢ : [0,e) — M, c(t) :=
exp,(tX), die Bilder der Euklidischen Sphdren exp,(S,(0)), 0 < r < g, or-
thogonal, S,.(0) ={Y € T, M : |Y|=r}.

(b) Ist 0 < r < g, dann hat jede stickweise glatte Kurve ¢ : [a,b] — M von c¢(a) =
x nach ¢(b) € exp,(S,(0)) Linge length(c) > r. Gleichheit tritt genau dann
ein wenn die Kurve, bis auf monotone, stiickweise glatte Reparametrisierung
von der Form exp,(tX), t € [0,r], ist mit X € T,M, | X| = 1.

(c) Jeder Punkt y € exp,(B:(0)) lisst sich mit x durch eine, bis auf affine Re-
parametrisierung eindeutige Geoddte minimaler Lange d(x,y) verbinden. Bis
auf Reparametrisierung, ist dies die eindeutige stiickweise glatte Kurve mini-
maler Ldange von x nach y.

(d) Die Distanzfunktion erfillt d(x,exp,(X)) = |X|, X € B-(0).

(e) Die Exponentialabbildung bildet die Euklidischen Sphdren diffeomorph auf die
metrischen Sphdaren ab, dh. exp,(S,(0)) = S.(z) fir 0 <r <e.

(f) Die Exponentialabbildung bildet die Euklidischen Bille diffeomorph auf die
metrischen Bille ab, dh. exp,(B.(0)) = B,(x) fir 0 <r <e.

BEWEIS. Wir beginnen damit (@) zu zeigen. Sei dazu s — X eine lokal um
s = 0 definierte glatte Kurve in S;(0) C T, M mit X, = X. Betrachte nun die
Variation &(t) := ¢&(s,t) := exp,(tXs), t € [0,7], 0 < r < e. Jedes é& : [0,7] = M
ist daher ein Geodite von ¢(0) = x nach é(r) = exp,(rXs) € exp,(S.(0)).
Da |Z(t)] = |&(0)] = |Xs|] = 1, haben alle diese Geodéten dieselbe Energie,
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E(¢s) = r/2. Die Variationsrechnung im Beweis von Lemma [I1.3.10] liefert daher

0= %E(63> :/0 atg(ac(s t) ( 7t))dt _A 9(%(57t)avat%(57t))dt
= g(5:(s.7), 5 (5.7)),
denn Vatac(s t) = 0 da jedes ¢ Geodéte ist, und %(5,0) = 0 da jedes ¢, bei
¢s(0) = x startet. Durch Auswerten bei s = 0 erhalten wir

9(Zloexp,(rX,),d(r)) = 0.

Da dies fiir jede glatte Kurve X in S;(0) gilt, folgt ¢/(r) L exp,(S,-(0)).

Um (D)) einzusehen sei 0 < 6 < r. Jede stiickweise glatte Kurve ¢ : [a,b] —
von c(a) = x nach ¢(b) € exp,(S-(0)) besitzt einen Teilabschnitt ¢ := c| @)
a < a<b<b,der zur Giinze in exp, (B:(0)\{0}) liegt und &(a@) € exp,(S5(0)) mit
&(b) € exp,(S,(0)) verbindet. Es existieren daher stiickweise glatte Abbildungen
(Polarkoordinaten) p : [@,b] — (0,¢) und X : [@,b] — S1(0), sodass &(t) =
exp, (p(t) X (t)). Beachte p(d) = & sowie p(b) = r. Fiir die Ableitung erhalten wir

(t) = gileexp, (p(s)X (1)) + g5l exp, (p(H) X (s)).

Nach (@) stehen die beiden Summanden orthogonal aufeinander. Nach dem Satz
von Pythagoras, und weil }%h exp, (p(s)X (1)) = |/ (t)], gilt daher

@ =100 + |51 exp, (p(H) X (5))

Insbesondere haben wir |&(¢)| > |p/(t)], und Gleichheit tritt genau dann ein, wenn
X (t) konstant in ¢ ist. Es folgt

length(c) /| |dt>/ |/ (t)|dt >

mit Gleichheit genau dann, wenn X (¢) = const und p’ > 0, dh. genau dann wenn
¢ eine monotone, stiickweise glatte Reparametrisierung von exp,(tX) ist, X €
51(0), t € [6,r]. Da dies fiir jedes 6 > 0 gilt, und weil offensichtlich length(c) >
length(¢), erhalten wir length(c) > r, und somit ().

Die verbleibenden Behauptungen folgen unmittelbar aus (bl). O

<t>dt} = p(B) — p(a@) =r — 6,

I11.3.19. Bemerkung (Riemannsche Polarkoordinaten). Wir fithren auf 7, M
Polarkoordinaten ein, dh. T,M \ {0} = (0,00) x S"7' tX « (¢, X), wobei
St = {X € T,M : |X| = 1} die Einheitssphiire in T, M bezeichnet. Sind
dariiber hinaus (©?, ..., ") (lokal definierte) Winkelkoordinaten auf S™~!, so er-
halten wir lokale Koordinaten (¢, ¢?, ..., ¢") auf T,M \ {0}. Zusammen mit der
Exponentialabbildung liefert dies eine Karte (u', ..., u") = (¢, 9% ..., ¢")oexp, "
auf M. Nach Satz [IL.3.18@) hat die Riemannsche Metrik in diesen Koordinaten
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eine Darstellung der Form

g=du' @ du + Z gi;(u', . u)du' @ du .
ij=2
111.3.20. Korollar. FEs existiert eine offene Umgebung U des Nullschnitts M C
TM, sodass (w,exp) : U — M x M einen Diffeomorphismus auf eine offene
Umgebung der Diagonale in M x M bildet, und die dartberhinaus folgende Fi-
genschaft besitzt. Fir jedes X € U gilt d(w(X),exp(X)) = | X|, und die Geodite
exp(tX), t € [0,1], ist die eindeutige (stickweise) glatte Kurve minimaler Linge
von w(X) nach exp(X), bis auf Reparametrisierung.

BEWEIS. Es bezeichne U C T'M die Umgebung des Nullschnitts aus Korol-
lar [IL3.16l@), dh. (7, exp) : U — M x M ist ein Diffeomorphismus auf eine offene
Umgebung der Diagonale in M x M. Durch Verkleinern von U/ kénnen wir errei-
chen, dass diese Umgebung von der Form U = {X € TM : | X| < e(w(X))} ist,
fiir eine glatte Funktion ¢ : M — (0, 00), vgl. Aufgabe B7 Fiir jedes x € M ist
daher auch exp,, : B.(;)(0) = M ein Diffeomorphismus auf ihr Bild. Das Korollar
folgt daher aus Satz [TT.3I8(D]) & (d). O

I11.3.21. Korollar. Zu jeder kompakten Teilmenge K C M exsitiert € > 0 mit
folgender Eigenschaft. Fir v € K und X € T,M mit |X| =1, ist die Geodite
geoy zumindest auf dem Intervall [—¢,¢| definiert, dh. Ix O [—¢,€].

BEWEIS. Esseild C T'M die Umgebung des Nullschnitts aus Korollar([11.3.20
Da K kompakt ist, existiert € > 0, sodass {Y e T,M 1y € K, |Y| <e} CU. Ist
nun z € K und X € T, M, |X| = 1, dann folgt £ X € U, also ist geoy(Fe) =
geo, .y (1) = exp(£eX) wohldefiniert, dh. Iy D [—¢,¢], vgl. Satz [IL3 1@ O

I11.3.22. Korollar. Geoddten sind lokal Distanz minimierende Kurven, dh. ist
c: 1 — M eine Geoddte, dann besitzt jeder Punkt in I eine Umgebung J C I,
sodass fiir je zwei Punkte s, t € J, s <t, die Geodite c|jsy die bis auf Reparame-
trisierung eindeutige stickweise glatte Kurve minimaler Linge d(c(s),c(t)) von
c(s) nach c(t) darstellt.

BEWEIS. Es bezeichne U C T'M die offene Umgebung des Nullschnitts M C
TM aus Korollar [T1.3.200 Weiters sei nun ¢ty € I. Aus Stetigkeitsgriinden existiert
eine Umgebung J von ty, sodass (t — s)c/(s) € U, fiir alle s,t € J. Da ¢ Geodéte
ist, gilt weiters c(t) = exp((t — s)/(s)), t,s € I. Nach der in Korollar [11.3.20l
formulierten Eigenschaft von U, ist also c|js, die eindeutige stiickweise glatte
Kurve minimaler Lénge von ¢(s) nach ¢(t). O

111.3.23. Korollar. Es existiert eine Umgebung U der Diagonale in M x M,
sodass sich je zwei Punkte x,y € M mit (x,y) € U durch eine, bis auf affine
Reparametrisierung eindeutige Geoddte minimaler Linge d(x,y) verbinden las-
sen. Bis auf Reparametrisierung ist dies die eindeutige (stickweise) glatte Kurve
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minimaler Linge von x nachy. Diese Geoddte ist von der Form t — exp,(tX, ),
t €10,1], fir ein X,, € T, M, das glatt von (x,y) abhingig gewdhlt werden kann.

BEWEIS. Bezeichnet U C T'M die offene Umgebung des Nullschnitts aus Ko-
rollar [I1.3.20] dann hat U := (7, exp)(U) C M x M offensichtlich die gewiischten
Eigenschaften. O

I11.3.24. Korollar. Ist ¢ : [a,b] — M eine stickweise glatte Kurve von c¢(a) = x
nach c(b) = y mit minimaler Lange, dh. length(c) = d(z,y), dann kann c glatt
nach Bogenlinge parametrisiert werden, und diese Reparametrisierung ist eine
(ungebrochene) Geodite.

BEWEIS. Es sei t € [a,b]. Wéhle ¢ < a < t < b < b, sodass |a, l~)] eine
Umgebung von ¢ in [a,b] bildet und so, dass (¢(d), (b)) € U, wobei U die Um-
gebung der Diagonale in M x M aus Korollar [11.3.23] bezeichnet. Beachte, dass
auch das Teilstiick ¢ := ¢|; ;; minimale Lénge hat, length(c) = d(c(a), &(b)). Aus
Korollar [II.3.23] folgt daher, dass sich ¢ glatt nach Bogenldnge parametrisieren
lasst und in dieser Parametrisierung eine Geodite ist. Das Korollar folgt nun

unmittelbar. 0

IT1.3.25. Beispiel (Geodéten in S™). Wir betrachten die Einheitssphiare M =
S C R™ ! mit der von der flachen standard Riemannmetrik auf R”*! induzierten
Riemannschen Metrik, vgl. Beispiel Wir wollen nun zeigen, dass die
Geodéten Grofikreise in S™ parametrisieren, dh. die Bilder der Geodéten sind
gerade die Durchschnitte S® N E = S, wobei £ C R"*! einen 2-dimensionalen
linearen Teilraum bezeichnet. Dazu erinnern wir uns, dass die orthogonale Gruppe
0,11 auf S™ durch Isometrien wirkt. Insbesondere liefert die Spiegelung an einem
2-dimensionalen linearen Teilraum E C R™"! eine Isometrie ¢ € Isom(S™) mit
Fixpunktmenge {x € S™ : p(z) = 2} = S" N E. Es sel nun z € S" N E und
X € T,S" tangential an S™ N E. Jede Isometrie bildet Geodéten auf Geoditen
ab, genauer haben wir aufgrund der Eindeutigkeit, p(exp(tY)) = exp(tT,p - Y),
Y € T,M. Da T,p- X = X, folgt p(exp(tX)) = exp(tX), die Geodéte exp(tX)
muss daher zur Génze in der Fixpunktmenge S™ N E liegen. Ist X # 0, dann
muss das Bild der Geodéte aus Dimensionsgriinden mit S™ N E {ibereinstimmen.
Ist |X| =1 und fassen wir X € T,S™ = = C R""! auf, so gilt

geoy (t) = cos(t)z + sin(t) X, teR, teR,

denn dies ist eine Bogenldngenparametrisierung von S™ N E, wobei E den von x
und X erzeugten Teilraum bezeichnet. Auf der Sphére lassen sich daher je zwei
Punkte durch eine Geodéte verbinden, diese Geodéte ist aber i.A. nicht eindeutig,
x € S™ lasst sich mit —x durch viele verschiedene Geodéten gleicher (minimaler)
Lénge verbinden. Beachte auch, dass jede Geodite in S™ geschlossen (periodisch)
ist.

111.3.26. Proposition. Es sei x € M und R > 0 so, dass die Exponentialabbil-
dung exp, : Br(0) — M definiert ist, vgl. Korollar[[I[.3.10@). Dann kann jeder
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Punkt y € Bg(x) durch eine (i.A. nicht eindeutige) Geoddte der Léange d(x,y)

mit x verbunden werden. Insbesondere gilt daher exp,(B,(0)) = B.(x) fir alle
0<r <R undexp,(D,(0)) = D,.(z) fir alle 0 <r < R.

BEWEIS. Setze r := d(x,y) < R. Weiters sei € > 0 so, dass die Einschrankung
der Exponentialabbildung exp, : B.(0) — M ein Diffeomorphismus auf ihr Bild
ist, vgl. Korollar [IL.3.16/(d]). Wihle 0 < § < min{r,e}. Da Ss(z) = exp,(Ss(0))
kompakt ist, vgl. Satz [IL.3.18|@), existiert X € T, M mit | X| =1 und

Die Geodéte ¢ : [0,7] — M, c(t) := exp,(tX), ist wohldefiniert, startet bei

¢(0) = x und hat Lénge length(c) = r = d(z,y). Da § < r = d(x,y), muss jeder

stiickweise glatte Weg von x nach y die Sphére Ss(z) treffen, und wir erhalten
r=d(z,y) = min (d(z,z) +d(z,y)) =0+ d(Ss(z),y) = 6 + d(c(9), y),

z€S5(x)
also d(c(6),y) = r — §. Betrachte nun

t' = sup{t € [0,r] : d(c(t),y) =1 —t} > 6.
Aus Stetigkeitsgriinden gilt daher auch d(c(t'),y) = r — t'. Es geniigt nun ¢’ = r
zu zeigen, denn dann d(c(r),y) = r —r = 0 und somit ¢(r) = y, also wére ¢ die
gesuchte Geodaéte.

Wir gehen indirekt vor und nehmen 6 < # < r an. Es sei ¢ > 0 so, dass
die Einschrinkung der Exponentialabbildung exp.q : Be(0) — M ein Diffeo-
morphismus auf ihr Bild ist. Wéhle 0 < ¢ < min{r — t/,¢'}. Da Ss(c(t')) =
exp) (S5 (0)) kompakt ist, existiert 2 € Sy (c(t')) mit d(2',y) = d(Sy(c(t')), y).
Da ¢’ <r—t =d(c(t'),y), muss jeder stiickweise glatte Weg von ¢(t') nach y die
Sphére Sg (c(t')) treffen, und wir erhalten

r—t' =dct),y)= min (d(c(t'),s)+d(s,y))

s€S (clt)))
= 0" +d(Sy(c(t')),y) = ' +d(<,y),
also
Az, y)=r—({t' +7). (I11.50)
Mit der Dreiecksungleichung erhalten wir daraus r = d(z,y) < d(z, 2')+d(Z',y) =
d(xz,z') +r— (' +9¢') und somit

d(z,z') >t +§. (IT1.51)
Nach Satz [TI.318|(@) existiert eine Geodiite v von ¢(¢’') nach 2’ mit length(y) =
d(c(t'),2') = ¢'. Konkatenation von c|p, mit v liefert eine stiickweise glatte

Kurve von  nach 2z’ mit Lange ¢’ +¢’. Kombinieren wir dies mit ([IL51]), so folgt
d(z,2') = t'4¢'. Aus Korollar [TL.3.24] folgt daher, dass 2" auf der Geodéte c liegen
muss, ¢(t' + ') = 2/. Zusammen mit ([IL50Q) folgt d(c(t' +0'),y) =r — (' + &),
ein Widerspruch zur Definition von #'. Somit muss ¢ = r gelten, und der Beweis
der Proposition ist vollstéandig. U
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IT1.3.27. Satz (Hopf-Rinow). Fiir eine zusammenhdingende Riemannsche Man-
nigfaltigkeit M sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) M ist vollstindig, dh. Cauchy Folgen bzgl. d konvergieren.

(b) Jede beschrinkte abgeschlossene Teilmenge ist kompakt.

(c¢) Es existiert x € M, sodass exp, : T,M — M global definiert ist.

(d) M ist geoddtisch vollstindig, dh. die Exponentialabbildung exp : TM — M
st global definiert.

In diesem Fall kénnen je zwei Punkte x,y € M durch eine (i.A. nicht eindeutige)
Geoddte minimaler Lange d(x,y) verbunden werden.

BEWEIS. Die Implikation (d) = (@) ist trivial. Um (@) = (D) einzusehen, sei
x € M, sodass exp, : T,M — M global definiert ist. Nach Proposition
ist daher exp, : D,(0) — D,(x) surjektiv, fiir jedes r > 0. Als stetiges Bild der
kompakten Menge D,.(0) ist D,(x) also kompakt. Da jede beschriankte Teilmenge
in einem solchen Ball D, (z) enthalten sein muss, sind beschrankte abgeschlossene
Teilmengen folglich kompakt. Die elementare Implikation (Bl) = (@) wurde bereits
in Proposition [IL.3.7] nachgewiesen. Es bleibt noch (@) = (d) zu zeigen. Wir
gehen indirekt vor und nehmen an es existiere x € M und X € T, M, sodass
die Geodite geoy : Ix — M nicht global definiert ist, dh. fiir das maximale
Definitionsintervall gilt Ix # R. O.B.d.A. sei |X| =1 und supIx = r < o0. Da
Geodéten proportional zur Bogenlinge parametrisiert sind, gilt

d(geox (5), geox (1)) < length(geoy ) = [t |, s,t€ [y, s<t,

Wegen der Vollstandigkeitsvoraussetzung (@) existiert daher der Grenzwert y :=
lim;_,, geo(t) in M. Nach Korollar [T1.3.21] existiert eine Umgebung K von y in
M und € > 0, sodass geoy () definiert ist, fiir alle Y € T, M mit |Y| =1,y € K.
Nach Konstruktion existiert t € Ix mit ¢ > r — ¢ und geoy(t) € K. Setzen wir
Y := geoy(t), dann ist also geoy () definiert. Nach Satz [TL3.14(d)) ist daher auch
geoy (t +¢) definiert. Da t4¢ > r, erhalten wir einen Widerspruch zur Definition
von r. Somit muss Ix = R gelten, M ist daher geodétisch vollstdndig. Damit ist
die Aquivalenz der vier Aussagen gezeigt. Die letzte Behauptung folgt nun sofort
aus Proposition O

111.3.28. Korollar. Auf einer kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit las-
sen sich je zwei Punkte durch eine (i.A. nicht eindeutige, vgl. Beispiel [[II.3.25)
Geoddte minimaler Linge verbinden.

I11.3.29. Beispiel (Geoditen im Hyperbolischen Raum). Wir versehen R™*!
mit der pseudo Riemannmetrik g = —d2® @ d2® + > | da' ® da’ und betrachten
H" :={z € R"™ : g(z,z) = —1, 2° > 0} mit der davon induzierten Riemann-
schen Metrik. In Beispiel [II.1.12l haben wir gesehen, dass H™ konstante negative
Schnittkriimmung besitzt, K = —1. Von Beispiel [II.1.12 abweichend, betrachten
wir hier nur eine der beiden Zusammenhangskomponenten des Hyperboloids.
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Sei nun x € H" und X € T,H"™ = zt mit |X| = 1. Bezeichnet E den
von x und X erzeugten linearen Teilraum, dann liefert die Spiegelung an E eine
Isometrie ¢ € Isom(H™"), die z und X festhilt. Wie in Beispiel [TL3.25 folgt, dass
ENnH"={ye H": p(y) = y} Bild einer Geodite ist. Genauer haben wir

geo (t) = cosh(t)z + sinh(t) X,

denn dies ist eine Bogenldngenparametrisierung von H™ N E. Insbesondere ist
H" (geodétisch) vollstindig, je zwei Punkte in H™ lassen sich daher durch ei-
ne Geodite minimaler Linge verbinden, vgl. Satz [I1.3.27 Aus der expliziten
Beschreibung der Geodéten sehen wir sogar, dass sich je zwei Punkte in H”
durch eine eindeutige Geodéte verbinden lassen, denn zwei solche Punkte lie-
gen in genau einem 2-dimensionalen linearen Teilraum von R"*!. Wir schliefen,
dass exp, : T,H™ — H" eine glatte Bijektion (sogar ein Diffeomorphismus) ist,
fiir jedes z € H™. Um diese Geoditen explizit anzugeben, seien x,y € H™ und
X = (g9(z,y)®> — 1) V%(g(z,y)x +y) € T,H" = x*, |X| = 1. Die Geodiite
geox (t) = cosh(t)z + sinh(t) X startet bei geoy(0) = z und trifft den Punkt y zu
jenem Zeitpunkt ¢ > 0, fiir den cosh(t) = —g(x,y) gilt. Fiir die Distanz erhalten
wir daraus

cosh(d(z,y)) = —g(x,y), x,y € H". (I11.52)

Beachte, dass die Gruppe O, (1,n) := {A € O(1,n) : g(Aep,ep) < 0} durch
Isometrien auf H™ wirkt, O, (1,n) C Isom(H"). Wir wollen nun zeigen, dass dies
schon die volle Isometriegruppe des hyperbolischen Raums ist,

Isom(H") = O4(1,n). (I11.53)

Sei dazu ¢ € Isom(H™) beliebig. Da O, (1,n) transitiv auf H™ wirkt, existiert
A € O4(1,n), sodass die Isometrie ¢; :== A~' 04/ den Punkt e, festhilt, ¢ (eg) =
eo. Da T, 11 eine orthogonale Abbildung ist, existiert B € {1} xO(n) C O, (1,n),
sodass die Isometrie 1y := B~ o)) nun 1s(ey) = ep und T, 1)s = idr,, g erfiillt.
Daraus folgt, dass 1) Punkte, die auf Geodéten durch ey liegen festhélt. Somit
gilt ¥y = idgn, also v = AB € O, (1,n). Dies zeigt ([IL53)). Fiir die Gruppe der
orientierungserhaltenden Isometrien, Isom(H™), erhalten wir daraus

Isom, (H™) =2 S04 (1,n). (I11.54)
Ein analoges Argument zeigt auch Isom(S™) = O(n + 1), vgl. Beispiel [ILI11l

I11.3.30. Beispiel (Poincaré Scheibenmodell). Wir wollen nun das Poincaré
Scheibenmodell des hyperbolischen Raums beschreiben. Dazu identifizieren wir
den Einheitsball E" := {u € R" : |u| < 1} durch stereographische Projektion mit
dem Hyperboloid H™, dh. wir betrachten den Diffeomorphismus

f:E"— H", f(u) = %W(l + |uf?,2u) = (2%, 2), (IT1.55)
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mit Umkehrabbildung
1 —
1+ 00T
Ziehen wir die Riemannsche Metrik auf H", siche Beispiel [IL.3.29] mittels f auf
den Einheitsball zuriick, so erhalten wir

gen = fTg =

' H" - E", f_l(:co,:c) =

4go
(1 — ful?)?’
wobel go = Y1, du' @ du’ die Einschriankung der Standard Riemannmetrik auf
E" C R™ bezeichnet. Um dies einzusehen, beachte

L+ Jul> >0 2ufdu’ (1 —ul?) + (1+ul?) 3, 2u'du’ 43 u'du

(I11.56)

dz’ = d = —
MR ETE (1—[uf?)? (1—[uf?)?
also
0 0 16
dz° @dr” = ———— Zuujdu ® du’
A= Py 2
und
W 2du? (1 — |uf?) 4 4w Yo, utdu :
d J — =d — 2 1 <9<
R |u|2 (1 [a?)? =l
also

de’@dxj = H)( (1 — |ul?) Zdu]@)du]

+16(1 — |ul?) Z u'v! du’ @ du’ + 16 Z(uj)2 Z u'uFdu’ ® duk>
ij=1 j=1 ik=1
= ———— (40— [uP)?) dv’ @ du’ +16 Y uvidu’ @ duﬂ)
—ul2)4
A~ [uP)
und somit
4

j=1

4go
(1 — Jul?)?’

J
wie behauptet.
Aus (IIL52)) und erhalten wir fiir die Hyperbolische Distanz

2lu — vl|?

(1= Jul?)(1 = [o]?)’

cosh(dgn(u,v)) =1+ u,v € E"

Insbesondere daher
1+ |ul?
1 — Jul?’

cosh(dgn(u,0)) = ueE". (IT1.57)
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Aus ([TL56) folgt fiir die Volumsform volg. € Q"(B™), vgl. Aufgabe B8]

2 " 1 n
Das Volumen der hyperbolischen Bélle DE" := {u € E™ : dgn(u,0) < r} ist
N
Vol(Dy') = Wn / sinh™*(p)dp, (ITL.58)
I'(3) Jo
denn nach ([ILE7) gilt DF" = {u € E" : |u| < 1ii:<i¥()r) }, also

2 n
E™\ 1 n
Vol(D: )_/u|< o (71_|u|2) du' A--- A du

T4cosh(r)
sinh(r)
2m/2 /W( 2 >n . 2m/2 /"
= —— — ) " dt = — sinh™~*(p)dp,
I'(3) Jo 1—¢ I'(3) Jo

wobei wir im letzten Schritt die Substitution t = 1ii§(?s(}f’()p)

1_2t2 =1+ cosh(p), dt = #gh(p). Das Volumen der hyperbolischen Bille wéchst
daher exponentiell mit dem Radius r. Durch Ableiten erhalten wir aus ([IL58))
auch das Volumen der hyperbolischen Sphéren,

n/2

verwendet haben,

VOI(S?) = 21122)

2

sinh"~*(r),

auch dies wéchst exponentiell mit dem Radius.

Die Bilder der Geodéten in E™ sind Kreise, die den Rand der von E™ ortho-
gonal treffen, bzw. Geraden durch den Mittelpunkt 0 € E". Um dies einzusehen
betrachten wir eine Ebene

E={("...,2") eR"" | 2sinf =x'cosf, 2’ =0,...,2" =0}, (IIL59)

wobei |0 < 7/4. Das Bild der Geodéte f~'(ENH") in E" ist daher, vgl. (IIL55),
durch das Gleichungssysthem

(14 (u")?+ (u?)?)sind = 2u' cosf,u® = 0,...,u" =0
beschrieben. Fiir § = 0 liefert dies eine Geraden, und fiir  # 0 die Gleichung

eines Kreises, der den Rand von E" in den beiden Punkten (v!,+v2 0,...,0)
trifft, wobei v! = tan § und v* = 4/1 — (v!)2. Die Tangenten in diesen Punkten
sind durch
u*v?sinf = u'(cos§ —v'sinf),u® =0,...,u" =0

gegeben, gehen also durch den Ursprung, folglich schneidet der Kreis den Rand
von E™ orthogonal. Beachte, dass jede Ebene in R"*! die H" schneidet durch eine
Isometrie in {1} x O(n) € O(1,n) auf eine Ebene der Form ([IL.59)) abgebildet
werden kann, und dass der Diffeomorphismus ([IL55) O(n)-dquivariant ist, dh.
obige Beobachtung bleibt fiir beliebige Geodéten in E™ richtig.
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IT1.3.31. Beispiel (Poincaré Halbraummodell). Schliefilich wollen wir noch das
Poincaré Halbraummodell des hyperbolischen Raums beschreiben. Dazu identifi-
zieren wir den Halbraum H" = {(y',...,y") € R" : y* > 0} durch Inversion bei
P = (-1,0,...,0) € R® mit dem Einheitsball, dh. wir betrachten den Diffeo-
morphismus

2(y— P
y J—
mit Umkehrabbildung
2(u—P
Rt E" — H”, h_l(u):P+M:x
ju— PJ?
Da ( >
4y, P
h(y)|> =1+ - I11.61
) =1+ (11L61)
gilt h(y) € E" genau dann wenn y € H". Beachte auch
4 4 8(y — P,z — P)
h(y) — h(z)]* = — :
‘ (y) (Z)‘ |y—P‘2 + |Z—P|2 |y—P|2|Z—P‘2
_Ay-P)— (=P dly—=zP
ly — PPlz — PJ? ly — PPPlz = P|?

also mit ([IL.61
|h(y) — h(2)]? dly—z2P ly—=P

(1= [R)P)1 = [a(z)?) ~ 16{y, P)(z, P) ~ 4y’
und nach daher

ly — 2|

2ylzt
Ziehen wir die Riemannsche Metrik gg» mit h auf den Halbraum zuriick, so er-
halten wir

cosh(dgn(y,z)) =1+

y,z € H".

Ayt @dyt 4+ +dyt@dy" go

gun = h'gpn = BE (y1)?’
1
denn u! = —1 + 2‘5“'_;;'12), also
1 —~ i
du! = P (z\y — PPyt —A(y' + 1%y — 4y 1) yidy )
=2
undui:ﬁ,QSign, also
i1 27 i i1 1 iINS i ,
du' = m(ﬂy— Pldy* — 4y'(y" + 1)dy — 4y Zyjdyj>, 2<1i<n,

=2
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und durch direkte Rechnung

4go
hrgo = —90__
Oy PP
und daher mittels (IL56) & (IT1.6T))
164 1640 9o

O S PPy — P 160, PP ()
Da die Inversion bei P Kreise und Geraden auf Kreise und Geraden abbildet
sehen wir, dass die Bilder von Geodéaten in H"™ Kreise oder Geraden bilden die
den Rand von H" orthogonale treffen.

IT1.3.32. Beispiel (Hyperbolische Ebene). Wir wollen nun noch den 2-dimen-
sionalen Hyperbolischen Raum besprechen. Das Poincaré Scheibenmodell, siehe
Beispiel [IL3.30, E :=FE? = {z € C : |2| < 1} mit Metrik

_ 440
SENCIEDS
und das Poincaré Halbraummodell H := H? = {z € C : Im 2z > 0} mit Metrik
__ 9
gu Im(z)z’

siehe Beispiel [IL3.31], wobei gy wieder die standard Riemannmetrik auf C = R?
bezeichnet. Wir bezeichnen die Mobiustransformationen mit

az+b a b
= — A= PSL(2 = SL(2 + 1.
va() = 212 (& ) epsiec =siacy
Es gilt
va(H)=H <« AePSL(2,R)=SL(2,R)/+1,

und jedes solche 14 wirkt als orientierungsbewahrende Isometrie auf H. Da H?
und H isometrische Riemannmannigfaltigkeiten bilden, vgl. Beispiel [11.3.31] er-
halten wir mit ([IL54) nun leicht

SO, (1,2) = Isom (H?) = Isom, (H) = SL(2,R)/ £ 1.
Die volle Gruppe Isom(H) wird von Isom (H) und der orientierungsumkehrenden
Isometrie H — H, z — —Z, erzeugt. Ebenso haben wir

vaE)=E < AeSU(1,1)/+1,

und jedes solche 14 wirkt als orientierungsbewahrende Isometrie auf E. Da H?
und E isometrische Riemannmannigfaltigkeiten bilden, erhalten wir analog

SO, (1,2) = Isom (H?) = Isom (E) & SU(1,1)/ & 1.
Die volle Gruppe Isom(E) wird von Isom, (E) und der orientierungsumkehrenden
Isometrie E — E, z — Z, erzeugt. Beachte auch, dass die Mobiustransformation
iz+1

o:H-E () =—,
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eine Isometrie H = E liefert, denn 1 (z) = h(z), vgl. (IILGQ).

IT1.3.33. Bemerkung (Total geodétische Teilmannigfaltigkeiten). Eine Teil-
mannigfaltigkeit S C M einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M wird total geo-
ddtisch genannt, wenn jede Geodite von S (bzgl. der von M induzierten Rie-
mannmetrik) auch Geodéte in M ist. Wir erinnern uns an

VxY =V5Y +1I(X,)Y), XY € X(9), (111.62)

wobei IT € T'(S*T*S @ T+S) die zweite Fundamentalform von S bezeichnet, siehe
Satz [IL1.9(@). Ist nun ¢ : I — S eine Geodéte in S, die gleichzeitig Geodéte in
M ist, dann gilt V5¢ = 0 = Vo und wegen daher II(¢,¢) = 0. Da
die zweite Fundamentalform symmetrisch ist, folgt nun, dass S genau dann total
geodétisch ist wenn die zweite Fundamentalform von S verschwindet, II = 0.
Beispiele: affine Teilrdume im flachen R™ bilden total geodétische Teilmannigfal-
tigkeiten; Durchschnitte linearer Teilriume von R™™! mit S™ bilden total geodéti-
sche Teilmannigfaltigkeiten der runden Sphére; Durchschnitte linearer Teilrdume
von R™! mit H" bilden total geoditische Teilmannigfaltigkeiten im hyperboli-
schen Raum; ist das Bild einer Geodéte eine Teilmannigfaltigkeit, dann ist diese
offensichtlich total geodatisch.

111.3.34. Korollar. Es sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und X ein
kompakter topologischer Raum. Dann ist der Raum der stetigen Abbildungen
C(X, M), versehen mit der Topologie der gleichmdijSigen Konvergenz, lokal kon-
trahierbar. Insbesondere existiert zu f € C(X, M) ein e > 0, sodass jede stetige
Abbildung h : X — M mit max,cx d(f(x), h(z)) < e homotop zu f ist.

BEwEIs. Nach Korollar [IL3.20 existiert eine glatte Funktion ¢ : M —
(0,00), sodass die offene Umgebung des Nullschnitts U := {{ € TM : |£] <

e(m(§))} durch (m,exp) diffeomorph auf eine offene Umgebung der Diagonale U
abgebildet wird. Ist nun f € C(X, M), dann bildet

Co(X, M) :={heC(X,M)|VzeX:(f(x),h(x)) €U}
eine kontrahierbare Umgebung von f, eine entsprechende Kontraktion ist durch
Cr(X, M) x [0,1] = Ci(X. M), (h,t) = exp o (t((m, exp) ™ o (£.h)).
gegeben, dh. hy(z) = expy,(t eXpJI(lx)(h(x))) mit hg = f und hy = h. O
I11.3.35. Definition (Geodétisch konvexe Teilmengen). Eine Teilmenge A in
einer Riemannschen Mannigfaltigkeit wird geoddtisch konver genannt, wenn zu
je zwei Punkten z,y € A genau eine Geodite minimaler Linge d(z,y) von z

nach y existiert und diese zur Génze in A liegt. Beachte, dass der Durchschnitt
geodétisch konvexer Teilmengen offensichtlich wieder geodétisch konvex ist.

111.3.36. Satz. Ist M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und x € M, dann sind
die Bdlle B,(x), fir hinreichend kleine p > 0, geoddtisch konvex.
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BEWEIS. Es sei ¢ > 0 wie in Satz [I1.3.18) Durch Verkleinern von & diirfen
wir annehmen, dass je zwei Punkte in B.(z) durch eine eindeutige Geodéte mi-
nimaler Linge verbunden werden konnen, siche Korollar [T[.3.23] Wir wihlen ei-
ne Orthonormalbasis von T, M, betrachten die damit assozierten Riemannschen
Normalkoordinaten, vgl. Bemerkung [I1.3.77, und bezeichnen die entsprechenden
Christoffel Symbole mit I'};. Nach (IIL47) gilt daher I'};(z) = 0. Durch weiteres

Verkleinern von ¢ konnen wir also auch erreichen, dass

(Z(ZF W])yﬂé\vlz, y € B(x), v=(v',...,0") € R".

k=1 1t,5=1

Ist ¢ eine Geodite in B.(x) und bezeichnen ¢ = (¢',...,¢") die Komponenten

von ¢ in Riemannschen Normalkoordinaten, dann folgt aus der Geoditenglei-
chung (¢¥)" = =371 T5(&)(¢7), siche Lemma [ML3.T0, zusammen mit obiger
Abschéatzung

()] < | (1) (111.63)
Setzen wir weiters ¢ < 1 voraus, dann gilt auch, vgl. Satz [TL3I8(d),
1—|é(t)] > 0. (IT1.64)

Seinun 0 < p < ¢/3. Wir werden unten zeigen, dass der Ball B,(z) geodétisch
konvex ist. Seien dazu y, z € B,(x). Nach Konstruktion existiert eine eindeutige
Geodéte minmaler Lénge, die y mit z verbindet. Da d(y, z) < d(y,x) + d(x, z) <
2p, liegt diese zur Génze in Bs,(y) C Bs,(x) € B.(x). Wir bezeichnen diese
Geodéte mit ¢ : [a,b] — B.(x). Es bleibt zu zeigen, dass das Bild von ¢ sogar im
Ball B,(z) liegt. Betrachte dazu die glatte Abbildung

r:[a,b] — R, r(t) :==d(z, c(t))?/2 = |&(t)]*/2, (I11.65)

wobei ¢ = (¢!, ...,¢") die Komponenten der Geodiite in Riemannschen Normal-
koordinaten bezeichnen, vgl. Satz [IL3.I8((d). Beachte, r'(t) = (é(t), ¢ (t)) und

r(t) = &0 + (e(t),&"(t)) = | (@) — le)lle"(t)] = [ (O (1 - let)]) = 0
nach Cauchy—Schwarz, (IILG3) und ([IL64). Somit ist (ITL65) eine konvexe Funk-
tion. Fiir jedes t € [a, b] gilt daher r(t) < max{r(a),r(b)} < p?/2, also liegt ¢ zur
Génze im Ball B,(x). O

111.3.37. Satz. Jede nicht-leere, hinreichend kleine, offene, geoditisch konve-
xze Teilmenge einer Riemannschen n-Mannigfaltigkeit M ist zu R™ diffeomorph.
Genauer existiert zu jeder kompakten Teilmenge K C M ein € > 0, sodass jede
offene, geoditisch konvexe Teilmenge U C K mit diam(U) < e schon diffeomorph
zu R™ sein muss.

BEWEIS. Sei also U eine offene, geodétisch konvexe Teilmenge und z € U.
Da U offen ist, bildet

Vi={{eT,M|Vtel0,1]:exp,(t&) € U}
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eine offene Umgebung von 0 in 7T, M. Da U geodétisch konvex ist, liefert die
Exponentialabbildung exp, : V' — U eine glatte Bijektion. Ist U hinreichend
klein, dann ist dies ein Diffeomorphismus, V' = U. Der Satz folgt daher aus

Lemma [[11.3.38 unten. O

II1.3.38. Lemma. Jede sternformige, offene Teilmengen von R™ ist diffeomorph
zu R™.

BEWEIS. Sei also U C R" offen und sternférmig. O.B.d.A. sei 0 Zentrum von
U, dh. fiir jedes z € U liegt die affine Strecke von 0 nach x zur Génze in U. Durch
Anwenden des radialen Diffeomorphismus R™ & B", x + 2(1 + |z|?)~'/2, diirfen
wir weiters U C B™ annehmen. Mit Hilfe einer Partition der Eins lasst sich leicht
eine glatte Funktion x : U — (0, 00) konstruieren, sodass

x(z) < d(z,R"\ U), xeU. (I11.66)

Betrachte nun die glatte Funktion A : U — (0, 00) fo
eine glatte Abbildung

i t , und definiere

f:U—=R", f(z) == Az)x. (I11.67)

Um zu verstehen wie f auf radialen Strahlen wirkt, fixieren wir 5 € S" ! und
setzen 7 := sup{s > 0| s¢ € U} < 1. Fir s € [0,7) gilt A(s§) =

0 X ts§

1 s _dr

s o e also

*odr
fo = [ =6 selon
X(7€)

Beachte, dass s +—> fo x 7 streng monoton wachsend ist, denn y > 0. Aus ([IL.66])
erhalten wir weiters X(sf ) <r—s, woraus wir fo eI o T = oo schlieBen.

Dies zeigt, dass f den Strahl U N ([0, 00)¢) diffeomorph auf den Strahl [0, 00)&
abbildet. Folglich ist (IIL67) eine glatte Bijektion. Fiir die Ableitung von f gilt

Dof - X =d\(X)z+ A2)X, z€U XeR",

woraus wir sehen, dass D, f invertierbar ist. Nach dem inversen Funktionensatz
ist ([TL67) daher ein Diffeomorphismus. O

111.3.39. Bemerkung. Nach Satz besitzt jede Riemannsche Mannigfal-
tigkeit eine offene Uberdeckung durch geodétisch konvexe Teilmengen, und diese
Uberdeckung kann so gewihlt werden, dass sie einer vorgegebenen offenen Uber-
deckung untergeordnet ist. Jede Uberdeckung durch offene, geoditisch konvexe
Teilmengen ist gut im Sinn von Definition [.3.241 Dies folgt aus Satz [11.3.37,
denn jeder nicht-leere Durschnitt endlich vieler offener, geodétisch konvexer Teil-
mengen ist offensichtlich wieder offen und geodétisch konvex. Damit ist also

Satz [[L3.25] bewiesen.

Als weitere Anwendung von Korollar [11.3.16] wollen nun noch die Existenz
tubulidrer Umgebungen beweisen, vgl. Satz [[I.1.16] oben.
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IT1.3.40. Satz (Tubuldre Umgebungen). Es sei S C M eine Teilmannigfaltigkeit
mit Normalenbiindel T+S = TM|s/TS. Dann existiert eine offene Umgebung
U von S in M und ein Diffeomorphismus ¢ : T+S = U mit p|s = ids und
Ty|s = id, wobei wir S mit dem Nullschnitt in TS identifizieren.

BEWEIS. Wir fixieren eine Riemannmetrik auf M und identifizieren T+S =
{X e TM|s: X L S}. Nach Korollar [IL3.16(@) existiert eine offene Umgebung
des Nullschnitts D C T+S, sodass ¢ = exp|p : D — M wohldefiniert ist.
Offensichtlich gilt o(z) = z fiir x € S und somit auch T, - X = X fir X € T,.S.
Aus Korollar [IT3.T6(@) erhalten wir weiters T, - X = X, fiir x € S und X €
T:S. Bis auf d1e Identlﬁkatlonen T,7+S =T,S&T;}S = T, M hat die Ableitung
von ¢ bei x € S daher die Form

_ (idps 0
Tx(p_( 0 ideLs)'

Durch Verkleineren von D konnen wir erreichen, dass die Ableitung T¢¢ bei jedem
¢ € D invertierbar ist. Nach dem inversen Funktionensatz ist ¢|p somit ein lokaler
Diffeomorphismus. Es bleibt nun zu zeigen, dass durch weiteres Schrumpfen von D
auch Injektivitat von ¢|p erreicht werden kann, vgl. [2 §12] oder [4, Chapter 485].

Durch weiteres Verkleinern von D konnen wir zunéchst sicher stellen, dass
d(m(§),p(&)) = |£], fiir alle & € D, siehe Korollar [I.3.20l Es existiert eine glatte
Funktion ¢ : S — (0, 00), sodass fiir jedes x € S

Ve :={(eT S d(n(),z) <e(z), |§| <e(n(§)} €D

und ¢|y, ein Diffeomorphismus ist[ Wir werden nun zeigen, dass ¢ auf der
offenen Umgebung des Nullschnitts V' := {£ € T+S : |¢] < e(n(€))/2} € D
injektiv ist. Seien dazu &, € V mit p(§) = ¢(n). Aus der Dreiecksungleichung
folgt

d(m(&), m(n)) < d(w(£), v(§)) + d(e(n), m(n))
= [€] + In| < 3e(7(&)) + 3e(m(n)) < max{e(m(€)), e(m(n))}-
O.B.d.A. sei d(7(§),m(n)) < e(n(n)). Dann ist £ € Vi), und trivialerweise auch
n € Viu. Da ¢ auf Vi, ein Diffeomorphismus ist, erhalten wir § = 7, also
ist ¢ auf V' injektiv. Somit liefert ¢ einen Diffeomorphismus von V' auf die of-

fene Umgebung U := ¢(V) von S in M. Setzen wir ¢ noch mit dem radialen
Diffeomorphismus

o 1
T+S =V, £,
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zusammen, so erhalten wir den gewiinschten Diffeomorphismus T+S = U. 0

174 jedem y € S existiert p, > 0, sodass W, := {£€ € TLS : [¢] < py, d(7(£),y) < p,} €D
und |, ein Diffeomorphismus ist. Dies folgt daraus, dass ¢ ein lokaler Diffeomorphismus ist,
es geht aber auch ein, dass S die Teilraumtopologie von M triagt. Mit Hilfe einer Partition der
Eins auf S liasst sich damit die gesuchte Funktion ¢ konstruieren.



