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(b) Die Indexform ist positiv semidefinit, I.(X, X) > 0 fir alle X € To(c*TM).

BEWEIS. Die Implikation (b) = (@) folgt aus Proposition [IL5.28 Fiir die
umgekehrte Implikation (@) = (b)) betrachten wir X € To(c¢*T'M) mit I.(X, X) <
0. O.B.d.A. diirfen wir weiters X |j,—55 = 0 annehmen, vgl. Lemma [TL5.27] Nach
Lemma existiert daher eine Variation ¢ : [a,b — d] X (—&,6) — M von
Co = Cljap—s) mit ¢s(a) = c(a), ¢s(b—0) = c(b—0) und L(¢s) < L(c|qp—s)), fiir alle
0 < |s| < e. Nach Proposition [IL5.25 muss es daher einen Punkt ¢ € (a,b— d] C
(a,b) geben, der konjugiert zu a lings c ist. O

I11.5.30. Korollar. Fiir eine Geoddte ¢ : [a,b] — M sind dquivalent:
(a) Keint € (a,b] ist konjugiert zu a lings c.
(b) Die Indexform ist positiv definit, 1.(X, X) > 0 fir alle 0 # X € Ty(c*T'M).

BEWEIS. Wir beginnen mit der Implikation (@) = (b)). Nach Korollar [11.5.29]
gilt zundchst [.(X,X) > 0, fur alle X € T'o(c*TM). Ist X € T'o(¢*T'M) und
I.(X,X) =0, dann folgt

0<I(X+nY, X +nY) =X, X)+2(X,Y) + *L.(Y,Y),
-0
fiir alle Y € I'y(¢*T'M) und alle n € R. Betrachten wir n nahe 0, dann erhalten
wir I.(X,Y) = 0, fir alle Y € To(¢*TM). Nach Lemma [IL5.15] muss daher
X ein Jacobifeld langs ¢ sein. Nach Voraussetzung ist b nicht konjugiert zu a
lings ¢, also X = 0. Dies zeigt, dass 1. auf I'o(¢*T'M) positiv definit ist. Nun
zur umgekehrten Implikation (b)) = (@). Nach Korollar wissen wir, dass
kein ¢ € (a,b) konjugiert zu a sein kann. Es kann aber auch b nicht konjugiert

zu a sein, denn sonst gibe es ein Jacobifeld 0 # X € I'o(¢*T'M), fir das dann
I.(X, X) = 0 gelten wiirde, sieche Lemma [IL5.T5 O

Ohne Beweis sei hier noch folgende Verallgemeinerung der vorangehenden
Resultate erwéhnt, etwa in [7, Theorem 4.3.2] oder [13] §15].

I11.5.31. Satz (Morse Index Theorem). Ist ¢ : [a,b] — M eine Geodite, dann
existieren nur endlich viele Punkte t € [a,b] die konjugiert zu a lings ¢ sind, und
es qilt

ind(L.) = Y dim{X Jacobifeld lings c mit X(a) =0 = X(t)},

te(a,b)

wobei ind(1,) := max{dimV | V C To(c*T M) Teilraum mit I.|y < 0}. Weiters
indo(.) = Y dim{X Jacobifeld lings c mit X(a) =0 = X(t)},

te(a,b]
wobei indy(I.) := max{dim V' | V C To(c*T'M) Teilraum mit Iy < 0}.
Ein Beweis des folgenden Satzes findet sich in [13, Theorem 17.3].
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111.5.32. Satz. FEs sei M eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit und
p,q € M nicht konjugiert, dh. fiir jede Geodite c : [a,b] — M wvon c¢(a) = p nach
c(b) = q ist a nicht konjugiert zu b2 Dann hat der Pfadraum

QM. p,q) == {7 :[0.1] = M | 7(0) = p,7(1) = q},

versehen mit der kompakt-offenen Topologie, den Homotopietyp eines abzdihlbaren
CW-Komplexes mit einer k-Zelle fiir jede Geoddte ¢ von p nach ¢ mitind(I,) = k.

II1.6. Vergleich von Jacobifeldern.

I11.6.1. Proposition. Fiir p € M betrachte die Funktion
fp: M —R, fo(@) = 1d(z, p).

Weiters sei x € M, sodass f, in einer Umgebung von x glatt ist. SchliefSlich sei
c:[0,1] = M eine minimale Geodite von ¢(0) = p nach ¢(1) = x und X ein
Jacobifeld lings ¢ mit X(0) = 0. Dann gilt grad,(f,) = (1) und I

BEWEIS. Wir betrachten eine Variation ¢(t,s), sodass jedes é(t) := ¢&(t, s)

Geodaéte ist, dh. Vat%—i = 0, mit ¢(0) = p und & = c. Fiir hinreichend kleine s
ist ¢ eine minimale Geodéte von p nach ¢(1,s) und daher

et =5 ([ 1ala) = 5 1%

denn || ist konstant in ¢. Aus Lemma [IL.5.1] folgt somit

() (Z(1,9)) = 2 f,(6(1,5)) = ZE(E) = (2, 2)[,2y = (L, L)1, 5)

denn V5% = 0 und %£(0,s) = 0, da &0, s) = const = p. Da 95(1,s) in T, M
beliebig vorgegeben werden kann, folgt daraus

gradé(l,s)(fp) = %(L S)'

Setzen wir s = 0, so erhalten wir die erste Behauptung, grad,(f,) = ¢(1). Er-
neutes Ableiten liefert

H(fp)(%(las)a %(LS)) = (vﬁsdfp)(%(Ls))
= (Va, grad(f,), Z)(1,s) = (Va, %, %6)(1,5) = (Va, 5, ) (1, s).

39Die Existenz solcher Paare von Punkten (p,q) folgt aus Korollar mit Hilfe des
Satzes von Sard, vgl. [13] §18].

40Unter dem Gradienten einer glatten Funktion f : M — R, verstehen wir jenes Vektorfeld
grad(f) € T'(T'M), das beziiglich g der 1-Form df € T'(T*M) entspricht, dh. (grad(f), —) = df,
oder (grad(f), X) =df(X) =X - f, fiir alle X € T, M. Die Hessesche von f ist H(f) := Vdf €
(T M & T*M), dh. H(f)(X,Y) = (Vxdf)(Y) = X - (Y - f) = df(VxY) = (Vx grad(f), Y),
fir X,Y € T, M. Beachte, dass die Hessesche aufgrund der Torsionsfreiheit von V symmetrisch
ist, dh. H(f) € T'(S?T*M), also H(f)(X,Y) = H(f)(Y,X) fiir X,Y € T, M.

2dt = E(&,),
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Nach Satz[ITL519ist X (¢) := 2£(¢,0) Jacobifeld lings ¢ und X (0) = 0. Setzen wir
in obiger Formel fiir die Hessesche s = 0, so erhalten wir die zweite Behauptung,

H(f,)(X(1), X(1)) = (Vo X, X)(1). O

I11.6.2. Lemma. Es sei M eine vollstindige einfach zusammenhdngende Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit mit nicht-positiver Schnittkrimmung, K < 0, und
p € M. Dann ist die Funktion f, : M — R, f,(z) = %d(aj,p)z, glatt und fiir ihre
Hessesche gilt H(f,) > g, dh.

H(f,)(X,X) > |X]?, X eT,M. (I11.80)

Ist dariiber hinaus K < 0 und x # p, so gilt Gleichheit in (IL8Q) genau dann,
wenn X tangential an die (eindeutige) Geoddte durch p und x ist.

BEWEIS. Die Glattheit von f, folgt sofort aus Satz [I1.5.24], denn in Riemann-
schen Polarkoordinaten zentriert bei p stimmt f, mit %rz iiberein, wobei r den
Euklidischen Abstand zu 0 € T,M bezeichnet.

Es sei nun x € M und ¢ : R — M die eindeutige Geodéte von ¢(0)
nach ¢(1) = x. Weiters sei X ein nicht-triviales Jacobifeld langs ¢ mit X (0) =
Nach Satz und Korollar gilt daher X (¢) # 0, fiir alle ¢ > 0. Die
Funktion

p
0.

(Vy, X, X)
ist daher glatt. Ihre Ableitung lédsst sich wie folgt abschéatzen

A:(0,00) = R, () =

- (<vatvatx X)X+ [Va XX = 2095, X, X)?) X

X, 805, X)|X [P + [V, X X2 - 2( V5, X, X)?) | X]

(-
(mxw X = 2(V, X, X)) x|
(

A%

v

(Va.X, X)? = 2(V5, X, X)?) | X]
= —(Va, X, X)*|X|™" = =\%,

wobei wir die Jacobigleichung Vy, Vy, X + R(X, 8t) 5 = 0, die Vorausseqtzung an
die Schnittkriimmung K < 0, und auch dle Cauchy— Schwarz Ungleichung verwen-
det haben. Somit gilt 1 > X A2 =21 Dalimy o A(t) = oo, erhalten wir durch

Integration 1 > W‘O = ﬁ, also A\(1) > 1. Zusammen mit Proposition [TL6.1]

folgt

(X < (Va, X, X)(1) = H(f,) (X (1), X(1)).
Dies zeigt ([IL8Q), denn X (1) in T, M ist beliebig, siehe Korollar [I1.5.23] Tritt
in ([IL80) Gleichheit ein, dann muss (R(X, %)% X) = 0 gelten. Im Fall K < 0

v ot) ot
folgt daraus, dass X und 60 ¢ punktweise linear abhéngig sind. Gilt dariiber hinaus

x # p, dann ist ¢ nicht konstant und daher X tangential an c. U
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I11.6.3. Satz (Cartan). Auf einer vollstindigen einfach zusammenhdingenden
Riemannschen Mannigfaltigkeit mit nicht-positiver Schnittkrimmung, K < 0,
besitzt jede Isometrie endlicher Ordnung einen Fizpunkt.

BEwEIS. Wir folgen dem Beweis in [19, Chapter 6§3.2]. Sei also M eine
vollstandige einfach zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit mit nicht-
positiver Schnittkriimmung, K < 0. Fiir jedes p € M ist die Funktion f, : M — R
strikt konvex, dh. fiir jede nicht konstante Geodéte c ist f,oc: R — R eine strikt
konvexe Abbildung[*] Dies folgt aus Lemma [I[6.2, denn

(fpo C)// = %dfp(cl) = (Vdfp)(c/,c') - dfp(vﬁtcl) = H(fp)(c',c/) > |C/|2 > 0.

Sei nun ¢ € Isom(M) eine Isometrie endlicher Ordnung, dh. ¢* = id,, fiir ein
k € N. Dann ist auch die Funktion

F:M—R, F(z) = max{fp(:c), fo) (@), frp(2), ..., fwk—l(p)(x>}

strikt konvex, denn das Maximum zweier (endlich vieler) strikt konvexer Fuktio-
nen ist offensichtlich selbst wieder strikt konvex. Aus Stetigkeitsgriinden muss F'
ein Minimum annehmen, denn fiir jedes r > 0 ist {x € M : F(x) < r} beschrankt
und abgeschlossen also kompakt, siehe Satz Da F' strikt konvex ist, wird
dieses Minimum bei genau einem Punkt ¢ € M angenommen. Wiren ndmlich
q1 # o zwei verschiedene Punkte an denen F' ihr Minimum annimmt, und ~ eine
Geodéte die ¢; mit ¢o verbindet, dann wire F o~ : R — R eine strikt konvexe
Funktion, die ihr Minimum mehrmals annimmt[*q Da ¢ eine Isometrie ist gilt
fort1p) (2(7)) = forp(x) und somit F'(p(x)) = F(x). Aus der Eindeutigkeit des
Minimums folgt daher ¢(q) = ¢, also ist ¢ der gesuchte Fixpunkt. O

111.6.4. Korollar. Die Fundamentalgruppe einer vollstindigen Riemannschen
Mannigfaltigkeit mit nicht-positiver Schnittkrimmung, K < 0, ist torsionsfrei.

BEWEIS. Die universelle Uberlagerung einer solchen Riemannschen Mannig-
faltigkeit ist eine einfach zusammenhéngende vollstdndige Riemannsche Mannig-
faltigkeit mit nicht-positiver Schnittkriimmung, auf der die Fundamentalgruppe
durch Isometrien frei wirkt. Das Korollar folgt daher aus Satz [11.6.3. O

I11.6.5. Proposition. Es sei M eine vollstindige einfach zusammenhdngende
Riemannsche Mannigfaltigkeit mit nicht-positiver Schnittkrimmung, K < 0. Be-
zeichnen «,  und v die Winkel eines (geoddtischen) Dreiecks in M, dann gilt

41Wir erinnern uns, eine Funktion f R — R wird strikt konvex genannt, falls

flte+ (1 —t)y) <tf(z) + 1 -1)f(y),

fiir alle x # y und 0 < t < 1. Ist f zweimal stetig differenzierbar und f” > 0, dann ist f strikt
konvex.

428trikt konvexe Funktionen f R — R, nehmen ihr Minimum, falls es existiert, hochstens
an einer Stelle an. Dies folgt sofort aus der Definition strikt konvexer Funktionen.

434h. jedes nicht-triviale Element hat unendliche Ordnung
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a+ B+~ <. Ist dariiber hinaus K < 0 und das Dreieck nicht degenem’ert
dann gilt sogar o+ + v < 7.

BEWEIS. Essei p € M und o : R — M eine nach Bogenlénge parametrisierte
Geodéte. Nach Lemma [I1.6.2] gilt

(fp00)" = gdf,(o") = (Vdf,)(0",0") — dfy(Vo,0') = H(f,)(0",0') > |o|* = 1.
Es folgt

(f,00)(7) — (f, 0 0)/(0) = / (fyo0) (B)dt > / dt=r,

und erneutes Integrieren liefert
() = f(o0) = [ (fy00) (ryir
0

> /Ot(fp 00)'(0) + 7dr = t(f, 0 0)'(0) + /2. (IIL81)

Wir fixieren nun ¢ und betrachten das Dreieck mit Eckpunkten A := o(t), B :=p
und C := ¢(0). Weiters bezeichne p die Geodéte mit p(0) = p und p(1) = (0 )
Fiir die Langen der entsprechenden Seiten gilt daher a = d(p, o (0)) = [p'(1)],b =
und ¢ = d(p,o(t)). Fiir den Winkel v bei C' erhalten wir aus Proposition [[Im

(0'(1),a'(0)) o
W—(P(l)’ (0))

= (grad,(f,), 0'(0)) = (df,)(¢'(0)) = (f, © 0)'(0).
Die Ungleichung ([IL81]) besagt daher
¢ > a* +b* — 2abcos . (I11.82)

Da p und o beliebig waren, gilt diese Relation in jedem Dreieck. Bezeichnen
ap, Bo und 7y die entsprechenden Winkel in einem Euklidischen Dreieck mit
Seitenléigen a, b und ¢, dann gilt der Kosinussatz, ¢> = a? + b? — 2ab cos 7y, und
mit ([IL82) folgt v < 7o und analog o < ag und 8 < fy. Somit erhalten wir
a+ B+~ <ag+ P+ v =7, denn die Winkelsumme in Euklidischen Dreiecken
ist stets m. Ist K < 0 und das Dreieck ABC' nicht degeneriert, so gilt in (ITL82)
strikte Ungleichheit und daher auch a + 5+ v < 7. O

—acosy=a

I11.6.6. Proposition. FEs sei M eine vollstindige einfach zusammenhdngen-
de Riemannsche Mannigfaltigkeit mit nicht-positiver Schnittkrimmung, K < 0.
Weiters seien Ay, Ao, As, Ay die Eckpunkte eines Vierecks mit entsprechenden
Winkeln o, ai, ag und ay. Fiir die Winkelsumme gilt dann aq+ao+az+ay < 2.
Ist dariiber hinaus K < 0, dann tritt Gleichheit tritt nur dann ein, wenn alle vier
Eckpunkte auf einer Geoddte liegen.

4dh. die drei Eckpunkte liegen nicht auf einer Geodiite
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BEWEIS. Aus Proposition [[IL6.5l erhalten wir fiir die Winkelsumme des Drei-
ecks mit Ecken A;, Ay, A3
a) +ag+ay <, (I11.83)
wobei o und o} die Winkel bei A; bzw. Aj bezeichnen. Analog gilt fiir die
Winkelsumme des Dreiecks mit Ecken A;, Az, Ay

al +of +ag <, (I11.84)
wobei of, af die Winkel bei A1 und Aj bezeichnen. Zusammen mit

folgt nun ay + s +az+ay < 27, Tritt hier Gleichheit ein, so muss auch in (IIL.83))
und (IIL84)) Gleichheit gelten. Im Fall K < 0 folgt daraus, dass A;, Ay, A3 und
Ay, Az, Ay jeweils auf einer Geodéte liegen, und somit liegen alle vier Punkte auf
einer Geodéte. O

IT11.6.7. Satz (Preissmann). Es sei M eine kompakte Riemannsche Mannigfaltig-
keit mit negativer Schnittkrimmung, K < 0. Dann ist jede nicht-triviale abelsche
Untergruppe der Fundamentalgruppe zyklisch, dh. isomorph zu Z.

BEwEIS. Wir folgen dem Beweis in [19, Chapter 6§3.2], andere Zugénge mit-
tels harmonischer Abbildungen bzw. total geodétischer Tori finden sich u.a. in
[7, Chapter 8.10] oder [8, Chapter 3.8]. Es bezeichne p : M — M die universel-
le Uberlagerung. Wir identifizieren die Fundamentalgruppe mit der Gruppe der
Decktransformationen, m;(M) = Deck(M) C Isom(M), siche Beispiel [IT.4.36.
Ist I' C M das Bild einer Geodéte, dann bildet

Gr = {p € Deck(M ‘ eI =T} C Deck(M)

eine Untergruppe. Es sei v : R — M eine Parametrisierung von I' und ¢ € Gr.
Da Isometrien Geoditen auf Geodédten abbilden, existieren reelle Zahlen a und
b mit p(y(t)) = v(bt + a). Da nicht-triviale Decktransformationen fixpunktfrei
sind, kann die Gleichung ¢ = bt + a keine Losung besitzen, es muss daher b = 1
gelten, also p(y(t)) = v(t+a). Die Zuordnung ¢ — a definiert einen Gruppenho-
momorphismus ¢ : G — R. Beachte, dass hochstens ein a mit p(y(t)) = y(t+a)
existiert, und ¢ daher wohldefiniert ist, vgl. Satz [11.5.24l Auch ist der Homo-
morphismus ¢ injektiv, denn nicht-triviale Decktransformationen besitzen keine
Fixpunkte. Schlielich ist das Bild von ¢ diskret in R, denn fiir ¢, € Gr und
a, € Rmit ¢,(y(t)) = y(t+a,) und lim,_, a,, = 0 folgt lim,, ;o ¢, (7(0)) = ~(0)
und dann ¢, = idy; fiir hinreichend groBe n, da Deck(M) strikt diskontinuierlich
auf M wirkt. Somit ist G isomorph zu einer diskreten Untergruppe von R, dh.

(a) Fiir jede Geodiite I' € M gilt Gp = 0 oder Gp 2 Z
Wir werden nun folgende Behauptung verifizieren:

(b) Zu jedem ¢ € Deck(M) existiert eine Geodite I' € M mit ¢ € Gr, dh.
o(I") =T. Jede solche Geodite I' wird eine Achse fiir ¢ genannt.
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Sei dazu &, € M beliebig, und &y : [0,1] — M ein Weg von 5¢(0) = &
nach (1) = ¢(Zo). Da p(6¢(0)) = p(Go(1)) existiert eine stetige Abbildung
oo : ST — M mit oo(e*™) = p(60(t)). Nach Korollar ist o9 homo-
top zu einer geschlossenen Geodite oy : S — M, dh. es existiert eine Homo-
topie H : S' x [0,1] — M mit Hy = 0y und H; = o0,. Nach Satz [IL4I13]
lisst sich diese zu einer stetigen Abbildung H : [0,1] x [0,1] — M liften, dh.
p(H(t,s)) = H(e*™ s) und H(t,0) = &o(t). Setzen wir &,(t) := H(t, 1), dann gilt
p(61(8)) = 01(¢2) aber anch p(51(0)) = &1(1). denn p(p(H(0.) = p(A (1))
und ¢(H(0,0)) = H(1,0), also p(H(0,s)) = H(1,s) wegen der Eindeutigkeits-
aussage in Korollar [IL4.14l Es bezeichne nun v : R — M den Lift der Geodéte
o1, dh. p(y(t)) = o1(e*™) und v(0) = 1(0). Dann ist auch « eine Geodiite und
Y] = 01, also ¢(v(0)) = ~(1). Daraus folgt nun ¢(vy(t)) = v(t + 1) fiir alle ¢,
denn p(p(7(1))) = o1(e2™*) = p(y(t + 1)). Somit ist ~ die gesuchte Geodite]

(c) Fiir idys # ¢ € Deck(M) ist die Geodiite I' in (D)) eindeutig bestimmt.

Seien dazu I'1,I'y C M die Bilder zweier Geoditen die invariat unter @ sind, dh.
o(I'1) =T und p(I'y) =Ty Wéhle A € T'; und B € I'y. Wir betrachten nun das
Viereck mit Ecken A, B, C' := ¢(B) und D := ¢(A). Da ¢ eine Isometrie ist,
summieren sich die Winkel des Vierecks bei A und D zu m, und auch die Winkel
bei B und C summieren sich zu 7. Die Winklesumme des Vierecks betréigt daher
2. Da K < 0, muss das Viereck also degeneriert sein, dh. alle vier Punkte
liegen auf einer Geodiite, sieche Proposition [I1.6.6l Daraus folgt nun I'; = Ty,
denn A # D da ¢ eine nicht triviale Decktransformation ist, und durch zwei
verschiedene Punkte geht genau eine Geodite, siehe Satz [I1.5.24l Dies zeigt (@).

(d) Ist ' C M eine Geodite und H C Gr eine Teilmenge, die ein nicht-triviales

Element enthélt, dann gilt auch N := {¢) € Deck(M) : »"'Hi = H} C Gr.
Sei dazu idy; # v € H und ¢ € N. Es existiert daher ¢ € H mit oy = ¥p. Aus
o(I") =T folgt ¥(I') = (@) = w((T)), also ist ¥ (I") eine Achse fiir ¢. Aus
(@) erhalten wir ¢(I') =T, also ¢ € Gr. Dies zeigt (dl). Kombinieren wir dies mit
(@) und (B) folgt der Satz. O

I11.6.8. Korollar. Sind M und N zwei kompakte zusammenhdngende Mannigfal-
tigkeiten und m (M) # 0 # m(N), dann existiert auf M x N keine Riemannsche
Metrik mit negativer Schnittkrimmung, K < 0.

BeEwEIs. Sind a € m;(M) und b € 7 (V) nicht trivial, dann erzeugen diese
eine abelsche Untergruppe in m (M x N) = (M) x 7 (N), die nicht zyklisch
ist. Das Korollar folgt daher aus Satz [11.6.7] O

[

45Kombinieren wir (@) mit (B) so erhalten wir erneut die Torsionsfreiheit von 7 (M)
Deck(M). In Korollar [TL.6.4l wurde dies unter schwéicheren Voraussetzungen bewiesen.
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Fir x € R setzen wir

ﬁ sin(+/kt) falls k > 0,
sn(t) == ('t falls k =0,
\/%_H sinh(y/—~kt) falls kK <0,
und
cos(y/kKt) falls k > 0,
cng(t) =<1 falls k = 0,
cosh(v/—xt) falls k < 0.
Beachte sn/ (t) = cn,(t) und cn/ (t) = —rsn,(t), die Funktionen sn, und cn,

16sen daher die Jacobigleichung

ff(6) +rkf(t)=0
mit Anfangsbedingungen f(0) = 0 und f/(0) =1 bzw. f(0) =1 und f'(0) = 0.

II1.6.9. Bemerkung. Ist M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter
Schnittkrimmung K = x und X ein Jacobifeld lings einer nach Bogenlinge
parametrisierten Geodéte ¢ mit X (0) = 0 und (Vp,X)(0) L ¢(0), dann gilt
| X(t)] = (V5 X)(0)| sn.(t), siche Beispiel TODO: X = cn,(t)V () +
sn, ()W (t) wobei Vs,V =0 = Vy, W.

Fiir die folgenden Vergleichstheoreme von Rauch siehe [20, Theorem IX.2.1]
oder [7, Theorem 4.5.1].

IT1.6.10. Satz (Rauch). Es sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Schnitt-
krimmung K < k, k € R. Weiters sei ¢ : [0,b] — M eine nach Bogenlinge
parametrisierte Geoddite und b < 7w/+\/k falls k > 0. Schlieflich sei X ein Jaco-
bifeld lings ¢ mit X(0) = 0 und (Vy, X)(0) L (0). Dann ist | X|/sn, monoton
wachsend auf (0,b) und

(X ()] = [(Va, X)(0)[sns(t), ¢ €0,0].

Bewers. O.B.d.A. sei (Vy,X)(0) # 0 und daher X(t) # 0 fiir kleine ¢ >
0. Es sei 0 < 7 < b so, dass X auf dem Intervall (0,7) nicht verschwindet.
Nach Voraussetzung ist dann auch sn, > 0 auf (0,7). Auf (0,7) gilt | X| =
| X 71X, V5, X) und wegen der Jacobigleichung Vp, Vs, X + Rx .~ = 0 daher

|X|” + K’|X| = |X|_1(|v5tX|2 + <X> VatvatX>) - |X|_3<X> VatX>2 + '%|X|
= X7 (KIXP = (Byod, X)) X7 (IXPIVa X = (X, V5, X)?) 20,

S J

-~ -~

>0 >0

Fiir die Abschétzungen haben wir die Cauchy—Schwarz Ungleichung, K < k sowie
X(t) L d(t) verwendet, siche Lemma [IL.5.17. Daraus erhalten wir

(]X] sn, —|X]| cn,{)/ = (|X|"+ &[X|)sn, >0  auf (0,7).
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Da lim,_,o (] X |"sn, —|X| cn,) (¢) = 0 folgt
| X sn, —|X|en, >0 auf (0,7),
und dann
(1X]/sn.) = sn;2(|X| sn, —|X|en,) >0 auf (0,7).
Somit ist | X|/sn, auf dem Intervall (0, 7) monoton wachsend. Da
fm (1] n.) (6) = | (Vo X)(0)] (11L55)
erhalten wir schliellich

(X ()] = [(Va, X)(0)sne(t), ¢ €[0,7].

Daraus folgt nun auch, dass X auf (0, b) keine Nullstelle besitzen kann, die obigen
Uberlegungen bleiben daher fiir 7 = b richtig. O

IT1.6.11. Satz (Rauch). Es sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Schnitt-
krimmung p < K, p € R. Weiters sei c¢: [0,b] — M eine nach Bogenlinge para-
metrisierte Geodite, sodass kein t € (0,b) konjugiert zu O lings c ist. Schliefllich
sei X ein Jacobifeld lings ¢ mit X(0) = 0 und (Vy,X)(0) L ¢(0). Dann ist
| X|/ sn, monoton fallend auf (0,b) und

(X ()] < [(Va, X)(0)sn,(2), ¢ <[0,0].

Bewers. O.B.d.A. diirfen wir (Vp, X )(0) # 0 annehmen, denn andernfalls gilt
X =0.Seinm0<7<bund 7 < 7/\/p falls p > 0. Dann gilt sn, > 0 auf
(0,7]. Auch besitzt X auf (0, 7] keine Nullstelle, denn nach Voraussetzung ist
kein ¢ € (0,b) konjugiert zu 0 ldngs c. Es bezeichne I die Indexform von ¢l -,
vgl. Definition Nach Korollar [I1.5.29 ist I positiv semidefinit, denn nach
Voraussetzung ist kein ¢ € (0, 7) konjugiert zu 0 lings c. Fiir jedes Y € I'(¢*T'M)
mit Y (0) = 0 und Y (7) = X (7) folgt mittels Lemma [11.5.15]

0

IN

I(Y - X,Y - X)

I(V,Y) = 2I(X,Y) + I(X, X)
I(Y,Y) = 2(Vp, X, Y) ) + (Va, X, X)|
I(Y,Y) = (Vo X, X)(7).

Ist dariiber hinaus Y L ¢, dann liefert dies

<VatX,X>(T)§I(Y,Y):/ |VatY\2—<RC/,yY,c’)dt§/ Vo Y2 — p|V |2t
0 0
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Es bezeichne Z das parallele Vektorfeld lings ¢ mit Z(7) = X (7). Wenden wir
obige Abschétzung auf Y (t) :=sn,(t)Z(t)/sn,(7) an, so erhalten wir

%X, X)(r) < Sl [t = psnitos
X()P

= 0 (sn,(t) cn, (1)) T _ X (@D)Peny(r)

Y

0 sn,(7)

denn Y(0) = 0, Y(7) = X(71), Y(t) L (1), [Y(t)]> = sn2(t)|X(7)|*/sn(7),
(Vo Y)(t) = cn,(t)Z(t)/sn,(7) und [(Va,Y)()]* = en2(t)|X(7)[?/sn(7). Da
| X| = | XNV, X, X), folgt

(| X sn, —|X]cn,) (1) <0
und somit
(\X|/snp),(7') = sn;2(7')(\X|'snp —|X| Cl’lp>(7') <0.
Beachte, dass dies fiir alle kleineren 7 richtig bleibt, es gilt daher
(|X|/snp)/ <0 auf (0, 7].

Somit ist | X |/ sn, auf dem Intervall (0, 7] monoton fallend. Zusammen mit (IIL.85)
folgt

(X (@) < [(Va, X)(0)]sny(t),  t€[0,7].

Da X auf (0,0) keine Nullstelle besitzt, sehen wir nun, dass auch sn, auf (0, )
nicht verschwinden kann. Obige Uberlegungen bleiben daher fiir 7 = b richtig. [

I11.6.12. Korollar (Rauch). Es sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit
Schnittkrimmung p < K < k, p,k € R. Weiters sei x € M, £ € T,M, || =1
und t > 0 so, dass exp,(t§) definiert ist. Im Fall k > 0 sei dariber hinaus
t < w/\/k. Dann gilt fiir alle 0 # w € ¢ C T,M

sn, () < | T} exp, -w| < snp(t)‘ (I11.86)
t |w] t

BeweEIs. Nach Korollar [TL.5.21list X (¢) := Ti¢ exp,, -(tw) ein Jacobifeld langs
der Geodéten ¢(t) := exp,(t£) mit X (0) = 0 und (V5,X)(0) = w. Aus Satz[1L6.10]
erhalten wir die Abschitzung nach unten in (IIL86). Diese bleibt fiir kleinere ¢
richtig und zeigt daher, dass kein s € (0, ) konjugiert zu 0 lings c ist, vgl. Korol-
lar [IL5.23] Somit ist Satz [IL.6.11] anwendbar und dieser liefert die Abschétzung

nach oben in (ITLS6]). O
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II1.7. Volumsvergleich. Wir wollen in diesem Abschnitt das Volumen von
Sphéren und Béllen in M mit dem Volumen von Sphéren und Béllen in kon-
stant gekriimmten Mannigfaltigkeiten vergleichen. Wir bezeichnen die sogenann-
ten Raumformen mit

runde Sphére mit Schnittkriimmung K = & falls k > 0
(M7, gx) := { Euklidische Ebene mit der Standardmetrik falls k =0
Hyperbolische Raum mit Schnittkrimmung K =« falls Kk <0

II1.7.1. Bemerkung. Es sei z € M und exp, : T, M — M} die Exponential-
abbildung. Weiters sei r > 0 und r < 7/4/k falls k > 0. Nach Korollar [T1.5.21]
und Beispiel [TL5.26 (oder Korollar [TL6.12) haben wir

sng(r)

(exp, [5,(0)) "gx = 9. (I1L.87)

)
wobei go die von g, auf S.(0) C T, M induzierte Metrik bezeichnet. Die Sphére

Sy () ist daher zur Euklidischen Sphiren mit Radius sn,(r) isometrisch, denn
Multiplikation mit sn,(r)/r liefert einen Diffeomorphismus ¢ : T, M — T, M mit

©(5r(0)) = Sen,.((0) und ¢*gy = Sn}#go. Beachte, dass dies unabhingig vom
Mittelpunkt x € M7 gilt. Fiir das Volumen der Sphéren mit Radius r in M} folgt

27Tn/2
I'(3)

2

Vol (SM=) = sn” (). (I11.88)

Mittels Lemma [IL7.2] unten erhalten wir fiir das Volumen der abgeschlossenen
Bélle mit Radius r in M,

n 22 [T
Vol(DY'r) = —— / sn” ! (p)dp. (I11.89)
I'(3) Jo
I11.7.2. Lemma. Es sei M eine orientierte geschlossene Mannigfaltigkeit und g
eine Riemannsche Metrik auf [a,b] x M. Firt € |a,b] bezeichne M, die Teilman-

nigfaltigkeit {t} x M C [a,b] X M versehen mit der von g induzierten Riemann-
schen Metrik. Weiters sei |0y = 1 und 0, L. M;. Dann gilt

Vol([a,b] x M) = /bVol(Mt)dt.

BeEWwEIS. Es bezeichne ¢, : My — [a,b] x M die kanonische Inklusion, ¢;(z) :=
(t, ). Bezeichnet vol 3« die Volumsform von g, dann gilt fiir die Volumsform
von M,

..
volys, = 1], VOljg b,
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denn |0;| =1 und 0, L M,. Aus dem Satz von Fubini erhalten wir daher

Vol([a, b] x M) :/ vOljgp)x 11

[a,b]x M

:/;</Mt L;:iatvol[a,b]w)dt:[(/MtvolMt)dt:/abvol(Mt)dt,

wie behauptet. O

I11.7.3. Lemma. Es seien g und h zwei Riemannsche Metriken auf einer orien-
tierten Mannigfaltigkeit M mit g > h. Dann gilt fir die assozierten Volumsfor-
men vol, > voly,.

BEWEIS. Es sei x € M und A : T,M — T,M eine orientierungsbewarende
lineare Abbildung mit h(X,Y) = g(AX, AY), X,Y € T,M. Nach Vorausset-
zung gilt |[AX]? = g(AX,AX) = h(X,X) < ¢g(X,X) = |X]%. Somit sind alle
Eigenwerte von A betragsméfig kleiner oder gleich 1 und damit det A < 1. Ist
e, ..., e, eine positiv orientierte h-Orthonormalbasis, dann bildet Aeq, ..., Ae,
eine positiv orientierte g-Orthonormalbasis und wir erhalten

voly(eq, ..., e,) =1 =vol,(Aey, ..., Ae,)
= det(A) voly(ey, ..., e,) < voly(eq,...,en),

also vol, < voly. O

IT1.7.4. Korollar (Giinther). Es sei M eine Riemannsche n-Mannigfaltigkeit
mat Schnittkrimmung K < k, k € R. Weiters sei x € M und R > 0, sodass die
Ezxponentialabbildung exp, : T,M — M auf dem Euklidischen Ball Bg(0) C T, M
ein Diffeomorphismus ist, und 0 < r < R. Fiir das Volumen der Sphdre bzw. des
abgeschlossnen Balls in M mit Radius r und Mittelpunkt x gilt dann, vgl. (IILSS)

bzw. (IL8J),
vol(S,(x)) > vol(SM+) und vol(D,(x)) > vol(D¥x).

BEWEIS. Es bezeichne g die Riemannsche Metrik auf M. Fiir die Riemann-
metrik § := (exp, |s,(0))*g auf S,(0) C T, M gilt nach Korollar [I1.6.12

- sng(r) .

wobei gy die von ¢ auf T, M induzierte Euklidische Metrik bezeichnet. Fiir die
damit assozierten Volumsformen auf S,.(0) folgt aus Lemma [I1.7.3]

volg > volg, .

Nach Konstruktion ist (S,.(0),g) = (S.(x), g), und nach Bemerkung [TL7.1] auch
(5,(0), ) = (5™, g.). Wir erhalten somit

Vol(S,(x)) = Vol(S,(0), g) > VoI(S,(0), gx) = Vol(5,%).
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Die Abschitzung fiir das Volumen das abgeschlossenen Balls folgt nun aus Lem-
ma [IL.7.2] denn das radiale Vektorfeld 0, ist normiert und steht orthogonal auf
Sr(z). O

I11.7.5. Bemerkung. Vollig analog lassen sich unter der Voraussetzung p < K
die Abschétzungen

vol(S,(z)) < vol(S)*) und  vol(D,(z)) < vol(Dy*).

herleiten. Wir werden jedoch ein stiirkeres Resultat zeigen, siehe Satz [IL7.8
unten.

IT1.7.6. Lemma. FEs sei f:(0,b) = R" glatt und k € R, sodass
f"+rf <0,

limg o f(t) = 0 und lim;_,o f'(t) = 1. Dann hat sn,, auf dem Intervall (0,b) keine
Nullstelle, dh. im Fall k > 0 muss b < w/\/k gelten, f/sn, ist monoton fallend
auf (0,b) und lim;_,o(f/sn,)(t) = 1. Insbesondere gilt daher f < sn, auf (0,b).

BEWEIS. Aus sn” = —ksn, und sn, > 0 erhalten wir
(f/snn ~f SH;), = (f” + /if) sn, <0,
also ist f’sn, — f sn/, monoton fallend. Da lim,_,o(f’sn, — f sn,) (t) = 0, folgt
f'sn,—fsn <0  auf (0,b).
Sei nun 0 < 7 < b mit sny |(,-) > 0. Aus der vorangehenden Ungleichung folgt

(f/ sn,i)/ =sn,*(f'sn, —fsn),) <0,

also ist f/sn, auf (0,7) monoton fallend. Da auch

lim SO lim S(t) =lim f'(t) = 1,

t—0 snﬁ(t) 150 sn;(t) t—0

erhalten wir f/sn, < 1, dh. f <sn,, auf (0, 7). Daraus folgt nun auch, dass sn,
auf (0,0) nicht verschwinden kann, denn f wurde positiv vorausgesetzt. Somit
bleiben obige Uberlegungen fiir 7 = b richtig und das Lemma ist bewiesen.  [J

IT1.7.7. Lemma (Heintze und Karcher). Es sei M eine Riemannsche n-Mannig-
faltigkeit, ¢ eine Geoddte in M und X1, ..., X,_1 Jacobifelder lings ¢ mit X; L ¢
und X;(0) = 0. Dann geniigt die Funktion

F(£) == vol (¢ (1), X1(1), ..., X1 (8)) "7
der Differentialungleichung
Ric(d, )
" )
for n—1

auf jedem Intervall der Form (0,0) auf dem f definiert und positiv ist.

=<0,
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BEwEIS. Wir folgen dem Beweis in |20, Beweis von Theorem I11.4.3], siehe
auch [21], Section 7.1] oder Es sei b > 0 so, dass f auf (0, b) positiv ist. Auf diesem
Intervall sind die Jacobifelder X; daher linear unabhéngig. Da Vj, X; normal auf
¢ steht, konnen wir elne Kurve von (n — 1) x (n — 1) Matrizen A(t) wie folgt
definieren V, X; = 3 7" ' AJX ;. Dann gilt

nzlvol ¢ Xy, Ve X X)) tr(A)f
T n—1 vol(¢, X1, ..., Xp1) S n—1"
=1
und somit Ay "
p tr(A tr(A
/ _n—1f+(n—1)2f‘

Wir definieren eine weitere Kurve von (n — 1) X (n — 1) Matrizen R(t) durch
Rx,ec =370, ' R/ X;. Beachte tr(R) = Ric(c, ). Aus der Jacobigleichung fiir
X, erhalten wir
AN+A+R=0.
Anwenden der Spur liefert
tr(A)" + tr(A?) + Ric(d, ) = 0,

und daher Ric(¢, ) (A2 ( 1) tr(A2)
" ic(d, ),  tr(A)? = (n—1)tr(A?
A 1 /= (n —1)2

Beachte, dass tr(A*B) ein inneres Produkt auf dem Vektorraum der Matrizen
definiert, die Cauchy—Schwarz Ungleichung lautet tr(A*B)? < tr(A*A) tr(B*B).
Ist A die Einheitsmatrix so erhalten wir

tr(B)? < (n — 1) t2(B*B). (II1.91)

Wir werden unten zeigen, dass zu jedem ¢t € (0,b) eine invertierbare Matrix
S existiert, sodass ST'A(t)S symmetrisch ist. Da die rechte Seite von ([IL901
invariant unter Konjugation ist, folgt der Satz dann durch Kombination von

mit ([IL9T).

Aufgrund der Symmetrien des Riemannschen Kriimmungstensors gilt

f. (111.90)

((Va, X1, X;) — (X3, Vo, X)) = (V, Vi, X, X) — (X3, Vi, Vi, X))
—(Rx, ¢, X;) +(X;, Rx, oc') =0,
also ist der Ausdruck (Vs X;, X;) — (X;, Vo, X;) konstant. Da X;(0) = 0, folgt
(Va, Xi, X;) = (X5, Vs, X;). (II1.92)

Sei nun ¢t € (0,b) fix und Z1,. .., Z,_; eine Orthonormalbasis von ¢ (t)*. Weiters
bezeichne G die durch X, (t) = Zn ! G1Z; definierte (n—1) x (n—1) Matrix. Aus

[[I92) folgt A(t)GG* = GG*A(t)*, fiir die symmetrische Matrix S := (GG*)1/?
gilt daher ST'A(#)S = (ST'A(t)S)*. O
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IT1.7.8. Satz (Bishop). Es sei M eine Riemannsche n-Mannigfaltigkeit mit Ric-
cikrimmung Ric > (n — 1)p. Weiters sei x € M und R > 0, sodass die Ex-
ponentialabbildung exp, : T,M — M auf dem FEuklidischen Ball B(0) C T, M
ein Diffeomorphismus ist. Fir das Volumen der Sphdre bzw. des abgeschlossnen
Balls in M mit Radius 0 < r < R und Mittelpunkt x gilt dann, vgl. (IL8Y)) bzw.

m’ n n
vol(S,(z)) < vol(S) und vol(Dy(z)) < vol(Dr").

BEWEIS. Es sei £ € T,M mit [{] = 1 und wy, ..., w,_1 eine positiv positiv
orientierte Orthonormalbasis von £+ C T, M. Dann ist ¢(t) := exp, (t£) eine nach
Bogenlénge parametrisierte Geodéte und X;(t) := Ty exp, -tw; Jacobifelder lings
¢ mit X;(0) = 0 und (Vy,X;)(0) = w;. Solange

f(t) == vol(d(t), Xq(t), ..., X1 (t))/
positiv ist gilt nach Lemma [IL.7.7 und der Abschétzung fiir die Riccikrimmung

: /)
f//_'_pf S f//+ RIC(C ?10)
/rL_

Weiters ist f(0) = 0 und lim;,o f'(t) = 1. Aus Lemma[[IL7.@ folgt daher f < sn,,.

Betrachte nun die beiden Metrik g := (exp?)*g und g, := (expll/ﬂg)*gp auf
T.M = T,Mj. Nach obigen Betrachtungen folgt VOlgr(O) < VOl;;(O) fiir die in-
duzierten Volumsformen auf den Euklidischen Sphéren S,.(0) C T, M. Mittels

Integration erhalten wir vol(SM(x)) < vol(S+%) und aus Lemma [IL7.2 dann

auch die zweite Abschitzung. O

f<0.

II1.8. Distanzvergleich. In diesem Abschnitt werden wir zwei Versionen
des Satzes von Toponogov beweisen, siehe Satz [IL.8.11] und Korollar [IL.8.12 un-
ten. Diese Resultate vergleichen Seitenléngen und Winkel von Dreiecken in M mit
entsprechenden Seitenldngen und Winkeln von Vergleichsdreiecken in den kon-
stant gekriimmten Raumformen M unter der Voraussetzung, dass die Schnitt-
kriimmung von M nach unten durch x beschréankt ist. Der Beweis den wir hier
wiedergeben werden geht auf Karcher zuriick, siehe [22] oder [19] Section 11.2].

Unter einem Dreieck in M verstehen wir drei Punkte die durch drei minma-
le Geodéten miteinander verbunden sind. Unter einem Vergleichsdreieck in M},
verstehen wir jedes Dreieck in M}, das die gleichen Seitenléngen besitzt. Unter
einem Gelenk in M verstehen wir drei Punkte A, C, B zusammen mit zwei mini-
malen Geodéten (den Schenkeln) von C' nach A bzw. B. Unter dem Winkel eines
Gelenks verstehen wir den Winkel den die beiden Schenkel bei C' einschliefen.
Unter einem Vergleichsgelenk in M verstehen wir jedes Gelenk in M?, das den
gleichen Winkel einschliefit und die gleichen Schenkellangen besitzt.

IT1.8.1. Lemma (Existenz von Vergleichsdreiecken und Gelenken). Es sei M
eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Schnittkrimmung K > K,
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k € R. Dann existiert zu jedem Dreieck in M ein Vergleichsdreieck in M, und
zu jedem Gelenk in M existiert ein Vergleichsgelenk in M.

BEWEIS. Betrachte ein Gelenk in M mit Eckpunkten A, B, C, Schenkelldngen
a, b und Winkel 7. Wir wihlen einen beliebigen Punkt C' € M? und zwei nach
Bogenlidnge parametrisierte Geoddten & und B die bei C einen Winkel v ein-
schlieBen, dh. (&(0),3'(0)) = cos~. Setzen wir A := 3(b) und B := é(a), dann
bilden die drei Punkte A, C', B zusammen mit diesen Geoditen das gesuchte Ver-
gleichsgelenk, denn

d(C,A)=b und d(C,B)=ua.
Fiir & < 0 sind die letzten beiden Relationen offensichtlich, da jede Geodate in M
minimal ist. Im Fall £ > 0 folgen sie aus dem Satz von Myers, siche Satz [I1.5.11]
denn dieser impliziert a,b < diam(M) < 7//k = diam(M?).

Um auch die Existenz von Vergleichsdreiecken zu zeigen, seien nun A, B, C
die drei Eckpunkte eines Dreiecks in M mit Seitenldngen a, b, ¢ und o0.B.d.A.
a > b. Wie im ersten Teil des Beweises erhalten wir zwei Punkte C und B in
M7 mit d(C, B) = a, wobei im Fall x > 0 wieder der Satz von Myers eingeht. Es
bezeichne S C M die Sphére mit Mittelpunkt C und Radius b. Offensichtlich
geniigt es zu zeigen, dass A € S mit d(A, B) = ¢ existiert. Da a > b schneidet
S die minimale Geodite von B nach C, wir erhalten somit Punkte auf S, die
von B einen Abstand kleiner als ¢ haben, denn die drei Seitenlingen geniigen der
Dreiecksungleichung,

a=d(C,B)<d(C,A)+d(A,B)=b+ec.

Aus Satz [IL811] unten folgt, dass es auf S auch Punkte gibt, die von B eine
Abstand gréfler als ¢ haben. Aus Stetigkeitsgriinden muss es daher auch einen
Punkt A € S geben, der d(A, B) = c erfiillt. O

I11.8.2. Bemerkung. Vergleichsgelenke sind im wesentlichen eindeutig, dh. je
zwei Gelenke in M7 mit gleichem Winkel und gleichen Schenkellingen koénnen
durch eine Isometrie von M aufeinander abgebildet werden. Fiir Vergleichsdrei-
ecke ist die Situation ein wenig komplizierter. Zu zwei Dreiecken mit gleichen
Seitenlégen in M existiert zwar eine Isometrie, die die Eckpunkte aufeinander
abbildet, ist jedoch £ > 0 und ist eine Seiteldange gleich 7/+/k, dann kann die Iso-
metrie im allgemeinen nicht so gewéhlt werden, dass auch alle Seiten aufeinander
abgebildet werden.

Es wird sich als hilfreich erweisen die Distanz mit folgender Funktion zu mo-

difizieren:
' 1- fall
md,,(r) := / sn,. (£)dt = (2 cng(r)) falls k # 0,
0 r falls k = 0.
Beachte die offensichtlichen Relationen

md,. =sn, und md!+xmd, =cn,+rmd, = 1. (I11.94)

(111.93)

N|= 3=
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IT1.8.3. Proposition (Kosinussatz). Sind a, b, ¢ die Seitenlingen eines Dreiecks
in M7 und bezeichnet v den der Seite c gegeniiberliegenden Winkel, dann gilt

md,(c) = md,(a — b) + sn.(a) sn,(b) (1 — cos 7). (I11.95)
In anderen Worten,
& =a® +b* — 2abcosy
cos(v/kc) = cos(v/ka) cos(v/kb) + sin(v/ka) sin(v/kb) cos vy (I11.96)
cosh(y/|k]e) = cosh(y/|k|a) cosh(~y/]k|b) — sinh(~/||a) sinh(v/]x[b) cos
in den Fillen k =0, k > 0 bzw. k < 0.

BEWEIS. Es bezeichnen A, B und C' die Eckpunkte des Dreiecks, die den
Seiten a, b, ¢ gegentiber liegen. Weiters sei 7 : M! — R, r(x) := d(A, z) und

f:M! — R, f(x) :=md,(r(x)) = md,(d(A, z)).
Beachte, dass f auf ganz M glatt ist. Es gilt
df = (md!. or)dr = (sn, or)dr (I11.97)
und daher, siehe auch ([IL94)),
H(f) = Vdf = V((sn,or)dr) = (sn, or)Vdr + (cn, or)dr ® dr
= (sn,or)H(r) 4+ (cn, or)dr @ dr = (en,or)g = (1 — kf)g. (I11.98)

Dabei haben wir
cn,, or

H(r)= (9 —dr®dr)
sn,; or
verwendet, was sofort aus Proposition [IL6.1] und Beispiel [IL5.26] folgt.
Sei nun o eine nach Bogenlange parametrisierte Geodéte, |o'| = 1, von ¢(0) =

C nach o(a) = B. Die Funktion
p(t) := f(o(t)) = md.(d(A, o(t)))
erfiillt ' = df (0’) und wegen ([IL98) auch
" = (Vdf)(o',0") — df (Va,0)
=H(f)(¢",0") = (1= &(fo0))g(c".0') =1 - ke,
= 1. Dieses ¢ geniigt daher der Differentialgleichung

denn Vj,0' =0 und |o|
O" + ke = 1.

Nach ([TL94) stellt md,, eine spezielle Losung dieser Differentialgleichung dar. Da

sn,, und cn,, eine Basis der Losungen des homogenen Systems ¢” + ki = 0 bilden,

muss ¢ die Gestalt

o(t) = md,(t) + Coeng(t) + Cy sn,(t)
haben, mit Integrationskonstanten

Co = ¢(0) = md,(d(A,0(0))) = md,(d(A, C)) = md,(b)
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und, siehe ([I1.97),

C1 = ¢(0) = df(0'(0)) = sn,(r(c(0)))dr(o’(0)) = snx(b)dr(o"(0))
sn,. (b)(Vr, o' (0)) = sn(b)|Vr||o’(0)] cos(m — v) = —sn,(b) cos .
(

Da ¢p(a) = md,(d(A,o(a))) = md,(d(A, B)) = md,(c) erhalten wir somit

md, (¢) = md,(a) + cn,(a) md,(b) — sn,(a) sng(b) cosy (I11.99)
Mit ([IL93)) folgt daraus sofort (IIL96). Kombinieren wir ([IL99) mit
md,(a — b) = md,(a) + cn.(a) md,(b) — sn,(a) sn,(b) (I11.100)

dann folgt auch ([IL95). Um die letzte Gleichung zu verifizieren geniigt es zu
beobachten, dass die Funktion a — md,(a —b) —md,(a) der Differentialgleichung
¢" + ke = 0 geniigt und daher von der Form a +— Dgcn,(a) + Dy sng(a) sein
muss. Betrachten wir Wert und Ableitung bei a = 0 erhalten wir Dy = md,(—b) =

md, () und D; = sn.(—b) = —sn,(b), also ([ILI00). O

I11.8.4. Definition ([19] Section 9.3]). Es sei f : M — R stetig, x € M und
B € S?TM eine symmetrische Bilinearform. Wir schreiben H(f)(z) > B im
Sinn der Trdger, falls zu jedem € > 0 eine lokal um x definierte glatte Funktion
f- existiert fiir die die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

(a) fe(x) = f(z)

(b) f: < f in einer Umgebung von x

(c) H(f:)(x) > B —cga

Analog schreiben wir H(f) < B falls H(—f) > —B.

IT1.8.5. Bemerkung. Ist H(f)(x) > B im Sinn der Tréger, und A > 0, dann gilt

auch H(Af)(z) > AB im Sinn der Trager. Gilt H(f,)(z) > By und H(f2)(x) > Bs
im Sinn der Tréger, dann auch H(f; + f2)(x) > By + Bs.

I11.8.6. Bemerkung. Ist f eine C? Funktion, und bezeichnet B die Hessesche
von f bei z, dann gilt B < H(f)(z) < B im Sinn der Tréger.

IT1.8.7. Lemma. Es sei f : M — R stetig, B € T'(S?*T*M) und H(f) > B im
Sinn der Trager, dh. H(f)(x) > B(x), fir alle x € M. Fir jede Geodite o in M
gilt dann (f o 0)" > B(o’,0") im Sinn der Trdger.

BEWEIS. Sind f. wie in Definition [IL.8.4] dann gilt
(fe00)" = Vo, (df-(0)) = (Vdf.)(0",0") — df-(Va,0')
= H(f.)(o',0") > B(d’,d') —eld’)?,

wobei im letzten Gleichheitszeichen die Geoditengleichung Vp, o' = 0 eingegangen
ist. Dies zeigt, dass f. o o geeignete Tragerfunktionen fiir f o o bilden. U
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IT1.8.8. Bemerkung. Ist f : M — R stetig und H(f) > 0 im Sinn der Tréger,
dann ist f konvex, dh. konvex entlang jeder Geodéten in M. Dies folgt aus Lem-
ma [TL.8.7 denn eine stetige Funktion ¢ : [a,b] — R, fiir die /" > 0 im Sinn der
Tréger gilt, muss konvex sein.

IT1.8.9. Lemma. Es sei ¢ : [0,b] — R stetig und " 4+ kb > 0 im Sinn der
Triger, k € R. Ist k > 0 dann setzen wir auch b < w/\/k voraus. Weiters sei
¥(0) = 0 und es existiere ¥'(0) > 0. Dann gilt 1» > 0 auf ganz [0, ).

BeEWEIS. Wir gehen indirekt vor und nehmen an es existiert 0 < by < b mit
¥ (by) < 0. Durch Addition eines kleinen positiven Vielfachen von md,, diirfen wir
0.B.d.A. ¥" + ki > 0 voraussetzen, denn md” +xmd, = 1 und md,(0) = 0 =
md’,(0). Durch Addition eines kleinen positiven Vielfachen von sn, kénnen wir
weiters ¢'(0) > 0 erreichen, denn sn’ +xsn, = 0, sn,(0) = 0 und sn/ (0) = 1. Sei
nun € > 0 so, dass die Funktion s(t) := sn,(t + ¢) auf [0, by] strikt positiv ist,
etwa ¢ := (b — bg)/2. Dann gilt (¢/s)'(0) ='(0)/s(0) > 0 und daher

(¥/s)(t) > (¥/s)(0) = 0,
fiir hinreichend kleine ¢ > 0. Da 9 (by) < 0, existiert eine Stelle ty € (0, by) bei
der die Funktion /s ein lokales Maximum besitzt und ¢ (ty) > 0 gilt.
Da 1" + k1) > 0 im Sinn der Triger, existiert eine glatte Funktion ¢ mit ¢ < 1)
in einer Umgebung von tg, ¢(ty) = ¥ (ty) und

¢"(to) + Kt (to) > 0. (I11.101)

Auch die Funktion ¢/s besitzt bei ¢, ein lokales Maximum, denn ¢(t)/s(t) <
Y(t)/s(t) < (tg)/s(te) = @d(tg)/s(to), fir ¢t hinreichend nahe bei ty. Somit gilt
(¢/s) (to) = 0 und wegen s” + ks = 0 auch
s _ s "4k
0> (6/s)10) = 250 10) = T ),
ein Widerspruch zu ([ILI10I). Somit kann ¢ auf [0, b] keine negativen Werte an-
nehmen. Im letzten Schritt sind wir [19, Section 11.2, Seite 345] gefolgt. O

I11.8.10. Lemma. Es sei M eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit mat
Schnittkrimmung K > k, k € R. Weiters sei A € M, r(x) := d(A, x) und

f:M—>R, f(z) :=md,(r(x)) = md,(d(A, x)).
Dann gilt H(f) < (1 — kf)g auf ganz M im Sinne der Trdager.

BeEWwEIS. Es ist also H(f)(z) < (1 — kf(2))g. zu zeigen, fiir jedes x € M.
O.B.d.A. diirfen wir  # A annehmen, denn f(A) = 0 und H(f)(A) = 0. Wir
wéhlen eine nach Bogenldnge parametrisierte minimale Geodéite o : [0, p] — M
von 0(0) = A nach o(p) = x, dh. p = r(x) = d(A,z) > 0. Wir setzen zunéchst
voraus, dass die Distanzfunktion r bei x glatt ist. Beachte, dass im Fall k > 0
nach dem Satz von Myers, siehe Satz [IL5.11] auch p < diam(M) < 7/v/k
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gilt. Ist X ein Jacobifeld lings o, dass orthogonal auf o steht, dann folgt aus
Proposition IIL6.1]

H(r)(X(t), X(t)) = (Va, X, X)(t).

Weiters ist df = d(md,or) = (md/, or)dr = (sn,or)dr, also H(f) = V(df) =
(sn, or)H(r) + (sn’. or)dr @ dr und somit

H(f)(X(t), X (1)) = sn(t)(Va, X, X)(t),

denn dr(X) = (gradr, X) = (¢/, X) = 0. Im Beweis von Satz [IL.6.11] haben wir
die Abschétzung

hergeleitet, wir erhalten somit
H(f)(X(t),X(t)) < cn,(8)| X (1)) (I11.102)
SchliefSlich ist

H(f)(d'(t), =) = Vadf = Vo, (sn4(t)dr)
= sn’ (t)dr + sn,(t)Vs,dr = cn,(t)g(o'(t), —)

denn o'(t) = grad,,(r) und Vs, dr = 0 da V0’ = 0. Zusammen mit ([ILI02)

erhalten wir
H(f)z(w,w) < eng(r(z))w]* = (1 = wf(2))w]?,

fiir alle w € T, M, siehe auch ([IL.94).

Ist die Distanzfunktion r bei x nicht glatt, dann betrachten wir zu jedem
0 < e < r(x) die Funktion r. : M — R, r.(y) := ¢ + d(o(e),y). Dann gilt
re(z) = r(z), und wegen der Dreiecksungleichung auch r < r. auf ganz M.
Dariiberhinaus ist 7. in einer Umgebung von = glatt. Betrachten wir nun f.(y) :=
md, (7:(y)) = md.(e + d(o(e),y)), dann ist f. in einer Umgebung von x glatt, es
gilt fo(x) = f(z) und f < f. in einer Umgebung von = wegen der Monotonie von
md,.. Um die Hessesche von f. abzuschétzen, betrachten wir 7.(y) := d(o(¢),y)
und f.(y) = md.(7.(y)) = md.(d(c(),y)). Nach dem ersten Teil des Beweises
gilt

H(f)(x) < (1= K fo(2))ga,
denn 7. ist bei x glatt. Weiters gilt
H(f.) = (sngor.)H(r:) + (cn, or.)dr. ® dre

und analog

H(f.) = (sn, of.)H(7.) 4+ (cn, of.)dr. & dr..
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Da sich r. und 7. nur um eine Konstante unterscheiden ist dr. = dr. und H(r.) =
H(7.). Wir erhalten somit

sng(re(x)) ., =
H(f€>(x) - Snn(fe(l’))H(fe)(x>
+ (ol - S i) 0 o
sna(r(@) (| 5o
(o)) L @)
(i) = Sy o) 0 0 )
= (1= 5f (@) gz + 5(f(2) = fo(2)) gz
sn(r-(z)) s
(Gt ~ D @)
+ (cnn(rg(x)) — % cnn(fe(:c))) (dF. @ dF.),
Fiir e — 0 konvergieren alle bis auf den ersten Term gegen Null, und wir erhalten
H(f)(z) < (1 —=kf(x))g, im Sinn der Tréger, bei jedem = € M. O

IT1.8.11. Satz (Toponogov, Gelenkversion). Es sei M eine vollstindige Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit mit Schnittkrimmung K > k, k € R. Bezeichnen
A, C, B die Eckpunkte eines Gelenks in M und A, C, B die Eckpunkte eines Ver-
gleichsgelenks in M, dann gilt d(A, B) < d(A, B).

BEWEIS. Es sei o nach Bogenlédnge parametriesierte Geodéte in M, |o'| = 1,
von ¢(0) = C nach o(a) = B, und

p(t) :=mdy(d(A,0(t))).
Analog sei ¢ nach Bogenlénge parametrisierte Geodate in M7, || = 1 von 6(0) =
C nach ¢(a) = B, und

(1) = md,.(d(4,5(t))).

Es geniigt zu zeigen, dass die Differenz

U(t) = @(t) = (1)
(a

nicht negativ wird, denn dann folgt 0 < ¢(a) = ¢(a) —p(a) = md,(d (A,5(a))) —
md,.(d(A, o(a))) = md,(d(A, B)) — md,(d(A, B)), und dann d(A, B) < d(A, B)
wegen der Monotonie von md,.

Im Beweis von Proposition haben wir ¢” + k@ = 1 gezeigt. Aus Lem-
ma und Lemma folgt ¢” + ke < 1 im Sinn der Tréger. Fiir die
Differenz v = @ — ¢ erhalten wir daher, vgl. Bemerkung [IL.8.5]

" + k1) >0 im Sinn der Triger.
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Weiters gilt
¥(0) = ¢(0) = ¢(0) = mdu(d(A, C)) — md.(d(A, C)) =0
und, wie im Beweis von Proposition [IL.8.3]
P'(0) = @'(0) — ©'(0) = —sn,(b) cosy + sn,(b) cosy = 0. (II1.103)

Der Satz folgt nun aus Lemma [IL.8.9l Die Relation (IILI03) gilt zunéchst nur,
falls ¢ und ¢ bei 0 glatt sind. Im allgemeinen Fall konnen wir durch eine kleine
Modifikation von A erreichen, dass dies zutrifft, der Satz folgt dann aus Stetig-
keitsgriinden. O

IT1.8.12. Korollar (Toponogov, Dreiecksversion). FEs sei M eine vollstindige
Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Schnittkrimmung K > k. Betrachten wir ein
beliebiges Dreieck in M, dann sind seine inneren Winkel mindestens so gross wie
die entsprechenden inneren Winkel jedes Vergleichsdreiecks in M.

BEWEIS. Es bezeichnen A, B, C' die Eckpunkte eines Dreiecks in M und -~
den Winkel bei C'. Weiters seien A, B, C die Eckpunkte eines Vergleichsdreiecks
in M" und 4 der Winkel bei C. Aus Symmetriegriinden geniigt es ¥ < 7 zu zeigen.
Wir fassen (A, C, B) als Gelenk auf und wihlen ein Vergleichsgelenk (A, C, B)
in M". Nach Satz [IL8 11 gilt d(A, B) = d(A, B) < d(A, B). Aus ([IL99) folgt
daher ¥y <~ =+~. U

II1.9. Aufgaben zu Kapitel III

45. Aufgabe. Es sei V eine torsionsfreie Konnexion auf T'M. Zeige
k
(da)(XOa S 7Xk) = Z(_I)Z(VQI:T*MQ)(XOa S >'za S 7Xk)
i=0
fiir « € QF(M) und X; € X(M), wobei VA*T'™M die induzierte Konnexion auf
AFT* M bezeichnet. Daher ist da € QF(M) gerade die Schiefsymmetrisierung von
Va € I(T*M ® AFT*M).

46. Aufgabe. Ist e;,...,e, ein lokaler Rahmen, und bezeichnet e, ..., e" den
dualen Korahmen, e’(e;) = &}, dann gilt fiir jedes v € QF (M),

da = Zei A Vea.
i=1
47. Aufgabe. Verifiziere, dass die rechte Seite von (IIL9) unabhéingig von der
Basis X,Y von £ C T, M ist.
48. Aufgabe. Verifiziere ([IL13).

49. Aufgabe. Zeige, dass auf S? keine Riemannsche Metrik mit K < 0 existiert.
Zeige weiters, dass auf T? = S x S! keine Riemannsche Metrik mit K < 0 und
auch keine mit K > 0 existiert. Hinweis: Verwende die Formel von Gauf3—Bonnet,

siehe (IIL10).
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50. Aufgabe. Verifiziere . Hinweis: Verwende
(X, Y] =VxY = VyX sowie X -g(Y,Z) =g(VxY,Z)+ g(Y,VxZ).

51. Aufgabe. Zeige, dass der Laplace-Beltrami Operator auf C*(M) = Q°(M)
mit dem Laplace aus Proposition IILT.13|@) iibereinstimmt. Leite auch folgende
Koordinatendarstellung her,

2

i i 90 f
Af__728uﬂ (Vag?oL) = - 998 oa + Terme 1. Ordnung in f,
i,5=1 ,J

wobei /g := det(g,;), sieche Bemerkung [ITL.1.16l und auch [7, Section 2.1].

52. Aufgabe. Zeige, dass die Definition der Lénge stiickweiser glatter Kurven
unabhéngig von der verwendeten Unterteilung ist, siehe ([IL40Q). Zeige, dass die
Lange stiickweise glatter Kurven invariant unter Reparametrisierung mit stiick-
weise glatten Homoomorphismen ist. Zeige auch, dass zu jeder stiickweise glatten
Kurve ¢ : I — M ein glatter Homéomorphismus ¢ : I — [ existiert, sodass
co¢: I — M glatt ist. Hinweis: Fiir die letzte Behauptung reparametrisiere mit
glatten Homoéomorphismen ¢ : [t;_1,t;] — [t;_1,t;], die platt an den Randpunkten
sind, dh. ¢®(t;_1) = 0 = ¢®)(t,), fiir alle k € N.

53. Aufgabe. Es sei (M, g) eine Riemannsche Manigfaltigkeit und U C M offen.
Es bezeichne h die von g auf U induzierte Riemannsche Metrik. Zeige, dass die
von h indzuierte Metrik dj, auf U i.A. nicht mit der Einschrankung der von g auf
M induzierten Metrik d, iibereinstimmt. Hinweis. Betrachte M = R? mit der
standard Riemannmetrik ¢ = dz ® dr + dy ® dy und U C R? eine geeignete nicht
konvexe Teilmenge.

54. Aufgabe. Es sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Zeige, dass ei-
ne glatte Funktion f : M — (0,00) existiert, sodass die Riemannmetrik fg
vollstandig ist.

55. Aufgabe. Es sei M eine zusmmenhingende Mannigfaltigkeit. Zeige, dass
je zwei Punkt durch eine (stiickweise) glatte Kurve verbunden werden kénnen.
Hinweis: Fiir fixes x € M betrachte die Menge der Punkte, die mit x durch eine
stiickweise glatte Kurve verbunden werden kénnen. Zeige, dass diese Menge offen
und abgeschlossen ist.

56. Aufgabe. Gib einen Beweis vom Satz in [3, Abschnitt 2.11] analog zum
Beweis von Satz [TL3.T4l Details finden sich etwa in [10} Section 3.7] oder [2] §8].

57. Aufgabe. Es sei m : E — M ein Euklidisches Vektorbiindel und U eine
Umgebung des Nullschnitts M C E. Zeige, dass eine glatte Funktion € : M —
(0, 00) existiert, sodass {£ € E : [¢| < e(n(§))} C U. Hinweis. Zeige dies zunéchst
lokal in M und verwende dann eine Partition der Eins um die globale Aussage
zu erhalten.
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58. Aufgabe. Es sei (M, g) eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit und
A M — (0,00) glatt. Fiir die Volumsform der Riemannmetrik Ag zeige voly, =
A2 vol,.

59. Aufgabe. Nicht vollstindige Riemannfliche in R? mit K = —1.
60. Aufgabe. Jedes orientierbare Vektorbiindel {iber S* ist trivialisierbar.

61. Aufgabe. Es sei p: X — X cine Uberlagerung. Zeige:

(a) X ist genau dann lokal wegzusammenhéngend, wenn X lokal wegzusam-
menhéngend ist. .

(b) X ist genau dann semi lokal einfach zusammenhéngend, wenn X semi lokal
einfach zusammenhéngend ist.

Zeige auch, dass ein lokal wegzusammenhéngender Raum genau dann zusam-
menhéngend ist, wenn er wegzusammenhéngend ist.

62. Aufgabe. Es sei X ein zusammenhéngender, lokal wegzusammenhéngender
und semi lokal einfach zusammenhéngender topologischer Raum. Weiters seinen
p:Y = X und q: Z — Y zwei zusammenhingende Uberlagerungen. Zeige, dass
auch poq : Z — X eine Uberlagerung ist. Hinweis: Nach Wahl von Basispunkten,
ist offensichtlich, welche charakteristische Untergruppe die Uberlagerung pogq
haben miisste. Andererselts existiert zu dieser Untergruppe eine Uberlagerug = :
X = X. Zeige nun, dass ein Homdomorphismus 2 = X existiert, der 7 mit pog
identifiziert und schheﬁe daraus, dass auch poq eine Uberlagerung sein muss, vgl.
den Beweis von Korollar [IL4.30.
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