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1. Vorbemerkungen

Die komplexe Analysis, auch Funktionentheorie genannt, ist das Studium kom-
plex differenzierbarer Funktionen f : U — C, wobei U C C eine Teilmenge des
Korpers der komplexen Zahlen C bezeichnet. Bevor wir in Kapitel 2 zur Definition
der komplexen Differenzierbarkeit kommen, wollen wir in diesem Kapitel die noti-
gen Grundbegriffe kurz wiederholen. Vieles davon wird schon aus den Vorlesungen
iiber Analysis und Lineare Algebra bekannt sein.

1.1. Die komplexen Zahlen. Auf dem 2-dimensionalen reellen Vektorraum
R? wird eine Multiplikation definiert:

(@1, 91) - (22,92) := (2122 — Y12, T1Y2 + Y122) (1)
Fiir z, 21, 22, 23 € R? gilt dann offensichtlich:
(2122)23 = 2z1(2223) (Assoziativitéit)
2129 = 29721 (Kommutativitit)
2(z1 + 29) = 221 + 229 (Distributivitit)
2(1,0) = = (Einselement)
Fiir (z,y) # (0,0) € R? gilt auBerdem:
(z, y)(ﬁ, ﬁ) = (1,0) (Inverses)

Durch die Multiplikation (1) wird R? also zu einem Korper der der Korper der
komplexen Zahlen genannt und mit C bezeichnet wird. Wie {iblich wird das Fins-
element (1,0) mit 1 und das Nullelement (0,0) mit 0 bezeichnet. Weiters setzt man
i:=(0,1) € C, fiir das dann gilt
i’ =-1

Wir bezeichnen mit C* := {z € C | z # 0} die Menge der nicht verschwindenden
komplexen Zahlen. Da C ein Kérper ist, ist (C*,-) eine kommutative Gruppe. Fiir
das multiplikative Inverse von z € C* schreiben wir z~! oder auch %

Die Abbildung R — C, x — (z,0) ist eine Kdrpereinbettung, wir kénnen also R
als Teilkoérper von C auffassen. Beachte, dass die durch (1) definierte Multiplikation
mit z € R C C mit der Skalarmultiplikation auf R? {ibereinstimmt. Es ist (1, 1) eine
Basis des reellen Vektorraums R?, jedes z € C kann daher eindeutig in der Form

z=zr+iy mitx,y eR
geschrieben werden. Fiir eine komplexe Zahl z = z + iy, =,y € R, heifit Rez := x
der Realteil, und Im z := y der Imagindrteil von z. Es gilt also stets
z=Rez+1ilmz.
Fiir z € C, heifit Z := Rez — ilm 2z die komplex Konjugierte von z. Es gilt
zZ= Z, 21+ 20 =214+ 29 und Z122 = 2129
sowie
Rez=4(z+2) und Imz=5(z-2).
Weiters gilt fiir z € C
zeReImz=0& 2z ==z

Die komplexe Konjugation definiert daher einen Kérperautomorphismus C — C,
z +— Z, der i auf —1i abbildet, und dessen Fizkdrper mir R C C iibereinstimmt.
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Das standard Euklidische Produkt auf R?, (xq + iy1, 22 + iy2) = z122 + Y192,
kann mit Hilfe der komplexen Multiplikation wie folgt geschrieben werden
(#1,22) = Re(2122).
Da 2z = (Re 2)2+ (Im 2)? = Re(z2) folgt fiir den Absolutbetrag || := \/(z, z) daher
12| = 22 = (Re2)? + (Im 2)%.
Damit erhalten wir folgenden Ausdruck fiir das Inverse einer komplexen Zahl

1
271:7:% fir z € C*.
z |4
Wegen |z1 22| = 21207122 = 21212272 = |21]?|22|? folgt
|z122] = |21]|22]|, sowie ‘ﬂ’ = 1] falls zo # 0. (2)
V) |Zg|
Induktiv erhalten wir daraus insbesondere
|z"| =|2|" firzeC,neN, alsauch ["|=|z|" firz€C*, nezZ.
Da |z|? = 2Z = 2z = 2Z = |2|? gilt auch
2] = |-
Der Absolutbetrag definiert einen surjektiven Gruppenhomomorphismus (C*,-) —
(R*,-), 2 — |z|. Insbesondere ist S* := {z € C | |2| = 1} eine Untergruppe von
(C*,4).
Weiters gilt (zz1, 2z2) = Re(z2122) = Re(21222) Re(z1, z2z2) = (21, Z22), also
(221, 22) = (21, Z22).
Daraus folgt nun (221, 222) = (21, Zz22) = (21, |2|%22) = |2|?(21, 22), sowie (z1, Zo) =
<172152> = <ZQ,21> = <Zl,22>, d.h.
<21, 22> = <2’1, 22> und <ZZl, ZZQ> = |Z‘2<Zl, ZQ>. (3)
Offensichtlich gilt auch |Rez| < |z] und |Im z| < |z|. Miihelos erhalten wir dar-
aus [(z1,22)| = |Re(2122)] < |z122] = |21]|Z2] = |21]]22], also die Cauchy—Schwarz
Ungleichung
(21, 22)| < |21]l22]- (4)
Wie iiblich folgt dann |21 + 20|? = (21 + 20, 21 + 22) = (21, 21) +2(21, 22) + (22, 22) <
|21% + 2|21]|22| + |22* = (J21] + |22])?, also die Dreiecks Ungleichung
|21 + 22| < [21] + |22l ()
Aus der Dreiecksungleichung erhalten wir auch, siche Ubungsbeispiel 6,
|l21] = |22l] < |21 — zal. (6)
Aus der Cauchy—Schwarz Ungleichung (4) folgt
<Zla 22>
= lallz

Aus der Analysisvorlesung wissen wir, dass es daher genau eine Zahl ¢ € [0, 7] :=
{t e R|0<t<n} gibt, sodass

<1, fiir 21,20 € C*.

- f >| ' ")

Diese Zahl ¢ heifit der Winkel zwischen z; € C* und 29 € C*.

cosp =
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SchlieBlich sei noch erwédhnt, dass fiir z1,y1,22,y2 € Rund 21 = x1 +iy; € C,
zo = xo + iys € C offensichtlich gilt

det(gi ;g) = Im(Zz;22). (8)

1.2. Lineare Abbildungen. Da C sowohl reeller als auch komplexer Vek-
torraum ist kénnen wir zwischen reell linearen und komplex linearen Abbildungen
unterscheiden. Wir erinnern uns, dass eine Abbildung v : C — C reell linear heif}t,
falls

U(z1 + 22) = P(21) + ¥(22) fiir alle 21, 29 € C, und
Y(Az) = Mp(z) fiir alle z € C und alle A € R gilt.
Eine Abbildung v : C — C heifit komplex linear, falls
U(z1 + 22) = Y(21) + ¥(22) fiir alle 23, 2z € C, und
PY(Az) = Mp(z) fiir alle z € C und alle A € C gilt.

Offensichtlich ist jede komplex lineare Abbildung auch reell linear.

1.2.1. LEMMA. Es sei ($ §) die Matriz einer reell linearen Abbildung ¢ : C — C
beziiglich der Standardbasis (1,1), d.h. (1) = a +ib und (i) = ¢+ id. Dann sind
aquivalent:

(i) v ist komplex linear.
(i) ¥ (i) =iy (1).
(iii) Es gilt d = a und ¢ = —b.
Die Matrizdarstellung einer komplex linearen Abbildungen ist also von der Form
(2720, und es gilt ¥(z) = (1)z = (a +ib)z fiir alle z € C.

BEWEIS. Die Implikation (i)=-(ii) ist offensichtlich, denn fiir komplex lineares
¥ gilt natiirlich (i) = ¥(i-1) = iY(1). Ad (ii))=-(i): Seien z,y € R, und z := z +1iy.
Aus ¥(i) = iyp(1) und der reellen Linearitét folgt

U(z) = (@ +iy) = ¥(x) + P(y) = 29 (1) + yp(i) = (1) + yip(1) = 2¢(1),
also ist ¢ komplex linear. Die Aquivalenz (i)« (iii) ist auch augenscheinlich, denn

es gilt ¢ (i) = 1tp(1) genau dann, wenn (¢ + id) = i(a + ib), und dies ist genau dann
der Fall, wenn d = a¢ und ¢ = —b. [l

Eine injektive (also bijektive) reell lineare Abbildung ¢ : C — C heifit win-
keltreu, falls fiir alle 21,20 € C* der Winkel zwischen z; und 2o mit dem Winkel
zwischen ©(z1) und ¥(z3) iibereinstimmt. 9 ist also winkeltreu genau dann, wenn

(21, 22) [ (21)[[¢(22)] = (¥(21), ¥(22))| 21| 22],  fiir alle 21,25 € C (9)

gilt, siehe (7). Weiters erinnern wir uns, dass eine bijektive reell lineare Abbildung
¥ : C — C orientierungstreu heifit, falls ihre Matrixdarstellung beziiglich einer (und
dann jeder) Basis positive Determinante hat. Verwenden wir die Basis (1,i) und
(8) sehen wir, dass ¢ genau dann orientierungstreu ist, wenn gilt

Im (¢(1)3(i)) > 0. (10)
Es gilt nun folgende Charakterisierung komplex lineare Abbildungen.

1.2.2. PROPOSITION. FEs sei ) : C — C eine injektive reell lineare Abbildung.
Dann ist ¢ komplex linear genau dann, wenn 1 winkel- und orientierungstreu ist.
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BEWEIS. Sei zuerst ¥ : C — C komplex linear. Wir miissen (9) und (10)
verifizieren. Unter Zuhilfenahme von (3) und (2) erhalten wir

(21, 22) [ (20) [ (22)| = (21, 22) 219 (1) | |29 (1)] = (21, z2) [0 (1)[* |21 |22
= (¥(1)21,¥(1)22)|21][22] = (¥(21), ¥(22))] 21|22
fir alle z1, z9 € C. Also ist ¢ winkeltreu. Da 1 injektiv ist, gilt weiters
Im($(1)y (1)) = Im (P (1)(1)i) = Im (| (1) *1) = [»(1)]* > 0.
Dabher ist 1 auch orientierungstreu.
Sei nun umgekehrt 1 winkel- und orientierungstreu. Da v injektiv ist, gilt
Y(1) # 0 und ¥(i) # 0. Setze a := ;{’((i)) € C*. Nach Lemma 1.2.1 geniigt es zu

zeigen a = i. Wenden wir (9) auf z; = 1 und 2, =i an, dann folgt wegen (1,1) = 0,
|1 # 0, |i|] # 0, sofort

0= ((1),v(®) = (1), a(1)) = [H(1)]*(1,a) = [ (1)]* Rea.
Da [t)(1)|? # 0 schlieBen wir Rea = 0. Wenden wir (9) auf z; = 1+iund zp = 1 —i
an, dann folgt wegen (1 +1i,1 —1i) =0, |1 +1i| #0, |1 —i|] # 0 weiters
0= (1 +1),v(1—1)) = (¥(1) +¥(),v(1) — ¥(i))
= ((1+a)p(1), 1 = a)p(1)) = [Q)(1 +a,1 = a) = L)1 — |a]).

Da [1(1)|? # 0 schlieBen wir |a|? = 1. Zusammen mit Rea = 0 folgt a = +i. Aus
(10) erhalten wir

0 < (@D (1)) = Im(BIG(1)a) = Tm (1) Pa) = [¢(1)] Tma.
Da |1(1)]* > 0 schlieflen wir Ima > 0, also ist a = i, und 1 tatsichlich komplex
linear. (]

1.2.3. BEISPIEL. Die komplexe Konjugation C — C, z — z ist winkeltreu, aber
nicht orientierungstreu, und auch nicht komplex linear, vgl. Ubungsaufgabe 7.

1.3. Folgen komplexer Zahlen. Es sei a,, n € N, eine Folge komplexer
Zahlen. Die Folge a,, heifit konvergent falls a € C existiert, sodass gilt: fiir alle
e > 0 gibt es ein ng € N mit?

la —a,| <e fiir alle n > ng.

In diesem Fall sagen wir die Folge konvergiert gegen a. Eine Folge kann nicht gegen
zwei verschiedene Zahlen konvergieren. Dies folgt leicht aus der Dreiecksunglei-
chung, vgl. Ubungsaufgabe 8. Konvergiert die Folge a, gegen a dann heiBt a der
Grenzwert oder Limes der Folge und wird mit lim,, ., a,, bezeichnet. Offensichtlich
konvergiert die Folge a,, gegen a genau dann, wenn lim,,_ . |a, —a| = 0 gilt. Es ist
leicht zu sehen, siche Ubungsaufgabe 9, dass eine Folge komplexer Zahlen a,, genau
dann konvergiert, wenn die reellen Folgen Rea, und Ima,, beide konvergieren. In
diesem Fall gilt dann?

lim a, = lim Rea, +1 lim Ima,. (11)

n—oo n—0oo n—0oo

1Djes ist dquivalent zu der Forderung: fiir alle € > 0 existiert ng € N, sodass gilt |a —an| < €
fiir alle n > ng.

2Dies ist, ein Spezialfall (m = 2) folgender aus der Analysis bekannten Tatsache. Eine Folge
Xn in R™, x, = (z},22,...,2™), konvergiert genau dann, wenn jede Komponentenfolge 7,
1 < j < m, konvergiert, und in diesem Fall gilt limy— 00 Xn, = (liMn—o0 T4, - - -, liMp 00 ).
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Fiir den Grenzwert von Folgen komplexer Zahlen gelten die iiblichen Rechen-
regeln. Sind a,, und b,, zwei konvergente Folgen und A € C, dann konvergieren auch
die Folgen |a,|, Gn, Aan, an + by, anb, und es gilt:

lim |a,| = ’ lim an’ (12)
n—oo n—oo

lim @, = lim a, (13)

lim Aa, = A lim a, (14)

lim a, + b, = lim a, + lim b, (15)

lim a,b, = lim a, - lim b, (16)

n—oo n—oo n—oo

Ist dariiber hinaus b, # 0 fiir alle n € N, und gilt lim, .., b, # 0, so konvergiert
auch Z—: und es gilt

(17)

Diese Eigenschaften folgen entweder mittels (11) aus den entsprechenden Eigen-
schaften reeller Folgen, oder (einfacher) durch direktes Nachrechnen, vgl. Ubungs-
aufgabe 10. Schliefllich sei noch erwdhnt, dass jede Teilfolge einer konvergenten
Folge konvergiert, und zwar gegen denselben Grenzwert.

Eine Folge komplexer Zahlen a,, heifit Cauchyfolge falls fiir allee > 0 einng € N
existiert, sodass gilt

|an, — am| < e fiir alle n > ng und alle m > ny.

1.3.1. PropPOSITION (Cauchysches Konvergenzkriterium). Fine Folge komplez-
er Zahlen ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchyfolge ist.

BEWEIS. Wir zeigen zuerst, dass jede konvergente Folge eine Cauchyfolge ist.
Sei also a,, eine konvergente Folge komplexer Zahlen, a = lim,,_.o a,. Sei € > 0.
Dann existiert ng € N mit |a,, — a| < ¢/2 fiir alle n > ng. Fiir n > ng und m > nyg
erhalten wir mit Hilfe der Dreiecksungleichung

lan, — am| < lan —al+]a—am| <e/2+¢/2=¢.

Also ist a,, eine Cauchyfolge.

Sei nun umgekehrt a,, eine Cauchyfolge. Wir zeigen, dass dann auch Re a,, und
Ima,, Cauchyfolgen sind. Sei dazu € > 0. Da a,, Cauchyfolge ist, existiert ng € N
mit |a,, — ap| < e fiir alle n > ng und alle m > ng. Es folgt

|Re ay, — Rean| = |Re(am — an)| < |am — an] < e fiir alle n > ng, m > no.

Ebenso folgt | Im a,,, — Ima,| < ¢ fiir alle n > ng und alle m > ng. Also sind Rea,
und Im a,, Cauchyfolgen. Aus der Analysisvorlesung wissen wir, dass Cauchyfolgen
reeller Zahlen konvergent sind.®> Daher konvergieren die beiden Folgen Rea,, und
Ima,,. Nach (11) konvergiert dann auch a,. O

3Wir erinnern uns an den Beweis dieser Tatsache. Besitzt eine Cauchyfolge einen Haufungs-
punkt, so muss sie gegen diesen konvergieren. Weiters sind Cauchyfolgen stets beschriankt. Beides
folgt leicht mit Hilfe der Dreiecksungleichung, und gilt auch fiir Folgen komplexer Zahlen. Es
geniigt also die Existenz eines Hiufungspunktes zu zeigen. Ist nun z,, eine reelle Cauchyfolge,
dann existiert wegen der Beschrianktheit S := limsup,,_, ., Zn := inf,,>¢ supy>,, {z }. Offensicht-
lich ist S ein Hiufungspunkt der Folge x,. Also konvergiert z,. Beachte, dass wir die Existenz
des Supremums (und des Infimums) verwendet haben, also die Vollstéindigkeit von R eingeht.
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Es sei a,, eine Folge komplexer Zahlen. Ein Punkt ¢ € C heifit Hdufungspunkt
der Folge a,, falls in jeder Kreisscheibe B,.(c) := {z € C | |z — ¢| < r} mit Mit-
telpunkt ¢ und Radius r > 0 unendlich viele Folgenelemente liegen. Offensichtlich
ist ¢ genau dann Haufungspunkt der Folge a,, wenn a,, eine gegen c¢ konvergen-
te Teilfolge besitzt. Eine konvergente Folge besitzt genau einen Hiufungspunkt —
ihren Limes. Im Allgemeinen kann eine Folge natiirlich mehrere (oder gar keinen)
H&aufungspunkt besitzen.

1.4. Reihen komplexer Zahlen. Eine Reihe komplexer Zahlen ZZOZO Qn,
an € C, heiBt konvergent falls die Folge ihrer Partialsummen s, := Y __, ax kon-
vergiert. In diesem Fall heifit s = lim,, . s, = lim, . ZZ:O ay der Grenzwert
oder auch Limes der Reihe, wird mit Y ; a, bezeichnet, und wir sagen die Reihe
konvergiert gegen s. Die Reihe Y~ a, konvergiert genau dann, wenn die Reihen
fo:o Rea, und Z?:o Im a,, beide konvergieren. In diesem Fall gilt dann*

oo oo oo
E a, = E Rea, +1i E Ima,.
n=0 n=0 n=0

Dies folgt sofort aus der entsprechenden Eigenschaft von Folgen, siehe (11).

Auch fiir Reihen komplexer Zahlen gelten die iiblichen Rechenregeln. Sind
oo gan und Y0 b, zwei konvergente Reihen, und A € C, dann konvergieren
auch die Reihen > >° ' Aan, Y oo an + by, und es gilt

o0 o0 (o) o0 o0
Z)\an:)\Zan sowie Zan—i—bn:Zan—l—an.
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

Bei konvergenten Reihen diirfen wir Klammern setzen ohne das Konvergenzverhal-
ten zu dndern. Genauer gilt folgende triviale Beobachtung

1.4.1. PrRoOPOSITION (Klammersetzung). Es seia =Y a, eine konvergente
Reihe. Sei weiters o : N — N streng monoton wachsend mit o(0) = 0. Firn € N
set by = EZ(:;E?)A ai. Dann konvergiert auch die geklammerte Reihe >~ by,
gegen a.

BEWEIS. Betrachte die Folgen der Partialsummen s, := Y ._ ax und s, :=

—o bi. Offensichtlich gilt dann s/, = So(nt1)—1 fiir alle n € N. Also ist s;, eine

Teilfolge von s,. Mit s, muss also auch s/, konvergieren, d.h. die Reihe ZZOZO b,
konvergiert.

1.4.2. PROPOSITION (Causchysches Konvergenzkriterium). Eine Reihe komple-
zer Zahlen Y-, an konvergiert genau dann, wenn folgendes gilt: fiir jedes € > 0
existiert ng € N mat

n
‘Zak’gs fiir alle n > m > nyg.

k=m

Insbesondere gilt fiir eine konvergente Reihe Y ay, stets lim, oo an, = 0.

“Wieder ist dies ein Spezialfall (m = 2) eines Resultats der Analysis. Eine Reihe > onlo Xn,
xn = (z},22,...,27) € R™, konvergiert genau dann, wenn jede Komponentenreihe > ; 27,
1 < j < m, konvergiert, und in diesem Fall gilt 3-0° 1 xn = (3200 g zh,..., >0 ().

n=0“"n’
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BEWEIS. Dies folgt sofort aus Proposition 1.3.1 angewandt auf die Folge der
Partialsummen s,, := ZZ:O a. Fiir die zweite Behauptung bemerke, dass mit n =
m stets |Y,_,, ax| = |a,| gilt, und daher aus der Cauchybedingung lim,, .o |a,| =
0 folgt. O

Eine Reihe Y 7 ja, heit absolut konvergent falls Y7  |a,| < oo. Beach-
te, dass wegen |a,| > 0, fiir das Konvergenzverhalten von Y >  |a,| nur zwei
Fille eintreten kénnen: entweder konvergiert > |a,| gegen eine reelle Zahl, oder
>0 o lan| konvergiert gegen +o00. Mit > |a,| < oo meinen wir natiirlich, dass
der erste Fall eintritt. Eine Reihe ZZOZO a, konvergiert absolut, genau dann wenn
ZZOZO Rea, und ZZO:O Ima, beide absolut konvergieren, vgl. Ubungsaufgabe 9.
Sind >°7° ;a, und > ° b, zwei absolut konvergente Reihen, und A € C, dann
sind offensichtlich auch fozo Aa,, sowie ZZOZO an + b, absolut konvergent, siehe
Ubungsaufgabe 10.

1.4.3. PROPOSITION. Ist die Reihe Y ay absolut konvergent, dann konver-

giert sie, und es gilt
(oo} [ee]
> au| < Y laal.
n=0 n=0

BEWEIS. Wir verwenden Proposition 1.4.2 um die Konvergenz von Y.~ a,
zu verifizieren. Sei also € > 0. Da -, a) absolut konvergiert, existiert ng € N mit
> hen, lak] < e. Aus der Dreiecksungleichung erhalten wir

n n oo
’Zak’ < Z lak| < Z lak| < e fir alle n > m > ny.
k=m = k=ng

Aus Proposition 1.4.2 folgt daher die Konvergenz der Reihe > 7 a,,. Weiters gilt
| > o ak] <X p_glak] fiir alle n € N, und mit Hilfe von (12) folgt

n n oo

\Z% hmZM:ﬂﬂZMﬁ%ﬁ]M:ZWL O
k=0 k=0 k=0 n=0

1.4.4. PropPOSITION (Klammersetzung fiir absolut konvergente Reihen). Ist in

der Situation von Proposition 1.4.1 die Reihe ZZOZO an absolut konvergent, so gilt
dies auch fir die geklammerte Reihe > - 0 bn.

BEWEIs. Fiir jedes m € N gilt wegen der Dreiecksungleichung

m o(n+1l)— m o(n+1)—1 o(m+1)—1 oo
waz\z M<Z o= Y aal £ laal.
n=0 k=o(n) n=0 k=o(n) n=0 n=0

Da >, a, absolut konvergiert, folgt > >~ |b,| < oco. Also konvergiert auch
>0 o bn absolut. 0

1.4.5. PROPOSITION (Teilreihen). Es sei.— , an eine absolut konvergente Rei-
he, und o : N — N injektiv. Dann konvergiert auch die Teilreihe > - g (n) absolut.

BEWEIS. Wegen der Injektivitdt von o gilt
max{o(j)|0<j<k}

k oo
Ylaswl < > anl <> Jaa| fiiralle k € N,
n=0

n=0 n=0
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Da ) a, absolut konvergiert, folgt > °  |ay(n)| < 00, also ist Y7 ay(n) ab-
solut konvergent. ([

1.4.6. ProPOSITION (Umordnungssatz). Es sei .~ a, eine absolut konver-
gente Reihe komplexer Zahlen. Fiir jede Bijektion o : N — N ist dann auch die
umgeordnete Reihe > g (n) absolut konvergent und hat den selben Grenzwert.

BEWEIS. Durch Betrachtung von Real- und Imaginérteil kann dies leicht auf
den reellen Fall zuriickgefithrt werden. Wir wollen uns hier aber nochmals an den
rellen Beweis erinnern, der sich miihelos auf Reihen komplexer Zahlen verallge-
meinern lidsst. Aus Proposition 1.4.5 wissen wir bereits, dass ZZOZO G (n) absolut
konvergiert. Betrachte by, := a,(n) — an, n € N. Es geniigt zu zeigen ZZOZO b, = 0.
Sei dazu € > 0. Fiir n € N setze

S, :=1{0,1,2,...,n} und S} :={0(0),0(1),0(2),...,0(n)}.

Dann gilt Y ;_,ar = Zkes’ ak, und, da o injektiv ist, Y7 apm) = ZkeS’ a.
Wir schheﬁen

Zbk—Zaam Z%—Z%-Zak— D ow— ) a
kes, keS, kES!\Sn k€S, \S,

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung erhalten wir

‘Zbk‘ < lax| + Z lag| fiir alle n € N. (18)
kes,, \S k€S, \S,

Da )7 a, absolut konvergiert, existiert ng € N mit 32 “|ag| < £/2. Da o :
N — N surjektiv ist, existiert n; € N, ny > ng, mit S,, C S;Ll. Fiir n > ny gilt
dann S,, C Sy, Sp, C S, und daher auch

oo o0
Z lax| < Z lak| sowie Z lak| < Z lag| fir alle n > ny.
keS;\Sn k=no k€S, \S!, k=ng
Zusammen mit (18) erhalten wir

OO oo
’Zbk‘ < lag| + Z lag| <e/2+4+¢/2=¢ fir alle n > n;.
k=n

0 k=ng
Also gilt >~>% b, = 0. O

1.4.7. PROPOSITION (Reihenprodukte). Seien Y 0 a, und Y .- b, zwei ab-
solut konvergente Reihen. Weiters sei (01,02) : N = N x N, n — (01(n),o2(n)),
eine Bijektion. Setze cp := g, (n)boy(n), n € N. Dann konvergiert die Reihe Zf:o Cn

absolut gegen (ZZO:O an> - (ZZOZO bn)

BeEwEIs. Nach dem Umordnungssatz, siehe Proposition 1.4.6, geniigt es dies
fiir eine beliebige Bijektion zu zeigen. O.B.d.A. sei (01,02) : N — N x N so, dass

{(al(k),@(k)) ] keN, k< (n+ 1)2} - {(i,j) e N2

Wir zeigen zunéchst, dass Y- ¢k absolut konvergiert. Fiir jedes n € N gilt

ivj gn} fiir alle n € N.

(n+1)2-1 (n+1)2-1

Solal= Y |am<k>||b@<k>|—ZZ\amb|—(Z|az|) (iw).

k=0 k=0 =0 j=0
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Da 7% a; und Y27 b; absolut konvergieren, folgt =2 |ex| < oo. Also konver-
giert Z;O:o ¢, absolut. Ebenso gilt fiir alle n € N

(n+1)2-1 (n+1)%-1 n o n
Yo=Y Gnmbow =) ) aibj= (Z ) (Zb )
k=0 k=0 i=0 j=0 i=0

Da ;7 ¢k konvergiert, und wegen (16), erhalten wir daraus

(n+1)2-1

>oee=tim Sa=lim o 3 a=(3a) (Xb) O
k=0 k=0 i=0 j=0

1.4.8. ProPOSITION (Cauchyprodukte). Es seien > " a, und >~ b, zwei
absolut konvergente Reihen. Betrachte

Cp = Z akbn—k, = aObn + albn—l +- an—lbl + anbOa n € N.
k=0

Dann konvergiert die Reihe Y, ¢, absolut gegen (307 o an) - (3 bn)-
Bewels. Wihle eine Bijektion (01,02) : N — N x N, sodass fiir alle n € N gilt

{((al(k),ag ‘keN ”<"+1><k<w} {(zn—z)‘ieN,ign}.

Nach Proposition 1.4.7 konvergiert die Reihe Zk:o oy (k)boy (k) absolut und es gilt

Zaal(k Yoors () = (Z ) (Zb)

n=0
Nach Wahl der Bijektion gilt

(n+1)(n+2)/2—1

Z aU1(k)b02(k) = Zaib”_i = cCp.
=0

k=n(n+1)/2

Nach Proposition 1.4.4 konvergiert auch >, ¢, absolut und hat den gewiinschten
Grenzwert,. O

1.4.9. BEISPIEL. Fiir z € C sei exp(z) :== Y., Z—T: Beachte, dass diese Reihe
absolut konvergiert, da ja > - |Zn—: =3 fl,n = el?l < c0. Ist weiters w € C,
dann folgt mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes (z +w)™ = > p_ (})z"w" ™" und

Proposition 1.4.8

3
I
o
3
|
o
3
I
=
B
Il
=3

_ i % zi: (Z)ka Y <Z+ni'w>” — exp(z + ).

n=0

Wir werden Potenzreihen spéter genauer behandeln und auch einen alternativen
Beweis dieses Additionstheorems der Exponentialfunktion kennen lernen.
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1.5. Offene und abgeschlossene Mengen. Fiir ¢ € C und r > 0 bezeichnen

wir mit
B.(c) := {zG(C‘ |z — ¢ <7"}
die Kreisscheibe mit Mittelpunkt ¢ und Radius r.

Eine Teilmenge U C C heifit offen falls fiir alle z € U ein r > 0 existiert, sodass
B,.(z) CU. Etwa sind C, 0, und jede Kreisscheibe B,.(c) offen. Sind U und V offene
Teilmengen von C, dann ist auch U NV offen. Ist A eine beliebige Indexmenge, und
sind Uy, A € A, offene Teilmengen von C, dann ist auch (J,., Ux offen.

Eine Teilmenge U C C heifit Umgebung von x, falls eine offene Menge V exi-
stiert mit x € V C U. Die Menge U ist eine Umgebung von z genau dann, wenn
r > 0 existiert, sodass B,(x) C U. Ist U eine Umgebung von z, und gilt U C U’
dann ist auch U’ eine Umgebung von z. Offensichtlich ist eine Teilmenge U C C
genau dann offen, wenn sie Umgebung jedes ihrer Punkte ist. Ein Punkt = € C ist
genau dann Haufungspunkt der Folge a,, wenn jede Umgebung von x unendlich
viele Folgenelemente enthélt. Die Folge a,, konvergiert genau dann gegen =, wenn
fiir jede Umgebung U von x ein ng € N existiert, sodass a,, € U fiir alle n > ny.

Eine Teilmenge A C C heifit abgeschlossen, falls ihr Komplement C \ A offen
ist. Zum Beispiel sind Z, R, C und @ abgeschlossen. Sind A und B abgeschlossene
Teilmengen von C, so ist auch AUB abgeschlossen. Ist A eine Indexmenge, und sind
Ax, A € A, abgeschlossene Teilmengen von C, dann ist auch (), ., Ax abgeschlossen.

1.5.1. PROPOSITION. Fiir eine Teilmenge A C C sind dquivalent:

(i) A ist abgeschlossen.
(ii) Fliir jede Folge a, in A und jeden Hdiufungspunkt z von a, gilt z € A.
(iii) Der Limes jeder konvergenten Folge in A liegt wieder in A.

BeEwEIs. Ad (i)=-(ii): Indirekt angenommen es gébe einen Hiufungspunkt z
der Folge a,, der nicht in A liegt. Da A abgeschlossen ist, existiert » > 0 mit
AN By(z) = (. Dann kann aber kein einziges a, in B,.(z) liegen, also kann z
auch kein Haufungspunkt der Folge a,, sein, ein Widerspruch. Daher muss jeder
Hiufungspunkt in A liegen. Ad (ii)=-(iii): Dies ist offensichltich, da ja der Limes
einer konvergenten Folge auch ein Haufungspunkt dieser ist. Ad (iii)=(i): Indirekt
angenommen A wire nicht abgeschlossen. Dann existiert z € C\ A, sodass fiir alle
r > 0gilt B,(2)NA # (. Wir finden daher eine Folge a,, in A mit |a, —z| < 1/(n+1)
fiir alle n € N. Da diese Folge gegen z konvergiert, muss nach Voraussetzung z € A
gelten, ein Widerspruch. Also muss A abgeschlossen sein. (|

1.5.2. PROPOSITION (Intervallschachtelung). Es sei A,,, n € N, eine Folge von
nicht leeren abgeschlossenen Teilmengen von C, sodass Ap11 C A, fir alle n € N.
Weiters seien alle Durchmesser dp := sup, ,ca,{|la — b} endlich, und es gelte
lim,,— o dy, = 0. Dann existiert a € C mit

ﬂ A, ={a}.
neN
BEweis. Wihle a,, € A,,. Wir zeigen zunéchst, dass a,, eine Cauchyfolge ist.
Sei dazu € > 0. Da lim,,_,o d,, = 0 existiert ng € N mit d,,, < e. Fiir n > ng und
m > ng gilt natiirlich a,,a,, € A,, und daher |a,, — a;m| < dp, < e. Also ist ay,
tatséchlich eine Cauchyfolge. Es sei a := lim,,_, a,, sieche Proposition 1.3.1. Ist
n € N, dann gilt a,, € A, fur alle m > n. Wegen der Abgeschlosenheit von A,, muss
daher auch der Grenzwert a = lim,, .o @y, in A, liegen, siche Proposition 1.5.1.
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Da dies fiir alle n € N der Fall ist, folgt a € [,y An. Es bleibt noch zu zeigen, dass
a der einige Punkt in (1, .y A, ist. Indirekt angenommen es gébe z € [, oy An mit
z # a. Da lim,, .o d,, = 0, existiert ng € N mit d,, < |z — a|. Da z,a € A4, folgt
|z —al <d,, <|z—al, ein Widerspruch. Also kann es keinen von a verschiedenen
Punkt in (), oy An geben. O

Es sei X C C eine Teilmenge. Unter dem Abschluss von X verstehen wir die
Menge aller Punkte z € C fiir die gilt: jede Umgebung von z enthilt mindestens
einen Punkte von X. Der Abschluss von X wird mit X bezeichnet. Offensichtlich
gilt X C X. Es ist leicht einzusehen, dass X stets abgeschlossen ist. Es gilt X = X
genau dann, wenn X abgeschlossen ist. Daraus folgt X = X. Die Menge X ist die
kleinste abgeschlossene Menge, die X enthélt. Fiir jeden Punkt z € X existiert
eine Folge x, in X mit lim, .. x, = z. Ist Y C C eine weitere Menge, dann gilt
XUY =X UY, sowie XNY C X NY. Ist dariiberhinaus X C Y dann gilt auch
X C Y, sieche Ubungsaufgabe 16.

1.5.3. BEISPIEL. Sei ¢ € C und r > 0. Fiir den Abschluss der offenen Kreis-
scheibe B,.(¢) gilt
By (¢c)={z€eC]||z—¢| <r}.
Der Abschluss des offenen Intervalls (a,b) = {t € R | a < t < b} stimmt mit dem
abgeschlossenen Intervall [a,b] = {t € R | a < t < b} iiberein, a,b € R, a < b.
Der Abschluss der rationalen Zahlen stimmt mit R iiberein, Q = R. Ebenso ist

Q+iQ=C.

Sei X C C. Unter dem Inneren von X verstehen wir die Menge aller Punkte
z € C mit der folgenden Eigenschaft: X ist Umgebung von z. Das Innere von X
wird mit X bezeichnet. Offensichtlich gilt X C X. Auch ist X stets offen. Es gilt

X=X genau dann, wenn X offen ist. Daraus folgt X = X. Die Menge X ist die
grofite offene Teilmenge von C die in X enthalten ist. Ist z € X und ist a, eine
Folge in C die gegen z konvergiert, so existiert ng € N mit a,, € X fiir alle n > ny.
Ist Y C C eine weiter Menge, dann gilt (X NY) = X NY, sowie (XUY) D XUY.
Ist dariiberhinaus X C Y dann auch X C Y. Diese Eigenschaften sind in gewisser
Weise dual zu den Eigenschaften des Abschlusses, und dies spiegelt sich in der
Relation C\ X = C\ X wider.

Sei X C C. Unter dem Rand von X verstehen wir die Menge aller Punkte
z € C mit der folgenden Eigenschaft: in jeder Umgebung von z liegt mindestens
ein Punkte von X und mindestens ein Punkt von C\ X. Der Rand von X wird
mit X bezeichnet. Offensichtlich gilt X = X N C\ X. Der Rand ist daher stets
abgeschlossen. Weiters haben wir stets eine disjunkte Zerlegung, siehe Ubungsauf-
gabe 17,

C=XUOXU(C\X), XNdX=XN(C\X)=0dXN(C\X)=0.

Ist z € X, dann existiert eine Folge a, in X und eine Folge b, in C\ X mit
lim,, oo @y, = 2z = lim,, o0 by

1.5.4. BEISPIEL. Ist ¢ € C und r > 0 dann gilt
OB, (c) =0B,(c)={2€C||z—c|=1}.

Bezeichnet H := {z € C | Im 2z > 0} die obere Halbebene, dann gilt OH = R. Siehe
auch Ubungsaufgabe 17.
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Ist X C C und z € C, dann heif}t z ein Haufungspunkt von X falls jede Um-
gebung von z mindestens einen Punkt von X \ {z} enthilt. Jeder Haufungspunkt
von X liegt im Abschluss X von X. Ist z Haufungspunkt von X, dann existiert
eine Folge z,, in X \ {2z} die gegen z konvergiert. Beachte, dass nicht jeder Punkt in
X Hiufungspunkt von X sein muss, etwa hat Z C C iiberhaupt keinen Hiufungs-
punkt. Jedoch ist jeder Punkt einer offenen Teilmenge auch Haufungspunkt dieser.

Wir fithren noch einige Begriffe ein. Sei X C C eine Teilmenge. Eine Menge
U C X heifit offen in X, falls fiir jeden Punkt = € U ein § > 0 existiert, sodass
X NBs(xz) C U. Offensichtlich ist U genau dann offen in X, wenn eine offene Menge
U C C existiert, sodass mit U = U N X. Die leere Menge und X sind stets offen in
X. Eine Teilmenge U C heifit Umgebung von x in X, falls eine in X offene Menge
V existiert, sodass z € V C U. Also ist U genau dann Umgebung von z in X, wenn
d > 0 existiert, sodass X N Bs(z) C U. Eine Teilmenge A C X heifit abgeschlossen
in X falls X'\ A offen in X ist. Eine Teilmenge A C X ist genau dann abgeschlossen
in X, wenn eine abgeschlossene Menge A C C existiert, sodass A = X N A. Die
leere Menge und X sind stets abgeschlossen in X.

1.5.5. BEISPIEL. Fiir a,b € R, a < b, sind die Intervalle
(a,b) ={t€eR|a<t<b},
(a,00) ={teR|a<t<oo} und
(—o0,a)={teR| -0 <t<a}
offen in R, aber nicht offen in C.

1.6. Stetigkeit. Es sei X C C, f : X — C eine Funktion, und = € X. Dann
heifit f stetig bei x, falls gilt: fiir alle € > 0 existiert § > 0, sodass®

|f(y) — f(x)| <e fiiralley € X mit |y — x| < 4.

Die Funktion f : X — C heif}t stetig, falls f bei jedem = € X stetig ist. Stetigkeit
bei x lasst sich sowohl mit Hilfe von Folgen, als auch mit Hilfe von Umgebungen
charakterisieren.

1.6.1. PROPOSITION. Sei X CC, f: X — C eine Funktion, und x € X. Dann
sind dquivalent:
(i) f ist stetig bei x.
(i) Fir jede Umgebung U von f(z) ist f~*(U) eine Umgebung von x in X .
(iii) Fiir jede Folge x,, in X mit lim, . ¥, = x konvergiert auch die Folge
lim, oo f(xn), und es gilt lim,,— o f(x,) = f(x).
(iv) Fiir jede Folge x,, in X \ {z} mit lim,_. x,, = x konvergiert auch die
Folge lim,, . f(x,), und es gilt im,,_,o f(z,) = f(z).

BEWEIS. Ad (i)=-(ii): Sei also U eine Umgebung von f(z). Dann existiert € > 0
mit B.(f(z)) C U. Nach Definition der Stetigkeit existiert § > 0, sodass |f(y) —
f(@)| < efiiralley € X mit |y—x| < . Es folgt f(XNBs(x)) € B(f(x)), also auch
X N Bs(z) C f~Y(U). Daher ist f~}(U) eine Umgebung von z in X. Ad (ii)=(iii):
Sei x,, eine Folge in X mit lim, . x, = z. Sei U eine Umgebung von f(x). Nach
Voraussetzung ist f~1(U) eine Umgebung von x in X. Da x,, gegen = konvergiert,
existiert ng mit x, € f~1(U) fiir alle n > ng. Dann ist aber auch f(x,) € U fiir

5Dies ist dquivalent zur Forderung: fiir jedes € > 0 existiert ein § > 0, sodass folgendes gilt:
|f(y) — f(z)]| < e fir alle y € X mit |y — x| < 4.
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alle n > ng. Da dies fiir alle Umgebungen U von z gilt, konvergiert f(z,) gegen
x. Die Implikation (iii)=-(iv) ist trivial. Ad (iv)=(i): Indirekt angenommen f wére
nicht stetig bei z. Dann existiert ¢ > 0 mit der folgenden Eigenschaft: fiir alle 6 > 0
existiert y € X mit |y — x| < § und |f(y) — f(z)| > . Beachte, dass fiir jedes
solche y natiirlich y # x gelten muss. Wir finden daher eine Folge z,, in X \ {z} mit
|z, — x| <1/(n+1) und |f(x,) — f(x)] > € fiir alle n € N. Dann ist x,, eine Folge
in X\ {z} die gegen x konvergiert, aber f(x,,) kann nicht gegen f(x) konvergieren,
ein Widerspruch zur Voraussetzung. Daher muss f bei z stetig sein. ([l

Besonders elegant ist die Charakterisierung der Stetigkeit durch offene bzw.
abgeschlossene Mengen.

1.6.2. PROPOSITION. Sei X C C und f : X — C eine Funktion. Dann sind
dquivalent:
() f st stetig.
(ii) Fiir jede offene Teilmenge U C C ist f~1(U) offen in X.
(ili) Fiir jede abgeschlossene Teilmenge A C C ist f~(A) abgeschl. in X.

BEWEIS. Ad (i)=(ii): Sei U C C offen, und = € f~(U). Als offen Menge ist
U eine Umgebung von f(z). Da f bei x stetig ist, ist f~!(U) eine Umgebung von
x, siche Proposition 1.6.1. Da dies fiir alle x € f~1(U) gilt, ist f~1(U) Umgebung
jedes ihrer Punkte und damit offen. Ad (ii)=(i): Sei € X und U eine Umgebung
von f(z). Dann existiert eine offene Menge V' C C mit f(x) € V C U. Nach
Voraussetzung ist f~1(V) offen in X. Wegen z € f~1(V) C f~1(U) ist also f~1(U)
eine Umgebung von x in X. Nach Proposition 1.6.1 ist daher f bei x stetig. Da dies
fiir alle x € X gilt, folgt die Stetigkeit von f. Ad (ii)<(iii): Dies folgt sofort aus
den folgenden Tatsachen: A C C ist genau dann abgeschlossen, wenn C \ A offen
ist; und f~1(A) ist genau dann abgeschlossen in X, wenn X \ f~1(A) = f~}(C\ 4)
offen in X ist. U

Aus der Charakterisierung der Stetigkeit durch Folgen in Proposition 1.6.1
erhalten wir sofort einige grundlegende Eigenschaften stetiger Funktionen. Eine
Funktion f: X — C ist genau dann stetig, wenn die Funktionen

Ref: X —C, (Re f)(z) = Re(f(z))
Imf: X —>C (Im f)(z) := Im(f(z))

beide stetig sind, siche (11). Sind f,g : X — C stetig und A € C, dann sind auch
die Funktionen

Ifl: X =C, [f1(@) == |f (@)

f: X —C, f(z) = f(x)

Af: X —=C, M) () == Af(x)
f+g: X —C, (f +9)(@) = f(z) + g(x)

fg:X —C, (f9)(x) := f(z)g(x)

alle stetig, siche (12)—(16). Ist dariiber hinaus g(z

12) )
i:XH(C, i(:z:):M
g g
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stetig, siehe (17). Sind f : X — C und h: Y — C stetig mit h(Y) C X, dann ist
auch die Komposition

foh:Y —=C, (f o h)(y) == f(h(y))
stetig. Ist Y C X und f: X — C stetig, dann ist auch die Einschrankung
fly 1Y = C, fly () = f(y)

stetig.

1.6.3. BEISPIEL. Jede konstante Abbildung ist stetig. Auch die identische Funk-
tion C — C, z — z, ist offensichtlich stetig. Aus den obigen Eigenschaften folgt
dann sofort, dass jedes Polynom p : C — C, p(2) := ag + a1z + a2z + -+ + a, 2",
stetig ist, a; € C, n € N.

1.7. Limiten von Funktionen. Sei X C C, f : X — C eine Funktion, und
xo ein Haufungspunkt von X. Der Punkt xy kann, muss aber nicht, in X liegen.
Wir sagen der Limes von f fir x gegen xo existiert, falls z € C mit folgender
Eigenschaft existiert: fiir alle ¢ > 0 existiert 6 > 0, sodass

|[f(z) —z| <e fiirallez € X mit 0 < |z — x| < 0.

Da zg ein Haufungspunkt von X ist, kann es hochstens ein solches z geben. In
diesem Fall heiflt z der Grenzwert oder Limes von f fiir x gegen xp, und wird mit
lim,_,4, f(z) bezeichnet. Beachte, dass selbst wenn 2o € X, der Funktionswert
f(zo) unerheblich fir Existenz und Wert des Limes lim,_,,, f(z) ist. Ist xy ein
Héaufungspunkt von X und gilt g € X, dann ist offensichtlich f bei x( stetig
genau dann, wenn der Limes lim, ., f(x) existiert und lim, ., f(z) = f(zo) gilt.

1.7.1. PROPOSITION. Sei X CC, f: X — C eine Funktion, xo ein Hdaufungs-
punkt von X, und z € C. Dann sind dquivalent:
(i) Der Grenzwert lim,_,,, f(x) existiert, und es gilt limy,_,,, f(z) = z.
(ii) Die folgende Funktion ist bei xq stetig:
; x fly)  falls y # xo
[ X U{zo}, fly):=
z falls y = x¢
(iii) Fiir jede Folge a, in X \ {xo} mit lim,_, an, = 2o konvergiert auch die
Folge f(ayn), und es gilt lim,, o, f(a,) = z.

BewEIs. Die Aquivalenz (i)« (ii) ist offensichtlich. Die Aquivalenz (ii)< (iii)
folgt aus Proposition 1.6.1 angewandt auf f. O

Aus Proposition 1.7.1 und den Rechenregeln fiir konvergente Folgen erhalten
wir sofort die iiblichen Rechenregeln fiir Grenzwerte von Funktionen. Es sei X C C,
f,9 + X — C Funktionen, x(y ein Haufungspunkt von X, und A € C. Der Grenz-
wert limy,_,,, f(z) existiert genau dann, wenn die Grenzwerte lim,_,,,(Re f)(x)
und lim,_, ., (Im f)(x) beide existieren, und in diesem Fall gilt

Jim f(a) = lim (Re f)(@)+1 lim (Im f)(z).

Existieren die Grenzwerte lim, .., f(z) und lim, .., g(x), dann existieren auch
die Grenzwerte limy_,4, f(z), imy .z, | f](2), limg_z, (A f)(z), limy .y, (f + 9)(2),
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lim, 4, (fg)(z) und es gilt:

Jim f(@) = Tim f(z) (19)
Jim [7](r) = | lim f(2)| (20)
Jim (Af)(2) = X lim f(2) (21)
Jim (f +g)(z) = lim f( z) + lim g(z) (22)
Jim (£g)(x) = (Ilijgo f(@) - (Jim o) (23)

Ist dariiber hinaus g(x) # 0 fiir alle z € X, und gilt lim,_,,, g(x) # 0, dann existiert
auch lim, g(sc) und es gilt:

lim =(z) = 7 (24)

1.8. Zusammenhang.

1.8.1. DEFINITION (Zusammenhang). Eine Teilmenge X C C heifit zusammen-
hingend, falls jede nicht leere offene und abgeschlossene Menge in X schon mit X
iibereinstimmt. D.h. X und () sind die einzigen Teilmengen von X die gleichzeitig
offen und abgeschlossen in X sind.

Sei X CC, f: X — C eine Funktion und z € X. Wir sagen die Funktion f ist
lokal wm z konstant, falls eine Umgebung von z in X existiert auf der f konstant
ist. Die Funktion f : X — C heifit lokal konstant, falls sie um jeden Punkt von
X lokal konstant ist. Fiir uns sind zusammenhéngende Mengen wegen folgender
Eigenschaft interessant.

1.8.2. PROPOSITION. FEs sei X C C zusammenhdingend, und f : X — C lokal
konstant. Dann ist f konstant.

BEwEIS. O.B.d.A. sei X # (. Sei 29 € X, und setze ¢ := f(zy). Betrachte
S :={z € X | f(z) = c¢}. Dann gilt zp € S, also ist S eine nicht leere Teilmenge
von X. Da f lokal konstant ist, ist S offen in X. Aus demselben Grund ist auch
X\ S offen in X, d.h. S ist abgeschlossen in X. Damit ist S eine nicht leere, offene
und abgeschlossene Menge in X. Da X zusammenhéingend ist, folgt S = X. Also
gilt f(z) = c fiir alle z € X. O

1.8.3. PrROPOSITION. Ist X C C zusammenhdingend und f : X — C stetig,
dann ist auch f(X) zusammenhingend.

BEWEIS. Sei S C f(X) eine nicht leere, offene und abgeschlossene Menge in
S(X). Es ist zu zeigen, dass S = f(X) gilt. Betrachte S’ := f=1(S) C X. Da S
nicht leer ist, ist auch S’ nicht leer. Da f stetig und S offen in f(X) ist, ist auch
S’ offen in X, siehe Proposition 1.6.2. Genauso folgt aus der Stetigkeit von f und
der Abgeschlossenheit von S, dass S’ abgeschlossen in X ist. Also ist S’ eine nicht
leere, offene und abgeschlossene Menge in X. Aus dem Zusammenhang von X folgt
daher X = S’ also S = f(S) = f(X). O

1.8.4. PROPOSITION. Jedes Intervall [a,b] = {t € R | a < t < b} ist zusam-
menhdngend, a,b € R, a < b.
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BEWEIS. Sei S C [a,b] nicht leer, offen und abgeschlossen in [a,b]. Es ist zu
zeigen S = [a,b]. Sei ty € S, und betrachte s := sup{t € [to,b] | [to,t] € S}.
Dann gilt [tg, s) C S, und wegen der Abgeschlossenheit von S sogar [tg, s] C S. Wir
behaupten nun s = b. Indirekt angenommen es gelte s < b. Da S offen in [a, ] ist
existiert 0 > 0 sodass [s — d,s + 0] C S. Es folgt [tg, s + 0] C S, ein Widerspruch
zur Definition von s. Also gilt tatséchlich s = b und damit [tg,b] C S. Analog lisst
sich durch Betrachtung von inf{t € [a,to] | [t,to] € S} zeigen, dass [a,to] C S. Es
folgt dann [a, b] = [a,to] U [to,b] C S, also S = [a, b]. O

Selbst fiir Intervalle ist es also einigermaflen kompliziert zu verifizieren, dass
sie zusammenhéngend sind. Wir werden nun ein Kriterium kennenlernen, dass es
gestattet, in allen fiir uns interessanten Féllen, auf “einen Blick” festzustellen ob
eine Teilmenge von C zusammenhéingend ist oder nicht. Sei X C C. Unter einer
stetigen Kurve in X verstehen wir eine stetige Abbildung 7 : [a,b] — X, wobei
wieder [a,b] das Intervall mit Endpunkten a,b € R bezeichnet, a < b.

1.8.5. DEFINITION (Wegzusammenhang). Eine Teilmenge X C C heifit weg-
zusammenhdngend falls je zwei Punkte 21,20 € X durch eine stetige Kurve in X
verbunden werden konnen, d.h. es existiert eine stetige Kurve « : [a,b] — X mit
v(a) = z1 und y(b) = 2.

1.8.6. PROPOSITION. Jede wegzusammenhdngende Teilmenge von C ist zusam-
menhdngend.

BEWEIS. Sei X C C wegzusammenhiingend. Indirekt angenommen X wére
nicht zusammenhéngend. Dann existiert eine nicht leere, offene und abgeschlossene
Menge S in X, fiir die aber S # X gilt. Wihle z; € S und 22 € X\ S. Da X
wegzusammenhéngend ist, existiert eine stetige Kurve + : [a,b] — X mit v(a) = z1
und y(b) = z3. Betrachte nun S’ := y71(S) C [a,b]. Da a € S, gilt S" # (). Wegen
der Stetigkeit von « ist S’ offen und abgeschlossen in [a, b], sieche Proposition 1.6.2.
Nach Proposition 1.8.4 ist [a,b] zusammenhéngend, also folgt S’ = [a, b]. Dies wi-
derspricht aber b ¢ S’. Daher muss X zusammenhéngend sein. O

1.8.7. BEISPIEL. Wir erinnern uns, dass eine Teilmenge X C C konvex heifit,
falls mit je zwei Punkte zg,2z1 € X stets auch die Verbindungsstrecke [zg,21] =
{(1 —t)zo +tz1 | t € [0,1]} ganz in X liegt. Offensichtlich sind konvexe Mengen
wegzusammenhéngend. Nach Proposition 1.8.6 ist also jede konvexe Teilmenge von
C zusammenhéngend. Insbesondere sind alle Intervalle (a,b), (a,b], (a, o), [a, o],
R etc. zusammenhéingend. Die obere Halbebene H = {z € C | Imz > 0} und
C selbst, sind zusammenhzingend. Auch sind alle Kreisscheiben B,.(c) und B, (c)
zusammenhéngend. Es seien noch einige nicht konvexe Teilmengen erwahnt, denen
wir spiiter begegnen werden. Die punktierte Ebene C* = C\ {0} und die geschlitzte
Ebene C~ = C\ (—o0, 0] sind beide zusammenhéngend. Dasselbe gilt fiir C\ Z und
C\ iZ. Wieder folgen diese Behauptungen sofort aus Proposition 1.8.6.

Im Allgemeinen muss eine zusammenhingende Teilmenge von C nicht wezu-
sammenhéngend sein. Fiir offene Teilmengen gilt jedoch, siche Ubungsaufgabe 13,

1.8.8. PROPOSITION. FEs sei U C C offen. Dann ist U zusammenhdngend genau
dann, wenn U wegzusammenhdngend ist.

Wir fithren noch einen fiir die Funktionentheorie wichtigen Begriff ein.



KOMPLEXE ANALYSIS I 19

1.8.9. DEFINITION (Gebiete). Eine nicht leere, offene und zusammenhéngende
Teilmenge von C wird Gebiet genannt.

1.9. Kompakte Teilmengen. Sei K C C eine Teilmenge. Eine Familie I/
von offenen Mengen in K heiBt offene Uberdeckung von K, falls UveuU = K
gilt. Unter einer endlichen Teiliiberdeckung einer offenen Uberdeckung U von K,
verstehen wir endlich viele Uy, ..., U, € U fiir die schon J]_, U; = K gilt.

1.9.1. DEFINITION (Kompaktheit). Eine Teilmenge K C C heifit kompakt falls
jede offene Uberdeckung von K eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

1.9.2. PROPOSITION. Ist K C C kompakt und f : K — C stetig, dann ist auch
f(K) kompakt.

BEWEIS. Seilf eine offene Uberdeckung von f(K). Es ist zu zeigen, dass U eine
endliche Teiliiberdeckung besitzt. Betrachte {f~1(U) | U € U}. Da f stetig ist, ist
dies eine offene Uberdeckung von K, siehe Proposition 1.6.2. Da K kompakt ist,
existieren endlich viele Uy, ..., U, € U mit f~1(U;)U---U f~1(U,) = K. Dann gilt
aber auch Uy U---UU, = f(K). Also besitzt U eine endliche Teiliiberdeckung. O

1.9.3. PROPOSITION. Ist K C C kompakt, dann ist K abgeschlossen in C.

BEWEIS. Indirekt angenommen K wére nicht abgeschlossen. Dann existiert
z € C\ K, sodass fiir alle r > 0 gilt B.(2) N K # 0. Also ist {K \ B,(z) | » > 0}
eine offene Uberdeckung von K, die keine endliche Teiliiberdeckung besitzen kann,
ein Widerspruch zur Kompaktheit von K. Also muss K abgeschlossen sein. [

1.9.4. PROPOSITION. Ist K C C kompakt, und A abgeschlossen in K, dann ist
auch A kompakt.

BEWEIS. Sei {Uy | A € A} eine offene Uberdeckung von A. Es ist zu zeigen,
dass eine endliche Teiliiberdeckung existiert. Fiir jedes A € A existiert eine in K
offene Menge V) mit Uy = AN V). Da A abgeschlossen in K ist, ist K \ A offen in
K. Alsoist {K \ A}U{Vy | A € A} eine offene Uberdeckung von K. Da K kompakt
ist existieren endlich viele Ay, ..., A, € A sodass K = (K\A)UVy, UV, U---UV, .
Dann gilt aber auch Uy, U---UU,, = A. Also haben wir die gewiinschte endliche
Teiliiberdeckung gefunden. [

1.9.5. PROPOSITION. Jedes abgeschlossene Rechteck
R=la,b] xile,d] = {z+iy|a<z<b c<y<d}
ist kompakt, a,b,c,d € R, a <b, ¢ < d.

BEWEIS. Sei U eine offene Uberdeckung von R. Es ist zu zeigen, dass U eine
endliche Teiliiberdeckung besitzt. Indirekt angenommen U besitzt keine endliche
Teilitberdeckung. Schreibe Ry := R. Teile Ry durch halbieren der Seiten in vier
abgeschlossene Rechtecke. Es bezeichne R eines dieser vier Teilrechtecke fiir das
die offene Uberdeckung U|r, := {U N Ry | U € U} von R; keine endliche Teiliiber-
deckung besitzt. Teile nun R; in vier gleiche abgeschlossene Rechtecke, und bezeich-
ne mit Ry eines dieser neuen Rechtecke fiir das U|g, keine endliche Teiliiberdeckung
besitzt. Wir fahren induktiv fort und erhalten eine Folge von Rechtecken R,, mit
folgenden Eigenschaften:

(i) R, ist nicht leer und abgeschlossen in C fiir alle n € N.
(ii)) Rn41 C R, fiir alle n € N.
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(iii) U|g, = {R.NU | U € U} besitzt keine endliche Teiliiberdeckung, n € N.

(iv) dp :=sup, yep, {1z —w|} <27"\/(b—a)? + (d — ¢)? fiir alle n € N.
Nach Proposition 1.5.2 ist (), .y Rn = {2} fiir ein gewisses z € C. Da z € R,
existiert U € Y mit z € U. Da U offen in R ist, existiert 6 > 0 mit RN Bs(z) C U.
Da z € [,y R und wegen (iv) existiert n € N mit R, C Bs(z). Es folgt R, C U,
aber dies widerspricht (iii). Also muss U eine endliche Teiliiberdeckung besitzen. O

Eine Teilmenge X C C heifit beschrinkt, falls R > 0 existiert mit X C Bg(0).

1.9.6. PROPOSITION (Heine-Borel, Bolzano—Weierstrafl). Fiir eine Teilmenge
K C C sind dquivalent:
(i) K ist kompakt.
(ii) Jede Folge in K besitzt eine Teilf. die gegen einen Punkt in K konvergiert.
(iii) K ist beschrinkt und abgeschlossen in C.

BeweEs. Ad (iii)=(i): Da K beschrénkt ist, existiert ein abgeschlossenes Recht-
eck R = [a,b] x i[¢,d] mit K C R. Nach Proposition 1.9.5 ist R kompakt. Da K
abgeschlossen ist, ist nach Proposition 1.9.4 auch K kompakt. Ad (i)=(ii): Sei also
K kompakt und z, eine Folge in K. Es geniigt zu zeigen, dass z, einen Haufungs-
punkt in K hat, denn dann existiert auch eine Teilfolge die gegen diesen konvergiert.
Indirekt angenommen z,, hitte keinen Haufungspunkt in K. Dann gibt es zu jedem
Punkt x € K eine offen Umgebung U, von z in K die nur endlich viele der Folgen-
elemente z,, enthélt. Wegen der Kompaktheit von K miissen schon endlich viele der
U, ganz K iiberdecken. Seien also z1,...,xx € K mit U,, U---UU,, = K. Da in
jedem der U,, nur endlich viele Folgenelemente liegen, gilt dies auch fiir K. Da je-
de Folge aber unendlich viele Folgenelemente hat, erhalten wir einen Widerspruch.
Daher muss z, einen Haufungspunkt in K besitzen. Ad (ii)=-(iii): Wéare K nicht
beschrinkt, dann existiert eine Folge z, in K mit |z,| > n fiir alle n € N. Diese
Folge besitzt keine konvergent Teilfolge, ein Widerspruch. Also muss K beschriankt
sein. Wire K nicht abgeschlossen, dann existiert z ¢ K und eine Folge z,, in K die
gegen z konvergiert. Mit z,, konvergiert auch jede Teilfolge gegen z. Also existiert
keine Teilfolge von z, die gegen einen Punkt in K konvergiert, ein Widerspruch.
Also muss K auch abgeschlossen sein. [

1.9.7. BEISPIEL. Aus Proposition 1.9.6 erhalten wir sofort wichtige Beispiele
kompakter Mengen. Etwa ist fiir jedes ¢ € C und jedes r > 0 die abgeschlossenen
Kreisscheiben B, (c) kompakt, da sie ja beschriinkt und abgeschlossen ist. Genauso
ist fiir alle zg, 21 € C auch die Verbindungsstrecke

(20, 21] := {(1 —t)zo +tz1 | t €0, 1]}
kompakt. Insbesondere sind alle Intervalle [a, b] mit a,b € R, a < b, kompakt. Nicht

kompakt sind, unter anderem, C, R und alle offenen Kreisscheiben B,.(c).

1.9.8. PROPOSITION. Ist () # K C C kompakt und f : K — R stetig, dann hat f
ein Mazimum, d.h. es existiert z € K mit f(z) = sup,c{f(2)} = maxzer{f(x)}.

BEWEIS. Nach Definition des Supremums finden wir eine Folge 2, in K mit
limy, 00 f(2n) = supyeg{f(z)}. Nach Propositon 1.9.6 existiert eine Teilfolge von
z, die gegen ein z € K konvergiert. O.B.d.A. konvergiere z, gegen z. Aus der
Stetigkeit von f folgt nun

rzeK
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1.9.9. PROPOSITION (Lebesguezahl). FEs sei K C C kompakt, undU eine offene
Uberdeckung von K. Dann existiert § > 0, sodass gilt: fiir jede Teilmenge A C K
mit Durchmesser sup, ye a{la — b} < 0 existiert U € U mit A C U.

BEWEIS. Fiir jeden Punkt z € K wahle U, € U mit z € U,. Da U, offen in K
ist, finden wir r, > 0, sodass

K N By, (2) C U.. (25)

Betrachte V := {K N B, (%) ’ z € K}. Nach Konstruktion ist V' eine offene Uber-
deckung von K. Da K kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung. Seien
also z1,...,z, € K, sodass

K= (KNB, (z)U---U(KNB,_ (z)). (26)
Setze ¢ := min{r,,,...,r,, } > 0. Seinun A C K, 0.B.d.A. A # ), mit
sup {Ja— bJ} <. (27)
a,beA

Wiéhle a € A. Nach (26) existiert 1 < j < n mit a € B, (zj). Wegen (27) gilt
|b—2zj| <|b—al+la—zj| <d+r,, <2r, firallebec A

Es folgt A C Boy_, (2;), und wegen (25) also A C U.,. O

1.10. Funktionenfolgen. Es sei X C C und f, : X — C eine Folge von
Funktionen. Die Folge f,, heifit punktweise konvergent, falls fiir jeden Punkt x € X
der Limes lim,,_,, f,(z) existiert. In diesem Fall wird die Funktion f : X — C,
fl@) = lim,_ fn(x) die Grenzfunktion der Folge f, genannt, und f, heifit
punktweise gegen f konvergent. Fiir die Grenzfunktion schreiben wir auch f =
limy, oo fn. Ist A C X eine Teilmenge, und konvergiert die Folge der Einschrinkun-
gen fn|a : A — C punktweise, dann heifit f,, auf A punktweise konvergent.

Eine Folge von Funktionen f, : X — C heifit gleichmdifig konvergent, falls f,
punktweise konvergiert und fiir die Grenzfunktion f := lim, ., f, gilt: fiir alle
€ > 0 existiert ng € N, sodass

|fr(x) — f(z)| <e firalle n > ng und alle z € X.

Es heifit dann f,, gleichmdf$ig gegen f konvergent. Ist A C X eine Teilmenge und
konvergieren die Einschrinkungen f,|4 : A — C gleichméBig, dann wird f,, auf A
gleichmdfig konvergent genannt.

Ist f: X — C eine Funktion, so definieren wir die Supremumsnorm von f

1 £llx = sup{|f(2)[}.
zeX

Beachte, dass || f||x = oo moglich ist. Dies hat formal dhnliche Eigenschaften wie

der Absolutbetrag komplexer Zahlen. Fiir Funktionen f,g: X — C und A € C gilt
Ifllx =0 f=0 (

IAfllx = AL DAl (29)

If +9gllx < [1fllx + llgllx (30)

1fgllx < [Ifllx - llgllx (31)

[\
oo
=
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wobei die Konventionen z+00 = 00,00+ 00 =00, 0-00=0 und oo - 00 =
Anwendung finden, siehe Ubungsaufgabe 19. Offensichtlich konvergiert f,, : X — C
genau dann gleichméBig gegen f, wenn gilt®

i [|f — fllx = 0.

1.10.1. PrROPOSITION (Cauchysches Konvergenzkriterium). Eine Funktionen-
folge f,, + X — C konwvergiert gleichmdfig genau dann, wenn die folgende Cauchy-
bedingung erfillt ist: fir alle e > 0 existiert ng € N, sodass

lfrn — fllx <e  fir alle n > ng und alle m > nyg.

BEWEIS. Die Cauchybedingung ist offensichtlich notwendig, denn konvergiert
fn gleichmiBig gegen f und ist € > 0 dann existiert ng € N, sodass || f,, — f|lx <¢&/2
fiir alle n > ng. Fiir n > ng und m > ng folgt dann mit Hilfe von (30)

[fn = Fllx < Mlfa = Fllx + I = Fullx <e/2+¢/2=e.

Also erfiillt die Folge f,, die Cauchybedingung.

Sei nun umgekehrt die Cauchybedingung fiir f,, erfiillt. Dann ist fiir fixes x € X
die Folge f,(z) eine Cauchyfolge und konvergiert daher, siche Proposition 1.3.1.
Definiere f : X — C, f(x) :=limy 00 fn(x). Es ist zu zeigen, dass f, gleichmiBig
gegen f konvergiert. Sei dazu € > 0. Wegen der Cauchybedingung existiert ng € N,
sodass

|fr(x) — frm(x)] < e fiir alle n > ng, m > ng und alle = € X.
Fir x € X und n > ng erhalten wir daher
Fa(@) — £@)] = |fule) — Tim_ (o) = lim_[ful@) — fua(o)] < <.
Also konvergiert f, gleichmifBig gegen f. O

Eine Folge von Funktionen f,, : X — C heif}t lokal gleichmdfig konvergent,
wenn jeder Punkt von X eine Umgebung U in X besitzt auf der f,, gleichméfig
konvergiert. Klarerweise konvergiert eine gleichméfig konvergente Folge von Funk-
tionen auch lokal gleichméfig.

1.10.2. PROPOSITION. Fs sei f, : X — C eine Folge stetiger Funktionen die
lokal gleichmdifig gegen f konvergiert. Dann ist f stetig.

BEWEIS. Sei z € X und € > 0. Da f, lokal gleichméBig konvergiert, existiert
eine Umgebung U von z in X, sodass f,|v gleichmifBig gegen f|y konvergiert. Also
existiert ng € N mit

|fnly) — f(y)] <e/3 fiir alle n > ng und alle y € U.
Da f,, stetig ist, existiert eine Umgebung V' von z in X mit

| fro(¥) — fro(2)| <e/3 firalley e V.
Fir y € UNV und n > ng erhalten wir mit Hilfe der Dreiecksungleichung
1f () = @) < 1f W) = Fro @] + 1o (¥) = fo (2)] + | fg () = f ()]
<e/3+¢e/3+¢/3=c.
Mit U und V ist auch U NV eine Umgebung von x in X. Also ist f bei x stetig,
siehe Proposition 1.6.1. Da z beliebig war, folgt die Stetigkeit von f. O

6Insbesondere soll || fn — f||x endlich sein, fiir hinreichend groBe n € N.



KOMPLEXE ANALYSIS I 23

1.10.3. PROPOSITION. FEs sei f, : X — C eine lokal gleichmdflig konvergente
Folge von Funktionen. Dann konvergiert f,, gleichmdf$ig auf jeder kompakten Teil-
menge von X.

BEWEIS. Sei also K C X kompakt und € > 0. Setze [ := lim,,_.o fn. Da f, auf
X lokal gleichméflig konvergiert, konvergiert auch f,, auch auf K lokal gleichméfig.
Also besitzt jeder Punkt von K eine offene Umgebung in K auf der f,, gleichméBig
konvergiert. Da K kompakt ist, iiberdecken schon endlich viele dieser offenen Men-
gen ganz K. Es existieren also endlich viele in K offene Mengen Uy, ..., Uy, sodass

K=U,U---UUy, (32)
und so, dass fiir jedes 1 < j < N die Folge fn auf U; gleichméBig konvergiert. Da
flu, gleichméBig konvergiert, existieren nj € N, 1 < j < N, mit

|fn(z) = f(x)| < e fiir alle n > n) und alle € U;.
Sei ng := max{ng,...,n) }. Dann folgt wegen (32)
|fn(x) — f(z)| <e fiir alle n > ng und alle x € K.

Also konvergiert f, auf K gleichméfig gegen f. O

Wir notieren noch einige einfache Eigenschaften (lokal) gleichmé#Big konvergen-
ter Funktionenfolgen, siche Ubungsaufgabe 14. Es seien fy, g, : X — C zwei (lokal)
gleichméfig konvergente Folgen von Funktionen, und A € C. Dann konvergieren
auch die Funktionenfolgen f,., | fn|, Afn, fn + gn (lokal) gleichmiBig, und es gilt:

lim f, = lim f, (33)

lim [f,|=|Lm fo| (34)
n—oo n—oo

lim Af, = A lim f, (35)

A St gn = lim fot i gn (36)

Sind dariiber hinaus lim,, o fn und lim, . g, (lokal) beschrénkt,” dann konver-
giert auch f,g, (lokal) gleichmiflig, und es gilt:

lim f,g, = lim f, - lim g, (37)

Sei weiters g (z) # 0 fiir alle x € X und alle n € N. Die Funktionenfolgen f,
und g, sollen gleichméfig konvergieren, und lim,,_,o fn sei beschrinkt. Weiters
existiere € > 0 mit lim, . |gn(z)| > € fiir alle z € X. Dann konvergiert auch %
gleichméfig, und es gilt
lim 47 — Moo fo (38)
n—o0 gp  limp_oc gn
Seien nun f, und g, lokal gleichméBig konvergent, und lim,, ., f, lokal beschrankt.
Dariiberhinaus soll fiir jeden Punkt = € X eine Umgebung U von z in X und € > 0
existieren, sodass lim,,_ |gn(z)| > € fir alle 2 € U. Dann konvergiert % lokal

gleichmiflig, und es gilt (38).

"Eine Funktion h : X — C heifft beschréinkt, falls ||h||x < oo. Die Funktion h : X — C heifit
lokal beschrénkt, falls jeder Punkt z € X eine Umgebung U in X besitzt, sodass h|y beschrinkt
ist. Beachte, dass stetige Funktionen immer lokal beschriankt sind.
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1.11. Funktionenreihen. Es sei X C C und f,, : X — C eine Folge von
Funktionen, n € N. Die Reihe 270;0 fn heilt punktweise konvergent falls die Fol-
ge ihrer Partialsummen s, := ZZ:O fi + X — C punktweise konvergiert. Ist
s :=lim, s S, die Grenzfunktion, dann sagen wir die Reihe ZZOZO fn konvergiert
punktweise gegen s, und schreiben auch s = Z:;OZO fn. Ist A C X eine Teilmen-
ge, dann heiBt Y0 ) f, auf A punktweise konvergent, falls > o f,|a punktweise
konvergiert. Die Reihe Y7 f, heit gleichmdfig konvergent falls die Folge ihe-
rer Partialsummen gleichméfig konvergiert. Ist A C X eine Teilmenge, dann heifit
S0 o fn auf A gleichmifig konvergent, falls Y > | fn|a gleichméBig konvergiert.
Die Reihe Y07, f,, heiBt lokal gleichmifig konvergent falls die Folge ihrer Partial-
summen lokal gleichmiBig konvergiert. Die Reihe >~ . f,, heifit punktweise absolut
konvergent, wenn fiir jedes z € X die Reihe Y > | f, () absolut konvergiert.

Sind 07 fn und Y7 g, (lokal) gleichméBig konvergent und A € C, dann
konvergieren auch Y - (A f, und Yo7 (fn + gn) (lokal) gleichmé#Big, und es gilt

Z)‘fn:)\z.fn sowie an+gn:an+Zgn
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

1.11.1. PROPOSITION (Cauchysches Konvergenzkriterium). FEs sei f,, : X — C
eine Folge von Funktionen. Dann konvergiert die Reihe Y - o fr gleichmdfig genau
dann, wenn folgendes Cauchykriterium erfillt ist: fir alle € > 0 existiert ng € N
mit

n
HZ kaX <e firallen>m > nyp.

k=m

Insbesondere gilt lim,, .o || fullx =0, falls 07 fn gleichmifig konvergiert.
BEWEIS. Dies folgt aus Proposition 1.10.1 angewandt auf s, :== >, _, fr. O

1.11.2. PROPOSITION. Sei f,, : X — C eine Folge stetiger Funktionen, sodass
die Reihe >0 fn lokal gleichmifig gegen f konvergiert. Dann ist f stetig.

BEWEIS. Dies folgt aus Proposition 1.10.2 angewandt auf s,, := ZZ:O fr. QO

1.11.3. PROPOSITION. Sei f,, : X — C eine Folge von Funktionen, sodass die
Reihe >~ fn lokal gleichmifig konvergiert. Dann konvergiert > -, fn gleich-
mafig auf jeder kompakten Teilmenge von X.

BEWEIS. Dies folgt aus Proposition 1.10.3 angewandt auf s, :== >, _, fr. O

1.11.4. PROPOSITION. Sei f, : X — C eine Folge von Funktionen, sodass®

o
Z ”anX < o0.
n=0

Dann konvergiert die Reihe >~ o fn gleichmifig.

BEWEIS. Wir verwenden Proposition 1.11.1 um die gleichméfige Konvergenz
der Reihe >~ 7 f,, zu zeigen. Sei dazu £ > 0. Nach Voraussetzung existiert no € N
mit Y2 | frllx < e Fiir n >m > ng gilt dann wegen (30)

Hzn: f’“HX < zn: 1l < i [fellx <e.
k=m Pl .

=ng

8Insbesondere soll || f,||x fiir jedes n € N endlich sein.
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Nach Proposition 1.11.1 ist die Reihe Y~ , f,, also gleichméBig konvergent. O

Ist f: X — C eine Funktion, und A C X eine Teilmenge, so schreiben wir
fiir die Supremumsnorm der Einschrénkung f|4 : A — C auch || f||4 = Hf|AH =

sup,ea{|f(2)[}-

1.11.5. DEFINITION (Normale Konvergenz von Reihen). Es sei X C C und
fn : X — C eine Folge von Funktionen. Die Reihe Y7, heifit normal konvergent
falls fiir jeden Punkt = € X eine Umgebung U von z in X existiert, sodass gilt?

)
Y lfaller < oo
n=0

Normal konvergente Funktionenreihen haben sehr angenehme Eigenschaften.

1.11.6. PROPOSITION. Es seien fp,gn : X — C zwei normal konvergente Rei-
hen von Funktion und A € C. Dann gilt:
(i) Die Reihe Y., fn konvergiert lokal gleichmdfig.
(ii) Sind alle f, stetig, dann ist auch Y -, fn stetig.
(iii) Die Reihe 7", fn konvergiert gleichmifig auf jeder kompakten Teil-
menge von X.
(iv) Die Reihe >0 fn konvergiert punktweise absolut.

(v) Fir jede streng monoton wachsende Abbildung o : N — N mit ¢(0) = 0
o(n+1)—1

ko (n) fr normal und

konvergiert auch die geklammerte Reihe Y 0
hat dieselbe Grenzfunktion.
(vi) Fiir jede streng monoton wachsende Abbildung o : N — N konvergiert
auch die Teilreihe Z;’LO:O fo(n) normal.
(vil) Fiir jede Bijektion o : N — N konvergiert auch die umgeordnete Reihe
>l fo(n)y normal und hat dieselbe Grenzfunktion.
(viii) Die Reihen Y " o Afn und Znoo o fn + gn konvergieren normal gegen
)‘Z —o /n bzw. Z ofnJFZ —09n-
(ix) Das Cauchyprodukt > 0~ o >0 _ o fegn—k konvergiert normal und hat die
Grenzfunktion (307 fn) - (oo 9n)-

BEWEIS. Ad (i): Sei x € X. Wihle eine Umgebung U von z in X, fur die
S0 ol fallu < oo gilt. Nach Proposition 1.11.4 konvergiert Y f,, gleichméBig
auf U. Also konvergiert die Reihe > ° | f,, lokal gleichméBig. Behauptung (ii) folgt
nun aus (i) und Proposition 1.11.2. Behauptung (iii) folgt aus (i) und Propositi-
on 1.11.3. Behauptung (iv) ist trivial. Um (v) zu sehen, sei € X und U eine
Umgebung von z in X, sodass Y .- ||fnllv < co. Wenden wir Proposition 1.4.1
auf die Reihe > || fnllu an, erhalten wir mittels (30)

o ||o(n+1)—1 0 o(n+1)—1 00
I Y # <Z Skl =D llfallo < oo
n=0|| k=o(n) n=0 k=o(n) n=0

Also ist Y07 0 ZZ(";&) ! fr normal konvergent. Wegen Proposition 1.4.1 gilt auch

S Ozk (n¥1)= fe(@) =307 falx) fiir alle z € X. Um (vi) zu sehen, sei z € X

=o(n)
und U eine Umgebung von « in U, sodass >~ || fn|lv < 00. Aus Proposition 1.4.5
folgt >0 o | fo(m)lu < o0. Also ist auch Y- | fr(n) normal konvergent. Nun zu

9nsbesondere soll || fn ||y fiir jedes n € N endlich sein.
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(vii). Sei # € X und U eine Umgebung von z in X, sodass Y oo || fullv < oc.
Wenden wir Proposition 1.4.6 auf die absolut konvergente Reihe Y~ || fn||v and,

erhalten wir
S 1ol = Z 1l < 0.

n=0
Also konvergiert auch - fo () normal. Nach (iv) und Proposition 1.4.6 gilt auch
Yovto fom) (@) = D007 fu(x) fiir alle z € X. Ad (viii). Sei wieder € X und U
eine Umgebung von z in X, sodass Y.~ o || fullu < 00 und Y07 [lgnllo < oo. Mit
Hilfe von (30) und (29) erhalten wir

o0 [eS) o0
Sl A Agalls <Y M fallo + 1A llgnllo < oo
n=0 n=0 n=0

Also ist auch Y7 fn + Agn, normal konvergent. SchlieSlich kommen wir zu (ix).
Sei z € X. Wihle U, sodass > - ||fnllv < co und 07 ) [lgnllu < oo. Wenden
wir Proposition 1.4.8 auf die beiden absolut konvergenten Reihen Y~ || fu|/v und
>0 o llgnllu an, erhalten wir mit Hilfe von (30) und (31):

& n oo n
>3 fignes], < 33 Wega-sl
n=0 k=0 n=0 k=0

o0

<> _ | fello - lgn-illo = (Z ||fn||U> : (imnz}) <o

n=0 n=0

Also konvergiert > 2 >V ) frgn—k normal. Nach (iv) und Proposition 1.4.8 gilt
auch Y07 (S fi(@) gk (@) = (oo fu(@)) - (g gn(2)) fiirallex € X. O

1.11.7. BeisPIEL (Die Exponentialreihe). Betrachte exp(z) := Y07, . Wir
behaupten diese Reihe konvergiert normal auf C. Sei dazu x € C. Wahle R > 0
mit © € Br(0). Dann ist U := Br(0) eine Umgebung von z. Fiir jedes z € U gilt
23] = B < BLalso || 23], < BEL Es folgt Y00 o 127l < 3000 B = eF < o

n=0 n!
Also konverglert d1e Reihe 32°° | 27 tatsiichlich normal auf C.

nOn'

1.11.8. BEISPIEL (Die geometrische Reihe). Sei ¢ € C und r > 0. Betrachte die
geometrische Reihe Z;’LOZO(Z;C)”. Wir behaupten diese Reihe konvergiert normal

auf B, (c). Sei dazu z € B,(c). Wihle R > 0 mit [z —¢| < R < r. Dann ist U :=
Bpr(c) eine Umgebung von z. FurJedeszeUgﬂt |Z=¢] < B <1 also |24y < £,

Es folgt >0 ) [[(Z9)" v < Y02 o(8)" = 25 < co. Also konvergiert die Reihe
S0 o(54)" normal auf B, (c).

T

1.11.9. BEMERKUNG. Eine Folge oder Reihe von Funktionen X — C heifit
kompakt konvergent, wenn sie auf jeder kompakten Teilmenge von X gleichméfig
konvergiert. Wir haben oben gesehen, dass lokal gleichmiflig konvergente Folgen
und Reihen kompakt konvergieren, siehe Proposition 1.10.3 und 1.11.3. Ist X offen
in C, dann gilt auch die Umkehrung, jede kompakt konvergente Folge oder Reihe
konvergiert lokal gleichméfig. Dies folgt sofort aus der Tatsache, dass fiir offenes
X jeder Punkt in X eine kompakte Umgebung besitzt, etwa eine abgeschlosse-
ne Kreisscheibe mit hinreichend kleinem Radius.'® Fiir Funktionen die auf offenen

10Dasselbe gilt iibrigens auch fiir abgeschlossenes X, allgemeiner fiir lokal kompaktes X.
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Teilmengen von C definiert sind ist also lokal gleichméflige Konvergenz dasselbe
wie kompakte Konvergenz. In der Literatur wird dann manchmal von kompakter
Konvergenz gesprochen, wir werden hier durchgehend von lokal gleichméfiger Kon-
vergenz sprechen.

2. Holomorphe Funktionen

Wir kommen nun zum zentralen Begriff der komplexen Analysis, den holomor-
phen, d.h. komplex differenzierbaren, Funktionen. In Abschnitt 2.1 werden wir die-
ses Konzept definieren und einige elementare Eigenschaften wie Produktregel und
Kettenregel beweisen. In Abschnitt 2.2 werden wir den Zusammenhang zwischen
reeller Differenzierbarkeit und Holomorphie untersuchen. Mit den konvergenten Po-
tenzreihen werden wir in Abschnitt 2.3 eine grofie Klasse holomorpher Funktionen
kennenlernen. Wichtige Beispiel sind die Exponentialfunktion und die Winkelfunk-
tionen. Diese werden wir in Abschnitt 2.4 etwas genauer diskutieren.

2.1. Elementare Eigenschaften holomorpher Funktionen.

2.1.1. DEFINITION (Holomorphe Funktionen). Sei U C C offen, 2y € U, und
f : U — C eine Funktion. Dann heifit f bei zg komplezx differenzierbar falls
Z2—20 Z— 20
existiert. In diesem Fall heiit f'(zo) die Ableitung von f bei zy. Die Funktion f
heifit komplex differenzierbar oder holomorph falls sie bei jedem zg € U komplex
differenzierbar ist. Ist f holomorph, dann wird die durch (39) gegebene Funktion
/U — C die Ableitung von f genannt.

2.1.2. BEISPIEL (Konstante Abbildungen). Fiir ¢ € C ist die konstante Funktion
f:C—C, f(z) := ¢, holomorph, und es gilt f'(z) = 0 fiir alle z € C.

2.1.3. BEISPIEL (Identitéit). Die Funktion f : C — C, f(z) := z, ist holomorph,
und es gilt f/(z) =1 fiir alle z € C.

2.1.4. BEISPIEL (Inversion). Die Funktion f : C* — C, f(z) = 1, ist holo-
morph, und es gilt f'(z) = —Z fiir alle z € C*. Dies folgt aus
11
- - - -1 1
lim f2) = (=) = lim 22 — ljm — 2% _ i
z—z0 2 — 2 zoz0 2 — 29 2—20 220(2 — 20)  z—z0 22 25
2.1.5. BEISPIEL (Komplexe Konjugation). Die Funktion f: C — C, f(z) := Z,
ist bei keinem zy € C komplex differenzierbar, denn die beiden Folgen zg + % und

Zo + % konvergieren beide gegen zq, aber es gilt
. f(20+%)—f(20)_ . f(20+%)—f(20)
im T =1 und lim :
n—oo (20 + ;) = 20 t=0 (204 ) — 20
£(z)=f(z0)

zZ—2Z0

=1

Daher existiert lim,_, ,, nicht, sieche Proposition 1.7.1.

2.1.6. PROPOSITION. Jede holomorphe Funktion ist stetig.

BEWEIS. Sei f: U — C holomorph und 2y € U. Da f bei zg komplex differen-
zierbar ist folgt mittels (23)

lim f(z) — f(20) = lim JE) = (=) | lim 2z — zo = f'(20) -0 =0.

zZ—2z0 Z—20 z — ZO Z—20
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Daher gilt auch lim,_,., f(z) = f(20), also ist f bei zg stetig. O

2.1.7. PROPOSITION. Sind f,g:U — C zwei holomorphe Funktionen, dann ist
auch f+¢g:U — C, (f+9)(2) := f(2) +g(z), holomorph, und fiir die Ableitungen
gilt (f+9) =f"+4"

BEWEIS. Sei zg € U. Fiir z € U mit zy # z gilt

S +9)(&) = (F+9)(z0) _ J(2) = f(z0) | 9(2) — g(20)

zZ— 20 zZ— 20 zZ— 20

Da f und g bei 2y komplex differenzierbar sind, folgt, siche (22),
i S +9)() = (f +9)(0)

zZ—20 Z— 20

— lm f(z) = f(20) 4 lim 9(2) — g(z0)

= f'(20) + g'(20)-
Z—20 Z— 20 Z—20 Z— 20
Daher ist f+ g bei zo komplex differenzierbar und (f+g¢)'(z0) = f'(20)+¢'(20). O

2.1.8. PROPOSITION (Produktregel). Sind f,g: U — C zwei holomorphe Funk-
tionen, dann ist auch fg : U — C, (fg)(2) := f(2)g(z), holomorph, und fir die
Ableitungen gilt (fg)' = f'g+ fg'.

BEWEIS. Sei zg € U. Fiir z € U mit z # zg gilt

(F0)(:) = F)o) _ S = F(e0) ), . 0() = (o),

zZ— 20 zZ— 20 zZ— 20

Da f und g bei zg komplex differenzierbar sind, und weil g bei zg stetig ist, siehe
Proposition 2.1.6, folgt mit Hilfe von (21)—(23)

(9~ (e))
Z—20 Z— 20
= tim TG iy ) 4 fag) i 9212960

z—20 z — ZO zZ—20 zZ—20 zZ — ZO
= f'(20)9(20) + f(20)9' (20)-

Also ist fg bei zp komplex differenzierbar, und es gilt (fg)'(z0) = f'(20)g(20) +
f(20)g'(20). 0

2.1.9. ProprosITION (Kettenregel). Sind f : U — C und g : V — C zwei
holomorphe Funktionen, mit f(U) CV, dann ist auch go f: U — C, (go f)(z) ==
g9(f(2)), holomorph und fiir die Ableitungen gilt (go f) = (g’ o f)f’.

BEWEIS. Sei zp € U und wp := f(29) € V. Betrachte die Funktion

g(w)—g(wo)
g* V- (C7 g* (’LU) — { w—wo falls w 7& wWo

g’ (wo) falls w = wo.
Da g bei wy komplex differenzierbar ist, ist g* stetig, siehe Proposition 1.7.1. Fiir
alle w € V gilt
g9(w) = g(wo) = g™ (w)(w — wo).
Fiir z € U gilt daher auch

9(£(2)) = 9(f(20)) = 9" (f(2)) (£ (2) = f(20))-
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Da f bei zy komplex differenzierbar ist, und weil g* o f bei z; stetig ist, folgt

z— 20 Z— 20 z—20 220 Z =20
=9"(f(20)) - f'(20) = ' (f(20)) f" (20)-
Also ist go f bei zp komplex differenzierbar, und (go f)'(z0) = ¢'(f(20))f'(20). O

2.1.10. PROPOSITION (Quotientenregel). Sind f,g : U — C zwei holomorphe

Funktionen und g(z) # 0 fir alle z € U, dann ist auch g U —C, g(z) = %,

r_ f/g—zfg'

holomorph und fiir die Ableitungen gilt (5) 5

BEWEIS. Mittles der Produktregel, der Kettenregel und Beispiel 2.1.4 folgt
AN Iy 1 N _ff 1 f'9—1d
A
g g ) g g g g
2.1.11. BEISPIEL (Monome). Fiir n € N und a € C ist das Monom f:C — C,

f(2) :== az™, holomorph und es gilt f’(z) = naz""! fiir alle 2 € C. Dies folgt mittels
Induktion aus der Produktregel, Beispiel 2.1.2 und Beispiel 2.1.3.

2.1.12. BEISPIEL (Polynome). Es seien ag,...,a, € C. Dann ist das Polynom
p:C — C, p(z) = Y }_,arz" holomorph, und es gilt p'(z) = Y j_, kayz""! fiir
alle z € C. Dies folgt aus Beispiel 2.1.11 und Proposition 2.1.7.

2.1.13. BEISPIEL (Rationale Funtionen). Seien p(z) := Y_;_,ax2z" und q(2) :=
> e brz® zwei Polynome, und es bezeichne N := {z € C | ¢(z) = 0} die Menge
der Nullstellen von ¢. Dann ist die rationale Funktion % : C\ N — C holomorph
und (%)/ : C\ N — C ist wieder eine rationale Funktion. Dies folgt mittels der
Quotientenregel aus Beispiel 2.1.12.

2.2. Zusammenhang mit reeller Differenzierbarkeit. Es sei U C R”
offen, xg € U, und f : U — R™ eine Abbildung. Wir erinnern uns, dass f bei
xo (reell) differenzierbar heifft, falls eine lineare Abbildung 7' : R” — R™ existiert,
sodass gilt

lim |f(z) — fzo) — T(x — xo)|

z—zo |z — o]
In diesem Fall ist T" eindeutig, wird mit D f;, bezeichnet, und heifit das Differential
von f bei xg. Die Abbildung f : U — R™ heifit reell differenzierbar falls sie bei
jedem xg € U reell differenzierbar ist. Es bezeichnen fi,..., f;, : U — R die Kom-
ponenten von f, d.h. f(z) = (fi(z),..., fm(x)). Ist f bei xg reell differenzierbar,
dann sind auch die Funktionen f; : U — R bei z( reell differenzierbar, 1 <1i < m,
und es existieren die partiellen Ableitungen

i (10 1= lim TiT FtE5) = fil@o)

Ox; t—0 t

=0.

wobei e; € R"™ den j-ten Einheitsvektor bezeichnet. Die Matrixdarstellung von
D f,, beziiglich der Standardbasen von R” und R™ hat die Form:

E a
aTJZi(on) o af:i (o)
Ofm Ofm
8,;1 (o) - aan(Io)
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Ist U C C offen, und f : U — C eine Funktion, dann kénnen wir U auch als
offene Menge von R? und f : U — R? auffassen. Definiere
u:U—R, u(z,y) :=Ref(zx+1iy)
v:U—=R, v(z,y):=Inf(z+iy)
Dann sind v und v die Komponenten von f, also f = u + iv. Falls die partiellen
Ableitungen existieren, dann schreiben wir u, := g—g, Uy 1= %Z’ Vg 1= %, Uy = %Z‘
Ist also f reell differenzierbar dann gilt beziiglich der Standardbasis (1,1) von C

Dr= (). (10)

Vg Uy
2.2.1. SATZ. FEs sei U C C offen, f : U — C eine Funktion, u := Re f,
v:=1Im f, und daher f = u+ iv. Dann sind dquivalent:

(i) f ist holomorph.
(i) f ist reell differenzierbar, und Df, ist komplex linear fiir alle z € U.
(iii) f st reell differenzierbar, und es gelten die Cauchy-Riemannschen Dif-
ferentialgleichungen

Uy =Vy  und Uy = —Uy. (41)
Sind (i)—(113) erfillt dann gilt f' = uy + iv,.
BEWEIS. Die Aquivalenz (ii)<(iii) folgt sofort aus Lemma 1.2.1 und (40).
Ad (i)=(ii). Sei also f bei zy € U komplex differenzierbar. Die Ableitung f’(z¢)

koénnen wir als komplex lineare Abbildung 7' : C — C, T'(w) := f’(zo)w auffassen.
Da f bei zyp komplex differenzierbar ist, folgt

lim |f(2) = f(z0) = T(2z — 20)|

zZ—20 |Z — ZO|

— lim f(z) = f(20) —T(Z—Zo)’

Z—20 zZ— 20

f(z) = f(z0)

zZ— 20

= lim

zZ—20

— f/(Zo) = 0

Also ist f bei zg reell differenzierbar mit komplex linearem Differential Df,, =T.

Ad (ii)=(i). Sei nun f bei zo reell differenzierbar mit komplex linearem Diffe-
rential T = Df,,. Dann ist T durch Multiplikation mit der komplexen Zahl T'(1)
gegeben, d.h. T'(z) = T(1)z fiir alle z € C. Da f bei zq reell differenzierbar ist, folgt

zZ—20 zZ— 20
o (FO = F0) =T 20)| 1) = (o) =Tz —20)|
z—20 Z— 20 Z—20 ‘Z - ZU| '

Wir schlieflen lim,_, &)1z T(1). Daher ist f bei zp komplex differenzierbar,

zZ—z

und es gilt f'(z9) =T(1) = Ow + iv,. O

2.2.2. DEFINITION (Konforme Abbildungen). Sei U C R? offen und f : U — R?
eine Abbildung. Die Abbildung f heifit konform, falls f reell differenzierbar ist, und
fiir jedes z € U das Differential Df, : R? — R? winkel- und orientierungstreu ist.!*

2.2.3. KOROLLAR. Sei U C C offen und f : U — C eine Funktion. Dann ist f
konform genau dann, wenn f holomorph ist und f'(z) # 0 fiir alle z € U gilt.

Hnsbesondere soll das Differential Df. injektiv (und daher bijektiv) sein, vgl. Abschnitt 1.2.
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BEWEIS. Dies folgt aus Satz 2.2.1 und Proposition 1.2.2. O

2.2.4. KOROLLAR. Sei f : U — C holomorph und C?, v := Re f, v := Im f,
und daher f = u+iv. Dann gilt

Ugy +Uyy =0 und  vgy + vyy = 0.

Real- und Imagindrteil von f sind also harmonische Funktionen.'?

BEWEIS. Da f C? ist gilt fiir die zweiten partiellen Ableitungen ., = u,, und
Ugy = Uyg. Aus den Cauchy-Riemann Gleichungen (41) folgt daher ugz, = vy, =
Vgy = —Uyy UNd Vg = —Uyg = —Ugy = —Vyy- O

2.2.5. PROPOSITION. Sei f : U — C holomorph, und f' = 0. Dann ist f lokal
konstant.

BEWEIS. Sei v:=Re f und v :=1Im f. Da f’ = 0, folgt aus Satz 2.2.1
Uy = Uy = Vg = Uy = 0.
Sei ¢ € U, und wihle r > 0, sodass B,(c) C U. Sei weiters z € B,.(c). Es geniigt zu
zeigen u(z) = u(c) und v(z) = v(c), denn dann ist f = u + iv auf der Umgebung
B,.(c) von ¢ konstant. Definiere eine Funktion h : [0,1] — R, h(t) := u(c+t(z —¢)).
Aus der Kettenregel der reellen Analysis und u, = u, = 0 folgt h'(t) = 0 fiir alle
t € [0,1]. Also, siche Analysis, ist h konstant, und daher u(c) = h(0) = h(1) = u(z).
Analog ldsst sich v(c) = v(z) zeigen. O
Wir erinnern uns, dass eine nicht leere offene und zusammenhéngende Teilmen-
ge von C Gebiet genannt wird, siehe Definition 1.8.9.

2.2.6. KOROLLAR. Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph, und f' = 0.
Dann ist f konstant.

BEWEISs. Dies folgt aus Proposition 2.2.5 und Proposition 1.8.2. g
2.2.7. BEISPIEL (Hauptzweig des Logarithmus). Betrachte die Funktion

I
L:{z€C|Rez>0} —-C, L(z):= log|z|+iarctan¥. (42)
ez

Fiir u(z,y) := Re L(z +iy) = §log(z* 4+ y?) und v(z,y) := Im L(z + iy) = arctan £
zeigt eine einfache Rechnung

um—vy—z2+y2 und  u, = Uw_a:2+y2'

Da alle partiellen Ableitungen stetig sind, ist L reell differenzierbar. Nach Satz 2.2.1
ist (42) holomorph, und fiir die Ableitung gilt L' = u, + iv,, d.h. L'(2) = 25 = 1.
Es bezeichne C~ := C\ (—o0, 0] die geschlitzte Ebene. Die Funktion
L(z) falls Rez > 0
log: C~ — C, log(z):=< L(—iz)+ir/2 fallsImz >0 (43)
L(iz) —ir/2 fallsImz <0
heifit der Hauptzweig des Logarithmus. Unter Verwendung der bekannten Formeln
liz| = | —iz| = |z|, Re(iz) = —Imz, Im(iz) = Rez fiir z € C, sowie arctan(—t) =
—arctan(t), arctan(1/t) = w/2 — arctant fiir t > 0, zeigt eine einfache Rechnung,

12\ir werden bald sehen, dass jede holomorphe Funktion schon C'*° ist. Die Forderung, dass
f zweimal stetig differenzierbar sei, ist daher tiberfliissig.



32 STEFAN HALLER

dass (43) wohldefiniert ist, d.h. fiir Rez > 0, Imz > 0 gilt L(z) = L(—iz) + in/2;
und fiir Rez > 0, Imz < 0 gilt L(z) = L(iz) — ir/2. Da (42) holomorph ist, ist
auch (43) holomorph. Da L'(z) = 1, folgt sofort

1
log'(z) = = fiir alle 2 € C™. (44)
z

Beachte, dass (43) bei positiven reellen Argumenten mit dem aus der Analysis
bekannten natiirlichen Logarithmus {ibereinstimmt. Inbesondere gilt log(1) = 0. Die
Funktion (43) kann nicht stetig auf C* fortgesetzt werden, sieche Ubungsbeispiel 24.
Offensichtlich gilt

log(z) =log(z) und Re(log(z)) =log|z| fiir alle z € C~.
Der Imaginéirteil von log(z) wird das Argument von z genannt,
arg: C~ — (—m,m), arg(z):=Im(log(2)).
Beachte, dass |arg(z)| gerade der Winkel zwischen 1 und z ist. Es gilt
log(zw) = log(z) + log(w) fiir z,w € C~ mit |arg(z) + arg(w)| < . (45)

Dies folgt aus (43) oder (einfacher) mit Hilfe der Eigenschaften der Exponential-
funktion, siehe Proposition 2.4.2 unten. Ohne der Voraussetzung | arg(z)+arg(w)| <
7 wird (45) falsch, sieche Ubungsaufgabe 25.

2.3. Potenzreihen.

2.3.1. DEFINITION. Unter einer (komplexen) Potenzreihe verstehen wir einen
formalen Ausdruck der Form
oo
Z an(z — 20)"
n=0

wobei a,, € C und zp € C sind. Der Konvergenzradius r einer Potenzreihe ist durch
r:=sup{t € [0,00) | die Folge |a,[t" ist beschrénkt } (46)

definiert. Die Potenzreihe heifit konvergent falls r > 0 gilt. Ist r = oo dann heif3t sie
tberall konvergent. Falls r = 0, dann wird sie manchmal auch nirgends konvergent
genannt.

2.3.2. LEMMA. Esseiy . an(z—20)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
r. Dann gilt:

r = sup{t € [0,00) | die Folge |a,|t" ist beschrinkt}
= sup{t € [0, 00) ‘ nh—>ngo |a, [t =0}
= sup{t € [0,00) | Y07 |an|t" < oo}
BEWEIS. Aus Y |an[t" < oo folgt lim, . |a,[t™ = 0, also gilt
sup{t € [0,00) | 3207 |an[t" < oo} < sup{t € [0,00) | limy, o0 |an [t™ = 0}.
Aus lim,,_, o |an[t™ = 0 folgt die Beschrénktheit von |a, [¢t", daher
sup{t € [0, 00) | nlLH;o |lan[t" =0} < sup{t € [0,00) | |an[t" ist beschréinkt}.
Es bleibt zu zeigen
r = sup{t € [0,00) | |an|t" ist beschrinkt} < sup{t € [0,00) | 30" |an|t" < oo}
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Sei 0 < s < r. Es geniigt zu zeigen >~ |an|s™ < co. Wihle ¢ mit s < ¢ < r, und
sei ¢ := 3 < 1. Dann ist |a,[t" beschrinkt, also existiert C' > 0 mit |a,[t" < C
fiir alle n € N. Es folgt |an|s™ = |a,|t"¢"™ < Cq¢™. Da 0 < ¢ < 1, konvergiert die

geometrische Reihe Y7 Cq¢" = 1%(]. Es folgt > 07 |an|s™ < fq < 0. O

Die Definition des Konvergenzradius ist durch folgenden Satz gerechtfertigt.

2.3.3. SATZ. Es seiy .~ an(z — 29)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
r. Dann konvergiert die Reihe

F(2) = an(z — z0)" (47)
n=0

normal auf B, (20); fiir z € C\ B,(20) divergiert sie. Die durch (47) gegebene Funk-
tion f : B.(z9) — C ist holomorph. Die durch gliedweise Differentiation gewonnene
Potenzreihe Y~ nay(z — 20)" " hat auch Konvergenzradius v und es gilt

f(z) = Z na,(z — z)" "' fir alle z € B.(20). (48)
n=1
BEWEIS. Ist |z — 29| > r dann ist die Folge |an(z — 20)"| = |anl||lz — 20|™

unbeschréinkt nach Definition von 7, und daher kann > a,(z — 29)" nicht kon-
vergieren, siehe Proposition 1.4.2. Also divergiert (47) fiir z € C \ B,(20).

Als niichstes zeigen wir, dass (47) auf B,(zp) normal konvergiert. O.B.d.A. sei
r > 0. Sei ¢ € B,(29), und wéhle r1, mit |z — 29| < r1 < r. Dann ist U := B, (29)
eine Umgebung von . Fiir z € U folgt |a, (2 — 20)"| = |an|[z — 20" < |an|r] also
|an(z — zo)”HU <lan|rt. Dary <r gilt Y 07 an|r < oo, siche Lemma 2.3.2. Es
folgt >0 llan(z — 20)" ||y < oo. Daher konvergiert (47) normal auf B, (z).

Sei " der Konvergenzradius der Potenzreihe (48). Wir zeigen zunéchst r = r’.
Ist die Folge |na,[t"~! beschrénkt, dann ist auch |a,[t" = (Jna,[t""')(L) be-
schrankt, da ja limnﬁoo% = 0. Es folgt ' < r. Um r < 7’ einzusehen, geniigt
es zu zeigen, dass fiir jedes s mit 0 < s < r auch s < r’ gilt. Sei also 0 < s < 7.
Wihle ¢ mit s < ¢t < r. Nach Definition von r ist die Folge |a,|t"™ beschrinkt. Fiir
q:=2gilt 0 < ¢ < 1und|na,|s" ! = (@t")(nq") Da die Folge @t" beschrinkt
ist, und weil lim,, .o, ng™ = 0, ist auch die Folge |na,|s" ! beschriinkt, also s < 7’
Daher haben die Potenzreihen (47) und (48) den gleichen Konvergenzradius.

Schliefilich zeigen wir, dass f holomorph ist und die Ableitung durch (48) ge-
geben ist. Sei dazu 2z € B, (29). Es ist zu zeigen

lim 7]0(2) — f(z1) = Z nan(z1 — 20)" L. (49)
=1

z—2z1 zZ—21

Fiir n > 1 setzte
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Es folgt
gn(2)(z = 21) = gn(2)((z — 20) — (21 = 20))
= (Z — Zo)j+1(zl — Zo)nilij — Z(Z — Zo)j(Zl - ZO)nij
=0 =0

= (2 —20)" — (21 — 20)"
und daher

zZ— 2z

k _ n _ Nk _ n k
ano a’”(z ZO) En:O a"(zl ZO) _ Z angn(z)
n=1

fiir alle z # 27 und alle kK € N. Mit £ — oo erhalten wir

f(2) c-
JE) =1z = Z angn(z) fir alle z € B,(z0), 2z # 21. (50)
zZ—z ot
Sei p so, dass |21 — 29| < p < 1. Fiir z € V := B,(2) gilt dann
n—1
|angn(2)] < lan| D |2 = 2021 = 20|77 < mlag|p" 7,
=0
also [langnllv < nlay|p ™t Da p <1 =1 gilt Y 07 nla,|p" ' < oo, siche Lem-
ma 2.3.2. Es folgt 7, [|angn|lv < oo. Also konvergiert > | a,,g, normal auf V.
Daher ist z — Y., angn(z) auf V stetig, siehe Proposition 1.11.6. Insbesondere
folgt

o0 oo o0
Zlin;l Z angn(z) = Zangn(zl) = Za,m(m — )"
—F n=1 n=1

n=1

Zusammen mit (50) folgt nun (49). O

2.3.4. DEFINITION (H6here Ableitungen). Sei f : U — C komplex differenzier-
bar. Ist die Ableitung f’ : U — C wieder komplex differenzierbar, dann heifit f
zweimal komplex differenzierbar und f) = f" := (f') : U — C heiBt die zweite
Ableitung von f. Fiir k € N definieren wir induktiv: f heifit k-mal komplex dif-
ferenzierbar, falls f komplex differenzierbar ist und die Ableitung f’ (k — 1)-mal
komplex differenzierbar ist. In diesem Fall heifit f*) := (f)*=1) . U — C die k-te
Ableitung von f. Die Funktion f heifit beliebig oft komplex differenzierbar, falls sie
k-mal komplex differenzierbar ist fiir jedes k € N.

2.3.5. KOROLLAR. Es sei y .~ an(z — 29)" eine Potenzreihe mit Konvergenz-
radius v > 0. Dann ist

fiBr(z20) = C, ()= an(z—z0)"
n=0
beliebig oft komplex differenzierbar, und fir k € N gilt

f® Bu(z) = C, f®(z) =k Z (Z) an(z — 2)" (51)

n=~k

wobei die Potenzreihen (51) wieder Konvergenzradius v haben. Insbesondere gilt

_ f(k)(zo)

=T

fiir alle k € N. (52)
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BEWEIS. Dies folgt mittels Induktion aus Satz 2.3.3. O

2.3.6. KOROLLAR. Es seien Y - an(z—20)" und Y, an(z — 20)™ zwei Po-
tenzrethen mit positiven Konvergenzradien r > 0 und 7 > 0. Weiters set U C
B, (20) N Bi(z0) eine Umgebung von zg mit Y~ o an(z — 20)™ = >0 g an(z — 20)"
fiir alle z € U. Dann gilt r = 7, und a,, = a, fir alle n € N.

BEWEIS. Dies folgt aus Korollar 2.3.5, siehe (52). (]

2.3.7. DEFINITION (Stammfunktionen). Es sei U C C offen und f : U — C
eine Funktion. Eine holomorphe Funktion F': U — C heifit Stammfunktion von f,
falls F/ = f gilt.

2.3.8. KOROLLAR. Es sei Y .o an(z — 20)" eine Potenzreihe mit Konvergenz-
radius r > 0, und

f:Br(z0) = C, f(z):= Zan(z —zo)". (53)
n=0
Dann hat auch die Potenzreihe Y " 7t (2 — 20)" ! Konvergenzradius r, und
= a
F: B, F(z):= n — )"t 4
(20) = C, F(2) ; r1& %) (54)

ist eine Stammfunktion von f.

BEWEIS. Wenden wir Satz 2.3.3 auf die Potenzreihe (54) an, dann sehen wir,
dass sie den gleichen Konvergenzradius wie (53) hat und F/ = f gilt. O

Fiir die folgenden Formeln fiir den Konvergenzradius erinnern uns noch an die
Definition des Limes superior und der Limes inferior einer Folge reeller Zahlen:

limsup z,, := lim (sup{aL‘n,ganthanrg7 . }) (55)
liminf z,, := lim (inf{xn,xn+1,xn+2, . }) (56)

2.3.9. PROPOSITION (Formel von Cauchy-Hadamard). Der Konvergenzradius
r einer Potenzreihe Y oo o an(z — z0)™ ist durch

r= <limsup Y \an\)_l

n—oo

gegeben, wobei die Konventionen % = 00 und é =0 Anwendung finden.

BEWEIS. Setze R := (limsup,, ., ¥/ \an\)_l. Um r < R cinzusehen, geniigt es
zu zeigen, dass fiir jedes s mit 0 < s < r auch s < R gilt. Sei also 0 < s < r. Nach
Lemma 2.3.2 gilt lim,, , |a,|s™ = 0. Insbesondere existiert ng € N sodass |a,|s" <
1 und daher auch {/|a,| < % fiir alle n > ng gilt. Es folgt limsup,, o, {/]an| < 2
also R > s.

Um R < r einzusehen, reicht es zu zeigen, dass fiir jedes ¢t mit 0 < t < R
auch ¢ < r gilt. Sei also 0 < t < R. Dann gilt + > limsup,,_,, ¥/|an|. Wegen (55)
existiert ng € N, sodass + > {/|a,[, und daher auch 1 > |a,[t", fiir alle n > ng.
Die Folge |a,,|t" ist also beschréinkt und daher ¢ < r. O

Zur Berechnung des Konvergenzradiuses ist folgendes Resultat oft hilfreich.
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2.3.10. PROPOSITION (Quotientenkriterium). Es sei > oo a,(z — 20)" eine
Potenzreihe und fast alle a,, # 0. Dann gilt fir ihren Konvergenzradius r

lim inf [an] <r < limsup .
n—oo |a'n+1| n—oo |an+1|

|an|

Inbesondere gilt

|an|

r= lim
n—00 |y 41

falls dieser Limes existiert.

BEWwEIS. O.B.d.A. seien alle a,, # 0. Setzte S := liminf,, o ‘a‘aﬂ‘. Um S <r
zu erhalten, geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes s mit 0 < s < S auch s < r gilt.
Sei also 0 < s < 5. Wegen (56) existiert ng € N sodass % > s fir alle n > ng.

Mittels Induktion folgt sofort |an,x|s™** < |an,|s™ fiir alle & € N. Die Folge
|an|s™ ist also beschrinkt und daher s < r.

|an‘
. . . . ‘a/n+1| ) . .
hen, reicht es zu zeigen, dass fiir jedes ¢t mit T' < t < oo auch r < ¢ gilt. Sei also

T < t < co. Wegen (55) existiert ng € N sodass ani‘ p <t fiir alle n > ng. Mittels

Induktion folgt sofort |an,, [t" < |an,+k[t"0T* fiir alle k& € N. Da |a,,[t" > 0, ist
die Folge |a,|t™ keine Nullfolge, und daher r < ¢, siehe Lemma 2.3.2. O

Um r < T einzuse-

Fiir die zweite Ungleichung setze T' := limsup,,_, .,

2.3.11. BEisPIEL (Die Exponentialfunktion). Mit Hilfe der Quotientenregel se-

hen wir, dass die Potenzreihe Y~ %z” iiberall konvergiert. Also definiert

oo
2 23 Z4

1
i€ € e Y st D S
n=0

eine holomorphe Funktion, die die komplexe Exponentialfunktion genannt wird. Of-
fensichtlich gilt exp(0) = 1. Fiir ihre Ableitung finden wir exp/(z) = Y7 | &2~ =

P ﬁzn*l = exp(z), also

exp’(z) = exp(z). (57)
Aus Zn 0 k, = ZZ:O %I: erhalten wir mit k — oo
exp(z) = exp(Zz). (58)

Beachte, dass die komplexe Exponentialfunktion bei reellen Argumenten mit der
aus der Analysisvorlesung bekannten gleichnamigen Funktion iiberein stimmt.

2.3.12. BEISPIEL (Der komplexe Logarithmus). Mit Hilfe des Quotientenkrite-
riums sehen wir, dass die Potenzreihe Y - | %(z — 1)" Konvergenzradius 1
hat. Also definiert

Lm)—c 1=y (59)
. 7 . b
eine holomorphe Funktion. Offensichtlich gilt L(1) = 0. Da

1 1
Z n(z—1)"" Z(l—z) m:;

n=1 n=0
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sieche Ubungsaufgabe 15, folgt aus Satz 2.3.3
1
L'(z) =~ fiir alle z € By(1). (60)
z

Erinnern wir uns an den Hauptzweig des Logarithmus log : C~ — C, siehe Bei-
spiel 2.2.7, sehen wir also (L — log)’ = 0 auf B;(1) und (L — log)(1) = 0. Nach
Korollar 2.2.6 gilt daher log(z) = L(z) fiir alle z € By(1), d.h.

log(z) = i %(z — 1™ fir alle z € By(1).
n=0

2.3.13. BEISPIEL (Die komplexen Winkelfunktionen). Da die Exponentialreihe,
siehe Beispiel 2.3.11, iiberall konvergiert gilt limsup,, .. 1/ % = 0, siehe Proposi-
tion 2.3.10. Wenden wir Proposition 2.3.10 auf die Potenzreihe > %z%ﬂ
an, sehen wir, dass auch sie iiberall konvergiert. Also definiert

. . > 1" 23 25 27
sin: C — C, Sm(z)::Z(Z(n—Bl)'Z%H:Z_?,l—i_Q_+”'
n=0 ' : :

eine holomorphe Funktion, die die komplexe Sinusfunktion genannt wird. Genauso

sehen wir, dass die Potenzreihe Zfﬁ:o ((;711))7 2?" iiberall konvergiert. Daher definiert

> (—1)" 22 L4 6
cos: C— C, cos(z) ::Z ((271))' 22”:1_54_?_5_,_...
= ! ! ! !

eine holomorphe Funktion, die die kompleze Cosinusfunktion genannt wird. Aus
Satz 2.3.3 folgt sofort

sin’(z) = cos(z) und cos’(z) = —sin(z). (61)
Offensichtlich gilt auch
sin(—z) = —sin(z) und cos(—z) = cos(z). (62)

Wie in Beispiel 2.3.11 erhalten wir

sin(z) =sin(z) und cos(z) = cos(2).

Auch die komplexe Sinus- und Cosinusfunktionen stimmen bei reellen Argumenten
mit den aus der Analysis bekannten gleichnamigen Funktionen iiberein.

2.3.14. BEISPIEL (Eulersche Formel). Da i?" = (—1)" gilt fiir alle k € N

2k+1 . k. k . k k
(lz)n _ (12:)2” <1Z>2n+1 - (_1)n22n . (_1)nz2n+1
D T T T ; G T @)

n=0 n=0 n=0 n=0

Mit k£ — oo erhalten wir die Fulersche Formel

' = cos(z) + isin(z). (63)
Insbesondere gilt
AT =1, "=-1, "2 =i und /% =i (64)
Aus (63) und (62) folgt sofort
sin(z) = £ =% und cos(z) = ere” (65)

2i 2
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2.4. Mehr iiber klassische Funktionen.

2.4.1. DEFINITION (Periodische Funktionen). Es sei U C Cund f: U — C
eine Funktion. Die additive Untergruppe

Per(f) := {pE(C‘p—&—U:Uund f(z+p) = f(z) fir allezeU} C(C,+)

heifit die Gruppe der Perioden von f. Ist Per(f) # {0} dann heifit f periodisch,
und jedes 0 # p € Per(f) heifit eine Periode von f.

2.4.2. PROPOSITION (Exponentialfunktion). Fir alle z,w € C gilt

exp(z + w) = exp(z) exp(w) (66)

sowie exp(z) # 0 und exp(z)~! = exp(—z). Die Ezponentialfunktion liefert also

einen Gruppenhomomorphismus exp : (C,+) — (C*,.). Dieser Homomorphismus
ist surjektiv. Weiters gilt
exp(z +iy) = €” (cos y+isiny) fir alle z,y € R. (67)

Der Hauptzweig des Logarithmus log : C~ — {z € C | [Im 2| < 7} ist die Umkehr-
funktion von exp : {z € C | |Imz| <7} — C~, d.h. es gilt

exp(log(z)) =z fir alle z € C, (68)
sowie
log(exp(z)) =z fiir alle z € C mit |Im 2| < 7. (69)
Weiters gilt
|exp(z)| = exp(Re 2), (70)
und |exp(z)| = 1 genau dann wenn z € iR. Wir erhalten daher einen surjektiven

Homomorphismus exp : (iR, +) — (S1,-). Weiters gilt
Per(exp) = Kern(exp) = 27iZ.

Insbesondere wird also jeder Wert in C* wvon der Exponentialfunktion abzdhlbar
unendlich oft angenommen.

BEwEIS. Wir haben (66) schon in Beispiel 1.4.9 gezeigt, wollen hier aber noch
einen anderen Beweis kennen lernen. Fiir fixes v € C betrachten wir die holomorphe
Funktion f : C — C, f(z) = exp(z)exp(v — 2z). Aus (57) schlieflen wir f' =
0 und wegen Korollar 2.2.6 also f(z) = f(0) fir alle z € C. Zusammmen mit
exp(0) = 1 erhalten wir exp(z)exp(v — z) = exp(0) exp(v — 0) = exp(v) fiir alle
v,z € C. Setzen wir v = w + z folgt schliellich (66). Insbesondere erhalten wir
exp(z) exp(—z) = exp(0) = 1, daher exp(z) # 0 und exp(z) ! = exp(—z). Aus (66)
und der Eulerschen Formel (63) folgt (67). Damit sehen wir auch, dass firr [Im z| < 7
tatsichlich exp(z) € C~ gilt. Um (68) einzusehen, betrachten wir die holomorphe
Funktion f: C~ — C, f(z) := CXP(IZM. Unter Zuhilfenahme der Quotientenregel,
der Kettenregel (57) und (44) folgt f' = 0. Nach Korollar 2.2.6 muss f daher
konstant exp(log(1)) = exp(0) = 1 sein, woraus (68) folgt. Auch bei (69) kénnen wir
dhnlich vorgehen. Betrachte die holomorphe Funktion g : {z € C | |Imz| < 7} — C,
g(z) :=log(exp(z))—z. Dann ist ¢’ = 0 und da g(0) = 0 folgt (69). Die Surjektivitét
von exp : C — C* folgt aus (67) und bekannten Eigenschaften der reellen Sinus- und
Cosinusfunktion. Alternativ dazu kénnen wir aber auch wie folgt vorgehen. Wegen
(68) gilt zumindest C~ C exp(C). Aus (66) und (64) folgt exp(z + im) = —exp(z),
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und daher —exp(C) = exp(C). Damit erhalten wir C* = C~ U (—C~) C exp(C).
Also ist exp : C — C* surjektiv. Wegen (58) und (66) gilt:

| exp(2)|* = exp(2)exp(z) = exp(z) exp(2)
= exp(z + z) = exp(2Re z) = (exp(Re z))2

Da fiir reelle = offensichtlich immer exp(z) > 0 gilt, folgt (70). Fiir reelle z gilt
exp(z) = 1 genau dann, wenn x = 0. Zusammen mit (70) folgt |exp(z)| = 1 genau
dann wenn Rez = 0, also genau dann, wenn z € iR. Aus (66) folgt Per(exp) =
Kern(exp). Wegen (64) gilt 27iZ C Kern(exp). Ist Umgekehrt z € Kern(exp), dann
auch |exp(z)| = 1, also z = iy fiir ein y € R, und wegen (67) cosy = 1 und siny = 0.
Aus der Analysisvorlesung wissen wir, dass dann y € 27Z folgt, also z = iy € 27iZ.
Damit ist auch Kern(exp) = 27iZ gezeigt. |

2.4.3. BEMERKUNG (Polarkoordinaten). Nach Proposition 2.4.2 l4sst sich also
jede komplexe Zahl z € C als z = re! mit r = |2| > 0 und § € R schreiben. Dabei
ist jedoch € nicht eindeutig bestimmt. Fiir z = 0 ist § vollig beliebig, und fiir z # 0
nur bis auf Addition einer Zahl in 27Z wohlbestimmt. Die Multiplikation komplexer

Zahlen, die in dieser Form gegeben sind ist besonders einfach:
Tleiel . 7'26i62 = rlrgei(elJrez)

Ist z € C~, dann koénnen wir § € (—m, 7) withlen, und in diesem Fall ist § = arg(z),
also log(z) = logr + i6.

2.4.4. BEMERKUNG. Ist z € C~ und s € C dann definieren wir
2% := exp(slog(z)) € C* (71)

Fiir eine detailiertere Diskussion dieser komplexen Potenzen verweisen wir auf
Ubungsaufgaben 32 und 34. Dort wird auch gezeigt, dass (71) fiir s € Z mit der
iiblichen Definition iibereinstimmt. Mit Hilfe von (71) erhalten wir fiir k € N, k > 1,
holomorphe Wurzelfunktionen

c Y C*, ¥z:= 2% :=exp(log(z)/k) keN, k>1. (72)
Wegen (66) gilt stets
({“/E)k:z firalle2€ C” und k€ N, k > 1.
Weiters gilt, vgl. (45),
2129 = ¥/z1 - ¥zg fur alle 21,20 € CT mit |arg(z1) + arg(z2)| < 7. (73)

Ist 2 = rel? mit » > 0 und @ € (—m,7), dann gilt {2z = {/rel?%. Daraus sehen
wir auch sofort, dass (73) ohne die Zusatzvoraussetzung |arg(z1) + arg(zs)| < 7
falsch wird. Ist zp € (—00,0), und sind a,,, b, Folgen mit Ima,, > 0, Imb,, < 0 und
lim,, o0 an = 2o = lim,, o b, dann gilt

lim an = ¥/|z0le™* £ /|z0le /% = lim {/b,,.
n—oo n—oo

Fiir k£ > 2 kann also (72) nicht stetig auf C* fortgesetzt werden.
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2.4.5. PROPOSITION (Sinus und Cosinus). Die Funktionen sin : C — C und
cos : C — C sind surjektiv, und es gelten die Additionstheoreme

sin(z + w) = cos(z) sin(w) + sin(z) cos(w) (74)
cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w) (75)
sin?(z) + cos?(z) = 1. (76)
als auch
sin(z + 7/2) = cos(z) wund cos(z+ w/2) = —sin(z) (77)

fiir alle z,w € C. Die Nullstellenmenge der komplexen Sinusfunktion ist wZ. Die
Nullstellenmenge der komplezen Cosinusfunktion ist W(% + Z). Fiir die Perioden
gilt

Per(sin) = Per(cos) = 27Z.
Insbesondere wird also jeder Wert in C sowohl von der Sinus- wie auch von der
Cosinusfunktion abzdhlbar unendlich oft angenommen.

BEWwEIS. Die beiden Gleichungen (74) und (75) folgen aus (65) und (66) durch
einfache Rechnung. Setzen wir in (75) w = —z so erhalten wir (76), siehe (62). Aus
der reellen Analysis wissen wir sin(7/2) = 1 und cos(7/2) = 0, woraus sofort (77)
folgt. Nun zur Surjektivitiit der Sinusfunktion. Sei w € C. Fiir u := iw + V1 — w?
gilt'® u # 0 und u —2iwu 1 =0,alsoauch u—u"! = 2iw. Wegen Proposition 2.4.2
existiert z € C mit e!* = u. Mit (65) folgt sin(z) = <¢ =y 55 — = w. Also
istsin: C — C surJektlv Die Surjektivitit der Cosmusfunktlon folgt nun aus (77).
Wegen (65) gilt sin(z) = 0 genau dann wenn e?** = 1. Nach Proposition 2.4.2
tritt dies genau dann ein wenn z € nZ. Daher stimmt die Nullstellenmenge der
Sinusfunktion mit 7Z iiberein. Die Nullstellenmenge der Cosinusfunktion kann nun
mittels (77) bestimmt werden. Aus (74) folgt, dass p € Per(sin) genau dann, wenn
sin(p) = 0 und cos(p) = 1 gilt. Zusammen mit dem Wissen iiber die Nullstellenmege
der Sinusfunktion sehen wir, dass dies genau dann der Fall ist, wenn p € 27Z. Wegen

(77) gilt Per(sin) = Per(cos). O
2.4.6. PROPOSITION (Tangens und Cotangens). Die Funktionen
2iz _ 1
. 1.7y .. sin(z) e :
tan: C\ (5 +Z) — C\ {i,—i}, tan(z)= cos(z)  i(eF T ) (78)
. .. cos(z)  i(e** +1)
cot : C\7Z — C\ {i,—i}, cot(z) = sn(s) e 1 (79)

sind holomorph mit Ableitungen

tan’(z) = ﬁaz) =1+tan?(z) wund cot/(z) = smgtz)
Die Abbildungen (78) und (79) sind surjektiv. Es gelten die Additionstheoreme
tan(z) + tan(w)
1 — tan(z) tan(w)
cot(z) cot(w) — 1
cot(z) + cot(w)

= —1— cot?(2).

tan(z + w) =

cot(z 4+ w) =

13Hjer bezeichnet vI — w? eine Quadratwurzel von 1 — w?, vgl. Ubungsaufgaben 4 und 5.
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wann immer beide Seiten definiert sind. Weiters gilt
tan(z + 7/2) = —cot(z) sowie cot(z + w/2) = —tan(z).
Firn e Z gilt

lim |tan(z)] =00 wnd lim |cot(z)|= oo,
Z_,ﬂ-(%_;'_n) z—Tn
Tangens und Cotangens kénnen also nicht stetig auf ganz C fortgesetzt werden. Die
Nullstellenmenge der Tangensfunktion ist wZ, die Nullstellenmenge der Cotangens-
funktion 7(1 + Z). Fir die Perioden gilt

Per(tan) = Per(cot) = 7Z.

Insbesondere wird also jeder Wert in C\ {i, —i} sowohl von der Tangens- wie auch
von der Cotangensfunktion abzihlbar unendlich oft angenommen.

BEWEIS. Dies folgt alles leicht aus den oben besprochenen Eigenschaften von
sin, cos und exp, sieche Ubungsaufgabe 28. g

3. Wegintegrale und das Integrallemma von Goursat

In diesem Kapitel wollen wir Kurvenintegrale behandeln. In Abschnitt 3.1 wie-
derholen wir Integrale und Ableitung von komplexwertigen Funktionen die auf re-
ellen Intervallen definiert sind. In Abschnitt 3.2 definieren wir Wege als stiickweise
stetig differenzierbare Abbildung von einem reellen Itervall in die komplexe Ebene.
Dies verursacht einige technische Unannehmlichkeiten, in Anwendungen werden wir
aber oft solchen Wegen begegnen. In Abschnitt 3.3 fithren wir dann den zentralen
Begriff des Kurvenintegrals ein, und beweisen einige fundamentale Eigenschaften,
wie die Reparametrisierungsinvarianz und eine Abschitzung durch die Lénge des
Weges. Abschnitt 3.4 ist von der Frage dominiert, inwiefern ein zum Hauptsatz
der Differential und Intergalrechnung analoges Resultat fiir diese Kurvenintegrale
gilt. Die Situation ist hier ein wenig komplizierter als in der eindimensionalen re-
ellen Analysis. Im Abschnitt 3.5 beweisen wir ein eintscheidendes erstes Resultat
der Funktionentheorie — das Integrallemma von Goursat. Zwei Korollare davon
seien hier schon erwidhnt: Holomorphe Funktionen sind lokal integrabel, d.h. jeder
Punkt besitzt eine Umgebung auf der eine Stammfunktion existiert; und es gilt der
Cauchysche Integralsatz, d.h. das Kurvenintegral einer holomorphen Funktion ldngs
des Randes einer Kreisscheibe, deren Abschluss zur Génze im Definitionsgebiet der
Funktion liegt, verschwindet.

3.1. Integrale komplexwertiger Funktionen. Es sei I C R ein Intervall
und f : I — C stetig. Fiir a,b € I definieren wir
b b b
/ f)dt ::/ (Ref)(t)dt+i/ (Im f)(t)dt. (80)
Dabei bezeichnet Re f : I — R, (Re f)(¢) := Re(f(t)) den Realteil und Im f : I —
R, (Im f)(¢) := Im(f(¢)) den Imaginirteil von f, also f = Re f + ilm f. Mit f
sind natiirlich auch Re f und Im f stetig. Die Integrale auf der rechten Seite von
(80) bezeichnen die aus der Analysisvorlesung bekannten Riemannintegrale stetiger
reellwertiger Funktionen. Bis auf die Identifikation C = R?, ist f: f(t)dt natiirlich
genau das Riemannintegral der stetigen Funktion f : I — R?, das ja auch in
der Analysis besprochen wurde. Dementsprechend gelten die iiblichen elementaren
Eigenschaften.
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3.1.1. PROPOSITION. Sei I C R ein Intervall, f,g : I — C stetig, a,b,x € I
und A € C. Dann gilt'

(i) Re( )dt) = ff Ref t)dt und Im(f f()dt) = fab(Imf)(t)dt
(i) Jf, f(t f f(t)d

(i) f:f—l—g =[P ret dt+f g t)dt und [*Af)(E)dt = X [ f(t)
(iv) faw dt+f f t)dt f (@)

(v) |f (t)dt| <f |f(t)|dt.

BEWEIS. Behauptung (i) ist wirklich nur unsere Definition, siehe (80). Ad (ii):
Nach (i) und dem entsprechendem Resultat fiir rellwertige Funktionen gilt

Re/abf(t)dt/ab(Ref)(t)dt /ba(Ref)(t)dtRe( /baf(t)dt).

Genauso ldsst sich Im f; f(t)dt =Tm(— [;" f(t)dt) zeigen, woraus (ii) folgt. Ad (iii):
Aus (i) und der Linearitit des Integrals reellwertiger Funktionen schliefien wir

b b
Re/ (f+g)(t)dt:/ (Re(/ + g)) (t)dt
¢ b ¢ b b
. / (Re f + Re g)(t)dt = / (Re f)(1)dt + / (Re g)(1)dt

:Re/bf(t)dt+Re/bg(t)dt:Re (/bf(t)dt+/bg(t)dt> .

Genauso lésst sich Im f;(f + g)(t)dt = Im(f; f(t)dt + fabg(t)dt) zeigen, woraus
die erste Behauptung in (iii) folgt. Um die zweite Aussage zu sehen verwenden wir
wieder (ii) sowie die Linearitét des Integrals reellwertiger Funktionen und erhalten

b b b
Re / Of)()dt = / (Re(\f)) (t)dt = / (ReARe f — Im AT f) (£)dt
a a b a b
:Re/\/ (Ref)(t)dt—lm)\/ (Im ) (t)dt

= Re)\Re/bf(t)dt - Im)\Im/bf(t)dt - Re</\ /bf(t)dt).

Genauso ldsst sich Im f;()\f)(t)dt =Im(A ff f(t)dt) zeigen, woraus der zweite Teil
von (iii) folgt. Ad (iv): Wieder verwenden wir (i) und die entsprechende Aussage
iiber Integrale reellwertiger Funtionen um

Re (/zf(t)dt+/bf(t)dt> _/I(Ref)(t)dH-/b(Ref)(t)dt
. : . - b
- / (Re f)(1)dt = Re / oy

zu erhalten. Genauso lisst sich Im( [ f(¢)dt + f; f(t)dt) = Im f; f(t)dt zeigen,
woraus dann (iv) folgt. Nun zu (v): Es existiert A € C* mit A fab f(t)dt € R. Wegen
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(i) und (iii) gilt dann A [7 f(£)dt = Re(A [7 f(t)dt) = [ (Re(Af))(£)dt, also

))\/abf(t)dt‘ - ‘/ab(Re(Af))(t)dt’ < /:|(Re(Af))(t)\dt. (81)

Hier haben wir die zu (v) analoge Eigenschaft reellwertiger Funktionen verwendet.
Da |[(Re(A))(t)] < |(AN)(E)] = |AlIf(t)] folgt aus (81) und der Monotonie des

Integrals reellwertiger Funktionen

/abf(t)dt‘ - ‘)\/abf(t)dt‘

b b b
< [lrep)@lar < [ Wisolat = [ 17l
Wegen |A| # 0 erhalten wir daraus Behauptung (v). O

A

Es sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f : I — C heif$t bei tg € I differen-
zierbar falls der folgende Grenzwert existiert

vy J() = f(to)

Filto) i= lim ===

Die Funktion f : I — C heifit differenzierbar, falls sie bei jedem ty € I differen-

zierbar ist.'* In diesem Fall heifit die durch (82) definierte Fuktion f’ : I — C die

Ableitung von f. Jede differenzierbare Funktion f : I — C ist stetig. Ist f' : I — C

stetig, so heifit f stetig differenzierbar. Die Funktion f : I — C ist genau dann

(stetig) differenzierbar, wenn Re f : I — R und Im f : I — R beide (stetig) diffe-

renzierbar sind. In diesem Fall gilt

f'(t) = (Re f)'(t) +i(Im £)'(t). (83)
Bis auf die Identification C = R? ist dies genau der Differenzierbarkeitsbegriff der
reellen Analysis. Demensprechend gelten die iiblichen elementaren Eigenschaften.

(82)

3.1.2. PROPOSITION. Sei I C R ein Intervall und f,g : I — C differenzierbar.
Sei weiters h : U — C holomorph, und f(I) C U. Schlieflich sei J C R ein
Intervall, und ¢ : J — I C R differenzierbar. Dann gilt:
(i) Re(f) = (Re f)" und Im(f’) = (Im f)".
(ii) f+ g ist differenzierbar und es gilt die Summenregel (f +g) = f' +¢ .
(iii) fg ist differenzierbar und es gilt die Produktregel (fg) = f'g+ f¢’.
(iv) Ist g(t) # 0 fir alle t € I dann ist % differenzierbar und es gilt die

Quotientenregel (5), = %.
(v) f o ist differenzierbar und es gilt die Kettenregel (f o p) = (f o p)¢’.

(vi) ho f ist differenzierbar und es gilt die Kettenregel (ho f) = (h'o f)f’.

BEWEIS. Diese Eigenschaften kénnen wie in Abschnitt 2.1 bewiesen werden,
oder aus den Eigenschaften differenzierbarer Funktionen f : I — RZ hergeleitet
werden. Wir wollen sie hier auf die bekannten Eigenschaften reellwertiger differen-
zierbarer Funktionen I — R zuriickfithren.

Behauptung (i) folgt aus (83). Ad (ii): Aus der Summenregel fiir die Ableitun-
gen reellwertiger Funktionen wissen wir, dass Re(f+g) = Re f+Re g differenzierbar

11gt einer, oder sind beide Randpunkte von I in I enthalten, sollen dort also auch die
einseitigen Ableitungen existieren.
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ist und (Re(f +g)) = (Re f)' + (Reg)’ gilt. Genauso ist Im(f + ¢) differenzierbar
und es gilt (Im(f+g¢))’ = (Im f)'+ (Im g)’. Also ist f + g differenzierbar und es gilt
(f+9) = Ref)+ Reg) +i(Im f) + (Img)")
= (Re f)" +i(Im f)' + (Reg)" +i(Img)’ = f'+ 4.

Ad (iii): Aus der Produkt- und Summenregel fiir die Ableitungen reellwertiger Funk-
tionen wissen wir, dass Re(fg) = (Re f)(Re g) — (Im f)(Im g) differenzierbar ist und
es gilt

(Re(fg))" = (Re f)'(Reg) + (Re f)(Reg)’ — (Im f)(Im g) — (Im f)(Im g)".
Genauso ist Im(fg) = (Re f)(Img) + (Im f)(Reg) differenzierbar und es gilt
(Im(fg))" = (Re f)'(Img) + (Re f)(Im g)" + (Im f)"(Re g) + (Im f)(Reg)".
Also ist fg differenzierbar und es gilt
(f9)' = (Re f)'(Reg) + (Re f)(Reg) — (Im f)'(Im g) — (Im f)(Im g)’
+i((Re )/ (Img) + (Re f)(Im g)' + (Im f)'(Reg) + (Im f)(Reg))
= ((Re ) +i(Im f)') ((Reg) + i(Img))
+ ((Re f) +i(Im f)) (Reg)' +i(Im g)’)
=f9+ 19
Ad (v): Aus der eindimensionalen Kettenregel folgt, dass Re(f o) = (Ref) o
differenzierbar ist und (Re(f o ¢))’ = ((Re f)' o ¢)¢’ gilt. Genauso ist Im(f o ) =
(Im f) o ¢ differenzierbar und es gilt (Im(f o ¢))’ = ((Im f)" 0 p)¢’. Daher ist fo e
differenzierbar und es folgt
(fop) =(Ref) o) +i((Im f) o)
= ((Re f)' +i(Im f)) o )¢ = (f" 0 ).

Ad (vi): Nach Satz 2.2.1 ist h reell differenzierbar. Aus der Kettenregel fiir Kom-
positionen R — R? — R schlieBen wir dass Re(h o f) = (Reh) o f differenzierbar
ist und es gilt:

(Re(ho f)) = ((Reh)s o f)(Re f) + ((Reh), o f)(Im f)'.
Genauso ist Im(h o f) = (Imh) o f differenzierbar und es gilt

(Im(h o ) = ((Imh), o f)(Re f)' + ((Imh), o f)(Im f)".
Also ist h o f differenzierbar mit Ableitung

(hof) = (Reh)s o f)(Re f) + ((Reh)y o f)(Im f)’
+i(((mh)s o £)(Re f) + ((Imh), o f)(Im f))  (34)

Nach Satz 2.2.1 gilt A’ = (Reh), + i(Imh), also

(W o f)f = (Reh)zof+iImh), o f)((Ref) +i(Imf)")

Erinnern wir uns an die Cauchy-Riemann Gleichungen (Reh), = (Imh), und
(Reh)y, = —(Imh),, siche Satz 2.2.1(iii), sehen wir, dass dies mit (84) tiberein.
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Ad (iv): Wenden wir (iii) sowie (vi) mit h : C* — C, h(z) := 27! an, siche
Beispiel 2.1.4, erhalten wir

(G =g) =1y Q) =15 mrg= PG

3.1.3. DEFINITION (Stammfunktionen). Es sei I C R ein Intervall und f: I —
C. Eine Funktion F': I — C heifit Stammfunktion von f falls F' differenzierbar ist
und F’ = f gilt.

3.1.4. PROPOSITION (Hauptsatz). Es sei I C R ein Intervall und f : I — C
stetig. Dann gilt:

(i) Fiir jedes a € I ist die Funktion F : I — C, F(x) := f f@)dt eine
Stammfunktion von f.

(ii) Flir jede Stammfunktion F von f, und fir alle a,b € I gilt f: ft)ydt =
F(b) — F(a).

BEWEIS. Ad (i): Nach Proposition 3.1.1(i) und dem Hauptsatz fiir reellwertige
Funktionen ist Re F' : I — R, (Re F)(z) = Re(ff f(t)dt) = [7(Re f)(t)dt eine
Stammfunktion von Re f. Genauso ist Im F' : I — R eine Stammfunktion von Im f.
Daher ist F differenzierbar und es gilt

F'=ReF) +i(lmF) =Ref+ilmf = f.

Also ist F' eine Stammfunktion von f und wir haben (i) bewiesen. Nun zu (ii): Ist
F eine Stammfunktion von f dann ist wegen Proposition 3.1.2(i) Re F' eine Stamm-
funktion von Re f und Im F' eine Stammfunktion von Im f. Aus dem Hauptsatz fiir
reellwertige Funktionen folgt nun:

b b b
/ F(#)dt = / (Re f)(t)dt + i / (Im f)(t)dt
— (Re F)(b) — (Re F)(a) + i((Im F)(b) — (Im F)(a))
= (ReF)+i(ImF))(b) — (ReF) +i(Im F))(a)
= F(b) — F(a) O
Als unmittelbare Konsequenz von Proposition 3.1.4 halten wir noch fest

3.1.5. PROPOSITION. Es sei I C R ein Intervall und f : I — C differenzierbar.
Dann gilt f' =0 genau dann, wenn f konstant ist.

BeweEs. Gilt f/ = 0, dann 1st f stetlg dlfferenzierbar, und aus Propositi-

on 3.1.4(ii) erhalten wir f(b) f 1t fab 0dt = 0 fiir alle a,b € I.
Also ist f konstant. Die Tatsache dass fiir eine konstante Abbildung f’ = 0 gilt ist
trivial. 0

3.1.6. PROPOSITION (Partielle Integration). Sei I C R ein Intervall, a,b € I,
f:I — C stetig und g : I — C stetig differenzierbar. Dann gilt fir jede Stamm-
funktion F : I — C von f

b

b
/ (f9)(t)dt = (Fg)(b) — (Fg)(a) - / (Fg')()dt.

a
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BEWEIS. Sei F eine Stammfunktion von f. Nach Proposition 3.1.2(iii) ist die
Funktion Fyg : I — C stetig differenzierbar mit Ableitung (Fg)’ = F'g + Fg' =
fg+ Fg'. Aus Proposition 3.1.4(ii) erhalten wir

b
[ 9+ Fe )0t = (Fo)®) - (Fo)(a)
woraus sofort die Behauptung folgt. |

3.1.7. PROPOSITION (Substitutionsregel). Sind I und J zwei Intervalle, ¢
J — I stetig differenzierbar, f : I — C stetig und a,b € J dann gilt

/ Flo(s)! (s)ds = /@ f(j) F(t)dt.

BEWEIS. Nach Proposition 3.1.4 existiert eine Stammfunktion F' : I — C von
f, und es gilt

»(b)
/Uf@ﬁ=NMW—FWW) (85)

Aus Proposition 3.1.2(v) folgt (F o p) = (F' o)’ = (fop)y'. Also ist Fop
eine Stammfunktion der stetigen Funktion (f o ¢)¢’. Nach Proposition 3.1.4(ii) gilt
daher

[ Heen s = (o p)t) - (Fop)a) (56)
Aus (85) und (86) folgt nun die Behauptung. O

3.2. Wege und ihre Linge.

3.2.1. DEFINITION (Wege). Unter einem Weg verstehen wir eine stiickweise
stetig differenzierbare Abbildung v : [a,b] — C, wobei a,b € R7 a < b. D.h. ’y :
[a,b] — C ist stetig, und es existieren endlich viele a =ty <t; < --- <#,_1 <t,

b, sodass Y|, ¢, ¢ [ti—1,t;] — C fiir jedes 1 < j < n stetig dlﬁeren21erbar ist. 15
Ein Weg 7 : [a,b] — C heifit geschlossen falls y(a) = ~(b) gilt. Mit v* : [a,b] — C
bezeichnen wir den zu v inversen Weg, v*(t) := y(a + b —t). Ist 4 : [@,b] — C ein
weiterer Weg, und gilt v(b) = 4(a), dann bezeichnen wir mit ¥4 den Weg der durch

~(t) fallsa <t <b

y:la,b+b—a] — C, Y)(t) = -
77 ¢ la, b+ b —al (v¥)(t) {W_Ha) falls b<t<b+b—a

gegeben ist. D.h. v¥ ist der Weg, der zuerst v und danach 4 durchléuft, er heifit
die Konkatenation von v und 7, oder auch der Summenweg von v und 7.

3.2.2. DEFINITION (Lénge von Wegen). Es sei v : [a,b] — C ein Weg, und a =
to <ty <---<t, =b, sodass ’y|[tj_1,tj] fiir jedes 1 < j < n stetig differenzierbar
ist. Unter der Lange des Weges v verstehen wir die reelle nicht negative Zahl

Z/ (t)|dt.

15Insbesondere sollen an den Randpunkten die einseitigen Ableitungen existieren.
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3.2.3. BEMERKUNG. Die Lénge eines Weges ist wohldefiniert, d.h. unabhéngig
von der Wahl der ;. Um dies einzusehen betrachten wir a =t9 <t; <--- <t, = b,
sodass v[j¢;_, ;) filr jedes 1 < j < n stetig differenzierbar ist. Sei nun 1 < k < n,
t' € [tg_1, tx], und betrachte die verfeinerte Zerlegung

a=tg <ty <<ty S <t <o <ty Sty =0 (87)
Nach Proposition 3.1.1(iv) gilt

t tr tr
/ ! (1)t + / I/ (t)]dt = / I/ (t) .
te—1 t’ tk—1

Berechnen wir die Linge des Weges mit Hilfe der verfeinerten Zerlergung (87) er-
halten wir also wieder Y. 1Y (#)|dt. Mittels Induktion sehen wir, dass wir

Jj=1 t
sogar endlich viele solche Verfemerungspunkte t’ einfiigen kénnen und immer noch
P lft (t)|dt erhalten. Sei nun a = sg < 81 < -+ < 8, = b eine zweite

Zerlegung des Intervalls [a, b]. Wéhle eine Zerlegung a =79 <73 < -+ < Tp = b, die
sowohl a = tg <t;1 <---<t,=balsauch a = s5g < s1 <--- <s,, = b verfeinert.
Nach obigem gilt dann

Z/ (t)|dt = Z/T (t)|dt = Z/s (t)|dt.

Also ist die Definition der Lange wirklich unabhéngig von der gewéhlten Zerlegung.
Die Lange eines Weges ist unabhéingig von seiner Parametrisierung.

3.2.4. PROPOSITION. FEs sei~y : [a,b] — C ein Weg. Weiters sei ¢ : [¢,d] — [a,b]
stetig differenzierbar, monoton wachsend und so, dass ¢(c) = a, p(d) = b. Dann

ist auch yo g : [c,d] — C ein Weg, und es gilt L(y o ) = L(v).

BEWEIS. Wir nehmen zuerst an, dass 7 : [a,b] — C stetig differenzierbar ist.
Nach Proposition 3.1.2(v) ist dann vy o ¢ : [¢,d] — C stetig differenzierbar mit
Ableitung (v o ) = (7' 0 ¢)¢’, und wir erhalten

L(yoy) /ww \ds—/w DIl (5)]ds.

Da ¢ monoton wachsend ist, wissen wir aus der Analysisvorlesung, dass ¢’(s) > 0
fiir alle s € [c, d]. Mit Hilfe der Substitutionsformel fiir reellwertige Funktionen folgt

Livog) /w DIl (s IdS—/IW DI (s ds—/w (t)ldt = L().

Damit ist das Lemma fiir stetig differenzierbare v gezeigt. Sei nun v : [a,b] — C ein
beliebiger Weg, und a = to <ty < -+ < t, = b, sodass y|;,_, ¢, fiir jedes 1 < j <n
stetig differenzierbar ist. Offensichtlich gilt

L(v) = Z L(’V|[tj_1,t_7~])' (88)
j=1

Aus den Voraussetzungen an ¢ folgt sofort, dass ¢ = sg < s1 < -+ < s, = d

existieren, mit ¢(s;) = ¢; fiir alle 0 < j < n, und ¢([s;j_1,s;]) C [tj—1,t;] fiir alle
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1<j<n. Alsoist (yo)|s,_,.s, fiir jedes 1 < j < n stetig differenzierbar. Damit
ist v o ¢ ein Weg, und wir erhalten

n

Liyoe) =Y L((vo®)lis;_1.5,0)- (89)

j=1
Da wir die Aussage fiir stetig differenzierbare Wege schon bewiesen haben, gilt
LWy 11) = L((vo@)js;1,s,)) fiir alle 1 < j < n. Aus (88) und (89) folgt daher
L(v) = L(yo ). O

Wege konnen immer stetig differenzierbar parametrisiert werden, genauer gilt

3.2.5. LEMMA. Fs sei vy : [a,b] — C ein Weg. Dann existiert eine stetig dif-
ferenzierbare streng monoton wachsende und bijektive Abbildung ¢ : [a,b] — [a,b],
sodass der reparametrisierte Weg o ¢ : [a,b] — C stetig differenzierbar ist.*®

BEWEIS. Eine einfache Rechnung zeigt, dass die Abbildung
Y01 = [0,1], 9(s) = s%(s — 2)°

stetig differenzierbar, streng monoton wachsend und bijektiv ist. Weiters ist ¢’ (0) =
(1) = 0. Fiir ¢ < d ist daher auch die Abbildung

t—c
Vea i fed) = [l ealt) = e+ (d—ep ()

stetig differenzierbar, streng monoton wachsend und bijektiv. Wieder gilt v ,(c) =

t.a(d) = 0. Sei nun 7 : [a,b] — C ein Weg, und a =to < t; <--- <t, = b, sodass
7|[tj_17tj] fiir jedes 1 < j < n stetig differenzierbar ist. Definiere

@ :la,b] = [a,b], o(t) =1, () fallst;_y <t <t;.

Day; ,4;(tj) =t; = 1,1, (t;) ist dies wohl definiert und stetig. Da vy, (¢;) =
0 =1y, 4., (t;) ist o stetig differenzierbar. Offensichtlich ist ¢ auch streng mono-
ton wachsend und bijektiv. Weiters ist (v 0 ©)|it,_1.¢;) = Vjt;_1.1;] © ¥t,_1.¢; stetig
differenzierbar. Fiir die Ableitung beim Randpunkt ¢; gilt

(Yot 1e)) () = (Miey_1.,7) (&) 4, () = 0.

Genauso erhalten wir ((y o <P)|[tj,tj+1])/(tj) = 0. Also ist yo ¢ : [a,b] — C stetig
differenzierbar. O

3.2.6. PROPOSITION. Es seien v : [a,b] — C und 7 : [a,b] — C zwei Wege mit
~v(b) = 4(a). Dann gilt:
(i) L(vy) =0 genau dann, wenn v konstant ist.
(if) L(v*) = L(7)-
(i) L(yy) = L(7) + L(7)-

BEWwEIS. Nach Lemma 3.2.5 existiert eine stetig differenzierbare monoton wach-
sende Bijektion ¢ : [a,b] — [a, b], sodass v o @ stetig differenzierbar ist. Ad (i): Kla-
rerweise hat jeder konstante Weg verschwindende Linge. Sei nun umgekehrt L(y) =
0. Nach Proposition 3.2.4 gilt dann auch 0 = L(y) = L(yoy) = f: [(yop) (t)|dt. Da
t — |(y 0 ¢)(t)| stetig und nicht negativ ist, muss |(y o ¢)’(¢)| = 0 fiir alle ¢ € [a, ]

16Eg st sogar moglich dieses ¢ glatt, d.h. C°°, zu wihlen, wir werden dies aber nicht
bendtigen.
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gelten. Also hat v o ¢ verschwindende Ableitung und ist daher konstant, siche Pro-
position 3.1.5. Dann ist aber auch « konstant. Ad (ii): Betrachte die stetig differen-
zierbare monoton wachsende Bijektion o : [a,b] — [a,b], o(t) := a+b—p(a+b—1t).
Offensichtlich gilt (yop)* = y*oo. Nach Proposition 3.2.4 haben wir L(v) = L(yoyp)
und L(v*) = L(v*o0) = L((yo¢)*). Da yo stetig differenzierbar ist, erhalten wir
aus der Kettenregel ((y0¢)*)' (t) = —(yo )’ (a+b—1t). Mit Hilfe der Substitution
s =a+b—t folgt nun

L(y*) = L((vo p)* /\ ((vop)™)(t)|dt = /|'yogp "(a+b—1t)|dt

—/ !(vw)’(S)\d8=/ [(vo @) (s)|ds = L(y o @) = L(7).
b a

Behauptung (iii) ist offensichtlich, da wir ja L(y¥) mit Hilfe einer Zerlegung des
Intervalls [a, b+ b — a] berechnen kénnen, die den Unterteilungspunkt b enthélt. O

3.3. Kurvenintegrale.

3.3.1. DEFINITION (Kurvenintegrale). Es sei X C C, f : X — C stetig und
v : la,b] - X C C ein Weg. Weiters seien a = tp < t; < --- < ¢, = b, sodass
7|[tj_17t].] fiir jedes 1 < j < n stetig differenzierbar ist. Dann heif3t

/fdz —/f Ydz —Z - V' (£)dt

das Wegintegral oder Kurvenintegral von f langs ~.

3.3.2. BEMERKUNG. Genau wie in Bemerkung 3.2.3 ldsst sich zeigen, dass das
Kurvenintegral wohldefiniert ist, d.h. nicht von der Wahl der ¢; abhéngt.

Das Kurvenintegral héngt nicht von der Parametrisierung des Weges ab.

3.3.3. PROPOSITION. Sei X CC, f: X — C stetig, und v : [a,b] — X C C ein
Weg. Sei weiters ¢ : [c,d] — [a,b] stetig differenzierbar, monoton wachsend und so,
dass ¢(c) = a, p(d) = b. Dann gilt'"

[yw fdz = [yfdz.

BEWEIS. Wir nehmen zuerst an, dass v stetig differenzierbar ist. Nach der
Kettenregel, siehe Proposition 3.1.2(v), ist dann o ¢ stetig differenzierbar mit Ab-
leitung (yo ) = (7' op)¢’. Mit Hilfe der Substitutionsformel aus Proposition 3.1.7
erhalten wir

d

d
Fiz= [ F(Gro9)e) - (roe) s = [ ((F0)elo) - (s

/;j)((fm £)dt — / v (t)dthdz.

17Djes bleibt fiir beliebiges stetig differenzierbares ¢ : [¢,d] — [a,b] mit p(c) = a und
©(d) = b richtig. Fiir stetig differenzierbares v folgt dies aus derselben Rechnung, fiir stiickweise
stetig differenzierbares v ist der Beweis jedoch etwas umsténdlicher.

yop
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Damit ist die Proposition fiir stetig differenzierbare Wege bewiesen. Sei nun + :
[a,b] — C ein beliebiger Weg, und a = to <t; < --- <t, = b, sodass y|,_, ¢, fiir
alle 1 < j < n stetig differenzierbar ist. Nach Definition gilt dann

/ fdz = Z [, . (90)

—1:t5 ]
Aus den Voraussetzungen an ¢ folgt sofort, dass ¢ = s < 51 < --- < 5, = d
existieren, sodass ¢(s;) = t; fiir alle 0 < j < n, und ¢([s;j—1,s;]) = [tj—1,t;] fiir alle
1 <j <n. Dann ist auch (yo¢)|,_, s, stetig differenzierbar, und nach Deﬁmtlon

fdz =" / fdz. (91)

Yoy =17 (oP)s; _1.s51

Da wir die Aussage fiir stetig differenzierbare Wege schon gezeigt haben, folgt
f('yow)\ fdz = I, fdz. Zusammen mit (90) und (91) erhalten wir also

=155 |[tj71=tj]

fvow fdz = f7 fdz. O
Es gelten folgende elementare Eigenschaften des Kurvenintegrals.

3.3.4. PROPOSITION. Sei X CC, f,g: X — C stetig und A € C. Weiters seien
v:la,b] = X CC und 7 : [a,b) = X C C zwei Wege mit v(b) = F(a). Dann gilt:
(i) f fdz——f fdz.

(ii) f (f+g)dz = f fdz + f gdz und f,y()\f)dz = )\fﬂ/ fdz.
(iii) fw fdz = f fdz—i—f fdz.
(i) 1], =] < [fllsony - LG):

BeEwEIS. Wir beginnen mit (i). Sei zunéichst vy stetig differenzierbar. Nach Pro-
position 3.1.2(v) gilt dann (v*)'(t) = —v'(a + b — t). Unter Verwendung der Sub-
stitution s = a + b — t, siche Proposition 3.1.7, und Proposition 3.1.1(ii) erhalten
wir

b b
/ fdz = / FOr ) () (1)) dt = / Fr(a+b—1)(—/(a+b—£))dt

— [ s / F v (s)ds = — A fdz.

Damit ist (i) fiir stetig differenzierbare Wege gezeigt. Sei nun ~y ein beliebiger Weg.
Nach Lemma 3.2.5 existiert eine stetig differenzierbare monoton wachsende Bijekti-
on ¢ : [a,b] — [a,b], sodass yoy stetig differenzierbar ist. Betrachte o : [a, b] — [a, b],
o(t) :=a+b— p(a+b—t). Dann ist auch o eine stetig differenzierbare monoton
wachsende Bijektion. Offensichtlich gilt (v o ¢)* = ~* o 0. Da die Aussage fiir
stetig differenzierbare Wege schon bewiesen ist, erhalten wir mit Hilfe von Propo-
sition 3.3.3

/ fdz = fdz = / fdz = — fdz=— / fdz.
v* y*oo (yop)* Yo Y

Damit ist (i) fiir beliebige Wege gezeigt. Behautung (ii) folgt sofort aus Proposi-
tion 3.1.1(iii). Behauptung (iii) ist offensichtlich, da wir ja fv‘/ fdz mit Hilfe einer

Zerlegung des Intervalls [a, b+b—a] berechnen kénnen, die den Punkt b als Untertei-
lungspunkt enthélt. Nun zu (iv). Nach Lemma 3.2.5 existiert eine streng monoton

,_.
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wachsende stetig differenzierbare Bijektion ¢ : [a,b] — [a,b], sodass v o ¢ stetig
differenzierbar ist. Nach Proposition 3.2.4 und Proposition 3.3.3 dndern sich beide
Seiten der fraglichen Ungleichung nicht, wenn wir vy durch yo ersetzen. Wir diirfen
daher 0.B.d.A. annehmen, dass v stetig differenzierbar ist. Aus Proposition 3.1.1(v)
und der Monotonie des Integrals reellwertiger Funktionen erhalten wir dann

[ re-

v < [ el o

<l / I (®)ldt = £l ey - L(2).

Damit ist die Proposition bewiesen. (I

3.3.5. PROPOSITION. FEs sei h : U — C holomorph mit stetiger Ableitung h' :
U — C.'® Sei weiters f : h(U) — C stetig, und v : [a,b] — U ein Weg. Dann ist
ho~:la,b] = h(U) ein Weg, (f o h)h' : U — C stetig, und es gilt

fdz = /(f o h)h'dz.
2!

ho~y

BEWEIS. Dies folgt sofort aus Proposition 3.1.2(vi). |

3.3.6. PROPOSITION. Es sei X C C, und f, : X — C eine Folge stetiger
Funktionen die auf X lokal gleichmdfsig gegen f : X — C konvergiert. Sei weiters
v :[a,b) = X C C ein Weg. Dann gilt

n—oo

lim fndZ—/de.
¥

BEWEIS. Da ~ stetig ist, ist v([a, b]) kompakt, siehe Proposition 1.9.2. Nach
Proposition 1.10.3 konvergiert daher f,, auf v([a,b]) gleichmifBig gegen f, d.h.

i f = fllyia)) = 0-

Zusammen mit Proposition 3.3.4(ii) und (iv) erhalten wir
hm ’/ fndz — / fdz‘ = hm ‘/(fn — f)dz’ < RILH;O Ilfrn = Fllvap) - L) =0,
8!
also auch lim,,_, f,y fndz = fv fdz. O

3.3.7. KOROLLAR. Es sei X C C, und f, : X — C eine Folge stetiger Funk-
tionen, sodass die Reihe f = Y 0" fn auf X lokal gleichmdfig konvergiert. Sei
weiters v : [a,b] — X ein Weg. Dann gilt

ni /7 fodz = L fdz.

BEWEIS. Dies folgt aus Proposition 3.3.6 angewandt auf die Folge der Partial-
summen s, := »_,_, f, siche auch Proposition 3.3.4(ii). O

18vyie schon frither bemerkt, werden wir bald sehen, dass jede holomorphe Funktion C'*° ist
Die Voraussetzung, dass h' : U — C stetig sei, ist daher iiberfliissig.
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3.4. Integrable Funktionen. Der eine Teil des Hauptsatzes, siche Propo-
sition 3.1.4(ii), hat ein einfaches Analogon fiir Kurvenintegrale. Ist f : U — C
stetig, und existiert eine Stammfunktion F': U — C von f, siehe Definition 2.3.7,
dann koénnen mit Hilfe dieser Stammfunktion, alle Kurvenintegrale von f berechnet
werden. Genauer haben wir

3.4.1. PROPOSITION. Sei U C C offen, f : U — C stetig mit Stammfunktion
F:U — C, und seiy: [a,b] — U ein Weg. Dann gilt

/ fdz = F(3(b)) — F(1(a)).

In dieser Situation hingt das Kurvenintegral f7 fdz also nur von f und den beiden
Endpunkten ~(a), v(b), nicht aber vom eigentlichen Weg v ab. Insbesondere ist
f,y fdz =0 falls v geschlossen ist.

BEWEIS. Nach Lemma 3.2.5 existiert eine streng monoton wachsende stetig dif-
ferenzierbare Bijektion ¢ : [a,b] — [a, b], sodass yop stetig differenzierbar ist. Nach
Proposition 3.3.3 dndern sich beide Seiten der fraglichen Gleichung nicht, wenn wir
v durch yop ersetzen. Wir diirfen daher 0.B.d.A. annehmen, dass v : [a,b] — C ste-
tig differenzierbar ist. Nach der Kettenregel gilt dann (Foy) = (F'ovy)y' = (foy)Y/,
siehe Proposition 3.1.2(vi). Also ist F o~y eine Stammfunktion von (f o)+’ im Sinn
von Definition 3.1.3. Nach dem Hauptsatz, sieche Proposition 3.1.4(ii), gilt daher

b b
[ 2= [ @@= [ ((707) 0t = Fo0) - FO),

womit die Behauptung bewiesen wire. O

Es stellt sich nun die Frage welche Funktionen eine Stammfunktion besitzen.
Wir geben ihnen einmal einen Namen.

3.4.2. DEFINITION (Integrable Funktionen). Es sei U C C offen. Eine stetige
Funktion f : U — C heifit integrabel falls eine holomorphe Funktion F' : U — C
mit F/ = f existiert. Eine stetige Funktion f : U — C heifit lokal integrabel falls
jeder Punkt in U eine Umgebung V besitzt, sodass f|y integrabel ist.

3.4.3. BEISPIEL. Es sei Y an(z — z9)" eine Potenzreihe mit Konvergenz-
radius 7 > 0. Dann ist die Funktion f : B,(z0) — C, f(2) :== >0  gan(z — 20)"
integrabel, siehe Korollar 2.3.8. Insbesondere sind sin : C — C, cos : C — C,
exp : C — C und auch jedes Polynom integrabel. Die Funktion C* — C, z — %, ist
lokal integrabel: auf C™ ist z — log(z) eine lokale Stammfunktion, und auf —C~ ist
z + log(—z) eine lokale Stammfunktion, siehe (44). Beachte jedoch, dass die Funk-
tion C* — C, z — % nicht integrabel ist. Denn betrachten wir den geschlossenen
Weg v : [0,27] — C*, 4(t) := relt, r > 0, dann gilt 7/(¢) = ire'® und daher

1 27 1 . 2
/ —dz = / —.tire‘tdt = / idt = 2mi # 0.
-t o re! 0

Nach Proposition 3.4.1 kann C* — C, z — % also nicht integrabel sein. Die kom-
plexe Konjugation C — C, z — Z, ist nicht einmal lokal integrabel, denn

2m . 2 . . 2m
/ zZdz = / reftire'dt = / re tiredt = / r2idt = 27r%i # 0.
¥ 0 0 0
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Waire die komplexe Konjugation lokal um 0 integrabel, dann miisste dieses Integral
aber fiir hinreichend kleine r > 0 verschwinden, was nicht der Fall ist.

3.4.4. SCHREIBWEISE. Sind zg, 21 € C dann bezeichnen wir mit
[20,21] = {Zo + t(Zl - Z()) | te [0, 1}}

die Strecke von zg nach z;. Ist f : [29, 21] — C stetig, dann schreiben wir

1
~/[z0,z1] de = /yfdz = (Zl - ZO)/O f(ZO + t(zl - Zo))dt

wobei v den Weg v : [0,1] — [20, 21], 7(t) := 2o + t(21 — 20) bezeichnet. Beach-
te, dass hier die Reihenfolge der Punkte wesentlich ist, denn es gilt f[z() 2] fdz =

~ Jizy 20y [z siche Proposition 3.3.4(i).

3.4.5. SCHREIBWEISE. Sind 2o, 21, 22 € C dann bezeichnen wir mit A ., ., die
konvexe Hiille der Punkte 2y, 21, 22, also das abgeschlossene Dreieck mit Eckpunkten
20, 21, 22. Fiir den Rand des Dreiecks gilt

6Az0,z1,zQ = [20,21] U [21,2’2] U [2’2,20].

Ist f:0A., 2,2, — C stetig dann schreiben wir

/ fdz ::/ fdz+/ fdz+/ fdz.
A [z0,21] [21,22] [22,20]

Dies ist das Kurvenintegral von f lings des geschlossenen Weges der einmal den
Rand des Dreiecks durchlduft. Beachte, dass auch hier die Reihenfolge der Eck-
punkte entscheidend ist, denn es gilt [, fdz=— [ A fdz, siehe Pro-

20:%2,%1
position 3.3.4(i).

20,%1,%2

2(,21:22

Es gilt nun folgende partielle Umkehrung von Proposition 3.4.1.

3.4.6. PROPOSITION. Es sei U C C offen, f : U — C stetig, und es gelte
fOA fdz =0 fiir jedes abgeschlossene Dreieck A C U. Dann ist f lokal integrabel.

BEWEIS. Sei ¢ € U und r > 0, sodass B,(c) C U. Es geniigt eine Stammfunk-
tion von f| B,.(c) 2 konstruieren. Definiere

F:B.(¢c)—>C, F(w) ::/[ ]fdz.

Sei wg € B, (c) beliebig fix. Es geniigt zu zeigen, dass F bei wy komplex differen-
zierbar ist und F’(wo) = f(wo) gilt. Fiir alle w € By(c) gilt Ac wy,w € Br(c), und
nach Voraussetzung daher

-

Mittels Proposition 3.3.4(i) erhalten wir

fdz = / fdz +/ fdz +/ fdz fir alle w € B,.(c).
[e,wo] [wo,w] [w,c]

Derug

F(w) — F(wy) = / fdz fiir alle w € B,(c). (92)

[wo,w]
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Offensichtlich gilt auch
[ ]ﬁ&zz']fmm+ﬂa—fwww
wo,w wo ,w

= f(wp)(w — wp) + / f(z) — f(wo)dz fiir alle w € B.(c).

[wo,w]

Zusammen mit (92) und Proposition 3.3.4(iv) erhalten

)~ P ftwo)w —wo) = | [ 562) = s

<1 = (o) ljw,wo) - L([wo, w]) < |If = f(w0)llfw,wo) - [ — wol,

und daher
‘W — f(wo)’ < | f = f(wo)lljw,we)  fiir alle w € B,.(c), w # w.

Da f bei wq stetig ist gilt limy, w, ||f — f(w0) |l jw,we = 0, und wir schlieen

F - F
lim —(w) (o) = f(wp).
w—wo w — Wo
Damit ist F' bei wy komplex differenzierbar, und es gilt F’'(wg) = f(wo). O

3.5. Das Integrallemma von Goursat. Wir zeigen nun, dass jede holomor-
phe Funktion lokal integrabel ist. Es gilt auch die Umkehrung, jede lokal integrable
Funktion ist holomorph, wir werden dies aber erst in Kapitel 4 sehen. Um dies zu
zeigen, verifizieren wir, dass die Bedingung in Proposition 3.4.6 erfiillt ist

3.5.1. SaTz (Integrallemma von Goursat). Sei f : U — C holomorph und
A C U ein abgeschlossenes Dreieck. Dann gilt

/BAfdz:().

BEWEIS. Es seien zg, 21,22 € C die Eckpunkte von A, d.h. A = A, ., ...
Bezeichne mit z{) := % (21+22), 21 := 3(20+22) und 2} := 1 (20+21) die Mittelpunkte
der Kanten von A. Wir erhalten vier Dreiecke

! ! / ’ ! ! ’ ’ /7
AZU,Zz,Zl ) Az2,z1,z07 Azl,zo,zz ) und Azo,zl,zz

die alle in A enthalten sind. Bezeichne mit Al eines dieser vier Dreiecke fiir das
| [5a1 fdz| maximal ist. Wegen Proposition 3.3.4(i) und (iii) sowie Proposition 3.3.3

gilt dann
/ fdz+/ fdz +/
0A ;o OA / 0N,/ 1
20,%h .2 a1 2020

IRGE
YN
1 0
< ’/ fdz‘ + ‘/ fdz
aA / / aA / A
0.74,2} "

+‘/ fdz‘—i—‘/ §4‘/ fdz‘.
OA 1 s ON_, 1 1 OAl

Wir wenden nun die selbe Konstruktion auf A! an und erhalten ein Dreieck A2 C
A fiir das gilt |f8A1 fdz’ﬁ 4|f8A2 fdz|. Induktiv fortfahrend konstruieren wir eine

fdz+/
aAzl zl /
071>

#2
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Folge von Dreiecken A D Al D A% D ... mit |f8A“ fdz| < 4|faAn+1 fdz’. Wir

schlieffen daraus
‘ / fdz‘ <4n
OA

Der Durchschnitt all dieser Dreiecke besteht aus genau einem Punkt, siche Propo-
sition 1.5.2,

/ fdz‘ fiir alle n € N, (93)
OA™

ﬂA”:{c}, cel. (94)

neN
Nach Konstruktion der Dreiecke gilt klarerweise L(OA™"!) = 1L(OA™) also

L(OA™) =27"L(0A) fiir alle n € N. (95)
Auflerdem gilt, wie fiir jedes Dreieck,

|z —w| < L(OA™) fiir alle n € N. (96)

max
zZ,WEA™

Die holomorphe Funktion z — f(c) 4+ f'(c)(z — ¢) besitzt eine Stammfunktion,
etwa z +— f(c)(z — ¢) + 5.f'(c)(z — ¢)?, also folgt aus Proposition 3.4.1

F(&) + £(e) (= = )dz = 0.
BATI,

Unter Verwendung von Proposition 3.3.4(ii) und (iv) erhalten wir daraus

‘/am fie] =| RO Rr O 0GR o)dz|

< ZrenaaAXn{’f(z) — f(e) = f'(e)(z — )|} L(OA™) fiir allen € N.  (97)

Sei nun € > 0. Da f in ¢ komplex differenzierbar ist, existiert § > 0, sodass fiir alle
z€U mit 0 < |z —¢| <4 gilt ‘w — f’(c)‘ < e. Oder dquivalent,

|f(2) = f(c) = f'(c)(z—¢)| < elz—¢| fiiralle z € U mit [z — c| < 6.
Nach (94) existiert m € N, sodass fiir alle z € A™ gilt |z — ¢| < §. Es folgt
|f(2) = f(c) = f'(c)(z—¢)| <elz—c| firalle z € A™.
Daraus, und aus (96) schlieen wir

max {|£(2) ~ f(c) ~ f'(e)(z ~ )|} < eL(OA™).

ZEQA™

Zusammen mit (93), (97) und (95) erhalten wir
‘/ fdz‘ < 47"’/ fdz‘ < AMeL(OA™)? = L(OA)2.
oA aAm
Da dies fiir alle € > 0 gilt, muss [, fdz = 0 sein. O

3.5.2. KOROLLAR. Ist f: U — C holomorph, dann ist f lokal integrabel.

BEWEIS. Dies folgt aus Satz 3.5.1 und Proposition 3.4.6. (]
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3.6. Homotopie. Das Kurvenintegral von holomorphen Funktionen héngt im
Allgemeinen sehr wohl vom Weg ab, jedoch nur von sehr wesentlichen Eigenschaften
des Weges. Um dies durchsichtig formulieren zu kénnen, fithren wir nun den Begriff
der Homotopie von Wegen ein.

3.6.1. DEFINITION (Homotopie von Wegen). Es sei U C C offen. Unter einer
Homotopie von Wegen in U verstehen wir eine stetige Abbildung H : [a, b] x [0, 1] —
U, sodass fiir s = 0 und s = 1 die Abbildung H; : [a,b] — U, H4(t) := H(t,s) ein
Weg im Sinn von Definition 3.2.1 ist, und dariiber hinaus auch H* : [0,1] — U,
H%(s) := H(a,s) sowie H® : [0,1] — U, H(s) := H(b,s) Wege im Sinn von
Definition 3.2.1 sind. Eine Homotopie H wie oben heifit Homotopie relativ End-
punkten, falls H* und H® konstante Wege sind. Zwei Wege 79,71 : [a,b] — U
heilen homotop relativ Endpunkten in U, falls eine Homotopie relativ Endpunkten
H :[a,b]x[0,1] — U mit Hy = o und H; = ; existiert. Unter einer Homotopie ge-
schlossener Wege verstehen wir eine Homotopie H : [a,b]x[0,1] — U mit H* = H?,
d.h. H%(s) = H"(s) fiir alle s € [0,1]. Zwei geschlossene Wege 0,71 : [a,b] — U
heiflen homotop in U falls eine Homotopie geschlossener Wege H : [a,b] x [0,1] — U
existiert mit Hy = vy und H; = 7. Ein geschlossener Weg v : [a,b] — U heifit
nullhomotop in U, falls er in U homotop zu einem konstanten Weg ist.

3.6.2. BEMERKUNG. Beachte, dass homotop relativ Endpunkten in U zu sein
eine Aquivalenzrelation ist. Genauso definiert Homotopie geschlossener Wege in U
eine Aquivalenzrelation. Fiir genaue Formulierungen siehe Ubungsbeispiel 44.

3.6.3. BEISPIEL (Reparametrisierte Wege sind homotop). Es sei U C C offen,
v : [a,b] — U ein Weg, und ¢ : [a,b] — [a, b] stetig differenzierbar mit ¢(a) = a und
©(b) = b. Dann sind 7 und oy homotop relativ Endpunkten in U. Eine Homotopie
relative Endpunkten in U die dies bewerkstelligt ist leicht angegeben

H:[a,b] x [0,1] = U, H(t,s) :=~((1 - s)t + sp(t)).

Offensichtlich ist Hy fiir jedes s € [0,1] ein Weg, und es gilt H*(s) = v(a) sowie
H®(s) = ~(b) fiir alle s € [0, 1]. Also ist dieses H tats#ichlich eine Homotopie relativ
Endpunkten in U. Wegen Hy(t) = v(t) und H;(t) = v(p(t)) sind also v und y o ¢
homotop relativ Enpunkten in U.

3.6.4. BEISPIEL. Es sei U C C offen, und K C U konvex. Dann sind je zwei
Wege vo,71 : [a,0] — K C U mit yo(a) = v1(a) und 4o(b) = v1(b) homotop relativ
Endpunkten in U. Als Homotopie kénnen wir

H:a,b] x[0,1] = K CU, H(t,s):=(1—s)v()+sn(t)

verwenden. Beachte, dass H wegen der Konvexheit von K wirklich Werte in K C U
hat. Offensichtlich ist H eine Homotopie relativ Endpunkten in U mit Hy = 7 und
H; = ~1. Insbesondere ist jeder geschlossene Weg ~ : [a,b] — K C U nullhomotop
in U, wir brauchen obiges ja bloss auf 79 = v und den konstanten Weg y1 = v(a) =
~(b) anwenden.

3.6.5. BEISPIEL. Sei U C C offen, ¢ € U und r > 0, sodass B,.(c) C U. Dann
ist fiir jedes k € Z der geschlossene Weg 7 : [0,27] — B,.(c) C U, y(t) := c+ relkt

nullhomotop in U. Dies folgt aus Beispiel 3.6.4, da ja B,.(c) konvex ist.

3.6.6. BEISPIEL. Sei U C C offen, und seien B = B,.(c), B = B:(é) zwei offene
Kreisscheiben mit B C B und B\ B C U. Beachte, dass B nicht in U liegen muss.
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Fiir k € Z betrachte die folgenden beiden geschlossenen Wege in U:
~v:[0,2n] = 9B CU v(t) := ¢+ rettt
5:[0,27] = OB C U A(t) := & 4 retkt

Diese beiden geschlossenen Wege sind homotop in U. Eine geeignete Homotopie
kann wie folgt angegeben werden.

H:[0,27] x [0,1] = B\BCU, Hi(ts)= s(é+7e™) + (1 — s)(c + ret).
Beachte, dass wegen B C B gilt |c — ¢ 4+ 7 < 7, also fiir alle (¢, s) € [0,27] x [0, 1]

|H(t,s) =& = |(s7 + (1 - 5)r)el* + (1 - 5)(c — )]
> |(s7 + (1= s)r)e™| = (1 = s)|c —&| = s7 + (1 = 5)r — (1 = 8)|c - |
>st+(l—s)r+(1—s)(Fr—r)=7

und damit H wirklich Werte in B\ B C U hat. Offensichtlich gilt H(0,s) = H (2, s)
fiir alle s € [0, 1], also ist H eine Homotopie geschlossener Wege in U. Da H (t,0) =
~(t) und H(t,1) = 4(t) sind v und 4 homotop in U.

3.6.7. PROPOSITION. Es sei f : U — C holomorph, und H : [a,b] x [0,1] - U
eine Homotopie von Wegen in U. Dann gilt

fdz — fdz = / fdz — fdz.
H, Ho Hb Ha

BEWEIS. Da f holomorph ist, ist es auch lokal integrabel, siche Korollar 3.5.2.
Daher gibt es um jeden Punkt z € U eine offene Kreisscheibe B* C U auf der
eine Stammfunktion von f existiert. Da H : [a,b] x [0,1] — U stetig ist, bildet
{H=Y(B?) | z € U} eine offene Uberdeckung von [a,b] x [0, 1]. Da letzteres kom-
pakt ist, siehe Proposition 1.9.5, existiert € > 0 (Lebeguezahl) mit der folgenden
Eigenschaft: sind I C [a,b] und J C [0, 1] zwei Intervalle mit Linge hochstens e,
dann ist I x J schon ganz in einer dieser offenen Mengen H ~!(B#) enthalten, siche
Proposition 1.9.9.

Wiéhle nun N € N, sodass (b —a)/N < e und 1/N < . Definiere

ti:=a+jb—a)/N € [a,b] j=0,....,N
I :=[tj—1,t;] C [a,b] j=1,...,N
sy = k/N € [0,1] k=0,...,N
Jk = [sk=1, sx] € [0,1] k=1,...,N.

Dann hat jedes der Intervalle I; und J, Lénge hochstens e. Nach Konstruktion
existiert fiir jedes Paar (j, k) mit 1 < j,k < N eine offene Kreisscheibe B, C U
und eine Stammfunktion Fjj : Bj; — C von f, Fjﬂk = f|B, ., sodass

H(I; x Jy) C Bj, firallel <jk<N.
Fir 1 < j,k < N setze:

Pjy = Fjp(H(tj-1,56-1)) Qjk = Fjp(H(tj,56-1))
Rj = Fjr(H(tj, sk)) Sjk = Fjr(H(tj-1,5k))
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Da der Weg Hylz; in Bj; liegt und Fj; eine auf Bj; definierte Stammfunktion von
f ist folgt mit Hilfe von Proposition 3.3.4(iii) und Proposition 3.4.1

N N
fdz:Z/ deZZFj,l(HO(tj)) Fja(Ho(tj-1) ZQJ’ a1
Hy j=1 "/ Holzy j=1

ebenso gilt

N N
fdz = Z/ ‘ fdz = ZFJ,N(Hl(tj)) Fin(Hi(tj-1) ZRJN Sin
H, j=1 Hilr =1

N
/ deZZ/ de—ZFlk “(sk)) — Fri(H"(sp-1) Zslk_Plk
He k=1 Ly,

N
deZZ/ de—ZFNk *(sk)) — Fnx(H"(s5-1) ZRNk_QNk
b HYj, k=1
Auf Bj N Bjy1y ist bOWOhl .k als auch Fjy; j Stammfunktion von f. Daher
muss auf B; N Bj41 gelten (FJ+1,k F} ) = 0. Als Durchschnitt zweier konvexer
Mengen ist B; N B4, wieder konvex und daher insbesondere zusammenhéngend.
Also muss Fj1, — Fjr auf Bj ;N Bj11, konstant sein, siche Proposition 2.2.5. Da
H(t;,s,) und H(tj, si—1) beide in Bj N Bji1 liegen folgt
(Fjtr,e — Fip) (H (5, 5%)) = (Fjr1,6 — Fie) (H(t), 55-1)),
also
Sivie—Piripe=Rjr—Qjr firallel <j< N, 1<k<N. (98)
Ebenso ist auf B; ,NB; k41 sowohl F} ;, als auch F} ;11 Stammfunktion von f. Daher
muss Fj 41 — Fj i auf Bj N Bj g1 konstant sein. Da H(t;, si) und H(tj_1, sk)
beide in Bj N Bj j+1 liegen erhalten wir

(Fjkt1 — Fii)(H(tj, s) = (Fj 1 — Fje) (H(tj-1,81))

also

Qjr+1— Pjr+1 =Rjp— S firalle1<j< N, 1<E<N. (99)
Summieren wir die offensichtlichen Identititen

(Sjk = Pix) + (Rjx — Sik) + (Qjk — Rjx) + (Pjr — Qjx) =0

iiber alle 1 < j < N und Verwenden (98) erhalten durch teleskopartiges Kiirzen

N N
Sip—Piri+ Z(Rj,k —Sik) + QN — Ry + Z(Pj,k —Qjk) =0
j=1 j=1
fiir alle 1 < k < N. Summiere wir nun iiber alle 1 < k¥ < N und verwenden (99)
erhalten wir wieder durch teleskopartiges Kiirzen

N N N
Z(Slk—Plk +Z N — +Z Qnk — Rnk) +Z —Qj1)
k=1 j=1 k=1 j=1

Mit Hilfe der obigen Formeln gibt dies
fdz+ fdz — / fdz — fdz=0,
Hea Hy Hb Hy

womit die Proposition gezeigt wére. [
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Wir halten noch einige Spezialfille fest, die wir spéter verwenden werden.

3.6.8. KOROLLAR. Sei f : U — C holomorph, und seien vy, 71 : [a,b] — U zwei
Wege, die in U homotop relative Endpunkten sind. Dann gilt

/fdz:/ fdz.

BEWEIS. Da 7y und v; homotop relative Endpunkten sind, existiert eine Hom-
topie H von Wegen relativ Endpunkten in U mit Hy = g, H; = 1 und, sodass
H® und H"’ beides konstante Wege sind. Da das Kurvenintegral lings konstanter
Wege verschwindet, gilt [, fdz — [, fdz = 0—0 = 0. Aus Proposition 3.6.7 folgt

daher f% fdz = fHo fdz= [y fdz = fn fdz. O

3.6.9. KOROLLAR. Sei f : U — C holomorph, und seien vy, 71 : [a,b] — U zwei
in U homotope geschlossene Wege. Dann gilt

/Wofdz:/%fdz.

Insbesondere gilt fv fdz =0 fiir jeden in U nullhomotopen geschlossenen Weq ~y.

BEWEIS. Da v und v; homotope geschlossene Wege sind, existiert eine Ho-
motopie geschlossener Wege in U mit Hy = vo, H; = v und H* = H’ Aus
Proposition 3.6.7 folgt daher

/ fdz — fdz = fdz — fdz = / fdz — fdz=0. (]
71 Yo Hy Hy H?Y Hae

3.6.10. BEISPIEL. Esseic € C,r >0, zo ¢ 0B,(c), n € Z und k € Z. Betrachte
den geschlossenen Weg ~; : [0, 27] — 0B,.(c), Y(t) := ¢ + relF. Dann gilt

fall -1 B
/ (2 — 2)"ds = 0 . alls n # oder zg ¢ By(c) (100)
e 2rik  falls n = —1 und 29 € B,-(¢).

L yn+1
Um dies einzusehen bemerke, dass fiir n # —1 die Funktion z — (Z%

Stammfunktion von (z—2z)™ ist, das Integral also nach Proposition 3.4.1 verschwin-
den muss. Ist zg ¢ B,-(c), dann ist z +— (z — 2p)™ auf einer Umgebung der konvexen
Menge B, (c) holomorph. Der Weg ~;, ist nullhomotop in dieser Umgebung, siche
Beispiel 3.6.5, also muss das Integral nach Korollar 3.6.9 verschwinden. Verbleibt
der Fall zy € B,(c) und n = —1. Betrachte den geschlossenen Weg oy, : [0, 27] — C,
on(t) := 2o + re**. Da 2y € B,(c), sind 7, und o homotop als geschlossene Wege
in C\ {20}, eine Homotopie ist durch H (¢, s) := (1 — s)vx(t) + sor(t) gegeben. Mit
Hilfe von Korollar 3.6.9 erhalten wir daher

dz dz 2 kreiktdt 2 .
/ 2—20:/ 2_20:/ m:/ ikdt = 2rik.
Yk oL 0 0 0 o

dz
zZ—Zz0

eine

Versuchten wir das Integral f% dirket zu berechnen, wiirden wir auf das Inte-

gral f02 T % gefithrt, welches nicht so einfach zu bestimmen ist. Ein Homo-
topieargument kann also einigermaflen hilfreich bei der Bestimmung von Kurven-
integralen sein. Dieses Beispiel zeigt auch, dass die geschlossenen Wege ~; und 7,
k # 1, in C\{c} nicht homotop sein kénnen, denn sonst miisste ja nach Korollar 3.6.9

f% zdfc mit f’n Z‘ifc iibereinstimmen, was nicht der Fall ist, siehe (100).
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3.6.11. SCHREIBWEISE. Sei ¢ € C und r > 0. Betrachte den geschlossenen Weg
v :[0,27] — C, y(t) := ¢ + re'’. Dieser Weg durchliuft den Rand der Kreisscheibe
B, (c) einmal im mathematisch positiven Sinn. Ist f : 9B,(c¢) — C stetig, dann
schreiben wir

27
/ fdz = / fdz =ir f(c+rett)eitdt
BBT(C) ¥ 0
3.6.12. BEISPIEL. Seic € C, r > 0, zp ¢ 9B, (c) und n € Z. Dann gilt

n 0 falls n# —1 oder 2y ¢ B.(r)
(z — 20)"dz = .
8B..(c) 2ri falls n = —1 und zo € B,(c).

Dies ist ein Spezialfall (k = 1) von Beispiel 3.6.10.

3.6.13. KOROLLAR (Cauchyscher Integralsatz fiir Kreisscheiben). Sei f : U —
C holomorph und B eine offene Kreisscheibe mit B C U. Dann gilt

fdz=0.
OB
BEWEIS. Da B konvex ist, ist der Integrationsweg nullhomotop in U, siche
Beispiel 3.6.5. Nach Korollar 3.6.9 muss daher das Integral verschwinden. (I

3.6.14. KOROLLAR. Sei f : U — C holomorph. Weiters seien B und B’ 2wei
offene Kreisscheiben mit B’ C B und B\ B’ C U. Dann gilt

Adez:/aB/fdz.

BeEwers. Nach Beispiel 3.6.6 sind die beiden Integrationswege homotop in U.
Nach Korollar 3.6.9 miissen daher die Integrale gleich sein. O

3.7. Einfach zusammenhingende Gebiete. Auf manchen Gebieten ist je-
de holomorphe Funktion integrabel.

3.7.1. DEFINITION (Einfach zusammenhégende Gebiete). Ein Gebiet G heifit
einfach zusammenhéngend, wenn jeder geschlossene Weg in G nullhomotop ist.

3.7.2. PROPOSITION. FEs sei G ein einfach zusammenhdngendes Gebiet und
f G — C holomorph. Dann ist f integrabel.

BEWEIS. Fixiere einen Punkt ¢ € G. Da G zusammenhéngend ist, gibt es zu
jedem Punkt z € G einen Weg v, : [0,1] — G mit 7,(0) = ¢ und ~,(1) = 2, vgl.
Ubungsaufgabe 13. Definiere

F:G—-C, F(z):= | f[fdz (101)
o
Dies ist wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der Wahl des Weges .. Ist ndmlich
Az : [0,1] — G ein weiterer Weg mit 4,(0) = ¢ und 7,(1) = z, dann ist 7,55 ein
geschlossener Weg, und da G einfach zusammenhégend ist, daher nullhomotop in
G. Aus Korollar 3.6.9 und Proposition 3.3.4(iii) folgt dann

0= fdz:/ fder/ fdz:/ fdz — fdz.
Y= V= ¥z V= V=
Also ist (101) tatséichlich unabhéngig von der Wahl von +,.
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Wir behaupten nun, dass F' eine Stammfunktion von f ist. Sei dazu w € G fix.
Es ist zu zeigen, dass F' bei w komplex differenzierbar ist und Ableitung f(w) hat.
Da f lokal integrabel ist, siche Korollar 3.5.2, existiert eine offene Kreisscheibe B
mit w € B C G und eine Stammfunktion F : B — C von flB, F = f|B- Durch
Addition einer Konstanten, kénnen wir auch F(w) = F(w) erreichen. Es geniigt
ist zeigen, dass F = F|p, denn dann ist F' bei w komplex differenzierbar mit
Ableitung f(w), da dies ja fiir I gilt. Sei dazu z € B. Bezeichne mit o : [0,1] — B
den Weg o(t) := (1 — t)w + tz. Dann ist 7,0 ein Weg von ¢ nach z. Mit Hilfe von
Proposition 3.3.4(iii) und Proposition 3.4.1 erhalten wir

F(z):/ fdz = fdz+/fdz:F(w)—i—F(z)—F(w):F(z).

Also gilt tatséichlich F|g = F. O
Sterngebiete sind simple Beispiele einfach zusammenhéngender Gebiete.

3.7.3. DEFINITION (Sterngebiete). Eine Teilmenge X C C heifit sternartig falls
c € X existiert, sodass fiir jedes © € X die Strecke von ¢ nach z ganz in X liegt,
d.h. [e,z] C X. In diesem Fall heiit ¢ ein Zentrum von X. Unter einem Sterngebiet
verstehen wir eine offene nicht leere sternartige Teilmenge G C C. Beachte, dass
jedes Sterngebiet zusammenhéngend, also ein Gebiet im Sinn von Definition 1.8.9,
ist. Es ist leicht zu sehen, dass jedes Sterngebiet einfach zusammenhéngend ist,
siehe Ubungsaufgabe 45.

3.7.4. BEISPIEL. Jede offene Kreisscheibe B ist ein Sterngebiet. Jeder Punkt in
B ist Zentrum von B. Allgemeiner ist jede nicht leere offene konvexe Teilmenge von
C ein Sterngebiet. Die geschlitzte Ebene C~ := C\ (—00,0] ist ein nicht konvexes
Sterngebiet. Jede reelle Zahl > 0 ist Zentrum von C~. Da jedes Sterngebiet einfach
zusammenhéngend ist, sind auch alle diese Teilmengen einfach zusammenhéngend.

3.7.5. BEISPIEL (Logarithmusfunktionen). Es sei G ein einfach zusammenhén-
gendes Gebiet und 0 ¢ G. Betrachte die holomorphe Funtion G — C, z — % Nach
Proposition 3.7.2 existiert eine holomorphe Funktion L : G — C mit L' (2) = %
Fixiere ¢ € G. Da die Exponentialfunktion exp : C — C* surjektiv ist, existiert

A € Cmit exp(\) = , siche Proposition 2.4.2. Betrachte nun die holomorphe
Funktion

exp(L(c))

L:G—C, L(z2):=Lz)+\
Dann gilt wieder L'(z) = 1 fiir alle 2 € G. Eine einfache Rechnung zeigt, dass die

holomorphe Funktion z — w verschwindende Ableitung hat. Daher muss sie
konstant sein, siehe Korollar 2.2.6. Nach Wahl von A\ nimmt sie bei ¢ den Wert 1
an. Wir erhalten e’(p(zﬂ =1, also

exp(L(z)) =z fiir alle z € G.

Eine holomorphe Fuktion mit dieser Eigenschaft wird Logarithmusfunktion genannt.
Wir sehen also, dass auf jedem einfach zusammenhéingenden Gebiet G mit 0 ¢ G
stets eine Logarithmusfunktion existiert. Diese Logarithmusfunktion ist eindeutig,
bis auf eine additive Konstante in 27iZ. Wenden wir dies auf die geschlitzte Ebene
C~ an, erhalten wir den Hauptzweig des Logarithmus, bis auf eine Konstante in
2miZ.
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4. Grundlegende Sitze der Funktionentheorie

Wir kommen nun zu einigen fundamentalen Sétzen der Funktionentheorie. Im
Wesentlichen basieren sie alle auf dem Integrallemma von Goursat, siehe Satz 3.5.1.
Fast keines dieser Resultate hat ein Analogon in der reellen Analysis. Sie alle de-
monstrieren wie verschieden komplexe und reelle Analysis sind. Eine Ausnahme
bildet die Aquivalenz (i)« (iii) in Satz 4.7.7 unten, die einen Spezialfall des Inversen
Funktionensatzes im R? darstellt. Wir werden ihn hier mit Mitteln der Funktionen-
theorie herleiten, und nicht auf den Inversen Funktionensatz der reellen Analysis
zuriickgreifen.

4.1. Die Causchysche Integralformel.

4.1.1. SATz (Cauchysche Integralformel). Sei f : U — C holomorph und B
eine offene Kreisscheibe mit B C U. Dann gilt

1
fw)= 2 [ L9 0 i atewe B,
2m Jop 2z —w
Die Funktion f|p kann also aus ihrer Einschrinkung f|op rekonstruiert werden.

BEWEIS. Sei w € B fix. Fiir hinreichend kleines ¢ > 0 gilt B.(w) C B. Die
Funktion z +— % ist auf U \ {w} holomorph. Nach Korollar 3.6.14 gilt daher

LCWY S C
9B # — W 9B (w) # — W
Da dies unabhéngig von ¢ ist gilt insbesondere
Mdz = lim Mdz. (102)
9B Z — W e=0JoB, (w) # —W

Fiir hinreichend kleines € > 0 wie oben erhalten wir aus Beispiel 3.6.12

f) f(z) = fw) f(w)
/é»BAw)dez_/aBg(w) zow dz+/aBg<w)2de

:/ FE=ZIW) 4 omifw). (103)
OB¢ (w)

zZ—w

Da f bei w komplex differenzierbar ist, existiert M > 0 mit
’M‘ <M fiir alle z € B\ {w}.
zZ—w

Da die Linge des Kreises 0B (w) durch 27e gegeben ist, erhalten wir aus Proposi-
tion 3.3.4(iv) die Abschitzung

‘/ Mdz < 2meM.
9B, (w) - B

z w

Wir schlieflen

e—0 zZ—w

lim / Mdz =0,
OB, (w)
und wegen (103)
lim Mdz = 2rif(w).
e—0 OB (w) zZ—Ww
Zusammen mit (102) folgt der Satz. O
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4.1.2. KOROLLAR (Mittelwertsatz). Sei f : U — C holomorph und B,(c) C U.
Dann ist f(c) der Mittelwert der Funktionswerte von f am Rand 0B, (c),

1 2

21 Jo

fle) = fle+ret)dt

BEWEIS. Aus der Cauchyschen Integralformel, siehe Satz 4.1.1, erhalten wir

fle) = i/d 18,

211 Jop,(e) 2 — €
1 [?" fle+relt), | I ;
_ " ireltdt = — 1 d.
2ri Jy  c+reit — e 21 Jo Jletret)
Damit ist die Behauptung bewiesen. (I

4.1.3. KOorOLLAR (Mittelwertungleichung). Sei f : U — C holomorph und B
eine Kreisscheibe mit Mittelpunkt ¢ und B C U. Dann gilt

l£(e) < I fllos-
BEWEIS. Dies folgt aus Korollar 4.1.2 und Proposition 3.1.1(v). |

4.2. Entwicklung in Potenzreihen.

4.2.1. PROPOSITION (Entwicklungslemma). Es sei B,.(c) eine Kreisscheibe, f :
0B, (c) — C stetig und

1 f(w)

Ay = Tﬁ 95..(c) (w _ C)n+1

dw, neN.

Dann hat die Potenzreihe Y - an(z —c)" Konvergenzradius mindestens r, und es
gilt

1
271_i/aB(C)w_zdw—z:an,z—c fiir alle z € B,(c).

n=0

BEWEIS. Sei z € B,(c) fix. Fiir w € 0B, (c) gilt
fw) rz=c\r _ flloB.) (lz—c\"
) < . )
‘w —cC (w - c) - ( )

r r
Da @ < 1, gilt ZZO:O(@)" < oo also, siehe Proposition 1.11.4, konvergiert
die Reihe

SS Sz S L Sw)

— = gleichméfig fiir w € 9B, (c).
w—c w—c 1-—2¢ w-—z
n=0 w—c

Aus Korollar 3.3.7 erhalten wir daher

1 fw
27T'i/33r()’w—2 27”2/6;B(c —C ) Zanz_c

Da dies fiir alle z € B,(c) gilt muss der Konvergenzradius von Y~ ja,(z — ¢)"
mindestens r sein, sieche Satz 2.3.3. (Il

4.2.2. KOROLLAR. Jede holomorphe Funktion ist beliebig oft komplex differen-
zierbar.
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BEWEIS. Sei f : U — C holomorph und B eine Kreisscheibe mit B CU.
Es geniigt zu zeigen, dass f|p beliebig oft komplex differenzierbar ist. Nach der
Cauchyschen Integralformel, siehe Satz 4.1.1, und dem Entwicklungslemma, siehe
Proposition 4.2.1, ist f|p durch eine konvergente Potenzreihe gegeben. Also ist f|p
beliebig oft komplex differenzierbar, siehe Korollar 2.3.5. O

4.2.3. DEFINITION (Taylorreihe). Sei f : U — C holomorph und ¢ € U. Unter
der Taylorreihe von f um c verstehen wir die Potenzreihe

> ¢(n) (.
Zf ()(Z—C)n

n!
n=0

4.2.4. SATZ (Entwicklungssatz von Cauchy—Taylor). Sei f : U — C holomorph
und B,(c) C U. Dann hat die Taylorreihe von f um ¢ Konvergenzradius mindestens

p und es gilt

Fir die Koeffizienten gzlt wezters

f) _ 1 / fw)
aB,.(c)

n! 27i w — ¢)ntl

(¢

(z—¢)" fir alle z € B,(c).

fiir alle 0 < r < p.

BEWEIS. Sei 0 < r < p. Nach der Cauchyschen Integralformel, siche Satz 4.1.1,
und dem Entwicklungslemma siehe Proposition 4.2.1, gilt

1
= — fiir all B, (c),
f(2) o /63 o w Zan z—c¢)" firalle z € B,(c)

wobei )

271 Jop, (¢) (w—c)"H
Nach Korollar 2.3.5 gllt (c) = a,,. Damit hat die Taylorreihe von f um ¢ Konver-
genzradius mindestens r und konvergiert auf B,(c) gegen f. Da 0 < r < p beliebig
war folgt die Behauptung. O

4.2.5. KOROLLAR (Causchysche Integralformel fiir die Ableitungen). Es sei
f:U — C holomorph und B eine offene Kreisscheibe mit B C U. Dann gilt

fMGe) L/ f(w)
- o5 (

n! 2mi w — z)ntl

dw fiir alle z € B und alle n € N.

BEWEIS. Sei z € B und n € N. Wéhle ¢ > 0 mit B.(z) € B. Nach dem
Entwicklungssatz, siehe Satz 4.2.4, gilt

f™M(z) L/ (f(“’)dw, (104)
9B (z)

n! 27i w— z)ntl

Die Funktion w (wf(z),)LH ist auf U \ {#z} holomorph. Aus Korollar 3.6.14 folgt

daher ‘) o
w w
/ass(z) mdw B /aB de

Zusammen mit (104) folgt die Behauptung. a
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Satz 4.2.4 kann verwendet werden um den Konvergenzradius gewisser Potenz-
reihen zu bestimmen.

4.2.6. KOROLLAR. Sei f : U — C holomorph, B,(c) C U und zy € 0B,(c),
sodass lim,_, ., f(z) nicht existiert. Dann ist der Konvergenzradius der Taylorreihe

Y omeo w(z — )" gleich r.

n!

BEWEIS. Es bezeichne p den Konvergenzradius der Taylorreihe von f um c.
Nach dem Entwicklungssatz, siehe Satz 4.2.4, gilt p > r und

o /() N
flz)= Z 7'(2 —¢)" fir alle z € B,(c). (105)
— nl
Indirekt angenommen es gelte p > r. Nach Satz 2.3.3 stellt dann die rechte Seite
von (105) eine auf B,(c) holomorphe Funktion dar. Da zy € B,(c) wiirde dann
lim,_,, f(2) existieren, ein Widerspruch. Also muss p = r gelten. O

4.2.7. BEISPIEL. Betrachte die holomorphe Funktion tan : C\ 7(3 + Z) — C,
siehe Proposition 2.4.6. Dann ist BW/Q(O) im Definitionsbereich enthalten und fiir
/2 € 0B, /2(0) existiert lim,_, ./, tan(z) nicht, da ja lim._ . /ysin(z) = 1 und
lim, /o cos(z) = 0. Aus Korollar 4.2.6 folgt also, dass die Taylorreihe der Tan-
gensfunktion um 0 Konvergenzradius 7/2 hat.

4.2.8. BEISPIEL. Die holomorphe Funktion z — ezz_l =30 (n+1) hat Null-
stellenmenge 27iZ \ {0}, siche Proposition 2.4.2. Daher ist
. z
fiC\EHE\{O]) = €, f(z) =
holomorph, die Kreisscheibe Ba,(0) liegt ganz im Definitionsbereich von f, und
lim, 9. f(z) existiert nicht. Nach Korollar 4.2.6 hat die Taylorreihe von ;% daher
Konvergenzradius 2.

4.3. Der Weierstrafische Konvergenzsatz. Wir beginnen mit folgender
Charakterisierung holomorpher Funktionen.

4.3.1. SATZ. Es sei U C C offen und f : U — C stetig. Dann sind dquivalent:
(i) f ist holomorph.
(ii) Realteil u: U — R, u(x,y) := Re f(z + iy) und Imagindrteil v: U — R,
v(z,y) = Im f(x+iy) sind reell differenzierbar und es gelten die Cauchy-
Riemann Gleichungen u, = vy, Uy = —Vs.
) Fiir jedes abgeschlossene Dreieck A C U gilt fBA fdz=0.
(iv) f ist lokal integrabel.
) Fiir jede Kreisscheibe B mit B C U gilt f(z) = 5 aB P
(vi) f ist lokal durch eine konvergente Potenzreihen gegeben

dw Vz € B.

BEWEIS. (i)<(ii) haben wir schon in Satz 2.2.1 bewiesen. (i)=>(iii) ist die Aus-
sage des Integrallemmas von Goursat, siche Satz 3.5.1. (iii)=-(iv) folgt aus Proposi-
tion 3.4.6. Nun zu (iv)=-(i): Es sei z € U. Da f lokal integrabel ist existiert eine of-
fene Umgebung V' C U von z und eine Stammfunktion F : V' — C, F' = f|y. Nach
Korollar 4.2.2 ist F beliebig oft komplex differenzierbar. Insbesondere ist f|y, = F’
holomorph. Da z beliebig war ist f holomorph. (i)=-(v) folgt aus der Cauchyschen
Integralformel, siehe Satz 4.1.1. (v)=>(vi) folgt aus dem Entwicklungslemma, siehe
Proposition 4.2.1. Schlielich folgt (vi)=-(i) aus Satz 2.3.3. O
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4.3.2. Satz (Weierstrafischer Konvergenzsatz). FEs sei f, : U — C eine Fol-
ge holomorpher Funktionen die lokal gleichmdf$ig gegen f konvergiert. Dann ist
f holomorph und fiir jedes k € N konvergieren die k-ten Ableitungen fy(Lk) lokal
gleichmipig gegen f*).

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass f holomorph ist. Nach Proposition 1.10.2
ist f stetig. Sei A C U ein abgeschlossenes Dreieck. Nach Satz 4.3.1 gilt |, o Jndz =
0 fiir alle n € N. Mittels Proposition 3.3.4(iv) folgt

‘/M fdz‘ = ‘/@A(f — fn)dz| < ||f = fulloa - L(OA) (106)

wobei L(OA) den Umfang des Dreiecks bezeichnet. Da 0A kompakt ist, konvergiert
fnloa gleichmiBig gegen f|sa, siehe Proposition 1.10.3, d.h.

T (£~ fulloa = 0.

Mittels (106) folgt [, fdz = 0. Aus Satz 4.3.1 folgt nun, dass f holomorph ist.

Es verbleibt zu zeigen, dass f7(lk) lokal gleichméBig gegen f*) konvergiert. Sei
dazu ¢ € U. Wihle r > 0 mit Bs,(¢) C U und so, dass

lim || fn = fllop,,.() = 0. (107)
n—oo
Nach Korollar 4.2.5 gilt
k! fo(w) = f(w) .
fr(tk)(z) — f(k)(z) = —/ — 2 L dw fir alle z € By,(c).
211 Jopy, (o) (w— z)kt+1
Fiir z € B,(c) und w € 9Ba,(c) gilt |w — z| > r also wegen Proposition 3.3.4(iv)
(k) B ()] < Forop L
|£9(2) = P )] < -2m2r | o = Fllosar o

2k! .
= ’/‘Tan — flloBs,(e) fiir alle z € B,.(c). (108)

Es folgt || £ — f®)]
lim,, oo || fB) ) | 5,(c) = 0. Daher konvergiert £ auf B,(c) gleichméBig gegen
). Also konvergiert fy(lk) lokal gleichmiiflig gegen f(*). O

By(c) < 2kt £, — JloBs,.(¢)- Zusammen mit (107) erhalten wir

- r

4.3.3. KOROLLAR (Weierstrafischer Konvergenzsatz fiir Reihen). Sei f,, : U —
C eine Folge holomorpher Funktionen, sodass die Reihe ), f, lokal gleichmdipig
gegen [ konvergiert. Dann ist f holomorph, und fir jedes k € N konvergiert die
Reihe ), fT(Lk) lokal gleichmipig gegen f*). Konvergiert > fn normal, dann gilt
dies auch fir ), fr(lk).

BEWEIS. Wende wir den Weierstraschen Konvergenzsatz, siehe Satz 4.3.2, auf
die Folge der Partialsummen an erhalten wir die erste Behauptung. Es bleibt noch
zu zeigen, dass normale Konvergenz von ) f, normale Konvergenz von ) f,gk)

impliziert. Sei dazu ¢ € U. Wéhle r > 0 mit Ba,.(c) C U und so, dass

>l fall 3y ) < 00 (109)
n=0
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Nach der Causchyschen Integralformel fiir die Ableitungen, siehe Korollar 4.2.5, gilt
k! Jn(w)
n(z) = o1 ~/Bz,,‘(c) (0 — 2yFr dw fiir alle z € Ba,(c).

Fiir w € 0Ba,(¢) und z € B,(c) gilt |w — z| > r und mittels Proposition 3.3.4(iv)
erhalten wir

! 1 ok! )
£ = 522 allona e = T nlloa.e - fiir alle z € By (c).

Es folgt ||f,(Lk)||BT(C) < 2k ||fn||5521,(c). Aus (109) schlieBen wir > ||f7(1k)||BT(c) <

= rk

00. Also konvergiert f,(Lk) normal. O

4.4. Der Satz von Liouville.

4.4.1. PROPOSITION (Cauchysche Abschiitzung fiir die Taylorkoeffizienten). Sei
[ : U — C holomorph, B,(c) C U, und sei .~ an(z — ¢)" die Potenzreihenent-
wicklung von f um c. Dann gilt

lan| < ”,f”@i(c) fiir alle n € N.
/rn”L

BEWEIS. Nach dem Entwicklungssatz, siche Satz 4.2.4, gilt
1
Y £()

2 oB,(c) (2 =)t

Fiir 2 € 9B,(c) gilt | (z'fé)z,)zﬂ ‘ < “fﬂif’l'(c) . Aus Proposition 3.3.4(iv) folgt nun

1 f(z)
lan] = %‘/i)Br(c) (z —c)ntt

4.4.2. DEFINITION (Ganze Funktionen). Eine auf ganz C definierte holomorphe
Funktion wird ganze Funktion genannt.

v W llese) o Ifllos. @

— O
2 pntl r

dz’ <

4.4.3. Satz (Liouville). Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

BEWEIS. Sei f: C — C eine beschriankte ganze Funktion. Nach dem Entwick-
lungssatz, siehe Satz 4.2.4, konvergiert die Taylorreihe von f um 0 iiberall, und es
gilt

flz)= Z anz" fiir alle z € C. (110)
n=0

Da f beschrinkt ist, gilt ||f|lc < oo. Nach der Cauchyschen Abschitzung fiir die
Taylorkoeflizienten, siche Proposition 4.4.1, gilt
Ifllc .
lan| < fiir alle n € N und alle r > 0.
71774

Mit r — oo folgt a,, = 0 fiir alle n > 0. Also ist f konstant, sieche (110). O
Aus dem Satz von Liouville erhalten wir einen Beweis des Fundamentalsatzes

der Algebra. Dazu etablieren wir zunéchst folgende elementare Abschitzung fiir
Polynome.
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4.4.4. LEMMA. FEs sei
2"+ ap12" V- Farz4+ag, apeC

ein Polynom, und a, # 0. Dann existiert R > 0, sodass

Boliopr < p(a)] < 2lanllol”  fir alle = € C it |2| 2 B.

BEWEIS. Sei M := Zz;é |ax| und R := max{1,2M/|ay|}. Dann gilt fiir alle
z€Cmit |2| >R

n—1 n—1
lanll21" = [p(2) = D" a2 < ()] + Y lawllzl*
k=0 k=0

n—1
_ _ a
< )|+ X laell=" = [p()] + Mz < fp(z)] + 2l
k=0

und daher |p(z)| > %M” Ebenso gilt fir z € C mit |z| > R

n—1 n—1
p(2)] < lanll2l" + Y larllzl® < lanllz[* + D lax]|2[*
k=0 k=0

a
< Janlel” + M1 < fanllof” + 20217 < 2o el
womit auch die zweite Ungleichung gezeigt wire. ]

4.4.5. SATZ (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nicht konstante Polynom
2" 4 ap_12"" P+ +arz+ag, ap€C
besitzt eine Nullstelle in C.

BEWEIS. O.B.d.A. sei a,, # 0. Betrachte die Funktion

p:C—C, p(z):= Zakzk.

k=0

Nehmen wir nun an unser Polynom p hat keine Nullstelle. Es ist zu zeigen, dass
dann p konstant ist. Da p keine Nullstelle hat, ist

f:C=C, [f(z):=1/p(2)

eine ganze Funktion. Nach Lemma 4.4.4 ist f beschrankt. Nach dem Satz von
Liouville, siche Satz 4.4.3, muss f konstant sein. Damit ist auch p konstant. O

4.5. Der Identititssatz.

4.5.1. PROPOSITION. Fs sei f : U — C holomorph, ¢ € U und m € N so,
dass f(c) = f'(c) = f"(c) = --- = f™V(c) = 0. Dann existiert eine holomorphe
Funktion g : U — C mit

fz)=(z—-0c)"g(z) firallezeU.
f(’")'(C)'

m

FEs gilt dann g(c) =
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BEWEIS. Nach dem Entwicklungssatz, siehe Satz 4.2.4, ist f lokal um ¢ durch
eine konvergente Potenzreihe gegeben, d.h. es existiert » > 0 mit B,.(¢) C U und

z) = Zan(z — )" fir alle z € B,(c). (111)
Da f(c¢) = f'(c) = f"(c) = --- = fm=V(c) = 0, gilt a, = 0 fiir alle n < m, also
flz)= Z an(z—0)" = (z—¢) Zan+m z—c)" firalle z € B.(c). (112)

Die Potenzreihe Y 7 anim(z — ¢)™ hat denselben Konvergenzradius wie (111).
Nach Satz 2.3.3 ist daher

h:B.(c) > C, h(z):=) anym(z—0)"
n=0
holomorph, und h(c) = a,, = % Wegen (112) gilt f(2) = (2 — ¢)™h(z) fiir alle
z € B,(c). Also ist
h(z) fir z € B,(c)
:U—-C =
9:U=C g(z) { IC)_ fiy 2 e U\ {e}

(z—c)™

wohldefiniert und hat alle gewiinschten Eigenschaften. O

4.5.2. DEFINITION (Nullstellenordnung). Sei f : U — C holomorph und ¢ € U.
Existiert m € N mit f(c) = f/(c) = f"(c) = --- = f(™ D (c) = 0 und f(™)(c) # 0,
dann heit m die Ordnung der Nullstelle ¢ von f. Im Fall f(c) # 0 ist gemeint,
dass f bei ¢ eine ‘Nullstelle’ der Ordnung 0 hat. Gilt f(™ (¢) = 0 fiir alle m € N,
so heifit ¢ eine Nullstelle unendlicher Ordnung von f.

4.5.3. BEISPIEL. Fiir n € N besitzt die holomorphe Funktion z — 2" hat bei
0 € C eine Nullstelle der Ordnung n.

4.5.4. SATz (Identitétssatz). Sei G ein Gebiet und f,g: G — C zwei holomor-
phe Funktionen. Dann sind dquivalent:
(i) f=g
(ii) {z € G| f(2) = g(2)} hat einen Hiufungspunkt in G.
(iii) Es existiert ¢ € G mit f(™(c) = ¢ (¢) fir alle n € N.

BEWEIS. Die Implikation (i)=-(ii) ist offensichtlich. Ad (ii)=-(iii): Sei ¢ € G
ein Haufungspunkt von {z € G | f(z) = g(z)}. Betrachte die holomorphe Funktion
h:=g—f:G — C.Es geniigt zu zeigen h™(c) = 0 fiir alle n € N. Indirekt
angenommen es existiert m € N mit h(c) = h'(c) = h'(c) = --- = K™ D(e) =0
und h("™(¢) # 0. Nach Proposition 4.5.1 existiert eine holomorphe Funktion p :
U — C mit h(z) = (z — ¢)™p(z) fir alle z € G, und es gilt p(c) = % # 0.
Da p stetig ist, existiert eine Umgebung U von ¢ auf der p nicht verschwindet. Fiir
z € U\ {c} folgt dann h(z) # 0 also f(z) # g(z). Daher kann ¢ kein Hiufungspunkt
von {z € G| f(2) = g(2)} sein, ein Widerspruch. Also gilt h(™(c) = 0 fiir alle
n € N. Ad (iii)=(i): Als Durchschnitt abgeschlossener Mengen in G ist

S:={zeG|vneN: f"(z) @)} =N{zeG | M) =" (2)}

neN
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abgeschlossen in G. Die Teilmenge S C G ist aber auch offen. Denn ist z € S, dann
folgt aus dem Entwicklungssatz, siehe Satz 4.2.4, dass f und ¢ in einer Umgebung
von z iibereinstimmen. Nach Voraussetzung ist S # (). Da G zusammenhingend
ist, folgt S = G, also f =g. O

4.5.5. DEFINITION (Stetige Fortsetzung). Sei U C C offen, ¢ € U und f :
U\ {c} — C stetig. Existiert eine stetige Funktion f : U — C mit f|U\{C} = f,
dann heiflt f stetig nach c fortsetzbar, und f wird die stetige Fortsetzung von f
genannt. f ist genau dann stetig nach c¢ fortsetzbar wenn lim,_.. f(z) existiert und
in diesem Fall muss f(c) = lim,_. f(z) gelten. Die stetige Fortsetzung ist also
eindeutig bestimmt, sofern sie existiert.

4.5.6. DEFINITION (Holomorphe Fortsetzung). Sei U C C offen, ¢ € U und
f: U\ {c} — C holomorph. Existiert eine holomorphe Funktion f:U — C mit
f|U\{C} = f, dann heifit f holomorph nach ¢ fortsetzbar, und f wird die holomorphe
Fortsetzung von f genannt. Insbesondere ist f auch eine stetige Fortsetzung von f
und damit eindeutig bestimmt.

4.5.7. SATz (Riemannscher Fortsetzungssatz). Es sei U C C offen, ¢ € U und
f:U\{c} — C holomorph. Dann sind dquivalent:

(i) f lisst sich holomorph nach ¢ fortsetzen.

(ii) f lafst sich stetig nach ¢ fortsetzen.
(iii) Es existiert eine Umgebung V' C U won c, sodass f|y\(cy beschrinkt ist.
(iv) lim,_.(z —¢)f(z) = 0.

Bewes. Die Implikationen (i)=-(ii)=-(iii)=(iv) sind trivial. Zeigen wir also
(iv)=-(i). Betrachte die Funktion

(z —¢)%f(z) fir z€ U\ {c}

:U — C, =
g - 9() {0 falls z = c.

Dann ist g auf U \ {c} holomorph. Nach Voraussetzung gilt

lim 9(z) —9(c) = lim(z — ¢)f(2) =0,

z—cC zZ—2cC z—cC

also ist g auch bei ¢ komplex differenzierbar mit Ableitung ¢’(c) = 0. Damit ist g
auf ganz U holomorph und es gilt g(0) = ¢’(0) = 0. Nach Proposition 4.5.1 existiert
eine holomorphe Funktion f : U — C mit g(z) = (z — ¢)2f(2) fiir alle z € U. Nach
Konstruktion gilt (z — ¢)2f(z) = g(z) = (z — ¢)2f(2), und damit auch f(z) = f(2),
fiir alle z € U\ {¢}. Also ist f die gesuchte holomorphe Fortsetzung von f. O

4.6. Gebietstreue und Maximumsprinzip.

4.6.1. LEMMA. Sei f : U — C holomorph und B C U eine Kreisscheibe mit
Mittelpunkt ¢, sodass B C U. Gilt dann

|f(e)] < min {|f(2)|}

2€0B

so hat f eine Nullstelle in B.
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BEWEIS. Indirekt angenommen f hat keine Nullstelle in B. Da nach Voraus-
setzung f auch auf dB keine Nullstelle haben kann, existiert eine offene Menge V'
mit B CV C U, sodass f auch auf V nullstellenfrei ist. Daher ist

g:V—=C, g(z):=1/f(2)
holomorph. Aus der Mittelwertungleichung, siehe Korollar 4.1.3, folgt nun

1 1
= |g(c)| < maxq|g(z = —
oy~ 191 = gsllo O = e
und daher |f(c)| > min,cop{|f(2)|}, ein Widerspruch. Also muss f eine Nullstelle
in B besitzen. (]

4.6.2. DEFINITION (Offene Abbildungen). Eine Abbildung U — C heifit offen
falls das Bild jeder offenen Teilmenge von U offen in C ist.

4.6.3. SaTZ (Offenheitssatz). Sei f : U — C holomorph und nirgendwo lokal
konstant. Dann ist f eine offene Abbildung.

BEWEIS. Sei V C U offen und ¢ € V. Es geniigt zu zeigen, dass f(c) im Inneren
von f(V) liegt. Da f bei ¢ nicht lokal konstant ist, folgt aus dem Identitiitssatz,
siehe Satz 4.5.4, die Existenz einer Kreisscheibe B C V mit Mittelpunkt ¢, sodass
B C U und sodass f(c) ¢ f(OB). Sei € := L min.cpp |f(2) — f(c)| > 0. Es geniigt
zu zeigen B.(f(c)) C f(V). Sei dazu w € B.(f(c)) beliebig. Dann gilt | f(c) —w| < e
und

lf(z) —w| > |f(z) — f(e)| = |f(c) —w| > 2 —e=¢ furalle z € IB.
Es folgt
7€) = wl < e < min {]7(z) —w]}.

Nach Lemma 4.6.1 besitzt die Funktion U — C, z — f(z) — w eine Nullstelle
in B, d.h. es existiert ( € B mit f({) = w. Also ist w € f(B) C f(V). Da
w € B:(f(c)) beliebig war folgt B.(f(c)) C f(V). Also ist f(V') offen in C, und der
Satz bewiesen. O

4.6.4. KOROLLAR (Satz von der Gebietstreue). Sei G C C ein Gebiet und
f: G — C eine nicht konstante holomorphe Abbildung. Dann ist f(G) ein Gebiet.

BEWEIS. Als stetiges Bild einer nicht leeren zusammenhingenden Menge ist
f(G) nicht leer und zusammenhingend, siehe Proposition 1.8.3. Nach dem Iden-
titdtssatz, siehe Satz 4.5.4, ist f nirgendwo lokal konstant. Nach dem Offenheitssatz,
siehe Satz 4.6.3, ist daher f(G) offen in C. Also ist f(G) ein Gebiet. O

4.6.5. SATZ (Maximumsprinzip). Sei G ein Gebiet und f : G — C eine nicht
konstante holomorphe Funktion. Dann hat f kein Betragsmazimum in G, d.h. es
existiert kein w € G mit |f(2)| < |f(w)| fir alle z € G.

BeEwEIs. Indirekt angenommen es existiert w € G, sodass |f(z)| < |f(w)] fiir
alle z € G. Dann ist f(G) keine Umgebung von f(w), da ja jede Umgebung von
f(w) Punkte mit Absolutbetrag gréBer als |f(w)| enthélt. Daher ist f(G) nicht
offen. Nach dem Satz von der Gebietstreue, siehe Korollar 4.6.4, muss daher f
konstant sein, ein Widerspruch. Also kann kein solches w existieren und der Satz
ist bewiesen. (]
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4.6.6. KOROLLAR (Maximumsprinzip fiir beschrinkte Gebiete). Sei G ein be-
schrinktes Gebiet, f : G — C stetig und f|g : G — C holomorph. Dann nimmt f
sein Betragsmazimum am Rand von G an, d.h. es existiert w € 0G mit |f(z)| <
|f(w)| fiir alle z € G.

BEWEIS. O.B.d.A. sei f nicht konstant, andernfalls ist die Aussage trivial. Da
G kompakt und f : G — C stetig ist, existiert w € G mit |f(2)| < |f(w)] fiir alle
z € G, siehe Proposition 1.9.8. Nach Satz 4.6.5 kann w nicht in G liegen. Also gilt
w € G\ G = 0G, siche Ubungsaufgabe 17, und die Behauptung ist bewiesen. [

4.7. Biholomorphie.

4.7.1. DEFINITION (Biholomorphie). Eine holomorphe Abbildung f : U —
V' zwischen offenen Teilmengen von C heifit biholomorph, falls eine holomorphe
Umkehrabbildung g : V' — U existiert, f o g = idy und g o f = idy. Zwei offene
Teilmengen U und V' von C heiflen biholomorph, falls eine biholomorphe Abbildung
f : U — V existiert. Offensichtlich definiert dies eine Aquivalenzrelation auf den
offenen Teilmengen von C.

4.7.2. BEISPIEL. Jede offene Kreisscheibe B, (c) ist biholomorph zur Einheits-
kreisscheibe E := B1(0), denn f : E — B.(c), f(2) := ¢+ rz ist holomorph mit
holomorpher Umkehrfuktion g : B,.(¢) — E, g(z) := (z — ¢)/r.

4.7.3. BEISPIEL (Cayleyabbildung). Die offene Einheitskreisscheibe E und die
obere Halbebene H := {z € C | Im(z) > 0} sind biholomorph, denn

z—1

H—E = 113
fH-E )= (113)
ist holomorph mit holomorpher Umkehrabbildung
1
g:E—H, g(z) ::i1+z. (114)
—z
Diese beiden Abbildungen werden Cayleyabbildungen genannt. Wegen
‘z—iQ_(z—i)(Z—i-i)_\z|2—21mz+1_ B 4Im z
z+il  (z+i)(Z—1)  |zP+2Imz+1 |22 +2Imz + 1

nimmt (113) tatsichlich Werte im Einheitskreis an. Da

A4z 1(1+Z 1+2) 1 I+2)1-2)+1+2)(1—-2) 1-—]z?
1 = — = — - =

1—2z 2\1—2 1-2z 2 (1-2)(1-2) |1 — 2|2

nimmt auch (114) Werte in H an. Eine elementare Rechnung zeigt, dass f und g
invers zueinander sind, siche Ubungsaufgabe 18.

Im

4.7.4. BEISPIEL. Die Einheitskreisscheibe E ist nicht biholomorph zu C, denn
nach dem Satz von Liouville, siehe Satz 4.4.3, ist jede holomorphe Funktion C — E
konstant. Nach Beispiel 4.7.3 ist daher auch H nicht biholomorph zu C.

4.7.5. SATZ (Injektive holomorphe Abbildungen sind biholomorph). Es sei
f:U — C holomorph und injektiv. Dann ist f(U) offen und f : U — f(U) biholo-
morph. Weiters gilt f'(z) # 0 fiir alle z € U und die Ableitung der Umkehrfunktion
[t f(U) = U ist gegeben durch

1

(f) (w) = Ty Y€ fU). (115)
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BEWEIS. Da f injektiv ist, ist es nirgendwo lokal konstant. Nach dem Offen-
heitssatz, sieche Satz 4.6.3, ist f eine offene Abbildung. Also ist f(U) offen, und
[t f(U) — U stetig. Sei N := {z € U | f'(2) = 0}. Da f nirgendwo lokal
konstant ist, kann f’ nirgendwo lokal verschwinden. Wenden wir den Identitéts-
satz, siehe Satz 4.5.4, auf f’ an, sehen wir, dass N keinen Hiufungspunkt in U hat.
Dann hat auch f(N) keinen Haufungspunkt in f(U). Insbesondere sind U \ N und
F(U)\ f(N) offen. Wir behaupten zunéchst, dass

FHrwnson : FO)\ F(N) = U\ N (116)
holomorph ist. Sei dazu zgp € U\ N und wg = f(z9) € f(U) \ f(N). Da f bei z
komplex differenzierbar ist gilt

R CETCO N
zoz0 2 — 2

Da f'(zg) # 0 folgt
lim ——— 0 !

==z f(2) = f(z0)  f'(20)
Da f~! bei wy stetig ist, schlieBen wir daraus

lim f_l(w) — 0 = 1

w—wo f(fHw)) = f(z0)  f'(20)

und folglich
lim fﬁl(w) — fﬁl(wO) _ 1 ]
w—wo w —wy J'(f~Hwo))
Also ist f~! bei wy komplex differenzierbar. Damit ist (116) holomorph und es gilt
(115) auf f(U)\ f(N). Da f=1: f(U) — U stetig und auf f(U)\ f(N) holomorph
ist, und weil f(NN) keinen Haufungspunkt in f(U) hat, folgt aus dem Riemannschen
Fortsetzungssatz, siehe Satz 4.5.7, das f~! : f(U) — U auf ganz f(U) holomorph
ist. Aus Stetigkeitsgriinden gilt (f=1) (w) - f/(f~H(w)) = 1 fiir alle w € f(U).
Insbesondere ist f'(z) # 0 fiir alle z € U, und es gilt (115) fiir alle w € f(U). O

4.7.6. DEFINITION (Lokale Biholomorphie). Es sei f : U — C holomorph und
z € U. Dann heifit f bei z lokal biholomorph falls eine offene Umgebung V' C U
von z existiert sodass f|y : V' — f(V) biholomorph ist.

Eine Abbildung f : U — C heif$t lokal um z € U injektiv, falls eine Umgebung
V von z in U existiert, sodass f|y : V — C injektiv ist.

4.7.7. SATZ. Es sei f: U — C holomorph und ¢ € U. Dann sind dquivalent:
(i) f ist lokal um c biholomorph.
(ii) f ist lokal um c injektiv.
(iii) f'(c) # 0.
BEWEIS. Ad (i)=-(iii): Sei V' C U eine offene Umgebung von ¢, sodass f|y :
V — f(V) biholomorph ist. Dann ist f=! : f(V) — V holomorph und es gilt
fY(f(2)) = 2 fiir alle z € V. Nach der Kettenregel folgt (f~1)'(f(2))- f'(z) = 1 fiir
alle z € V. Insbesondere ist f’(¢) # 0. Nun zu (iii)=-(ii). Da f’ : U — C stetig ist,
siehe Korollar 4.2.2, finden wir eine Kreisscheibe B C U mit ||f'— f'(c)||ls < |f'(¢)|.
Fiir 21,29 € B gilt

t[ @) = P = £~ SG) = £ O =)
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und wegen Proposition 3.3.4(iv) daher auch

5 = e = @ =0l = [ [ ) =

< = ©lls - [z — 2l
Wir schlieflen
w - f’(c)’ <|If' = f'(o)lls <|f'(c)| fiiralle 21,20 € B, 21 # 22.
2 — 21
Es folgt, dass f auf B injektiv ist, denn wére f(z1) = f(z2) fiir 21,20 € B mit
z1 # 2o, erhielten wir aus dieser Abschétzung einen Widerspruch. Also ist f lokal
injektiv. Die Implikation (ii)=-(i) folgt aus Satz 4.7.5. O

4.7.8. KOROLLAR (Normalform). FEs sei f : U — C holomorph, ¢ € U und
m €N, m > 1, sodass f'(c) = --- = f" V(c) = 0 und f™(c) # 0. Dann existiert
eine offene Umgebung V wvon ¢ in U und eine biholomorphe Abbildung h : V — C,
sodass

f(z) = fle) + (h(2))™ fiir alle z € V.

BEWEIS. Nach den Voraussetzungen an f und Proposition 4.5.1 existiert eine
holomorphe Funktion g : U — C, sodass g(c) # 0 und

f(z) = fle)=(z—c)"g(z) firallezeU.

Waihle eine offene Umgebung V' von c¢ in U, sodass 597 8 € C fiir alle z € V. Wihle
€€ C* mit £™ = g(c). Sei C~ — C, z — %z, der Hauptzweig der Wurzelfunktion,

siehe (72). Definiere nun

h:V—C, h(z):=(z=0)8/g(2)/9(c).
Dann ist A holomorph, und es gilt offensichtlich f(z) = f(c¢) + (h(z))™ fiir alle
z € V. Beachte, dass h'(c) = & # 0. Durch Verkleinern von V' kénnen wir also
erreichen, dass h auch biholomorph ist, siehe Satz 4.7.7. (]

4.8. Automorphismengruppen. Fiir eine offene Teilmenge U C C bezeich-
nen wir mit Aut(U) die Menge aller biholomorphen Abbildungen U — U. Dies
ist eine Gruppe beziiglich der Komposition von Abbildungen. In diesem Abschnitt
verwenden wir die Notation E := By(0) fiir die offene Einheitskreisscheibe und
H:= {z € C| Imz > 0} fiir die obere Halbebene. Wir werden nun die Gruppen
Aut(E), Aut(H) und Aut(C) bestimmen. Das wesentliche Hilfsmittel ist folgender

4.8.1. SATZ (Schwarzsches Lemma). Es sei f : E — E holomorph und f(0) = 0.
Dann gilt
IF/(0)| <1 wund |f(2)] <|z| fiiralle z € E.
Ezistiert w € E, w # 0, mit |f(w)| = |w|, oder gilt |f'(0)] = 1, dann ist f eine
Drehung, d.h. es existiert € St mit f(z) = 0z fiir alle z € E.

Bewels. Da f(0) = 0 existiert eine holomorphe Funktion g : E — C mit
f(2) = zg(2) fiir alle z € E, siehe Proposition 4.5.1. Sei 0 < r < 1 und |z| = r. Dann
gilt 1 > |f(2)] = |z||lg(2)| = r|g(2)], also |g(z)| < L. Aus dem Maximumsprinzip,
siehe Korollar 4.6.6, folgt |g(z)| < 1 fiir alle z € B,.(0). Mit r — 1 erhalten wir

T

lg(2)| <1 fiir alle z € E. Daher gilt |f(2)| < |z| fur alle z € E. Durch differenzieren
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der Gleichung f(z) = zg(z) erhalten wir f'(0) = ¢(0). Also gilt auch |f’(0)] =
9(0)] < 1.

Nun zur zweiten Behauptung. Ist | f(w)| = |w] fiir ein w € E, w # 0, dann folgt
lg(w)| = 1. Ist | f/(0)| = 1, dann gilt |g(0)| = 1, da ja f/(0) = ¢g(0). In beiden Féllen
existiert also ein w € E mit |g(w)| = 1. Da |g(2)| < 1 fiir alle z € E folgt aus dem
Maximumsprinzip, siche Satz 4.6.5, dass g konstant ist. Also existiert § € C mit
g(z) =0, d.h. f(z) = 0z, fiir alle z € E. Da 1 = |g(w)| = || folgt 0 € S*. O

Wir erinnern uns an die allgemeine lineare Gruppe
GLo(C) = {(24) | ab,c;d, € C, ad — be # 0}

der invertierbaren komplexen 2 x 2-Matrizen. Fiir eine Matrix A = (‘; Z) definiere
eine holomorphe Abbildung, vgl. Ubungsaufgabe 18,
az+b

faC\=H o e\ (gl fal)=
Abbildungen dieser Form werden Mdbiustransformationen genannt. Beachte, dass
fra = fa, fiir alle A € C* und A € GL(C).
Eine einfache Rechnung zeigt
faofe = fan, fiir A, B € GLy(C), (117)

wobei AB das Matrizenprodukt bezeichnet. Insbesondere ist f4 invertierbar und
die Umkehrabbildung ist gegeben durch (fa)™! = f4-1 wo A~! die zu A inverse
Matrix bezeichnet.

4.8.2. LEMMA. Die Menge

{(%g) ’a,bec, |a|27\b|2:1} (118)

ist eine Untergruppe von GLo(C). Weiters definiert die Abbildung
{(GD)|abec 0P —pr=1} - Auw®), A faf

einen Gruppenhomomorphismus. Schlieflich gibt es zu jedem w € E komplexe Zah-
len a,b € C mit |a|* — |b|> = 1, sodass f<g b)(O) =w.
ba

BeEwEIs. Eine einfache Rechnung zeigt, dass (118) tatséichlich eine Untergrup-
pe von GLy(C) ist. Sei nun A = (¢?) mit [a[* — |b|> = 1. Wegen 1 = [a|*> — [b]* =
(|a| + [b])(la] — |B]), gilt fiir z € E stets |bz 4+ a| > |a| — |b||z] > |a| — [b] > 0, also ist
zumindest f4|g : E — C holomorph. Als néichstes zeigen wir, dass f4|g tatsichlich
nur Werte in E annimmt, dh. eine holomorphe Abbildung f4 : E — E definiert.
Dazu miissen wir |f4(z)| < 1 fiir alle z € E zeigen. Aquivalent dazu ist

laz + b* < |bz + al? fiir alle z € E.
Eine einfache Rechnung zeigt, dass dies wiederum #quivalent zu
(Ja|* = b}z < |a|® — |b? fiir alle z € E

ist. Da diese Bedingung offensichtlich erfiillt ist, sehen wir also, dass falg : E — E.
Dasselbe gilt fiir die Umkehrabbildung (f4)™! = f4-1, und damit muss falg €
Aut(E) gelten. Wegen (117) ist A — fa|g ein Gruppenhomomorphismus. Fiir die

7 1 _ w
letzte Behauptung setze a = JiE und b = Vo=l .
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4.8.3. SaTZ (Automorphismengruppe von E). Jede biholomorphe Abbildung

g : E — E ist von der Form g(z) = f( >(z) ‘gzzig fir gewisse a,b € C mit

ab
ba
la|?> — |b|? = 1. In anderen Worten

Aut(E) = {z Zjis labec, o =1}

BEWEIS. Sei g € Aut(E) beliebig. Nach Lemma 4.8.2 existieren a,b € C, |a|? —
b]2 = 1, mit fa(0) = g(0), A = (4?). Nach Lemma 4.8.2 ist falz € Aut(E),
also auch h := (fa|g) ! o g € Aut(E). Nach Konstruktion gilt h(0) = 0. Nach dem
Lemma von Schwarz, siehe Satz 4.8.1, gilt |h(z)| < |z| fiir alle z € E. Es ist aber auch
die Umkehrfunktion ~~! : E — E holomorph, das Lemma von Schwarz impliziert
also auch |z| = |h7(h(2))| < |h(2)| fiir alle z € E. Damit gilt |h(z)| = |2| fiir alle
z € E. Nach dem zweiten Teil des Schwarzschen Lemmas existiert also § € S* mit
h(z) = 0z fiir alle 2 € E. Bezeichnet ¢ € S* eine der beiden Wurzeln von 6, p? = 0,
dann gilt also h = fg|g mit B = (“{)’g). Es folgt g = falgoh = falg o fBlg =

faBle = folg mit C := AB = (%ﬁ 2?)). Dabher ist g von der gewiinschten Form. [

Nach Beispiel 4.7.3 sind E und H biholomorph. Wir kénnen daher nun leicht
die Automorphismengruppe von H bestimmen. Wir erinnern uns an die spezielle
lineare Gruppe

SLo(R) := {(:?) ‘ a,B,7,0 €ER, ad — By = 1},
Dies ist eine Untergruppe von GLz(C).

4.8.4. KOROLLAR (Automorphismengruppe von H). Jede biholomorphe Abbil-
dung g : H — H st von der Form g(z) = fa(z) fir ein A € SLa(R). In anderen

Worten L5
az
Aut(H) = {z — pop

BEWEIS. Wir erinnern uns, siche Beispiel 4.7.3, an die Caleyabbildung und ihre
Umkehrabbildung

aaﬁ7775€Ra aé—ﬁ’YZ 1}

3 1
hH—E, h(z):j+;, WU E—H bl =i

Beachte, dass auch die Caleyabbildung eine Mobiustransformation ist,
h=fc, h'=fcr wobei C:= (13-

1
Sei nun g € Aut(H) beliebig. Da h : H — E biholomorph ist, ist hgh~! € Aut(E),
und nach Satz 4.8.3 daher hgh™' = fp fiirein B = (¢ ?) mit a,b € C, |a|*—[b|* = 1.
Also gilt

1—2"

g=h""fph=fcrofpofo=fcrpc
Das Korollar folgt nun aus
{c—l (2b)C ( a,beC, |af? — b = 1} = SLy(R).
Die letzte Behauptung lésst sich leicht durch eine direkte Rechnung verifizieren. [J

4.8.5. BEMERKUNG. Die einzigen Matrizen A € SLy(R) fiir die f4 = id gilt
sind A = £(}9). Daraus sehen wir nun, dass die Gruppen Aut(E) und Aut(H)
beide isomorph zu SLo(R)/{%1} sind.
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4.8.6. SAaTz. Fiir die Automorphismengruppe von C gilt
Aut(C) = {z+—az+b|acC”, beC}.

BEWwEIS. Klarerweise ist jede der Abbildungen z +— az + b, a € C*, b € C ein
Biholomorphismus von C. Die Umkehrabbildung ist durch z +— %z — g gegeben. Sei
nun f : C — C biholomorph. Dann ist die Abbildung C* — C*, z — f(z) — f(0),
biholomorph. Daher ist auch

1
f(2) = £(0)
biholomorph. Wir behaupten zuniichst lim, .o h(z) = 0. Sei dazu & > 0. Da f~!
stetig ist, ist f~1(B1(f(0))) kompakt und daher beschrinkt. Also existiert R > 0
mit f‘l(B%(f(O))) EQ Bg(0). Fir z € B1(0), z # 0, gilt dann 1 ¢ Bgr(0), also
fd)¢ B%(f(())) und daher |f(1) = f(0)] > L. Wir folgern

[h(2)| <& fiir alle z € B1(0), z # 0.

h:C* —C*, h(z):=

Also gilt tatséchlich lim,_,oh(z) = 0. Nach dem Riemannschen Fortsetzungssatz,
siehe Satz 4.5.7, 1483t such h zu einer holomorphen Abbildung h : C — C fortsetzen,
h(0) = 0. Fiir die Ableitung muss h'(0) # 0 gelten, denn andernfalls wire h nicht
lokal um 0 injektiv, siche Korollar 4.7.8. Daher existiert § > 0 sodass

5] i f(O)‘ - ’h(;)’ = ’h(i - g(m’ > B0 0 g atte = € B5(0), = £

2
Es folgt
f(z) = £(0) 2 . .
‘ . ‘g )] fiir alle z € C mit |2] > 1.
Damit ist die ganze Funktion z +— {&-10) beschriankt, und nach dem Satz von

z

Liouville, siehe Satz 4.4.3, daher konstant. D.h. es existiert a € C, sodass M =
a fiir alle z € C. Folglich gilt f(z) = az+ f(0) und f hat die gewiinschte Form. O

4.9. Die Eulerschen Formeln. Die ganze Funktion

CoC, 20t f: & (119)
— — =
’ z poars (k+1)!
hat Nullstellenmenge 27iZ \ {0}. Daher ist
C\ (2miz\ {0}) — C, zl—>ezz_1

holomorph. Beachte, dass Ba,(0) ganz im Definitionsgebiet dieser Funktion liegt,
und lim, _2.; -Z=5 nicht existiert. Nach Korollar 4.2.6 konvergiert daher ihre Tay-
lorreihe um 0

z > Bk- k .
—— = Z 7 fiir z € Ba,(0). (120)
k=0

Die Zahlen Bj, werden Bernoullische Zahlen genannt.

4.9.1. PROPOSITION. Fiir die Bernoullischen Zahlen By gilt:
(i) Baky1 =0 fiir alle k > 1.
(it) Yo (") B =0 fiir alle m > 1.
(iii) Alle Bernoullischen Zahlen sind rational.
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(IV) Bozl Blz 82:%7 B4: 30} BG 42; BS 307 Blo—%;
Bz = 3755, Bl4 =5
(v) Es gilt limsup,_, . IB;’;' = % Insbesondere ist die Folge der Bernoul-

lischen Zahlen unbeschrdnkt.
BeEweEis. Die Funktion

z z_z(ef+1) z(e*/? + e7*/2)
ee—1 2 20e2—1) 2(e*/2 —e2/2)

ist gerade, also miissen alle ungeraden Taylorkoeffizienten von —*5 + £ verschwin-

den, woraus sofort (i) folgt. Fiir z € Ba,(0) konvergieren (119) und (120) absolut,
also gilt

e —1 z > 1 > B k
]_:  —_— = - N,
z e —1 nz::o(n—t—l)!z k'

mi(nﬂzH)B (nﬁil ii<m+1)3"< Ry

k=0n=0 m=0 k=0

woraus wir durch Koeffizientenvergleich erhalten

L /m+1
By=1 und kz()( i )Bk:O fiir alle m > 1

Dies zeigt (ii). Durch diese Formel kénnen die Bernoullischen Zahlen rekursiv be-
rechnet werden, woraus sofort (iii) und (iv) folgen. Da der Konvergenzradius von
(120) gleich 27 ist, folgt aus der Formel von Cauchy—Hadamard, siche Propositi-
on 2.3.9,

lim sup { @ 1
P TR
Aus limy, .o VE! = oo folgt die zweite Behauptung in (v). O

Wir erinnern uns an den Cotangens

cos(z)
sin(z)

cot : C\7Z — C, cot(z) =

Wir sind an den Bernoullischen Zahlen interessiert weil sie in der Taylorentwicklung

von cot(z) — % um 0 in Erscheinung treten. Genauer haben wir

4.9.2. PROPOSITION. Fir z € B1(0), z # 0, gilt

oo

kB
meot(mz) = — + Z 7%22’“ L (121)

BEWEIS. Aus (65) erhalten wir fiir alle z € C\ Z

cos(mz) Leimz g emimz Ledimz 4 1 2miz
meot(mz) = m— = i — =i =7t
SIH(TFZ) eimz _ p—inz eimz _ 1 2 e2miz _ 1
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Nach Proposition 4.9.1(i) und (iv) gilt fiir alle z € B1(0)

2miz >, By & ) > By, . 2%k
v Z o (2712) =1-—miz+ Z k). (27iz)
k=0 k=1
> 21)2* Boy,
—-1— -1 k( 2k
miz + ;( ) (2h)!
Die Proposition folgt sofort aus diesen beiden Identitéiten. O

4.9.3. PROPOSITION. Die Reihe holomorpher Funktionen auf C\ Z

o0

e1(z) := ! + Z % (122)

k=1
konvergiert normal auf C\ Z. Es gilt:

(1) 61( ) = lim;, o0 ZZ:—TL ﬁ

(ii) e1(z +1) = e1(2) fir alle z € C\ Z.

(iii) €1(22) = £ (e1(2) +e1(2 + 3)) fiir alle z € C\ 1 Z.
(iv) Mit C(2k) := Y7 = gilt

2) = % — > 2k fiir alle 2 € Bi(0), z # 0. (123)

BEWEIS. Wir zeigen zunichst die normale Konvergenz der Reihe. Sei dazu
R>0, |z < Rund k € Z mit |k| > 2R. Dann gilt

2= k| > k| = |z =B By > B g My g p= I
Wir schlieffen daraus
22— k2| = |z — K[|z — (=k)| > BLEE = B2 fiir alle 2 € BR(0) und k € N, k > 2R.
Es folgt
27/.:2’*? fiir alle 2 € Br(0) und k € N, k > 2R,
Jop
und also

2z 1
keN, k>2R keN, k>2R
Daher konvergiert die Reihe (122) auf C \ Z normal.
Klarerweise gilt fir n € Nund z € C\ Z

Zzik_i+;<zi]f+z+k) Z

=—n = =

woraus sofort (i) folgt. Nun zu (ii). Offensichtlich gilt fiir n € Nund z € C\ Z

- 1 = 1 1 1 S
Z(z+1)—k: Z z—k:z+n+1_z—n+zz—k'

k=—n k=—n—1 k=—n

Zusammen mit (i) erhalten wir daher

51(z+1):n1LH;OZ z+1 nlggoz po (2).
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Unm (iii) einzusehen, bemerken wir zuerst, dass fir n € Nund z € C\ 3Z gilt:

n

1 - 1
Z%N:Zm

k=—n —

n n 9 9 2n 9
:Z 2z—2k Z 2z—(2k—1):22+2n+1+k2 22—k

— k=—n =—2n

Mit Hilfe von (i) erhalten wir also

n n
1 1
1 .
1y _ -
61(z)+81(z+2) nLHgOZ z—k+z (z+1)—k
k=—n k=—n 2
2n 2n
2 2 2
= 1. _— _— _2 2
nin§o2z+2n+1+k22 A ) gy = 2)

=—2n k=—2n

und dies ist gerade die Behauptung (iii). Nun zu (iv). Sei |z| < 1. Dann gilt:

(oo}

2z > 22 . /z\2n
222—]€2 T k21 z/k: Z Z(E)

k=1
oo
= —2222"+1ZW = 22z2”+1C (2n+2) 222'2” L¢(2n)
n=0 k=1

n=0

Beachte dabei, dass wegen |z| < 1 < |k| die geometrische Reihe Y 7 o ( ;)2 =

T=G/R2 /k fiir jedes k € N, k > 1, konvergiert. Das Vertauschen der Summation ist

durch die absolute Konvergenz dieser Reihen gerechtfertigt. Behauptung (iv) folgt
sofort. 0

4.9.4. SATz (Partialbruchzerlegung des Cotangens). Es gilt
mweot(mz) = e1(2) fiir alle z € C\ Z.
BEWEIS. Betrachte die holomorphe Funktion
f:C\Z—C, f(z):=mcot(rz)—e1(z).

Aus (121) und (123) folgt lim,_.o f(2) = 0. Nach dem Riemannschen Fortsetzungs-
satz, siehe Satz 4.5.7, lafit sich f also holomorph nach 0 fortsetzen, und es gilt
f(0) = 0. Da sowohl cot als auch ¢, periodisch sind, sieche Proposition 4.9.3(ii), ist
auch f periodisch,

f(z+1)=f(z) furalleze C\Z.

Daher 148t sich f zu einer holomorphen Funtion f : C — C fortsetzen.
Wegen cot(2z) = 3 (cot(z) + cot(z + %)) und Proposition 4.9.3(iii) gilt

1
f(22) = i(f(z) + f(z+ %)) fiir alle z € C.
Seir> 1, R:=r+ 3 <2rund |z| <r. Dann gilt z,z + § € Bg(0). Wir erhalten

1f22)] = 3|F(2) + f(=+3)| < 5[f )]+ 3£ (2 + 3)] < 1 fllBac0)

Daher nimmt die Funktion f : Bs,.(0) — C ihr Maximum in Bx(0), also im Inneren
von By,(0) an. Nach dem Maximumsprinzip, siche Satz 4.6.5, muss f|p,, ) daher
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konstant sein. Durch Betrachten beliebig grofler r folgt, dass f : C — C konstant

ist. Da f(0) = 0 folgt f(z) =0 fiir alle z € C. O
4.9.5. KOROLLAR (Euler). Firk eN, k> 1 gilt
271)2k
21<;:—1’“—1< .
€)= (1" S B
Speziell haben wir
1 1 1 1 1 1 2
2) = e T e M B
C() ;’I’LQ 12+22+32+42+52+ 6
1 11 1 1 1 m
4) = = 4=
C() ?;n4 14+24+34+44+54+ 90
=1 1 1 1 1 1 70
6) = = 4=
C() ngln(i 16+26+36+46+56+ 945
o0
1 1 1 1 1 1 78
8) = = - — — — 4 ... =
C() ;n8 18+28+38+48+58+ 9450

BEWEIS. Aus Satz 4.9.4 und den Reihendarstellungen (121) und (123) folgt

[o.¢] o0 2 QkB
- Z 2¢(2k)2%F1 = Z(—l)k(%k)'%z%l fiir alle z € B1(0).
k=1 k=1 )

Mittels Koeffizientenvergleich folgt die Behauptung. Fiir die expliziten Formeln
siehe Proposition 4.9.1(iv). ]

Offensichtlich gilt ¢(2k) > 0 also erhalten wir aus Korollar 4.9.5 sofort

4.9.6. KOROLLAR. Die Bernoullischen Zahlen haben alternierendes Vorzeichen,
genauer (—1)* 1By > 0 fiir alle k € N, k > 1.

Wegen 1 < ((2k) < ((2) = %2 < 2 folgt aus Korollar 4.9.5 auch

4.9.7. KOROLLAR. Fir allek e N, k> 1, gilt
2(2k)! 4(2k)!
(2ﬂ)2k (271’)2]“.

< |Bai| <

5. Der Residuenkalkiil

Der Residuensatz erlaubt es viele Kurvenintegrale léings geschlossener Wege effi-
zient zu berechnen. Dies liefert auch elegante Methoden zur Berechnung bestimmter
und uneigentlicher Integrale.

5.1. Laurentreihen.

5.1.1. DEFINITION (Laurentreihe). Unter einer Laurentreihe verstehen wir einen
formalen Ausdruck der Form

oo

Z an(z—2¢o)" (124)

n—=—oo
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wobei a, € C und ¢ € C. Die Potenzreihe Y > ja,(z — ¢)™ wird der Nebenteil,
und Y07 a_p(z —c¢)”" wird der Hauptteil der Laurentreihe genannt. Die Lauren-
treihe (124) heifit bei z € C konvergent, falls Haupt- und Nebenteil beide bei z
konvergieren. In diesem Fall heif3t

oo
g an(z —c)" E an(z —¢) —l—g a_pn(z—c)™"
n—oo

der Wert der Laurentreihe bei z. Dlverglert Hauptf oder Nebenteil bei z, dann heifit
die Laurentreihe bei z divergent.

Fir 0 <r < o0, 0 < R < o0 und ¢ € C bezeichnen wir mit
App(c)={2€C|r<|z—c <R}

den Kreisring mit Zentrum c und Radien r, R. Beachte, dass A, p = 0 falls r > R.
Wie auch bei Potenzreihen sind hier die Fille r = 0 und/oder R = oo explizit
zugelassen. Etwa gilt Ag1(c) = Bi(c) \ {0}, A1 00(c) = C\ Bi(c) und Ag (c) =
C\ {c}. Laurentreihen konvergieren auf Kreisringen. Genauer gilt

5.1.2. PROPOSITION. Es sei -
sei R der Konvergenzradius ihres Hauptteils > " a,(z — ¢)™, und 1/r der Kon-
vergenzradius der Potenzreihe .~ a_,w™. Dann konvergiert die Laurentreihe
Y ore o an(z—0¢)™ normal auf dem Kreisring A, g(c); fir|z—c| > R oder |z—c| <r
divergiert sie. Die Funktion

an(z — ¢)™ eine Laurentreihe. Weiters

oo

fiArr(e) > C, f(2):= Y an(z—0)" (125)
ist holomorph. Ihre Ableitung ist durch die ebenfalls auf A, r(c) konvergente Lau-

rentreihe
oo

[ A r(e) = C, fl(z)= Z nan(z —c)" (126)
gegeben. Die Laurentreihe
. N +1
F:A.p(c)—>C, F(z2):= _Z_: nH(z—c)” (127)
n#—1

konvergiert ebenfalls normal auf A, g(c). Ist a_1 =0 dann ist F' eine Stammfunk-
tion von f.

BEWEIS. Nach Satz 2.3.3 konvergiert der Nebenteil Y a,(z — ¢)" normal
auf der Kreisscheibe Br(c). Aus demselben Grund konvergiert die Potenzreihe
>y a—pw™ normal auf der Kreisscheibe By /,.(0). Da die Abbildung

{zeC|r<|z—¢} = Bi(0), zw=(2—0¢)" (128)

stetig ist, konvergiert die Reihe >~ ° ; a_,(z—¢) "™ normal auf {z € C | » < |z—c|}.
Also konvergiert die Laurentreihe auf dem Kreisring A, r(c) normal. Ist |z —¢| > R
dann divergiert der Hauptteil, ist |z — ¢| < r dann divergiert der Nebenteil, siehe
Satz 2.3.3. Die Holomorphie von (125) und die Formel fiir die Ableitung folgen aus
Korollar 4.3.3. Da Y, an(z — ¢)" Konvergenzradius R hat, gilt dies auch fiir den
Nebenteil 3777 ) -2es(z — ¢)" ! von (127), siche Korollar 2.3.8. Da Y7, a_nw"

Konvergenzradius 1/r hat, gilt dies auch fiir >~ , fn‘erl w1, Mittels (128) sehen
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wir, dass der Nebenteil 377 ) <= (z — ¢) 7" von (127) auf {z € C |7 < [z — [}

normal konvergiert. Also konvergiert die Laurentreihe (127) normal auf A, g(c). Ist
a_1 = 0 und wenden wir (126) auf F' an, dann folgt F' = f. O

5.1.3. SCHREIBWEISE. Ist A = A, g(c) ein Kreisring, c€ C, 0 <7 < R < o0,
und f: 0A — C stetig, dann schreiben wir

fdz ::/ fdz —/ fdz.
DA dBr(c) dB,(c)

5.1.4. SATz (Cauchysche Integralformel fiir Kreisringe). Es sei f : U — C
holomorph, und A = Arr(c), c€ C,0<r <R < oo, ein offener Kreisring mit
A CU. Dann gilt

1
f(z) = — de fir alle z € A.
2mi Joa w — 2

BEWEIS. Sei z € A fix. Die Funktion

MACUL KCIR N | A #z
g:U—=C, g(w):=4q,"*
1(2) falls w = z

ist holomorph, siehe Satz 4.5.7. Nach Korollar 3.6.14 gilt daher

/ g(w)dw :/ g(w)dw. (129)
dB,.(c) OBRr(c)
Da z € C\ B,(c) und z € Bg(c) folgt aus Beispiel 3.6.12

/a de =0 und /a de = 2mif(2).

B(c) W — % Br(c) W — %2

Wir erhalten

_ flw) —fz) , Sf(w)
/BBT(C) g(w)dw = /GBT(C) p— dw = /637‘(0) o Zdw

Y B () K (O P B (OB W
/BBR(C)g(w)dw_/aBR(c) S —dw /BBR(c)w_Zdw omif(z)

Zusammen mit (129) folgt die Behauptung. O

und

5.1.5. SaTz (Laurentreihenentwicklungssatz). Fs sei f : U — C holomorph,
ceC,0<r<R<oound A, r(c) CU. Sei p, sodass v < p < R. Dann sind alle
1 f(w)

Ay = — —————dz, neZ
2mi dB,(c) (’U_) — C>n+1

oo
n—=—oo

unabhingig von p, die Laurentreihe an(z — ¢)™ konvergiert normal auf
A, r(c), und es gilt
oo

f(z) = Z an(z — )" fir alle z € A, g(c).

n=—oo
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BEWEIS. Nach Korollar 3.6.14 sind die a,, tatséchlich unabhéngig von p. Sei
z € Ay r(c), und wahle ri, Ry mit r <7 < |z —¢| < R1 < R. Nach Satz 5.1.4 gilt

S () D B R O
f(z) = /8 d ./OBrl(c) dw. (130)

2mi Bp,(c) W— 2 2mi w—z

Nach dem Entwicklungslemma, siehe Proposition 4.2.1, konvergiert die Potenzreihe
Yoo pan(z — )™ auf Bg,(c), und es gilt

1
Wz — 131
27Ti/OBR (c)w—z ZCL Z C ( )

Betrachte die stetige Funktion
9:0By,, (0) = C, g(@):= flc+ ")

und setze

1
— giﬁdw neN. (132)
2’/T1 aBl/’rl 0) w

Nach Proposition 4.2.1 konvergiert die Potenzreihe Y b,(" auf By, (0), und
es gilt 5k [yp, () Soed® = Y02 bu¢" fir alle ¢ € By, (0). Da (z —o)~! €
B/, (0) gilt insbesondere

1 / 9(w) c- n
— _— (z—c)™™
2mi Jop, ), 0) @ — (2 =€)” ZZ:

Substituieren wir in (132), siche Proposition 3.3.5, w = (w — ¢)~!, sehen wir

1 f(w)
271 Jop, (o) (w—c)=(*=D

Wir sehen also, dass der Nebenteil >~ a_,(z — ¢)~™ unserer Laurentreihe bei z
konvergiert, und es gilt:

i a_pn(z—c)™ " = —(i bp(z—c¢) " — bo)
n=1 n=0

1 1 1
=5 g | ————g — = |dw
2mi Jam, . (0) w—(z—2c) w

1 / g(@)  dw
a 27 aBl/rl (0) Z—C— U~]_1 1])2

1 f(w)

27i 3Br1 (c) w—z

n -

b, = — dw = —a_, fiirallen € N.

dw

Dabei haben wir im letzten Schritt wieder die Substitution @ = (w—c)~! verwendet.

Zusammen mit (130) und (131) folgt nun, dass unsere Laurentreihe bei z konvergiert
und dort den Wert f(z) hat. Da z € A, r beliebig war, schen wir, dass diese
Laurentreihe auf ganz A, r konvergiert. Nach Proposition 5.1.2 muss sie dort auch
normal konvergieren. (]

5.1.6. KOROLLAR. Konvergieren zwei Laurentreihen Y .- an(z — ¢)" und
S bp(z—c)™ auf einem Kreisring A, r(c), r < R, und stellen sie dort dieselbe

n=—oo

Funktion dar, dann gilt a,, = by, fir alle n € Z.
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BEWEIS. Dies folgt aus der Formel fiir die Koeffizienten in Satz 5.1.5. O

5.1.7. DEFINITION (Laurententwicklung). Ist f : U — C holomorph, ¢ € C,
0<r<R<oound A4, r(c) C U, dann heifit

o0

n _ ! f(w)
Z an(Z—C) 5 an = 27‘('i/aBp(C) (w_c)n_"_ldw

n=—oo

die Laurenentwicklung von f im Kreisring A, r(c). Dabei ist p mit r < p < R
beliebig. Nach Satz 5.1.5 hingen die Koeflizienten a, nicht von p ab, und es gilt
f(z)=>0" an(z—c)™ fiir alle z € A, g(c).

5.1.8. BEISPIEL. Betrachte die holomorphe Funktion

f:C\{0,1,3} —C, f(z):=%+zi1+213'

Die Laurenentwicklung von f im Kreisring Ag1(0) = {z € C |0 < |z| < 1} ist

- + Z _g—n- 1
Die Laurententwicklung von f im Krelsrlng A1300)={2z€C|1< |z <3} ist
SERP I IO BELRLE
z zZ"
n=2 n=0
Die Laurentreihe von f im Kreisring As »(0) = {z € C | 3 < |z|} ist

oo n—1
f(z) = § + Z i

on
n=2

Dies folgt alles leicht mit Hilfe der geometrischen Reihe Y7 2™ = 2 fiir [2] < 1;
und Y7 27" = 1/Z fiir |z > 1.

5.1.9. BEISPIEL. Aus der Taylorentwicklung der Exponentialfunktion exp(z) =
Zf;o %, erhalten wir die Laurententwicklung der Funktion C* — C, z — exp(%)7
im Kreisring Ay o (0) = C*,

= 1
1)
exp(d) =D~

n=0

5.2. Singularititen.

5.2.1. DEFINITION (Singularitdten). Ist U C Coffenc € U und f : U\{c} — C
holomorph, dann heifit ¢ eine isolierte Singularitit von f. Wir unterscheiden drei
Typen von isolierten Singularitéten: Lésst sich f zu einer holomorphen Funktion
U — C fortsetzen, dann nennen wir c¢ eine hebbare Singularitit von f. Ist ¢ nicht
hebbar und existiert m > 1, sodass c eine hebbare Singularitdt der Funktion z —
(z — ¢)™f(z) ist, dann nennen wir ¢ einen Pol von f. Das kleinst mégliche m mit
dieser Eigenschaft heifit die Ordnung des Pols. Ist ¢ weder hebbare Singularitét
noch Pol von f, dann nennen wir ¢ eine wesentliche Singularitit von f.

5.2.2. DEFINITION. Sei U C C offen, ¢ € U und f : U \ {¢} — C holomorph.
Sei R > 0, sodass Ag r(c) C U. Die Laurententwicklung von f im Kreisring Ay r(c)
wird auch die Laurententwicklung von f bei der isolierten Singularitit ¢ genannt.
Thre Koeffizienten hingen nicht von der Wahl von R ab.
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5.2.3. PROPOSITION. FEs sei U C C offen ¢ € U und f : U\ {c¢} — C holo-
morph. Weiters sei f(z) =Y.~ an(z—c)" die Laurenentwicklung von f bei der
isolierten Singularitit c. Dann gilt:

(i) c ist hebbare Singularitit von f genau dann, wenn a, = 0 fir alle n < 0.
(ii) ¢ ist Pol von f der Ordnung m > 1 genau dann, wenn a_,, # 0 und
an, =0 fir allen < —m.
(iii) ¢ ist wesentliche Singularitit genau dann, wenn a, # 0 fir unendlich
viele n < 0.

BEWEIS. Ad (i): Ist ¢ eine hebbare Singularitéit von f, dann lidsst sich f holo-
morph nach ¢ fortsetzen und ist daher lokal um ¢ durch eine Potenzreihe gegeben,
siehe Satz 4.2.4. Nach Korollar 5.1.6 muss daher a,, = 0 fiir alle n < 0 gelten. Ist
umgekehrt a, = 0 fiir alle n < 0, dann ist die Laurentreihe > >° _ an(z — ¢)"
eine Potenzreihe und diese definiert eine holomorphe Fortsetzung von f nach c,
siche Satz 4.2.4. Behauptung (ii) folgt leicht aus (i) und der Tatsache, dass die

Laurentreihe der Funktion z — (z — ¢)™ f(z) offensichtlich durch

(z=0"f(z)= D an(z—o)"*"
gegeben ist. Behauptung (iii) folgt sofort aus (i) und (ii). O

Mit hebbaren Singularitdten haben wir uns schon in Satz 4.5.7 beschiftigt.
Dieser Satz erlaubt es uns nun auch eine analoge Charakterisierung der Pole zu
formulieren.

5.2.4. PROPOSITION. Es sei U C C offen, c € U, f: U\ {c} — C holomorph
und m € N, m > 1. Dann sind dquivalent:

(i) f hat einen Pol der Ordnung m bei c.
(ii) FEs ewistiert eine holomorphe Funktion g : U — C mit g(c) # 0 und

flz) = (zg—(i))m fiir alle z € U, z # c.

(iii) Es existiert eine Umgebung V' C U won ¢ und eine holomorphe Funktion
h:V — C, die bei ¢ eine Nullstelle der Ordnung m hat, siehe Definiti-
on 4.5.2, sonst aber nullstellenfrei auf V' ist, und fir die gilt f(z) = h(lz)
fir alle z €V, z # c.

(iv) FEs existiert eine Umgebung W wvon ¢ und Konstanten M,M > 0 mit

M|z — ™™ < |f(2)| < M|z —c|™™ fiir alle z € W, z # c.

BeEwEeis. Ad (i)=(ii): Hat f bei ¢ eine Pol der Ordnung m, dann hat die
holomorphe Abbildung g(z) := (z — ¢)™f(2) bei ¢ eine hebbare Singularitét und
definiert daher eine holomorphe Funktion g : U — C, siehe Satz 4.5.7. Offensichtlich
gilt f(z) = (ngz))m fiir alle z € U \ {c}. Es bleibt noch zu zeigen ¢(c) # 0. Indirekt
angenommen ¢(¢) = 0. Dann existiert eine holomorphe Funktion § : U — C mit
g(z) = (2 — ¢)g(z), siehe Proposition 4.5.1. Es folgt §(z) = (2 — ¢)™ 1 f(2), also
hat z — (2 — ¢)™ ! f(2) bei ¢ eine hebbare Singularitit. Dies Widerspricht der
Minimalitét von m. Also muss g(c) # 0 gelten. Ad (ii)=-(iii): Sei g wie in (ii). Da
g(c) # 0, existiert eine Umgebung V' C U von ¢ auf der g keine Nullstelle besitzt.

Dann ist h: V — C, h(z) := (z;(?)m holomorph, hat eine Nullstelle der Ordnung

m, und offensichtlich gilt f(z) = ﬁ fir alle z € V, z # ¢. Ad (iii)=(iv): Sei h wie

in (iii). Da h bei ¢ eine Nullstelle der Ordnung m hat, existiert eine holomorphe
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Funktion h : V — C mit h(z) = (= — ¢)™h(z) und h(c) # 0. Da h aufier in ¢
nirgendwo verschwindet, folgt h(z) # 0 fiir alle z € V. Wihle eine Umgebung W C
ST SN — _ 1 T in - 1
V von ¢ mit VI~/ CV.Sei M := maxzewﬂm’} >0 und M := mlnzew{|%|} >
0. Dann gilt M < |;~L (12)| < M fur alle z € W. Multiplizieren wir diese Ungleichung
mit |z — ¢|~™ folgt M|z —¢|™™ < |ﬁ| < M|z —¢| ™ fiir alle z € W, z # ¢. Da
f(z) = ﬁ folgt (iv). Ad (iv)=-(i): Aus (iv) folgt sofort |(z —c)™ f(z)| < M fiir alle
z € W. Aus Satz 4.5.7 folgt daher, dass (z — ¢)™ f(z) holomorph nach ¢ fortgesetzt
werden kann. Damit ist ¢ ein Pol von f der Ordnung héchstens m. Es bleibt zu
zeigen, dass die Ordnung genau m ist. Indirekt angenommen die Ordnung wéire
kleiner als m. Dann wire auch z — (z — ¢)™ ! f(2) holomorph nach ¢ fortsetzbar.
Dann existiert eine Konstante K > 0 mit [(z — o)™ f(2)| < K fiir alle z € W.
Mit (iv) erhalten wir M|z —c|™™ < [f(2)| < K|z — c|=m*t also M < K|z — ¢ fiir
alle z € W, was M > 0 widerspricht. Also muss die Ordnung des Pols genau m
sein. t

5.2.5. BEISPIEL. Die holomorphe Funktion cot : C\Z — C hat bei jedem Punkt
in 7Z einen Pol erster Ordnung. Dies folgt Proposition 5.2.4(iii) und der Tatsache,
dass die Tangensfunktion bei jedem Punkt in wZ eine Nullstelle erster Ordnung
hat. Ebenso hat die Tangensfunktion bei jedem Punkt in 7(3 + Z) einen Pol erster
Ordnung.

Der néichste Satz gibt uns eine Vorstellung wie wild sich holomorphe Funktionen
in der Nahe einer wesentlichen Singularitdt verhalten.

5.2.6. SATZ (Casorati-Weierstral). Fs sei U CC offence U, f:U\{c} - C
holomoprh und ¢ eine wesentliche Singularitit von f. Seie > 0, sodass B<(c) C U.
Dann ist f(Ao.(c)) dicht'? in C, wobei Ag.(c) ={z€C|0<|z—c|<e}.

BEWEIS. Indirket angenommen f (A076(c)) ist nicht dicht in C. Dann existiert
eine Kreisscheibe B, (w) mit f(Ao.(c)) N By(w) = 0. Daher ist

1

: — - -
g:Aoc(c) = Byy(0) CC,  g(2) o —w
holomorph. Nach Satz 4.5.7 ist ¢ eine hebbare Singularitdt von g. Beachte, dass
g(z) #0 und f(2) =w+ ﬁz) fir alle z € Ag¢(c). Es sei 0 < m < oo die Ordnung
der Nullstelle ¢ von g. Ist m = 0, dann wiére ¢ hebbare Singularitit von f, ein
Widerspruch. Ist m > 1, dann folgt aus Proposition 5.2.4(iii), dass ¢ ein Pol von f
der Ordnung m ist, ein Widerspruch. Wir erhalten in jedem Fall einen Widerspruch,

also muss f(Ao(c)) dicht sein. O
Ohne Beweis sei hier noch auf folgende stéirkere Version hingewiesen.

5.2.7. SaTz (Satz vo Picard). Es sei U C C offen c € U, f : U\ {c} — C
holomoprh und ¢ eine wesentliche Singularitit von f. Seie > 0, sodass B.(c) CU.
Dann gilt entweder f(Ao.(c)) = C oder es existiert w € C, sodass f(Aoc(c)) =

5.2.8. BEISPIEL. Die holomorphe Funktion f : C* — C, f(z) := exp(1) hat
bei 0 € C eine wesentliche Singularitét. Fiir alle € > 0 gilt f(A4o,-(c)) = C\ {0}.

19Eine Teilmenge X C C heifit dicht, falls X = C.



88 STEFAN HALLER

5.2.9. BEISPIEL. Die holomorphe Funktion f : C* — C, f(z) :=sin({) hat bei
0 € C eine wesentliche Singularitét. Fiir alle € > 0 gilt f(A075(c)) =C.

5.3. Das Residuum.

5.3.1. DEFINITION (Residuum). Sei U C Coffen c € U und f : U\ {¢} — C
holomorph. Essei " a,(z—c)™ die Laurententwicklung von f bei der isolierten
Singularitét ¢, siehe Definition 5.2.2. Dann heifit a_; € C das Residuum von f bei
¢, und wird mit res.(f) bezeichnet. Nach Satz 5.1.5 gilt

2m
= L fdz = T fle+rett)eitat
27i OB, (c) 2w 0

fiir jede Kreisscheibe B,.(c) mit B,(c) C U.

resc(f) :

Zur Bestimmung von Residuen ist folgende Beobachtungen oft hilfreich.

5.3.2. PROPOSITION. Sei U C C offen, c € U, f,g : U\ {c} — C holomorph,
und A € C. Dann gilt

resc(Af) = Aresc(f) sowie res.(f + g) =res.(f) + res.(g).

BEWEIS. Es sei f(z) = Yo7 an(z — ¢)™ die Laurenreihe von f um ¢, und

n=-—o00
9(z) =>0° _ bu(z —¢)™ die Laurentreihe von g um ¢. Dann ist

oo
A +9)(2) = Y Qan+ba)(z = )"
die Laurentreihe von Af 4+ g um ¢, woraus sofort die Behauptung folgt. O

5.3.3. PROPOSITION. Sei U C C offen, c € U und f : U\ {c¢} — C holomorph.

(i) Ist c eine hebbare Singularitit von f dann gilt res.(f) = 0.
(ii) Hat f bei ¢ einen Pol der Ordnung hochstens m > 1, und ist g : U — C
die holomorphe Fortsetzung von z — (z — ¢)™ f(2), dann gilt

_ 9" (o)
res.(f) = e

(iii) Hat f bei ¢ einen Pol erster Ordnung, dann gilt
resc(f) = lim(z — ¢) f(2).

BEWEIS. Behauptung (i) folgt aus Proposition 5.2.3(i). Nun zu (ii): Nach Pro-
position 5.2.3(ii) hat die Laurentreihe von f um ¢ die Form
o0

fE) =Y anlz—o)

Die Taylorreihe von g um ¢ hat daher die Gestalt g(z) = Y0 jan—m(z — )™

Also ist %

m = 1 von (ii). O

= Q(m-1)—m = a1 = res.(f). Behauptung (iii) ist der Spezialfall

5.3.4. PROPOSITION. Es seien f,g : U — C holomorph, c € U, g(c) = 0 und
g'(c) # 0. Dann gilt

res, = =
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BEWEIS. Nach Proposition 4.5.1 existiert eine holomorphe Funktion h : U — C
mit g(z) = (z —c)h(z) fiir alle z € U, und h(c) = ¢'(c) # 0. Daher hat die Funktion
2z (z—c¢) J;((g = % bei ¢ eine hebbare Singularitét. Ist f(c) # 0, dann ist also ¢
Pol erster Ordnung von %, und mit Proposition 5.3.3(iii) folgt rescg = gf,((cc)) Nun
zum Fall f(¢) = 0. Wieder nach Proposition 4.5.1 existiert eine holomorphe Funkti-
onp: U — Cmit f(z) = (z—c)p(z) fiir alle z € U. Es folgt J;Ej; = ij; und dies hat

f _

eine hebbare Singularitét bei ¢. Daher ist res, 5= 0, siehe Proposition 5.3.3(1). O

5.3.5. PROPOSITION. Ist U C C offen, c € U und f : U \ {c} — C holomorph,
dann gilt res.(f') = 0.

BEWEIS. Dies folgt sofort aus Proposition 5.1.2, siehe (126). O

5.3.6. BEISPIEL. Wir erinnern uns die holomorphen Funktionen
tan: C\7(3+%) - C und cot:C\7Z — C.
Fiir n € Z gilt dann

resy(1qp)(tan) = =1 und  resq,(cot) = 1.
Dies folgt aus den Darstellungen tan(z) = 32;8 und cot(z) = Z?j((j)) sowie Propo-
sition 5.3.4.
5.3.7. BEISPIEL. Betrachte die holomorphe Funktion
1
:C\ {i, —i C = —
FrC\ AL - C fe) =

Dann gilt resy;(f) = £2. Wieder folgt dies aus Proposition 5.3.4.
5.4. Die Umlaufzahl.

5.4.1. DEFINITION (Umlaufzahl). Es sei v : [a,b] — C ein geschlossener Weg,
und ¢ € C\ v([a, b]). Dann heifit

1 1
ind.(v) = —

2mi 4 Z—C

dz

die Umlaufzahl von v bei c.

5.4.2. BEISPIEL. Sei r > 0. Fiir k € Z betrachte den geschlossenen Weg ~j, :
[0,27] — C, v (t) := relkt. Dieser Weg umliuft den Rand der Kreisscheibe B,.(0)
anschaulich gesprochen k£ mal; fiir £ > 1 im mathematisch positiven, fiir £ < 0 im
mathematisch negativen Sinn. Es gilt

. k falls c € B,-(0), und
1nd0(7k) = { ( )

0 falls c € C\ B,(0).
Dies folgt aus Beispiel 3.6.10.

5.4.3. SATZ (Umlaufzahl). FEs sei v : [a,b] — C ein geschlossener Weg und
c € C\ v([a,b]). Dann gilt:
(i) inde(y) € Z.
(ii) C\v([a, b)) ist offen und die Funktion C\~y([a,b]) = Z, w — ind,(y) ist
lokal konstant.

(iif) [,(v*) = —indc(7).
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(iv) Ist H : [a,b]x[0,1] — C eine Homotopie geschlossener Wege mit Hy = o
und Hy = y1, sodass ¢ ¢ H([a,b] x [0,1]). Dann gilt ind.(vo) = inde(v1).

BeEweEIs. Ad (i): Betrachte die differenzierbare Funktion

fila, ] = C, f(r):=(v(1)—¢) -exp<— /aT 7(1/)(? cdt).

Fiir ihre Ableitung finden wir

£ = (Y0 - ) = =) e (- [ 2 ar) =0
= «, d.h.

(T y(t

Also existiert eine Konstante o € C mit f(7)

() .
’yT—c:owexp(/ dt) fiir alle 7 € [a, b].
(7) S -c [a, 0]
Setzen wir 7 = a erhalten wir y(a) — ¢ = a. Da y(a) # ¢ folgt insbesondere a # 0.
Setzen wir 7 = b erhalten wir

R0
a=v(a)—c=70)—c=« exp(/a -
Da « # 0 schlieflen wir 1 = exp(27i - indc(7)). Aus Proposition 2.4.2 erhalten wir
27i - ind.(7y) € 27iZ, also ind.(y) € Z. Damit ist (i) bewiesen.

Ad (ii): Da das Intervall [a,b] kompakt ist, siehe Proposition 1.9.6, und da
v stetig ist, sehen wir, dass 7y([a,b]) kompakt ist, sieche Proposition 1.9.2. Nach
Proposition 1.9.3 ist v([a, b]) daher eine abgeschlossene Teilmenge von C. Daher ist
ihr Komplement C \ y([a, b]) offen. Es verbleibt zu zeigen, dass die Funktion

C\(lat) ~ € weindu(n) = 5 [

dt) = o exp(27i - indc(7y)).

= d 1
2mi * (133)
stetig ist, denn dann muss sie wegen (i) schon lokal konstant sein. Sei also w,, eine
Folge in C\([a, b]) die gegen w € C\v([a, b]) konvergiert. Wir zeigen zunéchst, dass
die Folge von Funktionen z — wan auf v([a,b]) gleichméBig gegen die Funktion

z — —— konvergiert. Da [a, b] kompakt ist, muss die stetige Funktion ¢ — |y(t) —wl|
ihr Minumum annehmen, und da w ¢ ~([a,b]), existiert d > 0 mit |y(¢) — w| > d
fur alle ¢ € [a,b]. Wir folgern

|z —w| >d fir alle z € v([a, b]). (134)
Sei nun € > 0. Da lim,,_,,, w,, = w existiert ng € N, sodass
|w —wy| < min{%, 4% fiir alle n > no. (135)

Fiir n > ng gilt dann auch |z — w,| > |z — w| — |Jw —w,| > d — d/2 = d/2 fir alle
z € v([a,b]). Zusammen mit (134) und (135) erhalten wir

1 1 ‘_‘
z—w, z—wl |(z—w,)(z—w)

—w + wy, ‘_ lw — wh| d*c/2 .
= we| |z —w| T d/2-d

fiir alle z € v([a,b]) und alle n > ng. Also konvergiert z — Z_lwn auf v([a, b))
gleichméfig gegen z +— ﬁ Aus Proposition 3.3.6 folgt nun
lim

1 1
dz:/ dz
n—o00 ,yz—wn Wz—w




KOMPLEXE ANALYSIS I 91

und daher lim,, o ind,,, (7) = ind, (7). Also ist (133) tatséchlich stetig, und wir
haben (ii) bewiesen. Behauptung (iii) folgt sofort aus Proposition 3.3.4(i). Schlie$3-
lich folgt Behauptung (iv) aus Korollar 3.6.9. O

5.4.4. DEFINITION (Nullhomologe Wege). Essei U C C offen. Ein geschlossener
Weg « : [a,b] — U heifit nullhomolog in U falls fiir jedes ¢ € C\ U gilt ind.(y) = 0.

5.4.5. BEMERKUNG. Sei U C C offen. Jeder in U nullhomotope geschlossene
Weg ist auch nullhomolog in U. Dies folgt aus Satz 5.4.3(iv). Die Umkehrung gilt
nicht, wir konnen hier aber kein Gegenbeispiel angeben. Insbesondere ist in einem
einfach zusammenhéngenden Gebiet jeder geschlossene Weg nullhomolog, da er ja,
nach Definition, nullhomotop ist.

Ohne Beweis sei hier fogendes Resultate erwiahnt, das die Wichtigkeit dieses
Begriffs unterstreichen sollen.

5.4.6. SATZ (Cauchyscher Integralsatz). Es sei U C C offen, und v ein in U
nullhomologer Weg. Dann gilt fir jede holomorphe Funktion f:U — C

/fdz:O.
.

5.4.7. BEMERKUNG. Es gilt auch folgende Umkehrung des Cauchyschen Inte-
gralsatzes. Ist v ein geschlossener Weg in U und gilt fﬂ/ fdz = 0 fiir jede holomorphe
Funktion f : U — C, dann muss 7 nullhomolog sein. Dazu geniigt es f(z) = —

z—cC
fiir c € C\ U zu betrachten.

5.4.8. BEMERKUNG. Ist U ein einfach zusammenhéngendes Gebiet, dann besagt
Satz 5.4.6, dass f,y fdz = 0 fur jeden geschlossenen Weg «v in U und jede holomorphe
Funktion f : U — C, siche Bemerkung 5.4.5. Dies wissen wir bereits, es folgt
entweder aus Korollar 3.6.9, oder mittels Proposition 3.7.2 und Proposition 3.4.1.
Obwohl wir Satz 5.4.6 hier nicht voller Allgemeinheit beweisen werden, halten wir
fest, dass wir ihn zumindest fiir einfach zusammenhéngende Gebiete U sehr wohl
bewiesen haben.

5.4.9. SaTz (Cauchysche Integralformel). Es sei U C C offen, und v ein in U
nullhomologer geschlossener Weg. Dann gilt fir jede holomorphe Funktion f : U —
C und jedes z € U\ v([a, b))

(1) = 5 [ L% au,

BEWEIS. Wir nehmen Satz 5.4.6 als gegeben an, siche aber Bemerkung 5.4.8,
und gehen wie im Beweis von Satz 5.1.4 vor. Betrachte die Funktion

7“1‘2:5” falls w # z
f'(z) falls w = z.
Dies ist eine holomorphe Funktion, sieche Satz 4.5.7. Nach Satz 5.4.6 gilt daher

1 1 flw) - f(2) dw
1 f(w) .
271_i/vw_zdwf(z)mdz(fy),

wie behaupted. (I
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5.5. Der Residuensatz.

5.5.1. SATZ (Residuensatz). Es sei U C C offen und v : [a,b] — U ein
in U nullhomologer geschlossener Weg. Weiters sei S C U eine Teilmenge ohne
Héufungspunkt in U, und sodass y([a,b]) NS = 0. Dann ist U\ S offen in C, es
gibt nur endlich viele s € S mit inds(y) # 0, und es gilt die Residuenformel

/fdz = 27TiZI‘€SS(f) ind (7).

ses
fiir jede holomorphe Funktion f:U\ S — C.2°

BEWEIS. Wir nehmen Satz 5.4.6 als gegeben an, siehe jedoch Bemerkung 5.4.8.
Wir zeigen zunichst, dass U \ S offen in C ist. Sei dazu z € U \ S. Da S keinen
Héufungspunkt in U hat, ist auch z kein Haufungspunkt von S, es existiert daher
eine Umgebung V von z mit V' NS = @. Dann ist U NV eine Umgebung von z die
ganz in U \ S liegt, also ist U \ S offen.

Nun zur Aussage, dass nur endlich viele s € S existieren, fiir die inds(y) # 0
gilt. Setze T := 7([a, b]). Betrachte Int(y) := {z € C\T |ind,(y) # 0}. Da v in U
nullhomolog ist, gilt Int(y) C U. Als stetiges Bild des kompakten Intevalls [a, b] ist
I’ kompakt, also beschrinkt. Daher existiert R > 0 mit I' C Bg(0). Da v in Bg(0)
nullhomotop ist, gilt ind,(vy) = 0, fiir alle z € C\ Bg(0), siche Satz 5.4.3(iv). Es
folgt Int(y) € Br(0), also ist Int(vy) eine beschrinkte Teilmenge von C. Daher ist
ihr Abschluss Int(y) kompakt, sieche Proposition 1.9.6. Nach Proposition 5.4.3(ii)
ist Ext(y) := {z € C\ T | ind,(y) = 0} offen in C, also muss das Komplement
Int(y) UT abgeschlossen in C sein. Wir erhalten Int(y) C Int(y) UT C U. Daher
ist Int(vy) eine kompakte Teilmenge von U. Gé#be es unendlich viele s € S mit

inds () # 0, dann miisste, wegen der Kompaktheit von Int(y), die Menge SN Int(v)

einen Haufungspunkt in Int(y) haben, siehe Proposition 1.9.6. Wegen Int(y) C U
wiére dies ein Haufungspunkt von S in U, was wir aber ausgeschlossen haben. Also
kann es nur endlich viele s € S mit ind,(y) # 0 geben.

Seien sy, ...,s; die endlich vielen s € S mit indy(y) # 0. Betrachte S := S\
{s1,...,s/}. Dann hat auch S keinen Haufungspunkt in U und daher ist W := U\ S
offen in C, siehe oben. Der Weg ~ ist auch in W nullhomolog, denn C\ W =
(C\U)U S und fiir jedes s € S gilt ja inds(y) = 0. Sei nun f : U\ S — C eine
holomorphe Funktion. Bezeichne mit Y 0" a,,,(z—sj)™ die Laurententwicklung
von f bei der isolierten Singularitéit s von f, 1 < k <. Bezeichne ihren Hauptteil
mit

-1

gt : C\{sx} = C, gx(2):= Z akn(z—sK)" 1<k<I.
Beachte, dass dies nach Propsition 5.1.2 auf C\ {s;} konvergiert und dort eine
holomorphe Funktion darstellt. Weiters ist s eine hebbare Singularitit von f —
gk, siehe Proposition 5.2.3(i). Daher ldsst sich f — 22:1 gk zu einer holomorphen
Funktion h : W — C fortsetzen

l
h:W —=C, h(z)=f(2) —ng(z) fir z € WA {s1,...,s}.

k=1

20Da nur endlich viele s € S mit inds (v) # 0 existieren, ist die rechte Seite der Residuenformel
als endliche Summe zu verstehen.
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Wenden wir nun den Cauchyschen Integralsatz, siehe Satz 5.4.6, auf die holomorphe
Funktion A : W — C und den in W nullhomologen Weg v an erhalten wir

O:/AyhdZZ-[yfdz—kz:/vgkdz. (136)

Beachte, dass 22:2_00 k(2 —s)™ auf C\ {s;} eine Stammfunktion besitzt, siche

Proposition 5.1.2, also fv Z;ﬁ_m ag.n(2z — sk)"dz = 0 gilt, woraus wir schlieflen

/gkdz = / Bkt gy — ori - ag,—1 - inds, (7) = 27 - ress, (f) - indg, (7).
¥ 8!

zZ — Sk
Zusammen mit (136) folgt nun die Residuenformel. O
5.5.2. BEMERKUNG. Sei f : U — C holomorph und ~ ein in U nullhomologer
geschlossener Weg. Dann konnen wir Satz 5.5.1 mit S = () anwenden, und erhalten

f,y fdz = 0. In diesem Sinn ist der Cauchysche Integralsatz, siche Satz 5.4.6, ein
sehr einfacher Spezialfall des Residuensatzes.

5.5.3. BEMERKUNG. Betrachten wir den Residuensatz in folgendem einfachen
Spezialfall. Sei f : U — C holomorph und 7 : [a,b] — U ein in U nullhomologer
geschlossener Weg. Weiters sei ¢ € U, sodass ¢ ¢ ¥([a, b]). Betrachte die einpunktige
Menge S = {c} und die holomorphe Funktion g : U\ S — C, g(z) := % Es
gilt res.(g9) = f(c), siehe Proposition 5.3.3(iii). Wenden wir Satz 5.5.1 auf g an,
erhalten wir also | J;(fzc)dz = 27i-ind.(y)- f(2). Damit erkennen wir die Cauchysche
Integralformel, siche Satz 5.4.9, als Spezialfall des Residuensatzes.

5.5.4. BEISPIEL. Wir wollen mit Hilfe des Residuensatzes das Integral

/ 2242243
0
oB,(0) *(z*+1)

bestimmen, r > 1. Sei S := {0,i, —i}. Dann ist

22 +2z+3

f:C\S—=C, f(z):= EE D)

holomorph. Der Weg 7 : [0,27] — C, ¥(¢) := re'® ist in C nullhomolog. Da r > 1,
ist S C B,(0), und nach Beispiel 5.4.2 daher
indo(y) = ind;(y) = ind—;(y) = 1.
Mit Hilfe von Proposition 5.3.3(iii) finden wir leicht
reso(f) =3, resi(f)=-1—1 und res_;(f)=-1+1.

Aus dem Residuensatz, siehe Satz 5.5.1, erhalten wir daher

22 +22+3 2242243
— = | o da=2m83 + (-1 —i) + (-1 +41)) = 27
/8&(0) A2+ L (211 mi(3+ ( i)+ (—1+1)) =27

5.5.5. BEISPIEL. Wir wollen mit Hilfe des Residuensatzes auch noch folgendes

Integral bestimmen
/ cos(ge ) &
oB,(0) *
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Sei S := {0} und bemerke, dass

cos(e?)

J:C\S—C, f(z)=

23

holomorph ist. Der Weg « : [0,27] — C, ¥(t) = € ist nullhomolog in C. Es gilt
indg(7) = 1, siche Beispiel 5.4.2. Weiters ist reso(f) = —3(cos(1) + sin(1)), siche
Proposition 5.3.3(ii). Aus dem Residuensatz, siehe Satz 5.5.1 erhalten wir also

/aBl(O) Coszﬁdz = [/ COSZ#dz = 27i-reso(f) = —Wi(cos(l) + Sin(l)),

5.6. Uneigentliche Integrale. Sei f: R — C stetig. Existieren
R 0

lim / f@®)dt und  lim f(&)dt

0 R—oo J g

R—oo

dann wird

00 R 0
/_ F(t)dt = lim/o fitye+ Jim [ sty

R—oo

als uneigentliches Integral von f bezeichnet.

5.6.1. LEMMA. Es sei f : R — C stetig, und es existiere « > 1, M > 0 und
K >0, sodass |f(t)] < M|t|~* fir allet € R mit |t| > K. Dann ezistiert das
uneigentliche Integral [ f(t)dt und es gilt

oo R
/_ F(t)dt = Tim /_ Sty (137)

R—o0

BEWEIS. Essei R, eine Folge mit lim,, .o, R,, = oco. Fiir alle m, n mit R,,, R,;, >
K gilt dann:

R,
F(t)dt
Ry,

R
" - M 1— 1—
< [ PR a «a
< /R Mt = = ((Ra)' = = (R)' ™)

R,
_ < / F(t)dt

m

R, Ry,
F(t)dt — /O F(t)dt

0

Daa > 1,ist 1 —a < 0, also lim,, . (R,)! ™ = 0. Wir sehen also, dass fOR” f()dt
eine Cauchy Folge ist. Daher existiert lim,, s, fOR” f(t)dt. Da dies fiir jede Folge
R, mit lim,, .., R, = oo gilt, existiert daher auch limg_. fOR f(t)dt. Analog lasst
sich zeigen, dass auch limpg_. o f_O g f(t)dt existiert. Damit ist die Existenz des unei-
gentlichen Integrals [*_ f(t)dt gezeigt. Wegen ff”R ft)dt = f_OR f(t)dt—f—foR f(t)dt
existiert daher auch limpg_, o, ffR f(t)dt und es gilt (137). O

5.6.2. SATZ. Es sei

fz) =

An2" + ap_12" P+ a1z +ag
bn+22n+2 + bn+1z”+1 4+ -+ b1z + by

eine rationale Funktion, n € N, a; € C, b; € C, by,y2 # 0 und so, dass der Nenner
keine Nullstelle in R hat. Es seien s1,...,s; die Nullstellen des Nenners, die in



KOMPLEXE ANALYSIS I 95

der oberen Halbebene liegen (ohne Vielfachheit.) Dann existiert das uneigentliche
Integral [%_ f(t)dt und es gilt gilt

00 l
/ Ft)dt = 21> " res,, (f).
> k=1

BEWEIS. Nach Lemma 4.4.4 existiert A > 0, B > 0 und K > 0 mit

apz" + - +arz+ ao‘ < Alz|" fiir alle z € C mit |z| > K, und
‘bn+2z"+2 +-+biz+ bo) > Blz|"T? fir alle z € C mit |z| > K.

Mit M := 4 > 0, daher
|f(2)] < M|z|7? fiir alle z € C mit |z| > K. (138)

Nach Lemma 5.6.1 existiert daher das uneigentliche Integral ffooo f(t)dt, und es gilt

/_ Z F(t)de = Jim /_ }; F(t)dt.

Fiir R > 0, betrachte den geschlossenen Weg

t+ R fallst e [-2R,0]

|—2R —C t) = i
YR | , 7] () {Relt falls ¢ € [0, 7).

Sei nun R > K, sodass alle Nullstellen des Nenners von f in Bg(0) liegen. Dann
gilt ind,, (yg) = 1 fiir alle 1 < k < [, und inds(yg) = O fiir alle Nullstellen s des
Nenners von f die in der unteren Halbebene {z € Z | Imz < 0} liegen. Aus dem
Residuensatz, siehe Satz 5.5.1, erhalten wir daher

l
/ f(z)dz = 2mi Y resq, (f).
TR k=1

Offensichtlich gilt

LR F(z)dz = /Z f(t)dt+/m[0m] F(2)de.

Es geniigt daher zu zeigen limpg_ o va‘[O f(z)dz = 0. Mittels (138) folgt dies aber

7]
sofort aus

M M
[ rede] 7R oy < TR = T
/VR[MJ " R? R
wobel wir wieder die Abschétzung aus Proposition 3.3.4(iv) verwendet haben. O

5.6.3. BEISPIEL. Verwenden wir Satz 5.6.2 um

/ o dt
oo (24 2)(t2+3)
zu bestimmen. Die Nullstellen des Nenners von f(z) := m sind 4/2i und

++/3i. Keine davon liegt in R. Die Nullstellen in der oberen Halbebene sind V2i
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und v/3i. Fiir die Residuen finden wir leicht res 5 (f) = 7@ und res /3 (f) = */gi.

Aus Satz 5.6.2 erhalten wir daher

/0; (t2+26>l§t?+3) = 2mi (resﬂi(f) + reSm(f))
. \/>i V2i f \/>

5.7. Integrale von Winkelfunktionen.

5.7.1. SATZ. Es sei Q(z,y) eine rationale Funktion die bei 2 + y? = 1 stetig

ist, x,y € R. Sei
Q3 +1) 46—
f(Z) = (2 iZz )

., 81 die Polstellen von f, die im Inneren des Einheitskreises B1(0)

Es seien sq,..
liegen (ohne Vielfachheit.) Dann gilt
l

2m
/ Q(cost,sint)dt = 27riness,€(f).
0 k=1
BEWEIS. Beachte, dass f keine wesentlichen Singularitdten hat. Fiir z € C mit
2| =1, gilt 1 = 2, und daher

Q(Re z,Im z)

f(z)= —, fir z € C mit |2| = 1. (139)
z

Ist |z| = 1, dann (Rez)? + (Im2)? = 1, und da Q(z,y) bei 2% + y? = 1 stetig
ist, sehen wir, dass kein Pol von f am Rand des Einheitskreises liegt. Aus dem

Residuensatz, siehe Satz 5.5.1, folgt daher
!
/ fdz = 27Tinessk(f).
8B (0) Py
Aus der Definition des Kurvenintegrals und (139) erhalten wir

27 27 27
/ fdz = f(eieldt = / Q(Ree, Ime')dt = / Q(cost,sint)dt
9B1(0) 0 0 0

womit die Proposition bewiesen wire.

O

5.7.2. BEISPIEL. Wir wollen mit Hilfe von Satz 5.7.1 das Integral

/271' dt
0o 9O+ 2cost

bestimmen. Wir betrachten daher Q(z,y) := 3_‘_% Diese rationale Funktion ist bei

22 4+ y? = 1 stetig. Sei nun

1 1y 1 1 1
F) = Q(5(2+2)7ﬁ(2—;)) _ ERIGHD _ 1
iz iz i(22432+1)
Die beiden Polstellen von f liegen bei z = —% + @, wovon aber nur s; 1= —% +
L. Nach

V5 im Einheitskreis liegt. Fiir das Residuum erhalten wir resg, (f) = e

2
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Satz 5.7.1 gilt daher

ot , .1 2r
A m:2ﬂ'l'ressl(f):2ﬂ'l'i\/5:ﬁ.
Beachte, dass wegen cos(2w — t) = cos(t) auch 3+21COSt = 3+20051(27r_t) gilt, und
daher
Toodt 17 dtor
/0 3+42cost 5/0 3+2cost /5
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Anhang A. Ubungsaufgaben
1. AUFGABE. Sei z := 3 — 4i. Berechne z, |z|, %, 2% sowie 273,

2. AUFGABE. Seien z; := 3 + 4i, 29 := —1 — 2i. Berechne z; + 2o, 2122 sowie

3. AUFGABE. Verifiziere den binomischen Lehrsatz fiir komplexe Zahlen:
(z+w)" = Z (Z) ZFw" % fiir alle z,w € C, und alle n € N.
k=0
4. AUFGABE. Fiir z € C mit Im z # 0 betrachte

¢:=+/(]z] +Rez)/2 ‘Iﬁzzlw/ |z| —Rez)/

Zeige ¢ = z. Bestimme damit die beiden Quadratwurzeln der folgenden komplexen
Zahlen: i, —i, —5 + 12i.

5. AUFGABE. Fiir § € R und r > 0 betrachte die komplexe Zahl

Zpg 1= r(cos 0 +1isin 9).
Unter Zuhilfenahme der Analysis 1 Vorlesung, zeige:
a) r = |z, g|

r6,1) r.0,1
b) cosf = (zr0. 1) yind gin § = {Ened)
zrol[1] lzr6llil"

C) Zry.0, = zr2792 genau dann, wenn 7, = ro und 6 — 6, € 27Z.

d) Jede nicht verschwindende komplexe Zahl ist von der Form z, g.

) Zr1,01 " Zry,00 = Zrirg,01+02-

f) Jede nicht verschwindende komplexe Zahl hat genau n n-te Wurzeln.

6. AUFGABE. Verifiziere folgende Variante der Dreiecksungleichung:
|[21] = |22]| < |21 — 22| fiir alle 21, 2 € C.

7. AUFGABE. Eine reell lineare Abbildung ¢ : C — C heif3t komplex antilinear
falls gilt 9(A\z) = M)(2) fiir alle A € C und alle z € C.

a) Zeige ¢ : C — C ist komplex antilinear genau dann, wenn z — 1 (Z) komplex
linear ist. Schliee daraus und aus der entsprechenden Charakterisierung komplex
linearer Abbildungen, dass eine injektive reell lineare Abbildung C — C genau dann
komplex antilinear ist, wenn sie winkeltreu und orientierungsumkehrend ist.

b) Charakterisiere die reellen 2 x 2-Matrizen die, beziiglich der Standardbasis
(1,i) von C, komplex antilineare Abbildungen représentieren.

c) Zeige weiters, dass sich jede reell lineare Abbildung C — C eindeutig als
Summe einer komplex linearen und einer komplex antilinearen Abbildung schreiben
l&sst.

8. AUFGABE. Es sei a,, eine Folge komplexer Zahlen, und z1, 29 € C. Die Folge
an, konvergiere gegen z; und gegen 2. Zeige, dass dann z; = 29 gilt, d.h. der Limes
einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.

9. AUFGABE. Es sei z, eine Folge komplexer Zahlen. Zeige, dass z, genau
dann konvergiert, wenn die reellen Folgen Re z,, und Im z,, beide konvergieren. Zeige
weiters, dass in diesem Fall gilt

lim z, = lim Rez, +1i lim Imz,.
n—oo n—oo n—oo

Formuliere und begriinde das analoge Resultat fiir (absolut) konvergente Reihen.
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10. AUFGABE. Es seien z, und w, zwei konvergente Folgen komplexer Zah-
len, und A € C. Zeige, dass dann auch die Folgen Zz,, |zn|, Azn, 2n + Wp, Znwn
konvergieren, und die folgenden Rechenregeln gelten:

lim z, = lim z,

n—oo n—oo
lim [z,| = | lim 2|
n—oo n—oo
lim Az, = A lim z,
n—oo n—oo
lim z, +w, = lim z, + lim w,
n—oo n—oo n—oo
lim z,w, = lim z, - lim w,
n—oo n—oo n—oo
Sind alle w,, # 0, und gilt lim, o w, # 0, dann konvergiert auch j}n und es gilt:
. ozn limg oo 2
lim — = —F—
n—oo Wy,  limy,_eo Wy

Formuliere und begriinde analoge Eigenschaften (absolut) konvergenter Reihen.

11. AUFGABE. Zeige, dass die folgenden Teilmengen von C offen sind, und
bestimme jeweils den Abschluss:

B.(c):={z2€C||z—c|<r} wobeiceCundr>0.
H::{zG(C‘Imz>O}
C™ :=C\ (—00,0]

C*:=C\ {0}
12. AUFGABE. Fiir z9 € C bestimme
1 1
. AT =2y .z
lim o und lim 2—2%
Z—20 Z— 20 Z—20 2 — 20

wobei im zweiten Fall zy # 0 vorausgesetzt sei.

13. AUFGABE. In der Vorlesung haben wir gesehen, dass jede wegzusammen-
héngende Teilmenge von C zusammenhéngend ist. Zeige, dass fiir offene Teilmengen
von C auch die Umkehrung gilt: eine offene Teilmenge von C ist genau dann zu-
sammenhéngend, wenn sie wegzusammenhéngend ist.

14. AUFGABE. Sei X C C und f,, g, : X — C zwei (lokal) gleichmiflig konver-
gente Folgen von Funktionen. Seien weiters f := lim,, ., f, und g := lim,, . gn
(lokal) beschrénkt. Zeige, dass dann f,g, : X — C (lokal) gleichmiifig gegen fg
konvergiert. Formuliere und begriinde ein analoges Kriterium fiir (lokal) gleichmafi-

ge Konvergenz von In

gn

15. AUFGABE. In der Vorlesung haben wir gesehen, dass die geometrische Reihe
>0 o 2™ auf der Einheitskreisscheibe By(0) = {z € C | |2| < 1} normal (und daher
lokal gleichmifig) konvergiert. Zeige nun

- 1
Z 2" = fiir alle z € B1(0).
= 1—-=2

Zeige weiters, dass Y 2" auf B;(0) nicht gleichméig konvergiert.
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16. AUFGABE. Seien X,Y C C. Zeige:

a) X ist abgeschlossen.

b) X C X.

c¢) X ist abgeschlossen genau dann, wenn X = X.

d) X = X.

) X ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge von C die X umfasst.
)Ist z € X, dann existiert eine Folge a,, in X mit lim, . a, = z.
) XUY =XUY.

yXNYcxny.

i) Ist X CY dann auch X C Y.

17. AUFGABE. Es sei X C C und GX:)_(H(C\X der Rand von X. Zeige
C=XUdXU(C\X), XNdX=XN(C\X)=dXN(C\X)=0.

Zeige weiters, dass fiir offenes U C C stets OU = U \ U gilt. Bestimme den Rand
der Mengen in Aufgabe 11.

18. AUFGABE (Mobiustransformationen). Fiir
A:(?S)eGL@AD?:{@S)’&aade(;adfbc¢0}

definiere b
. —d u _az
fa:CAES = CA{E fale) = 5

a) Rechtfertige Definitionsgebiet und Wertebereich von fa, und zeige, dass fa
stetig ist. Diskutiere auch den Fall ¢ = 0.

b) Fiir A € GL(2,C) und A € C* zeige faa = fa.

¢) Fir A, B € GL(2,C) zeige fap = fa o fp woimmer beide Seiten definiert
sind. Hier bezeichnet AB das {ibliche Matrizenprodukt. Schliee daraus, dass fa
bijektiv mit Umkehrfunktion f,-1 ist.

d) Zeige, dass

z—1i
H—E =
g:H—E,  f(z) ="
bijektiv ist, und die Umkehrabbildung durch
142

h:E—-H, h(z):=1i
1—-=2

gegeben ist. Hier bezeichnet H := {z € C | Imz > 0} die obere Halbebene, und
E:={z € C| |z| < 1} die offene Einheitskreisscheibe.

19. AUFGABE. Sei X CC, f,g: X — C Funktionen und A € C. Zeige
[flx=0«f=0
IAfllx = AL [l x
If +gllx < [fllx +llgllx
1fgllx < [Ifllxlgllx

Diskutiere auch die Fille || f||x = oo und/oder ||g]|x = oo.

20. AUFGABE (Euler). Zeige, dass die Polynomfolge

Ja: €T, fale) = (14 %)"
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lokal gleichmé&Big gegen exp : C — C konvergiert. Insbesondere gilt daher
lim (1 + E) =exp(z) fiir alle z € C.
n—oo n
Anleitung: a) Zeige
n! k

2\ 5
n) Ttk @ >1.
(1 + n) Z (n—k)nF &l fiir alle z € Cund allen € N, n >

b) Fiir jedes 0 < a <1 und k € N, gilt
N-d"=1-a)(l+a+a®+ - +ad") <(1-a)k

Schlie3e daraus
n! < k(k—1)
(n—k)lnkl —

¢) Verwende dies um die folgende Abschétzung zu etablieren

‘1— fir alle k,ne N, n>1,n > k.

n n 2 |Z|
Zi—(uf) < Ile firalle z € Cund alle n € N, n > 1.
Pt k! n n

d) In der Vorlesung haben wir gesehen, dass exp(z) = Y ro, 'Z—T auf C normal
konvergiert. Argumentiere warum daher f,, lokal gleichmé8ig gegen exp konvergiert.

21. AUrFGABE. Warum sind folgende Funktionen holomorph? Berechne ihre
Ableitung!

p1:C—C, pi(z):=(1+2i) + 3z +4iz? + (54 6i)z*
p2:C—C, po(2):=(4+1i)(3iz— (65— 6i))
127
ps: C— C, (2) := ( —3iz)" — (52% — 17i)((6 + 2i)z — 4i22)>
1+ 2z + 3iz? +42°
(z— (24 3i))(z — 5i))
22. AUFGABE. Warum ist die Funktion

f:C—C, flxz+iy):= (1422 —3y+52°—5y°) + (32 + 2y + 10zy)i

R:C\{2+43i,5i} = C, R(z):=

holomorph? Berechne ihre Ableitung.

23. AUFCGABE. Leite die Produktregel fiir holomorphe Funktionen aus den Re-
chenregeln fiir reell differenzierbare Funktionen und Satz 2.2.1 her.

24. AUFGABE. Es bezeichne log : C~ — C den Hauptzweig des Logarithmus,
siehe Beispiel 2.2.7. Zeige lim,_.q | log(z)| = co. Seien weiters a,, und b,, zwei Folgen
mit Ima,, > 0, Im b,, < 0, die beide gegen zy € (—o0,0) konvergieren. Zeige

lim log(a,) =log|zo| +ir und lim log(b,) = log |zo| —
n—oo n—o0
Schliefle daraus, dass log : C~ — C nicht stetig auf C* fortgesetzt werden kann.
25. AUFGABE. Zeige mit Hilfe von Proposition 2.4.2

log(zw) = log(z) + log(w) fiir z,w € C~ mit |arg(z) + arg(w)| < .
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Berechne log(i), log(%), sowie log(i - %) und beobachte

—1+i
V2

—1+i)

log (i : 7

) £ log(i) +1og(
Zeige weiters
log(zw) — (log(z) + log(w)) € 2miZ fiir alle z,w € C~ mit zw € C™.
26. AUFGABE. Sei zg =xg+iyg € C,a>0,b> 0,
R:= {x—i—iye(C | |z — 20| < a, |y — yol <b}

und u : R — R harmonisch, d.h. u ist C? und es gilt ug, + Uyy = 0. Definiere

x

y
v:R—R, ov(x,y) ::/ Ug (T, t)dt —/ Uy (s, yo)ds.

Yo To

Zeige, dass f :=u +iv : U — C holomorph und C? ist.

27. AUFGABE. Essei f : C — C holomorph und es gelte f' = f sowie f(0) = 1.
Zeige f(z) = exp(z) fiir alle z € C.

28. AUFGABE. Beweise Proposition 2.4.6.

29. AUFGABE (Hyperbolische Sinus- und Cosinusfunktion). Die hyerbolischen
Winkelfunktionen werden wie folgt definiert.

sinh: C — C, sinh(z) := %
z —Zz
cosh: C — C, cosh(z):= %
Zeige
cosh? —sinh? = 1
und
sinh’ = cosh, cosh’ = sinh
sowie

sinh(z) = —isin(iz), cosh(z) = cos(iz).
SchlieBe daraus, dass irZ die Nullstellenmenge von sinh ist, ir(3 + Z) die Null-

stellenmenge von cosh ist, Per(sinh) = Per(cosh) = 2inZ gilt, und die folgenden
Additionstheoreme gelten:

sinh(z + w) = sinh(2) cosh(w) + cosh(z) sinh(w)
cosh(z + w) = sinh(z) sinh(w) + cosh(z) cosh(w)

Zeige weiters

s Z2n+1
Slnh(Z) = m

n=0

0 ZZn
cosh(z) = Z )l

n=0

und bestimme den Konvergenzradius dieser Potenzreihen.
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30. AUFGABE (Arcustangens). Es bezeichne U := C\ {it | t € R, |¢| > 1}.
Zeige, dass die Abbildungen
141 —
tle und C™ —-U, wl—>7_w L
i(w+1)

wohldefiniert, holomorph und invers zueinander sind, vgl. Aufgabe 18. Schliefle
daraus, dass die Abbildungen

U—-C, zm— -
1—iz

1 1+i
arctan : U — {z € C ’ |Rez| < 7/2}, arctan(z) := ?log 1 + 1z
i —iz
und
sin(z) e —1

tan: {z € C||Rez| <m/2} = U, tan(z)= cos(2) = ()

wohldefiniert, holomorph und invers zueinander sind, siche Proposition 2.4.2. Zeige

weiters

1
arctan’(z) = i fiir alle z € U.
P

Zeige auch, dass arctan nicht stetig auf C \ {i, —i} ausgedehnt werden kann.
31. AUFGABE (Potenzreihe des Arcustangens). Zeige, dass die Potenzreihe

o0
Z2n+1

Z(_l)n2n+1

n=0

Konvergenzradius 1 hat. Berechne die Ableitung der durch diese Potenzreihe gege-
benen holomorphen Funktion B;(0) — C und schliee daraus, vgl. Aufgabe 30,

o Z2n+1
arctan(z) = Z(—l)"Qn 1 fiir alle z € B;1(0).
n=0

32. AUFGABE (Komplexe Potenzen). Es sei log : C~ — C der Hauptzweig des
Logarithmus. Fiir z € C~ und s € C definiere
2% 1= exp(slog(z)).
Zeige
251152 = 551, 552 fijr alle z € C~ und alle s1, 59 € C,

sowie

1°=1 fiir € C~ und s € C.

_ 1
2eCx, 2°=1, 2=z, 2=

Schliele daraus, dass fiir n € Z diese Definition mit der iiblichen iibereinstimmt,
dh z"=2---z,und 27" = ﬁ fiir n € N. Beachte, dass auch e® = exp(s). Zeige
weiters, vgl. Aufgabe 25,

(21-22)° =25 - 25 fiir s € C und 21,20 € C™ mit |arg(z1) + arg(z2)| <

und
log(2®) = slog(z) fiir z € C™ und s € C mit ‘Im(slog(z))‘ <.

sowie

(2°1)% = 2°*%  fiir z € C” und sy, s2 € C mit |Im(s1log(2))| < .
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Betrachte schliefllich die holomorphen Funktionen
ps: CT = C*, ps(z):=2° firseC
¢: :C—>C*, q,(s):=2° firzeC".
Zeige (ps)'(z) = sps—1(z) und (g.)'(s) = log(z)gs(2) fiir alle z € C~ und alle s € C.
33. AUFGABE. Zeige
=) ¢ (e7™,€™) fiir z € C™ mit |z = 1.

—1+i

) )i7 sowie (i- 71+i)i und beobachte

V2

(i _ff;“) £t (_ig‘)
log(e*™) # (2ri) - log(e)
(eQﬂ'i)i £ e2mii

34. AUFGABE (Formel von Newton und Abel). Fiir s € C und n € N definiere
Binomialkoeffizienten

(Yoot (2)m DDt gy

0 n!

Berechne i, (

Zeige

5 =+ 5 = s+1 und s+1 :5+1 *) firscCundneN.
n n+1 n+1 n+1 n+1\n

Zeige, dass fiir s € C\N die Potenzreihe Y- (2)(z —1)" Konvergenzradius 1 hat.
Was passiert fiir s € N? Schliefle daraus, dass fiir jedes s € C die Funktion

emm—c =Y (2)e-1

n=0

holomorph ist. Zeige
fs(2) = 2fs_1(2) sowie (fs) (2)=sfs_1(2) fiir 2 € Bi(1) und s € C.

Zeige, dass die Ableitung der holomorphen Funktion z — fs E ; verschwindet, wobei
ps die Funktion aus Aufgabe 32 bezeichnet. Schliefle daraus

o0

5 — Z <Z> (z—1)" firze€ By(1) und s € C.

n=0

35. AUFGABE. Es seien Y " an(z — 20)™ und Y 2 by(z — 20)™ zwei Potenz-
reihen. Es bezeichne r das Minumum der beiden Konvergenzradien. Fiir n € N
sel ¢p = > p_o kbn_k. Zeige, dass die Potenzreihe > 7 ¢,(z — 29)™ mindestens
Konvergenzradius r hat, und

chz—zo (Zanz—zo ) (Zb z— 2p) ) fiir alle z € B,.(20).

Hinweis: Proposition 1.11.6(ix).
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36. AUFGABE (Der Arcussinus). Essei V :=C\ {t |t € R, [t| > 1}. Weiters
bezeichne C~ — {z € C | Rez > 0}, z — /2 := exp(log(z)/2) den Hauptzweig der
Quadratwurzel. Zeige, dass die Abbildungen

u—ut

{u€C|Reu>O}HV, U 5

und
V—-{ueC|Reu>0}, wr iw+/(iw)?+1

wohldefiniert, holomorph und invers zueinander sind. Verwende dies um zu zeigen,
dass die Abbildungen

sin: {z€C||Rez| <m/2} =V, sin(z) =
und
arcsin: V — {2 € C| |Rez| <7/2}, arcsin(z) := ilog((iz) ++/(12)% + 1)
i

wohldefiniert, holomorph und invers zueinander sind. Zeige weiters

1
arcsin’(z) = —— fiiralle z € V.

V1—22
Zeige auch, dass arcsin nicht stetig auf C \ {—1,1} ausgedehnt werden kann. Be-
stimme auch lim,_, 41 arcsin(z).

37. AUFGABE (Potenzreihe des Arcussinus). Folgere aus Aufgabe 34

3 o 20 b ,
m Z< 2) - _04"(n!)22 fiir z € C mit |2[ <1.

Schlie3e daraus

Sl Z2n+1
arcsin(z E ' 1 fir z € C mit |2| < 1.
n

38. AUFGABE. Sei 7 : [a,b] — C ein Weg mit vy(a) = 1, y(b) = i. Bestimme

42% + 3i2% — 42 + 5idz.

4\

39. AUFGABE. Sei 7 : [a,b] — C ein Weg mit y(a) = 0, v(b) = —2i. Bestimme

2
/ ze” dz.
~

40. AUFGABE. Sei 7 : [a,b] — C\ Z ein geschlossener Weg. Bestimme
/ 1+ tan?(z + 7/2)dz
gl

41. AUFGABE. a) Zeige, dass die beiden Wege
Yo : [0, 7] — C* Yo(t) := et
7 1 [0,71] — C* Y1 (t) i= e
in C* nicht homotop relativ Endpunkte sind. Hinweis: Betrachte die Kurveninte-

dz dz
grale f% Zund [
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b) Fassen wir nun o und 7, als Wege in C auf. Zeige, dass sie dann in C sehr
wohl homotop relativ Endpunkte sind. Warum funktioniert jetzt das Argument mit
den Kurvenintegralen, siche a), nicht mehr?

42. AUFGABE. Wir erinnern uns an das Wegintegral der reellen Analysis. Es
sei X CR? p,q: X — R stetig, und v : [a,b] — X C R? stetig differenzierbar mit
Komponenten v = (71, 72). Dann heifit

b
/ pdz + qdy = / PO (1) + a1 ()7 (1)t

das Wegintegral von pdx + qdy lings . Mittels der Identifikation C = R?, z <
(Rez,Imz), ist X C C, und 7 : [a,b] — X C C ein Weg. Sei f : X — C stetig,
u:=Ref,v:=Imf, dh. f=u+iv. Zeige

/fdz:/udm—vdy—i—i/vdx—i—udy.
2l ¥ ¥

Anmerkung: Mit f = v + iv und dz = dz + idy erhalten wir durch formales Aus-
multiplizieren fdz = (u+ iv)(dz + idy) = udz — vdy + i(vdz + udy). Dies kann als
Merkregel dienen, und mit dem Kalkiil der Differentialformen préazisiert werden.

43. AUFGABE (Satz von Green). Wir erinnern uns an einen Spezialfall des
Satzes von Green aus der Analysisvorlesung. Es sei U C R? = C offen und B, (c)
eine Kreisscheibe mit B,.(c) C U. Seien p, ¢ : U — R stetig differenzierbar. Betrachte
den Weg 7 : [0,271] — C = R2, 4(¢) := c+re'l, der einmal den Rand der Kreisscheibe
B, (c¢) im mathematisch positiven Sinn durchléuft. Der Satz von Green besagt in
dieser Situation

/ (¢w — py)dady = /pdrc + qdy,
B.(c) ¥
wobei ¢, = %7 Dy = g—?’; die partiellen Ableitungen bezeichnen, und das Wegintegral
auf der rechten Seite wie in Aufgabe 42 zu interpretieren ist.

Sei nun f : U — C holomorph, und f’ : U — C stetig.?! Zeige, wie der

Cauchysche Integralsatz fiir Kreisscheiben, siehe Korollar 3.6.13,

/ fdz=0
dB,.(c)

aus dem Satz von Green abgeleitet werden kann.

44. AUFGABE. a) Es sei U C C offen, 29,21 € U und a,b € R, a < b. Betrachte
die Menge aller Wege v : [a,b] — U mit v(a) = z9 und v(b) = z;. Fiir zwei
solche Wege o und y; schreibe 7y ~ 71, falls eine Homotopie H von Wegen relativ
Endpunkten in U existiert, mit Hy = 79 und H; = 71, vgl. Definition 3.6.1. Zeige,
dass dies eine Aquivalenzrelation definiert.

b) Es sei U C C offen und a,b € R mit a < b. Betrachte die Menge aller
geschlossenen Wege v : [a,b] — U. Fiir zwei solche Wege o und 7 schreibe vy ~ 71,
falls eine Homotopie H geschlossener Wege in U existiert, mit Hy = 7o und Hy = 7;.
Zeige, dass dies eine Aquivalenzrelation definiert.

2lwie schon &fters erwéihnt, werden wir bald sehen, dass jede holomorphe Funktion glatt ist.
Also ist die Voraussetzung, dass f’ stetig sei, iiberfliissig.
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45. AUFGABE. Es sei G ein Sterngebiet. Zeige, dass G zusammenhingend,
also ein Gebiet ist. Zeige weiters, dass G einfach zusammenhéngend ist, vgl. Bei-
spiel 3.6.4.

46. AUFGABE (Holomorphe Wurzelfunktionen). Es sei G ein einfach zusam-
menhéngendes Gebiet und 0 ¢ G. Zeige, dass fiir jedes k € N, k > 1, eine holo-
morphe Funktion f;, : G — C existiert, sodass (fr(2))¥ = z fiir alle z € G, vgl.
Beispiel 3.7.5. Zeige auch, dass f bis auf eine k-te Einheitswurzel eindeutig be-
stimmt ist, d.h. ist f : G — C eine weitere holomorphe Funktion mit der gleichen
Eigenschaft, dann existiert ¢ € C mit €% = 1, sodass f(z) =¢-f(z) fiuralle z € G
gilt. Zeige weiters, dass es keine lokal um 0 € C definierte holomorphe Funktion g
geben kann, die (g(2))* = z erfiillt, k € N, k > 2.



