Ubungsbeispiele zu Komplexe Analysis I

Zusammengestellt von Stefan Haller!
AUFGABE 38. Sei v : [a,b] — C ein Weg mit v(a) = 1, v(b) = i. Bestimme
/ 423 4 3iz% — 42 + bidz.
gl
. Sei v

AUFGABE 39 [a,b] — C ein Weg mit vy(a) = 0, v(b) = —2i. Bestimme

2
/zeZ dz.
.

AUFCGABE 40. Sei v : [a,b] — C\ Z ein geschlossener Weg. Bestimme
/ 1+ tan?(z + 7/2)dz.
v

AUFGABE 41. a) Zeige, dass die beiden Wege

vo : [0, 7] — C* Yo(t) := el

v :[0,7] — C* y1(t) == e~
in C* nicht homotop relativ Endpunkte sind. Hinweis: Betrachte die Kurveninte-
grale f,m 4z und L dz,

b) Fassen wir nun vy und 7y, als Wege in C auf. Zeige, dass sie dann in C sehr
wohl homotop relativ Endpunkte sind. Warum funktioniert jetzt das Argument mit
den Kurvenintegralen, siehe a), nicht mehr?

AUFGABE 42. Wir erinnern uns an das Wegintegral der reellen Analysis. Es sei
X CR2 p,qg: X — R stetig, und v : [a,b] — X C R? stetig differenzierbar mit
Komponenten v = (71, 72). Dann heifit
b

/ pdz + qdy = / PO (E) + gy ()7 (1)t

das Wegintegral von pdx + qdy lings ~. Mittels der Identifikation C = R?, z «
(Rez,Imz), ist X C C, und v : [a,b] — X C C ein Weg. Sei f : X — C stetig,
u:=Ref, v:=Imf,dh f=u+iv. Zeige

/fdz:/ud;v—vdy—i—i/vdx—i—udy.
%l %l ¥

Anmerkung: Mit f = uw + iv und dz = dx + idy erhalten wir durch formales Aus-
multiplizieren fdz = (u + iv)(dz + idy) = udz — vdy + i(vdx 4+ udy). Dies kann als
Merkregel dienen, und mit dem Kalkiil der Differentialformen prézisiert werden.

AUFGABE 43 (Satz von Green). Wir erinnern uns an einen Spezialfall des Satzes
von Green aus der Analysisvorlesung. Es sei U C R? = C offen und B,(c) eine
Kreisscheibe mit B,(c) C U. Seien p,q : U — R stetig differenzierbar. Betrachte
den Weg 7 : [0, 271] — C = R2, 4(t) := c+re'l, der einmal den Rand der Kreisscheibe
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B, (¢) im mathematisch positiven Sinn durchlduft. Der Satz von Green besagt in
dieser Situation
/ (e — py)dady = /pd:c + qdy,
By (c) v

wobei g, = %, Dy = g—’y) die partiellen Ableitungen bezeichnen, und das Wegintegral
auf der rechten Seite wie in Aufgabe 43 zu interpretieren ist.

Sei nun f : U — C holomorph, und f’ : U — C stetig.?! Zeige, wie der
Cauchysche Integralsatz fiir Kreisscheiben, siehe Korollar 3.6.13,

/ fdz=20
OB (c)

aus dem Satz von Green abgeleitet werden kann.

AUFGABE 44. a) Es sei U C C offen, 29,21 € U und a,b € R, a < b. Betrachte
die Menge aller Wege v : [a,b] — U mit y(a) = zp und y(b) = z;. Fiir zwei
solche Wege 7o und 1 schreibe g ~ 71, falls eine Homotopie H von Wegen relativ
Endpunkten in U existiert, mit Hy = 79 und Hy = 1, vgl. Definition 3.6.1. Zeige,
dass dies eine Aquivalenzrelation definiert.

b) Es sei U C C offen und a,b € R mit a < b. Betrachte die Menge aller
geschlossenen Wege v : [a,b] — U. Fiir zwei solche Wege 7o und 71 schreibe vy ~ 71,
falls eine Homotopie H geschlossener Wege in U existiert, mit Hy = vy und H1 = ;.
Zeige, dass dies eine Aquivalenzrelation definiert.

AUFGABE 45. Es sei G ein Sterngebiet. Zeige, dass G zusammenhéngend, al-
so ein Gebiet ist. Zeige weiters, dass G einfach zusammenhéngend ist, vgl. Bei-
spiel 3.6.4.

AUFGABE 46 (Holomorphe Wurzelfunktionen). Es sei G ein einfach zusam-
menhéngendes Gebiet und 0 ¢ G. Zeige, dass fiir jedes k € N, k > 1, eine holo-
morphe Funktion f; : G — C existiert, sodass (fx(2))* = z fiir alle z € G, vgl.
Beispiel 3.7.5. Zeige auch, dass f bis auf eine k-te Einheitswurzel eindeutig be-
stimmt ist, d.h. ist f : G — C eine weitere holomorphe Funktion mit der gleichen
Eigenschaft, dann existiert £ € C mit ¥ = 1, sodass f(z) = & - f(z) fiir alle z € G
gilt. Zeige weiters, dass es keine lokal um 0 € C definierte holomorphe Funktion g
geben kann, die (g(2))* = z erfiillt, k € N, k > 2.

21wie schon &fters erwahnt, werden wir bald sehen, dass jede holomorphe Funktion glatt ist.
Also ist die Voraussetzung, dass f’ stetig sei, iiberfliissig.



