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I. Einleitung

Die lineare Algebra beschäftigt sich mit dem Studium linearer Abbildungen
zwischen Vektorräumen und ist somit auch das geeignete Werkzeug um linea-
re Gleichungssysteme zu untersuchen. Lösbarkeitsfragen zu linearen Gleichungs-
systemen haben sehr einfache qualitative Antworten. Selbst große lineare Glei-
chungssysteme können effizient mit Computerunterstützung gelöst werden, diese
Algorithmen haben mittlerweile eine Unzahl an konkreten Anwendungen gefun-
den. Lineare Gleichungssysteme sind aber auch von theoretischem Interesse. Et-
wa lassen sich interessantere, d.h. nicht-lineare Gleichungen oft erfolgreich durch
lineare approximieren und die Lösbarkeit der linearen Approximation erlaubt
manchmal Rückschlüsse auf das ursprüngliche, nicht-lineare Problem.

In dieser Einleitung wollen wir einige der Resultate der folgenden Kapitel
anhand eines konkreten Beispiels illustrieren.

I.1. Ein lineares Gleichungssystem. Betrachte folgende Gleichungen:

x1 −x2 −9x3 +x4 +x5 +x6 +3x7 = y1
2x1 −x2 −9x3 +9x4 +3x5 +7x6 +11x7 = y2
−x1 +3x2 +27x3 +13x4 +2x5 +9x6 +9x7 = y3
x1 −2x2 −18x3 −6x4 +2x5 −4x6 +2x7 = y4
2x1 +x2 +9x3 +23x4 +8x5 +17x6 +27x7 = y5

(I.1)

Für welche reelle Zahlen y1, y2, y3, y4 und y5 besitzt dieses Gleichungssystem eine
Lösung, d.h. existieren reelle Zahlen x1, x2, x3, x4, x5, x6 und x7, die allen fünf
Gleichungen genügen? Wieviele solche Lösungen gibt es, und wie lassen sie sich
finden?

Wir wollen den rechnerischen Aspekt auf später verschieben und zunächst
erläutern, was sich mit den Methoden der linearen Algebra über dieses Glei-
chungssystem sagen lässt, ohne überhaupt zu rechnen zu beginnen. Um die No-
tation zu vereinfachen definieren wir mit Hilfe der linken Seite von (I.1) eine
Abbildung ψ : R7 → R5,

ψ












x1
x2
x3
x4
x5
x6
x7












:=









x1 − x2 − 9x3 + x4 + x5 + x6 + 3x7
2x1 − x2 − 9x3 + 9x4 + 3x5 + 7x6 + 11x7
−x1 + 3x2 + 27x3 + 13x4 + 2x5 + 9x6 + 9x7
x1 − 2x2 − 18x3 − 6x4 + 2x5 − 4x6 + 2x7
2x1 + x2 + 9x3 + 23x4 + 8x5 + 17x6 + 27x7









.

Das Gleichungssystem (I.1) lässt sich damit in kompakter Form schreiben,

ψ(x) = y (I.2)
3



4 I. EINLEITUNG

wobei y ∈ R5 und x ∈ R7. Die Linearität der Gleichungen spiegelt sich in folgender
Eigenschaft der Abbildung ψ wider,

ψ(x+ x̃) = ψ(x) + ψ(x̃) und ψ(λx) = λψ(x), (I.3)

für alle x, x̃ ∈ R7 und λ ∈ R. Solche Abbildungen werden wir später als lineare
Abbildungen bezeichnen, vgl. Übungsaufgabe 1.

Wir betrachten zunächst den Fall y = 0, und stellen folgende Frage: Wie
lässt sich die Lösungsmenge des Gleichungssystems ψ(x) = 0 beschreiben? Dieses
Gleichungssystem, ψ(x) = 0, wird das assozierte homogene Gleichungssystem
genannt, wir bezeichnen seine Lösungsmenge mit

L := {x ∈ R7 : ψ(x) = 0}.
Die Menge L besteht daher aus allen Vektoren x ∈ R7, deren Komponenten
x1, . . . , x7 folgendes Gleichungssystem erfüllen:

x1 −x2 −9x3 +x4 +x5 +x6 +3x7 = 0
2x1 −x2 −9x3 +9x4 +3x5 +7x6 +11x7 = 0
−x1 +3x2 +27x3 +13x4 +2x5 +9x6 +9x7 = 0
x1 −2x2 −18x3 −6x4 +2x5 −4x6 +2x7 = 0
2x1 +x2 +9x3 +23x4 +8x5 +17x6 +27x7 = 0

(I.4)

Da offensichtlich ψ(0) = 0 gilt, besitzt das homogene Gleichungssystem wenig-
stens die triviale Lösung x = 0, die Lösungsmenge ist daher nicht leer, es gilt
0 ∈ L. Darüber hinaus hat L folgende Eigenschaft: Sind x und x̃ aus L, dann liegt
auch ihre Summe x+x̃ in L, und für jede reelle Zahl λ gilt auch λx ∈ L. Dies folgt
sofort aus der Linearität von ψ, siehe (I.3) und Übungsaufgabe 2. Teilmengen mit
dieser Eigenschaft werden wir später als Teilräume bezeichnen.

Nach den Resultaten in Kapitel IV besitzen Teilräume stets Basen, d.h. es
existieren Vektoren b1, . . . , bl ∈ L, sodass sich jedes Element x ∈ L in der Form

x = s1b1 + · · ·+ slbl

schreiben lässt mit eindeutig bestimmten Skalaren s1, . . . , sl ∈ R. Der Lösungs-
raum L kann daher durch l reelle Zahlen parametrisieren. Genauer, ist die Ab-
bildung

φ : Rl ∼=−→ L, φ





s1
...
sl



 = s1b1 + · · ·+ slbl (I.5)

eine Bijektion. Manchmal wird dies auch als eine Parameterdarstellung von L
bezeichnet. Die Surjektivität von φ bedeutet gerade, dass wir so alle Lösungen
von (I.4) erhalten, d.h.

L =
{
s1b1 + · · ·+ slbl

∣
∣ s1, . . . , sl ∈ R

}
,

und die Injektivität besagt, dass die Parametrisierung φ jede Lösung nur einmal
liefert. Beachte, dass auch die Parametrisierung φ linear ist, denn es gilt offen-
sichtlich φ(s+ s̃) = φ(s) + φ(s̃) und φ(λs) = λφ(s), für alle s, s̃ ∈ Rl und λ ∈ R,
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vgl. Übugsaufgabe 1. Dies bedeutet, dass Addition und Skalarmultiplikation in L
genau der üblichen Addition und Skalarmultiplikation in Rl entsprechen, d.h. φ
respektiert die lineare Struktur. Wir werden solche Abbildungen später als lineare
Isomorphismen bezeichnen.

Im Allgemeinen wird L viele verschiedene Basen besitzen, nach den Ergebnis-
sen in Kapitel IV ist die Anzahl der Basisvektoren jedoch immer dieselbe. Diese
Zahl l wird als Dimension des Teilraums bezeichnet, wir schreiben

dim(L) = l.

Da L ein Teilraum von R7 ist, muss jedenfalls 0 ≤ l ≤ 7 gelten, wie wir später
sehen werden. Das Gauß’sche Eliminationsverfahren liefert einen effizienten Al-
gorithmus zur Bestimmung einer Basis b1, . . . , bl von L, wir werden dies unten an
unserem Beispiel ausführen, vgl. (I.14).

Die Parameterdarstellung ist gut geeignet (alle) Lösungen des Gleichungssy-
stems anzugeben. Soll umgekehrt überprüft werden ob ein gegebenes x ∈ R7 das
Gleichungssystem (I.4) erfüllt, dann lässt sich dies durch direktes Einsetzen in
die Gleichungen sofort beantworten. Dabei stellt sich allerdings die Frage, ob es
wirklich notwendig ist alle Gleichungen zu überprüfen oder ob vielleicht weniger
Gleichungen ausreichen. In unserem Beispiel (I.4) gilt etwa: Elf mal die erste Glei-
chung minus drei mal die zweite plus drei mal die dritte ergibt genau die fünfte
Gleichung. Die letzte Gleichung ist daher überflüssig, sie ist eine Konsequenz der
vorangehenden. Auch die vierte Gleichung lässt sich übrigens durch geschicktes
Kombinieren aus den ersten drei Gleichungen herleiten, auch sie ist redundant.
Es stellt sich nun heraus, dass es stets möglich ist L durch ein homogenes li-
neares Gleichngssystem mit 7 − l vielen Gleichungen zu beschreiben. Nebenbei,
zumindest ein solches Gleichungssystem lässt sich stets durch Weglassen geeigne-
ter Gleichungen in (I.4) erhalten. Wieviele und welche wegzulassen sind ist jedoch
ohne Rechnung nicht klar. Wir werden unten ein möglichst einfaches Gleichungs-
system für L angeben, siehe (I.13).

Nun da wir die Lösungen des homogenen Systems (I.4) zumindest qualitativ
gut verstehen, stellen wir folgende naheliegende Frage: Für welche y besitzt das
Gleichungssystem (I.1) wenigstens eine Lösung, bzw. wie lässt sich die Menge
dieser y, d.h. das Bild der Abbildung ψ,

W := ψ(R7) =
{
y ∈ R5

∣
∣ ∃x ∈ R7 : ψ(x) = y

}
,

gut beschreiben? Offensichtlich gilt 0 ∈ W , denn ψ(0) = 0. Aus (I.3) folgt sofort,
dassW einen Teilraum von R5 bildet, d.h. sind y, ỹ ∈ W , dann gilt auch y+ỹ ∈ W
und λy ∈ W , für alle λ ∈ R, vgl. Übungsaufgabe 2. Nach den oben erwähnten
Resultaten besitzt W daher eine Basis, d.h. es existieren Vektoren w1, . . . , wk ∈
W , sodass sich jedes y ∈ W auf eindeutige Weise in der Form

y = t1w1 + · · ·+ tkwk
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schreiben lässt, für geeignete Skalare t1, . . . , tk ∈ R. Auch W lässt sich daher in
linearer Weise parametrisieren,

Rk ∼=−→W,





t1
...
tk



 7→ t1w1 + · · ·+ tkwk, (I.6)

ist eine Bijektion, d.h. ein linearer Isomorphismus. Inbesondere gilt

W =
{
t1w1 + · · ·+ tkwk

∣
∣ t1, . . . , tk ∈ R

}
.

Soll umgekehrt von einem gegebenen y ∈ R5 überprüft werden, ob es in W
liegt, dann wäre ein Gleichungssystem für W besser geeignet. Analog zu L, lässt
sich W durch ein homogenes Gleichungssystem mit 5 − k vielen Gleichungen in
den Variablen y1, . . . , y5 beschreiben. Wir werden unten ein möglichst einfaches
solches Gleichungssytem angeben, siehe (I.10), und auch eine Basis w1, . . . , wk von
W explizit bestimmen, vgl. (I.11). Nebenbei, wenigstens eine der vielen Basen von
W lässt sich gewinnen, indem wir die Koeffizienten des Gleichungssystems (I.4)
als Vektoren in R5 auffassen, d.h. die Vektoren
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2
−1
1
2









,
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−1
3
−2
1









,









−9
−9
27
−18
9









,









1
9
13
−6
23









,









1
3
2
2
8









,









1
7
9
−4
17









,









3
11
9
2
27









,

betrachten und geeignete davon auswählen. Wieviele und welche dies sein sollen
ist jedoch nicht ganz offensichtlich.

Wir haben oben die Anzahl der Basisvektoren von W mit k bezeichnet, d.h.

dim(W ) = k.

Da W ein Teilraum von R5 ist, muss jedenfalls 0 ≤ k ≤ 5 gelten. Interessanter
Weise sind die Dimensionen von L und W nicht unabhängig voneinander. Nach
einer Dimensionsformel in Kapitel IV muss stets

l + k = dim(L) + dim(W ) = dim(R7) = 7 (I.7)

gelten. Insbesondere folgt l = 7− k ≥ 7− 5 = 2, d.h.

l = dim(L) ≥ 2.

Es sind daher mindestens zwei reelle Parameter notwendig, um den Lösungsraum
L in linearer Weise zu parametrisieren.

Wir wenden uns nun dem ursprünglichen Gleichungssystem (I.1) zu. Zu gege-
benem y ∈ W fragen wir: Wie lässt sich die Lösungsmenge des Systems ψ(x) = y
gut beschreiben? Wir geben auch ihr einen Namen,

Ly := {x ∈ R7 | ψ(x) = y}.
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Da y ∈ W gibt es zumindest eine Lösung ξy ∈ Ly, d.h. ψ(ξy) = y. Aus der
Linearität von ψ, siehe (I.3), folgt nun sofort, dass wir alle Lösungen des Systems
ψ(x) = y erhalten, in dem wir zu der speziellen Lösung ξy die Lösungen des
homogenen Systems addieren, d.h.

Ly = {ξy + x | ψ(x) = 0} = ξy + L.

Die Lösungsmenge Ly ensteht daher aus L durch Verschieben um ξy. Somit lässt
sich auch Ly parametrisieren,

φy : R
l ∼=−→ Ly, φy





s1
...
sl



 = ξy + s1b1 + · · ·+ slbl, (I.8)

ist eine Bijektion, siehe Übungsaufgabe 6.
Beachte, dass Ly im Allgemeinen keinen Teilraum bildet, denn jeder Teilraum

muss den Nullvektor enthalten, aber i.A. wird 0 /∈ Ly gelten. Auch die Parame-
trisierung φy ist i.A. nicht linear.

1 Allerdings ist sie affin, d.h. es gilt

φy
(
λs+ (1− λ)s̃

)
= λφy(s) + (1− λ)φy(s̃),

für alle s, s̃ ∈ Rl und λ ∈ R. Die Parametrisierung φy respektiert daher Konvex-
kombinationen.

Sind y, ỹ ∈ W und ξy ∈ Ly sowie ξỹ ∈ Lỹ spezielle Lösungen, d.h. ψ(ξy) = y
und ψ(ξỹ) = ỹ, dann gilt auch ψ(ξy + ξỹ) = y + ỹ und ψ(λξy) = λy, siehe (I.3),
d.h. ξy+ ξỹ ist eine spezielle Lösung des Gleichungssystems ψ(x) = y+ ỹ und λξy
ist eine spezielle Lösung von ψ(x) = λy. Tatsächlich existiert stets eine lineare
Abbilung ξ : R5 → R7, sodass ψ(ξ(y)) = y, für alle y ∈ W . In anderen Worten,
es ist stets möglich, die speziellen Lösungen so zu wählen, dass

ξy+ỹ = ξy + ξỹ und ξλy = λξy

gilt, für alle y, ỹ ∈ W und alle λ ∈ R. Wir werden unten soeine Abbildung ξ für
das Gleichungssystem (I.1) angeben, siehe (I.9).

Schließlich wollen wir das Gleichungssystem (I.1) auch explizit lösen und
schreiben es dazu nochmals an:

x1 −x2 −9x3 +x4 +x5 +x6 +3x7 = y1
2x1 −x2 −9x3 +9x4 +3x5 +7x6 +11x7 = y2
−x1 +3x2 +27x3 +13x4 +2x5 +9x6 +9x7 = y3
x1 −2x2 −18x3 −6x4 +2x5 −4x6 +2x7 = y4
2x1 +x2 +9x3 +23x4 +8x5 +17x6 +27x7 = y5

1In der Analysis werden Funktionen der Form f : R→ R, f(x) = ax+ b, als linear bezeich-
net. Diese Abbildungen sind nur dann linear im Sinn der linearen Algebra, wenn b = 0 gilt,
andernfalls ist ja f(x + x̃) = a(x + x̃) + b 6= ax + b + ax̃ + b = f(x) + f(x̃). In der linearen
Algebra werden solche Funktionen affin geannt.
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Addieren wir die erste Gleichung (−2)-mal zur zweiten, 1-mal zur dritten,
(−1)-mal zur vierten und (−2)-mal zur fünften Gleichung, so erhalten wir das
äquivalente Gleichungssystem:

x1 −x2 −9x3 +x4 +x5 +x6 +3x7 = y1
x2 +9x3 +7x4 +x5 +5x6 +5x7 = −2y1 +y2
2x2 +18x3 +14x4 +3x5 +10x6 +12x7 = y1 +y3
−x2 −9x3 −7x4 +x5 −5x6 −x7 = −y1 +y4
3x2 +27x3 +21x4 +6x5 +15x6 +21x7 = −2y1 +y5

Beachte, dass diese sogenannten Zeilenumformungen rückgängig gemacht werden
können, die beiden Systeme sind daher wirklich äquivalent.

Addieren wir nun die zweite Gleichung (−2)-mal zur dritten, 1-mal zur vierten
und (−3)-mal zur fünften Gleichung, so erhalten wir das äquivalente Gleichungs-
system:

x1 −x2 −9x3 +x4 +x5 +x6 +3x7 = y1
x2 +9x3 +7x4 +x5 +5x6 +5x7 = −2y1 +y2

x5 +2x7 = 5y1 −2y2 +y3
2x5 +4x7 = −3y1 +y2 +y4
3x5 +6x7 = 4y1 −3y2 +y5

Addieren wir die dritte Gleichung (−2)-mal zur vierten und (−3)-mal zur
fünften Gleichung, so erhalten wir das äquivalente Gleichungssystem:

x1 −x2 −9x3 +x4 +x5 +x6 +3x7 = y1
x2 +9x3 +7x4 +x5 +5x6 +5x7 = −2y1 +y2

x5 +2x7 = 5y1 −2y2 +y3
0 = −13y1 +5y2 −2y3 +y4
0 = −11y1 +3y2 −3y3 +y5

Subtrahieren wir die dritte Gleichung 1-mal von der ersten und 1-mal von der
zweiten erhalten wir das äquivalente Gleichungssystem:

x1 −x2 −9x3 +x4 +x6 +x7 = −4y1 +2y2 −y3
x2 +9x3 +7x4 +5x6 +3x7 = −7y1 +3y2 −y3

x5 +2x7 = 5y1 −2y2 +y3
0 = −13y1 +5y2 −2y3 +y4
0 = −11y1 +3y2 −3y3 +y5

Addieren wir schließlich die zweite Gleichung zur ersten so erhalten wir das
äquivalente Gleichungssystem:

x1 +8x4 +6x6 +4x7 = −11y1 +5y2 −2y3
x2 +9x3 +7x4 +5x6 +3x7 = −7y1 +3y2 −y3

x5 +2x7 = 5y1 −2y2 +y3
0 = −13y1 +5y2 −2y3 +y4
0 = −11y1 +3y2 −3y3 +y5
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Ist nun y ein Vektor in R5, dessen Komponenten den letzten beiden Gleichun-
gen genügen, dann besitzt das gesamte Gleichungssystem eine Lösung, wir können
uns nämlich x3, x4, x6 und x7 beliebig vorgeben, die anderen Komponenten x1, x2
und x5 sind dann durch die ersten drei Gleichungen eindeutig bestimmt. Wählen
wir etwa x3 = x4 = x6 = x7 = 0, erhalten wir die spezielle Lösung

ξy =












−11y1 + 5y2 − 2y3
−7y1 + 3y2 − y3

0
0

5y1 − 2y2 + y3
0
0












= y1












−11
−7
0
0
5
0
0












+ y2












5
3
0
0
−2
0
0












+ y3












−2
−1
0
0
1
0
0












. (I.9)

Der Teilraum jener y ∈ R5, für die das Gleichungssystem eine Lösung besitzt ist
daher durch die letzten beiden Gleichungen beschrieben, d.h.

W =

{

y ∈ R5

∣
∣
∣
∣

−13y1 +5y2 −2y3 +y4 = 0
−11y1 +3y2 −3y3 +y5 = 0

}

. (I.10)

Wollen wir Vektoren y in W finden, so können wir uns die Komponenten y1, y2
und y3 beliebig vorgeben, die beiden Gleichungen in (I.10) bestimmen dann die
restlichen Komponenten y4 und y5 eindeutig. Etwa sind

w1 =









1
0
0
13
11









, w2 =









0
1
0
−5
−3









, w3 =









0
0
1
2
3









(I.11)

aus W , und jedes Element von y ∈ W lässt sich in der Form

y = t1









1
0
0
13
11









+ t2









0
1
0
−5
−3









+ t3









0
0
1
2
3









=









t1
t2
t3

13t1 − 5t2 + 2t3
11t1 − 3t2 + 3t3









(I.12)

schreiben, wobei die Skalare t1, t2, t3 ∈ R eindeutig bestimmt sind. Dies bedeutet
gerade, dass die Vektoren w1, w2 und w3 eine Basis von W bilden, es gilt daher

dim(W ) = k = 3.

Die lineare Parametrisierung R3
∼=−→ W ist durch (I.12) gegeben, vgl. (I.6).

Für den Lösungsraum des assozierten homogenen Gleichungssystems gilt

L =






x ∈ R7

∣
∣
∣
∣
∣

x1 +8x4 +6x6 +4x7 = 0
x2 +9x3 +7x4 +5x6 +3x7 = 0

x5 +2x7 = 0






. (I.13)
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Wollen wir Vektoren in L finden, können wir uns die Komponenten x7, x6, x4
und x3 beliebig vorgeben, die restlichen Komponenten sind dann durch die drei
Gleichungen bestimmt. So erhalten wir die folgenden Elemente von L

b1 =












−4
−3
0
0
−2
0
1












, b2 =












−6
−5
0
0
0
1
0












, b3 =












−8
−7
0
1
0
0
0












, b4 =












0
−9
1
0
0
0
0












. (I.14)

Jedes x ∈ L lässt sich damit in der Form

x = s1












−4
−3
0
0
−2
0
1












+ s2












−6
−5
0
0
0
1
0












+ s3












−8
−7
0
1
0
0
0












+ s4












0
−9
1
0
0
0
0












=












−4s1 − 6s2 − 8ss
−3s1 − 5s2 − 7s3 − 9s4

s4
s3
−2s1
s2
s1












schreiben, für eindeutig bestimmte Skalare s1, s2, s3, s4 ∈ R. Dies ist also die
gesuchte Parametrisierung φ : R4 → L, siehe (I.5). Die Vektoren b1, b2, b3, b4
bilden daher eine Basis von L, es ist somit

dim(L) = l = 4.

Beachte, dass tatsächlich k + l = 7 gilt, vgl. (I.7).
Damit ist das Gleichungssystem (I.1) vollständig gelöst. Die Beschreibung

(I.10) von W sagt uns für welche y ∈ R5 Lösungen existieren. Ist y ∈ W , d.h.
existiert wenigstens eine Lösung, dann lassen sich alle Lösungen x von (I.1) in
der Form

x =












−11y1 + 5y2 − 2y3
−7y1 + 3y2 − y3

0
0

5y1 − 2y2 + y3
0
0












+ s1












−4
−3
0
0
−2
0
1












+ s2












−6
−5
0
0
0
1
0












+ s3












−8
−7
0
1
0
0
0












+ s4












0
−9
1
0
0
0
0












schreiben, wobei die Skalare s1, s2, s3, s4 ∈ R eindeutig bestimmt sind. Dies ist
also die gesuchte Parametrisierung φy : R

4 → Ly, vgl. (I.8).

I.2. Geometrische Interpretation. Nach Wahl eines kartesischen Koor-
dinatensystems lassen sich Punkte der Euklidischen Ebene mit Elementen von
R2 identifizieren. Der Koordinatenursprung entspricht dabei dem Vektor 0 ∈ R2.
Diese Identifizierung erlaubt es geometrische Konstruktionen und Probleme in
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algebraische zu übersetzen. Etwa lässt sich jede Gerade g der Ebene durch eine
lineare Gleichung beschreiben, d.h. es existieren 0 6= (a, b) ∈ R2 und c ∈ R, sodass

g =

{(
x
y

)

∈ R2 : ax+ by = c

}

.

Der Schnitt von zwei Geraden entspricht daher der Lösungsmenge eines linearen
Gleichungssystems mit zwei Gleichungen in den Unbekannten x und y. Das geo-
metrische Problem den Schnitt zweier Geraden zu bestimmen führt daher auf ein
algebraisches Problem, nämlich ein lineares Gleichungssystem, das sich mit den
Methoden der linearen Algebra (sehr leicht) lösen lässt.

Darüber hinaus lassen sich einige interessante geometrische Transformationen
mit linearer Algebra studieren. Ist etwa λ > 0, dann enspricht die Abbildung

R2 → R2,

(
x
y

)

7→ λ

(
x
y

)

,

einer beim Koordinatenursprung zentrierten Streckung um den Faktor λ. Für
fixes

(
x̃
ỹ

)
∈ R2 entspricht die Abbildung

R2 → R2,

(
x
y

)

7→
(
x
y

)

+

(
x̃
ỹ

)

,

einer Translation. Die Abbildung

ρα : R
2 → R2, ρα

(
x
y

)

=

(
x cosα− y sinα
x sinα + y cosα

)

,

beschreibt eine beim Koordinatenursprung zentrierte Drehung um den Winkel α.
Beachte, dass diese Abbildungen ρ linear ist, d.h. es gilt

ρα
(
( xy ) +

(
x̃
ỹ

))
= ρα (

x
y ) + ρα

(
x̃
ỹ

)
und ρα (λ (

x
y )) = λ ρα (

x
y ) ,

für beliebige ( xy ) ,
(
x̃
ỹ

)
∈ R2 und alle λ ∈ R. Die Abbildung

σ : R2 → R2, σ

(
x
y

)

=

(
x
−y

)

,

entspricht offensichtlich einer Spiegelung an der x-Achse. Also beschreibt

σα = ρα ◦ σ ◦ ρ−1
α : R2 → R2,

(
x
y

)

7→
(
x cos(2α) + y sin(2α)
x sin(2α)− y cos(2α)

)

eine Spiegelung an der Geraden durch den Koordinatenursprung, die mit der x-
Achse den Winkel α einschließt. Auch σα ist eine lineare Abbildung. Schließlich
sei noch erwähnt, dass Orthogonalprojektionen auf Geraden durch den Koordi-
natenursprung ebenfalls durch lineare Abbildungen beschrieben werden können.

Analog lassen sich Punkte des 3-dimensionalen Euklidischen Raums nach
Wahl eines kartesischen Koordinatensystems mit Elementen von R3 identifizie-
ren. Jede Ebene ε im Raum entspricht dabei der Lösungsmenge einer linearen
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Gleichung, d.h. es existieren 0 6= (a, b, c) ∈ R3 und d ∈ R, sodass

ε =
{(

x
y
z

)

: ax+ by + cz = d
}

.

Der Durchschnitt zweier Ebenen entspricht somit der Lösungsmenge eines linea-
ren Gleichungssystems mit zwei Gleichungen in den Unbekannten x, y, z und lässt
sich daher mit den Methoden der linearen Algebra (sehr leicht) bestimmen. Auch
können interessante geometrische Transformationen des Euklidischen Raums wie
Spiegelungen, Rotationen, Orthogonalprojektionen, u.s.w. durch lineare Abbil-
dungen beschrieben werden.

Wie wir oben gesehen haben, besitzt die lineare Algebra zweifellos Anwendun-
gen in der Euklidischen Geometrie. Wahrscheinlich wichtiger ist jedoch folgender
Aspekt. Gleichungssysteme in zwei oder drei Variablen haben geometrische Inter-
pretationen, für die wir eine sehr ausgeprägte Intuition besitzen. Diese Intuition
hilft uns, die bei größeren Gleichungssystemen auftretenden Phänomene besser
zu begreifen. Wir wollen das noch an einem Beispiel erläutern, und betrachten
ein homogenes Gleichungssystem in drei Variablen x, y und z,

a1x+ b1y + c1z = 0

a2x+ b2y + c2z = 0

mit Koeffizienten 0 6= (a1, b1, c1) ∈ R3 und 0 6= (a2, b2, c2) ∈ R3. Die geometrische
Interpretation der Lösungsmenge als Durchschnitt zweier Ebenen zusammen mit
unserer geometrischen Intuition lässt uns vermuten, dass dann wohl eine ganze
Gerade in der Lösungsmenge des Systems enthalten sein muss. Dies ist tatsächlich
der Fall, formal lässt sich dies aus der weiter oben erwähnten Dimensionsfor-
mel herleiten. Allgemeiner folgt aus dieser Dimensionsformel: Jedes homogene
Gleichungssystem mit m Gleichungen in n Variablen, wobei n ≥ m, hat einen
mindestens (n−m)-dimensionalen Lösungsraum. Wir können dieses algebraische
Resultat zu einem gewissen Grad geometrisch begreifen.



II. Vektorräume und lineare Abbildungen

Gleichungssysteme mit komplexen oder rationalen Koeffizienten lassen sich
genau wie reelle Gleichungssysteme lösen. Wichtig dabei ist nur, dass die Ko-
effizienten in einem Körper liegen. Alle diese Fälle können bequem gleichzeitig
behandelt werden. Wir beginnen dieses Kapitel daher mit der Definition von
Vektorräumen über beliebigen Körpern K. Die für uns hier wichtigsten Beispiele
werden Kn und Teilräume davon sein. Anschließend werden wir lineare Abbil-
dungen zwischen Vektorräumen einführen und einige einfache Eigenschaften her-
leiten. Lineare Abbildungen von Kn nach Km lassen sich effizient durch Matrizen
beschreiben, wir werden diesen Zusammenhang in Abschnitt II.4 eingehend dis-
kutieren. In Abschnitt II.5 werden wir besprechen, wie Vektorräume als Summe
von Teilräumen zerlegt werden können, und was dies mit (speziellen) Lösungen
linearer Gleichungssysteme zu tun hat. Im letzten Abschnitt II.6 werden wir mit
den Quotientenräumen die ersten Vektorräumen kennen lernen, die nicht in of-
fensichtlicher Weise als Teilräume von Funktionenräumen auftreten.

II.1. Vektorräume. Wir erinnern uns an den Begriff eines Körpers. Eine

Menge K zusammen mit zwei Verknüpfungen K×K
+−→ K und K×K

·−→ K wird
Körper genannt, falls die folgenden sogenannten Körperaxiome gelten:

(K1) ∀λ, µ, ν ∈ K : (λ+ µ) + ν = λ+ (µ+ ν)
(K2) ∃0 ∈ K ∀µ ∈ K : µ+ 0 = 0
(K3) ∀µ ∈ K ∃(−µ) ∈ K : µ+ (−µ) = 0
(K4) ∀λ, µ ∈ K : λ+ µ = µ+ λ
(K5) ∀λ, µ, ν ∈ K : (λµ)ν = λ(µν)
(K6) ∃1 ∈ K : 1 6= 0 ∧ ∀λ ∈ K : λ1 = λ
(K7) ∀λ ∈ K \ {0} ∃λ−1 ∈ K : λλ−1 = 1
(K8) ∀λ, µ ∈ K : λµ = µλ
(K9) ∀λ, µ, ν ∈ K : λ(µ+ ν) = λµ+ λν

Ist K ein Körper, dann bildet K bezüglich der Addition eine abelsche Gruppe
mit neutralem Element 0. Darüber hinaus ist auch K \ {0} bezüglich der Multi-
plikation eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1. Das Distributivgesetz
(K9) garantiert eine gewisse Verträglichkeit zwischen Addition und Multiplikati-
on. Einfache Konsequenzen aus den Körperaxiomen, wie z.B. ∀λ ∈ K : 0λ = 0, die
Eindeutigkeit der beiden neutralen Elemente 0 und 1, oder die Nullteilerfreiheit,
werden wir im Folgenden als bekannt voraussetzen, siehe etwa [7, Kapitel 5].
Auch werden wir üblichen Konventionen folgen und schreiben etwa λµν statt
(λµ)ν = λ(µν) und manchmal λ

µ
für λµ−1.

Als wichtige Beispiele von Körpern sind jedenfalls R, C, Q und Zp zu nen-
nen, wobei p eine Primzahl bezeichnet. Beachte, dass Zp nur aus endlich vielen
Elementen besteht. Der kleinste Körper, Z2, besteht überhaupt nur aus 0 und 1.

Ist K ein Körper, dann existiert ein eindeutiger Ringhomomorphismus Z→ K,
der 1 ∈ Z auf 1 ∈ K abbildet. Jede ganze Zahl n ∈ Z können wir daher auch

13
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als Element von K auffassen, etwa gilt 2 = 1 + 1, 3 = 1 + 1 + 1, u.s.w. Beachte
jedoch, dass in manchen Körpern und für manche n ∈ N sehr wohl n = 0 ∈ K
gelten kann, etwa haben wir im Körper Z2 die Relation 2 = 1 + 1 = 0.

II.1.1. Definition (Vektorraum). Unter einem Vektorraum über einem Kör-
per K verstehen wir eine Menge V zusammen mit zwei Verknüpfungen,

V × V +−→ V und K× V .−→ V,

die folgenden acht Axiomen, den sogenannten Vektorraumaxiomen, genügen:

(V1) ∀u, v, w ∈ V : (u+ v) + w = u+ (v + w)
(V2) ∃0 ∈ V ∀v ∈ V : v + 0 = v
(V3) ∀v ∈ V ∃(−v) ∈ V : v + (−v) = 0
(V4) ∀v, w ∈ V : v + w = w + v
(V5) ∀λ, µ ∈ K ∀v ∈ V : λ(µv) = (λµ)v
(V6) ∀λ ∈ K ∀v, w ∈ V : λ(v + w) = λv + λw
(V7) ∀λ, µ ∈ K ∀v ∈ V : (λ+ µ)v = λv + µv
(V8) ∀v ∈ V : 1v = v

Die beiden Verknüpfungen werden als (Vektor-)Addition bzw. Skalarmul-
tiplikation bezeichnet. Elemente eines Vektorraums werden Vektoren genannt.
Ein Vektorraum über K wird oft auch als K-Vektorraum bezeichnet. Ist der
Grundkörper K = R, so sprechen wir von einem reellen Vektorraum, im Fall
K = C von einem komplexen Vektorraum.

Es sei V ein Vektorraum über K. Aufgrund von Axiom (V1) können wir bei
mehrfachen Summen auf die Klammersetzung verzichten und schreiben meist
u+ v + w, v1 + · · ·+ vn oder

∑n
i=1 vi.

Nach Axiom (V2) existiert 0 ∈ V , sodass v + 0 = v für jedes v ∈ V . Der
Vektor 0 ist durch diese Eigenschaft eindeutig bestimmt, ist nämlich o ∈ V ein
weiteres Element mit v + o = v für alle v ∈ V , so erhalten wir mit Hilfe von
Axiom (V4) sofort 0 = 0+ o = o+0 = o. Dieses additiv neutrale Element 0 wird
Nullvektor genannt. Nach Axiom (V4) gilt jedes v ∈ V auch v + 0 = v = 0 + v.

Nach Axiom (V3) existiert zu jedem v ∈ V ein Element −v ∈ V , sodass
v + (−v) = 0. Dieser Vektor −v ist eindeutig bestimmt, ist nämlich v′ ∈ V ein
weiteres Element mit v + v′ = 0, dann folgt mit Hilfe von Axiom (V4) sofort
v′ = v′+0 = v′+(v+(−v)) = (v′+v)+(−v) = (v+v′)+(−v) = 0+(−v) = −v.
Nach Axiom (V4) gilt für beliebiges v ∈ V auch v+(−v) = 0 = (−v)+v. Weiters
ist −0 = 0, denn 0 + 0 = 0. Für v, w ∈ V haben wir −(v + w) = (−v) + (−w),
denn (v + w) + ((−v) + (−w)) = (v + (−v)) + (w + (−w)) = 0 + 0 = 0. Beachte
auch −(−v) = v.

In jedem Vektorraum gilt die Kürzungsregel

∀u, v, w ∈ V : u+ v = w + v ⇒ u = w,

denn aus u + v = w + v folgt u = u + 0 = u + (v + (−v)) = (u + v) + (−v) =
(w + v) + (−v) = w + (v + (−v)) = w + 0 = w.
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Bis jetzt haben wir nur die Axiome (V1) bis (V4) verwendet, die in den vor-
angehenden Absätzen besprochenen Eigenschaften gelten daher in allgemeinen
abelschen Gruppen, siehe [7, Abschnitt 5.2]. Wir widmen uns nun dem Zusam-
menspiel von Addition und Skalarmultiplikation.

Für jedes λ ∈ K gilt

λ0 = 0,

denn aus Axiom (V6) folgt 0 + λ0 = λ0 = λ(0 + 0) = λ0 + λ0 und wegen oben
erwähnter Kürzungsregel daher 0 = λ0.

Für jedes v ∈ V gilt

0v = 0,

denn aus Axiom (V7) erhalten wir 0 + 0v = 0v = (0 + 0)v = 0v + 0v und wegen
der Kürzungsregel oben daher 0 = 0v.

Es gilt auch folgende Umkehrung der vorangehenden beiden Aussagen:

∀λ ∈ K ∀v ∈ V : λv = 0⇒ λ = 0 oder v = 0.

Ist nämlich λv = 0 und λ 6= 0, dann erhalten wir mit Hilfe der Axiome (V5) und
(V8) sofort v = 1v = (λ−1λ)v = λ−1(λv) = λ−10 = 0.

Für beliebiges v ∈ V gilt

−v = (−1)v,
denn nach (V7) und (V8) ist v + (−1)v = 1v + (−1)v = (1 + (−1))v = 0v = 0.

Schließlich haben wir auch

λ(−v) = −(λv) = (−λv),

für alle λ ∈ K und v ∈V, denn mit Hilfe von Axiom (V5) folgt λ(−v) =
λ((−1)v) = (λ(−1))v = (−λ)v = ((−1)λ)v = (−1)(λv) = −λv.

Um die Notation zu vereinfachen, schreiben wir von nun an v − w für v +
(−w). Auch verzichten wir bei Skalarmultiplikationen oft auf Klammersetzung
und schreiben meist λµv statt λ(µv) = (λν)v, falls λ, µ ∈ K und v ∈ V , vgl.
Axiom (V5). Nach obigen Bemerkungen ist dies mit den vertrauten Rechenregeln
verträglich.

II.1.2. Beispiel. Wir können jeden Körper K als K-Vektorraum auffassen.

II.1.3. Beispiel. Es sei K ein Körper und n ∈ N. Auf der Menge aller n-Tupel
von Elementen aus K,

Kn :=











x1
...
xn



 : x1, . . . , xn ∈ K






,
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definieren wir Addition, Kn×Kn +−→ Kn, und Skalarmultiplikation, K×Kn ·−→ Kn,
komponentenweise, d.h. durch





x1
...
xn



+





y1
...
yn



 :=





x1 + y1
...

xn + yn



 und λ





x1
...
xn



 :=





λx1
...

λxn





wobei λ ∈ K. Mit diesen Operationen wird Kn zu einem Vektorraum über K, die
Vektorraumaxiome folgen sofort aus den entsprechenden Körperaxiomen, siehe
Übungsaufgabe 11 oder [7, Kapitel 7]. Insbesondere ist Rn ein reeller Vektorraum
und Cn ein komplexer Vektorraum. Etwa gilt in C3,




1 + 2i
3− 4i

i



 +





5
6i

2− i



 =





6 + 2i
3 + 2i

2



 und (2 + i)





4 + 3i
−2i
7



 =





5 + 10i
2− 4i
14 + 7i



 .

II.1.4. Bemerkung. Die Wahl eines kartesischen Koordinatensystems ermö-
glicht es Elemente von R, R2 bzw. R3 mit Punkten der Gerade, der Ebene bzw.
des Raums zu identifizieren, siehe [7, Kapitel 7]. In diesem Bild besitzen die
Vektorraumoperationen geometrische Interpretationen. Skalarmultiplikation mit
0 6= λ ∈ R, d.h. die Abbildung x 7→ λx, entspricht einer Streckung um den Faktor
λ, zentriert beim Ursprung des Koordinatensystems. Für fixes y entspricht die
Abbildung x 7→ x+ y einer Translation um y.

II.1.5. Beispiel. Über jedem Körper K gibt es einen Vektorraum der nur aus
einem Element, dem Nullvektor, besteht. Wir bezeichnen diesen triviale Vektor-
raum mit {0}, K0 oder 0.

II.1.6. Beispiel (Funktionenräume). Es sei X eine Menge und V ein Vek-
torraum über einem Körper K. Es bezeichne F (X, V ) = V X die Menge aller
Abbildungen X → V . Die Summe zweier Abbildungen f, g ∈ F (X, V ) wird
punktweise definiert, d.h.

f + g : X → V, (f + g)(x) := f(x) + g(x).

Für λ ∈ K und f ∈ F (X, V ) definieren wir analog

λf : X → V, (λf)(x) := λf(x).

Mit diesen Operationen wird F (X, V ) zu einem K-Vektorraum. Etwa haben wir
für f, g, h ∈ F (X, V ) und x ∈ X
(
(f + g) + h

)
(x) = (f + g)(x) + h(x) =

(
f(x) + g(x)

)
+ h(x)

= f(x) +
(
g(x) + h(x)

)
= f(x) + (g + h)(x) =

(
f + (g + h)

)
(x).

Da dies für alle x ∈ X gilt, erhalten wir (f + g) + h = f + (g + h), also genügt
F (X, V ) dem Vektorraumaxiom (V1). Auch Axiom (V2) ist erfüllt, die konstante
Nullfunktion, 0 : X → V , 0(x) := 0, ist neutrales Element der Addition, denn für
jedes f ∈ F (X, V ) und x ∈ X gilt (f + 0)(x) = f(x) + 0(x) = f(x) + 0 = f(x),
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also f + 0 = f . Das additive Inverse von f ∈ F (X, V ) ist durch −f : X → V ,
(−f)(x) := −f(x), gegeben, denn für jedes x ∈ X gilt (f + (−f))(x) = f(x) +
(−f)(x) = f(x)− f(x) = 0, also f + (−f) = 0. Damit ist auch Axiom (V3) für
F (X, V ) verifiziert. Für λ ∈ K, f, g ∈ F (X, V ) und x ∈ X haben wir
(
λ(f + g)

)
(x) = λ(f + g)(x) = λ

(
f(x) + g(x)

)

= λf(x) + λg(x) = (λf)(x) + (λg)(x) = (λf + λg)(x).

Da dies für alle x ∈ X gilt, erhalten wir λ(f + g) = λf + λg, d.h. F (X, V )
genügt Axiom (V6). Völlig ananlog lassen sich die verbleibenden Vektorraumaxio-
me überprüfen, siehe Übungsaufgabe 13.

Wählen wir speziell V = K, so sehen wir, dass F (X ;K), d.h. die Menge aller
K-wertigen Funktionen auf X , bezüglich punktweiser Addition und Skalarmulti-
plikation einen K-Vektorraum bilden. Etwa bilden die reellwertigen Funktionen
auf einem Intervall, F ([a, b],R), einen reellen Vektorraum. FürX = N ist F (N,R)
die Menge aller Folgen in R, diese bilden daher bezüglich gliedweiser Addition
und Skalarmultiplikation ebenfalls einen Vektorraum.

II.1.7. Bemerkung (Funktionen als Algebra). K-wertige Funktionen können
auch in naheliegender Weise multipliziert werden, für f, g ∈ F (X,K) wird ihr
Produkt fg ∈ F (X,K) punktweise, d.h. durch

fg : X → K, (fg)(x) := f(x)g(x),

definiert, x ∈ X . Diese Verknüpfung ist assoziativ und kommutativ, d.h. es gilt
f(gh) = (fg)h sowie fg = gf für beliebige f, g, h ∈ F (X,K). Die konstante
Einsfunktion, 1 ∈ F (X,K), ist neutrales Element bezüglich der Multiplikation,
d.h. für alle f ∈ F (X,K) gilt 1f = f = f1. Die Multiplikation ist mit der
Vektorraumstruktur verträglich, es gilt f(g1 + g2) = fg1 + fg2, (f1 + f2)g =
f1g + f2g und f(λg) = λ(fg) = (λf)g, für beliebige f, f1, f2, g, g1, g2 ∈ F (X ;K)
und λ ∈ K. Dies bedeutet gerade, dass F (X,K) eine kommutative K-Algebra mit
Eins2 bildet, vgl. Übungsaufgabe 14.

II.1.8. Beispiel (Polynome). Sei K ein Körper. Unter einem Polynom mit
Koeffizienten in K verstehen wir einen formalen Ausdruck der Form

p0 + p1z + p2z
2 + p3z

3 + · · ·
wobei die Koeffizienten pi ∈ K fast alle verschwinden, d.h. alle bis auf endlich
viele pi gleich 0 sind. Zwei Polynome werden als gleich betrachtet, wenn alle ihre

2Unter einer K-Algebra verstehen wir einen K-Vektorraum A zusammen mit einer Ver-
knüpfung A × A → A, der sogenannten Multiplikation, sodass a(b1 + b2) = ab1 + ab2,
a(λb) = λ(ab), (a1 + a2)b = a1b + a2b und (λa)b = λ(ab), für alle a, a1, a2, b, b2, b2 ∈ A
und λ ∈ K. Die Algebra wird assoziativ genannt, wenn a(bc) = (ab)c für alle a, b, c ∈ A gilt.
Ein Element e ∈ A mit ae = a = ea für alle a ∈ A, wird Einselement von A genannt. Dieses
neutrale Element der Multiplikation ist dann eindeutig bestimmt und wir sprechen von einer
assoziativen Algebra mit Eins. Gilt darüber hinaus ab = ba für alle a, b ∈ A, dann wird A
kommutativ gennant.
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Koeffizienten überein stimmen. Die Menge aller Polynome mit Koeffizienten in K
bezeichnen wir mit K[z]. Sind p, q ∈ K[z] zwei Polynome, p = p0+p1z+p2z

2+ · · ·
und q = q0 + q1z + q2z

2 + · · · , so wird ihre Summe koeffizientenweise definiert,

p+ q := (p0 + q0) + (p1 + q1)z + (p2 + q2)z
2 + (p3 + q3)z

3 + · · ·
Offensichtlich ist dann p + q wieder ein Polynom, d.h. p + q ∈ K[z]. Analog
definieren wir Skalarmultiplikation mit λ ∈ K durch

λp := (λp0) + (λp1)z + (λp2)z
2 + (λp3)z

3 + · · ·
und erhalten ein Polynom λp ∈ K[z]. Mit diesen Verknüpfungen wird K[z] zu
einem Vektorraum über K. Dabei ist das Nullpolynom, 0 := 0 + 0z + 0z2 + · · · ,
das additiv neutrale Element, d.h. 0+ p = p = p+0 für alle p ∈ K[z]. Meist wer-
den bei Polynomen nur jene Potenzen von z angeschrieben, deren Koeffizienten
verschieden von 0 sind. Etwa sind p = 2− z+4z2−7z5 und q = z− z3 zwei reelle
Polynome für die p+ q = 2 + 4z2 − z3 − 7z5 und 7q = 7z − 7z3 gilt.

II.1.9. Bemerkung (Polynome als Algebra). Auch Polynome können multi-
pliziert werden. Sind p =

∑

i piz
i = p0 + p1z + p3z

2 + · · · und q =
∑

j qjz
j =

q0+ q1z+ q2z
2+ · · · zwei Polynome in K[z], so wird ihr Produkt pq ∈ K[z] durch

pq = p0p0 +
(
p0q1 + p1q0

)
z +

(
p0q2 + p1q1 + p2q0

)
z2 + · · ·+

(
∑

i+j=k

piqj

)

zk

d.h. durch formales Ausmultiplizieren definiert. Etwa ist das Produkt der Polyno-
me p = 2+3z+4z2 und q = 1+z−z2 gleich pq = 2+5z+5z2+z3−4z4. Die Mul-
tiplikation von Polynomen ist assoziativ, d.h. für p, q, r ∈ K[z] gilt p(qr) = (pq)r,
denn

p(qr) =
(∑

i

piz
i
)((∑

j

qjz
j
)(∑

k

rkz
k
))

=
(∑

i

piz
i
)(∑

l

(∑

j+k=l

qjrk

)

zl
)

=
∑

m

(
∑

i+l=m

pi
∑

j+k=l

qjrk

)

zm =
∑

m

(
∑

i+j+k=m

piqjrk

)

zm

und dies stimmt mit dem Polynom

(pq)r =

((∑

i

piz
i
)(∑

j

qjz
j
))(∑

k

rkz
k
)

=

((∑

i+j=l

piqj

)

zl
)(∑

k

rkz
k
)

=
∑

m

(
∑

l+k=m

(∑

i+j=l

piqj

)

rk

)

zm =
∑

m

(
∑

i+j+k=m

piqjrk

)

zm
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überein. Für p, q ∈ K[z] gilt auch pq = qp, d.h. die Multiplikation von Polynomen
ist kommutativ. Das Einspolynom, 1 = 1 + 0z + 0z2 + · · · ist neutrales Element
der Multiplikation, d.h. 1p = p = p1 für alle p ∈ K[z]. Schließlich ist die Multi-
plikation von Polynomen auch mit der Vektorraumstruktur auf K[z] verträglich,
es gilt r(p + q) = rp + rq, (p + q)r = pr + qr sowie p(λq) = λ(pq) = (λp)q, für
beliebige Polynome p, q, r ∈ K[z] und λ ∈ K. Dies bedeutet gerade, dass K[z]
eine kommutative K-Algebra mit Eins bildet, vgl. Übungsaufagbe 15.

II.2. Teilräume. Suchen wir nach Teilmengen eines Vektorraums, die selbst
einen Vektorraum bilden, werden auf den Begriff des Teilraums geführt.

II.2.1. Definition (Teilraum). Es sei V ein Vektorraum über K. Eine nicht
leere Teilmenge W ⊆ V wird Teilraum von V genannt, wenn sie abgeschlossen
unter Addition und Skalarmultiplikation ist. In anderen Worten, eine nicht leere
Teilmenge W ⊆ V ist genau dann Teilraum von V , wenn sie folgenden beiden
Bedingungen genügt:

(a) ∀w1, w2 ∈ W : w1 + w2 ∈ W
(b) ∀λ ∈ K ∀w ∈ W : λw ∈ W

II.2.2. Bemerkung. Ist W ein Teilraum von V , dann gilt 0 ∈ W . Nach
Definition ist W nämlich nicht leer, also existiert w ∈ W . Aus (b) folgt daher
0w ∈ W . Da 0w = 0, erhalten wir somit auch 0 ∈ W .

II.2.3. Bemerkung. Ist W ein Teilraum von V und w ∈ W , dann gilt auch
−w ∈ W . Nach (b) gilt nämlich (−1)w ∈ W , und da (−1)w = −w folgt −w ∈ W .

Ist W ein Teilraum von V , dann schränken sich Addition und Skalarmultipli-

kation in V zu AbbildungenW×W +−→W und K×W ·−→W ein. Dadurch wirdW
selbst zu einem Vektorraum. Die Gültigkeit der Axiome (V1) und (V4) – (V8) für
V impliziert sofort, dass diese Axiome auch fürW gelten. Nach Bemerkung II.2.2
ist auch (V2) für W erfüllt. Nach Bemerkung II.2.3 genügt W schließlich auch
Axiome (V3). Wir halten dies in folgender Proposition fest.

II.2.4. Proposition (Teilräume als Vektorräume). Sei V ein K-Vektorraum
und W ein Teilraum von V . Dann bildet W bezüglich der eingeschränkten Ver-
knüpfungen selbst einen K-Vektorraum.

II.2.5. Bemerkung. {0} und V sind stets Teilräume von V .

II.2.6. Proposition (Durchschnitt von Teilräumen). Ist Wi, i ∈ I, eine
Familie von Teilräumen eines Vektorraums V , so bildet auch deren Durchschnitt,
⋂

i∈IWi, einen Teilraum von V .

Beweis. Zunächst ist der Durchschnitt jedenfalls nicht leer, denn nach Be-
merkung II.2.2 gilt 0 ∈ ⋂i∈IWi. Um die Abgeschlossenheit unter der Addition
zu überprüfen seien nun w,w′ ∈ ⋂i∈IWi. Für jedes i ∈ I gilt daher w,w′ ∈ Wi.
Da Wi einen Teilraum bildet folgt w + w′ ∈ Wi. Somit ist w + w′ ∈ ⋂i∈IWi,
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und der Durchschnitt daher abgeschlossen unter Addition. Um die Abgeschlos-
senheit unter Skalarmultiplikation zu zeigen seien nun λ ∈ K und w ∈ ⋂i∈IWi.
Für jedes i ∈ I gilt daher w ∈ Wi. Da Wi einen Teilraum bildet folgt λw ∈ Wi.
Somit ist λw ∈ ⋂i∈IWi und der Durchschnitt daher auch abgeschlossen unter
Skalarmultiplikation. �

II.2.7. Beispiel. Sind n,m ∈ N und aij ∈ K, dann bildet die Menge










x1
...
xn



 ∈ Kn

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11x1 + · · ·+ a1nxn = 0
...

am1x1 + · · ·+ amnxn = 0







einen Teilraum von Kn. Die Lösungsmenge eines homogenen Gleichungssystems
ist daher stets ein Teilraum. Wir werden später sehen, dass sich jeder Teilraum
von Kn in dieser Form darstellen lässt, für geeignete m ∈ N0 und aij ∈ K. Auch






x1





a11
...
am1



+ · · ·+ xn





a1n
...

amn





∣
∣
∣
∣
∣
∣

x1, . . . , xn ∈ K






,

d.h. die Teilmenge aller Vektoren y ∈ Km, für die das Gleichungssystem

a11x1 + · · ·+ a1nxn = y1
...

am1x1 + · · ·+ amnxn = ym

wenigstens eine Lösung besitzt, bildet einen Teilraum von Km. Wir werden später
sehen, dass sich jeder Teilraum von Km in dieser Form beschreiben lässt, für
geeignete n ∈ N0 und aij ∈ K.

II.2.8. Beispiel (Teilräume von K). Der Vektorraum K = K1 besitzt außer
den beiden trivialen Teilräumen {0} und K keine weiteren Teilräume. Ist nämlich
W ⊆ K ein Teilraum und W 6= {0}, dann existiert w ∈ W mit 0 6= w, also
λ = (λw−1)w ∈ W für jedes λ ∈ K, und daher W = K.

II.2.9. Beispiel (Teilräume von K2). Neben den trivialen Teilräumen {0}
und K2 bildet auch jede Teilmenge der Form

〈a〉 =
{
λ ( a1a2 )

∣
∣ λ ∈ K

}
=
{
( x1x2 )

∣
∣ a2x1 − a1x2 = 0

}
,

wobei 0 6= a = ( a1a2 ) ∈ K2, einen Teilraum von K2. Wir wollen uns nun überlegen,
dass dies schon alle Teilräume von K2 sind. Sei dazu W ⊆ K2 ein beliebiger Teil-
raum und {0} 6= W . Dann existiert 0 6= a ∈ W und wegen der Abgeschlossenheit
von W unter Skalarmultiplikation erhalten wir 〈a〉 ⊆ W . Ist 〈a〉 6= W , dann exi-
stiert also b ∈ W \〈a〉. Wir bezeichnen die Koordinaten von a und b mit a = ( a1a2 )
und b =

(
b1
b2

)
, a1, a2, b1, b2 ∈ K. Aus a 6= 0 und b /∈ W folgt d := a1b2 − a2b1 6= 0.
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Da W abgeschlossen unter Addition und Skalarmultiplikation ist, erhalten wir
für jeden Vektor ( x1x2 ) ∈ K2,

(
x1
x2

)

=
x1b2 − x2b1

d

(
a1
a2

)

+
x2a1 − x1a2

d

(
b1
b2

)

∈ W,

und somit W = K2. Insbesondere hat R2 neben den beiden trivialen Teilräumen
{0} und R2 nur Teilräume der Form {λa | λ ∈ R} wobei 0 6= a ∈ R2. Nach Wahl
eines kartesischen Koordinatensystems entsprechen letztere genau den Geraden
durch den Ursprung des Koordinatensystems.

II.2.10. Beispiel (Teilräume von K3). Neben den trivalen Teilräumen {0}
und K3 besitzt der Vektorraum K3 auch Teilräume der Form 〈v〉 = {λv | λ ∈ K},
v ∈ K3, sowie

{(
x
y
z

)

∈ K3
∣
∣
∣ ax+ by + cz = 0

}

,

wobei a, b, c ∈ K. Wir werden später sehen, dass sich jeder Teilraum von K3 so
beschreiben lässt. Insbesondere hat R3 nur Teilräume dieser Gestalt. Nach Wahl
eines kartesischen Koordinatensystems entsprechen die nicht-trivialen Fälle genau
den Geraden bzw. Ebenen durch den Ursprung des Koordinatensystems.

II.2.11. Beispiel. Die Teilmenge {( x1x2 ) ∈ K2 : x1x2 = 0} von K2 ist zwar
abgeschlossen unter Skalarmultiplikation bildet jedoch keinen Teilraum. Auch
die Teilmenge {( x1x2 ) ∈ R2 : x1 ≥ 0} bildet keinen Teilraum von R2, obwohl sie
abgeschlossen unter Addition ist. Dasselbe gilt für Z2 ⊆ R2. Fassen wir R als Teil-
menge von C auf, dann ist auch Rn ⊆ Cn. Obwohl diese Teilmenge abgeschlossen
unter Addition ist, bildet sie keinen Teilraum des komplexen Vektorraums Cn,
für 0 6= x ∈ Rn gilt nämlich ix /∈ Rn.

II.2.12.Beispiel (Vektorräume von Funktionen aus der Analysis). Die Menge
der reellwertigen stetigen Funktionen auf einem Intervall, C([a, b],R), bildet einen
Teilraum von F ([a, b],R), denn Summen und skalare Vielfache stetiger Funk-
tionen sind wieder stetig. Ebenso ist die Menge der beschränkten Funktionen
[a, b]→ R ein Teilraum von F ([a, b],R). Auch die (Riemann-)integrierbaren Funk-
tionen [a, b]→ R bilden einen Teilraum von F ([a, b],R). Genauso bilden die diffe-
renzierbaren Abbildungen (a, b)→ R einen Teilraum von F ((a, b),R). Analog ist
die Menge aller k mal stetig differenzierbaren Funktionen, Ck((a, b),R), ein Teil-
raum von F ((a, b),R). Auch die Menge aller glatten Funktionen C∞((a, b),R) =
⋂

k∈NC
k((a, b),R) ist ein Teilraum von F ((a, b),R), vgl. Proposition II.2.6. Nach

Proposition II.2.4 sind dies daher alles Vektorräume bezüglich punktweiser Ad-
dition und Skalarmultiplikation von Funktionen.

II.2.13. Beispiel (Vektorräume von Folgen aus der Analysis). Die Menge der
konvergenten Folgen bildet einen Teilraum von F (N,R), denn Summen und ska-
lare Vielfache konvergenter Folgen sind wieder konvergent. Auch die Menge der
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beschränkten Folgen ist ein Teilraum von F (N,R). Ebenso bilden die summierba-
ren Folgen (Reihen) einen Teilraum von F (N,R). Gleiches gilt für die Menge der
absolut summierbaren Folgen oder die Menge der quadratsummierbaren Folgen.

II.2.14. Beispiel. Es bezeichne X ⊆ R ein um Null symmetrisches Intervall,
etwaX = (−a, a) mit 0 < a ≤ ∞. Dann bildet die Menge der geraden Funktionen,

G := {f : X → R | ∀x ∈ R : f(−x) = f(x)},
einen Teilraum von F (X,R). Für f, g ∈ G und x ∈ X gilt nämlich (f +g)(−x) =
f(−x) + g(−x) = f(x) + g(x) = (f + g)(x), also f + g ∈ G, und analog λf ∈ G
für jedes λ ∈ R. Auch die Menge der ungeraden Funktionen,

U := {f : X → R | ∀x ∈ R : f(−x) = −f(x)},
bildet einen Teilraum von F (X,R). Für den Durchschnitt gilt G ∩U = {0}, d.h.
die einzige zugleich gerade und ungerade Funktion ist die konstante Nullfunktion.
Ist nämlich f ∈ G ∩ U und x ∈ X , dann folgt f(x) = f(−x) = −f(x), also
2f(x) = 0 und somit f(x) = 0, d.h. f = 0.

II.2.15. Beispiel. Für jede Menge X , ist {f : X → R | ∀x ∈ X : f(x) ≥ 0}
zwar abgeschlossen unter Addition, bildet jedoch keinen Teilraum von F (X,R).
Dasselbe gilt für die Teilmenge F (X,Z) ⊆ F (X,R), d.h. die Menge der Funk-
tionen mit ganzzahligen Werten. Auch ist F (X ;R) kein Teilraum von F (X ;C),
denn für 0 6= f ∈ F (X ;R) gilt if /∈ F (X ;R).

II.3. Lineare Abbildungen. Lineare Abbildungen sind Abbildungen zwi-
schen Vektorräumen, die mit der Vektorraumstruktur, d.h. Addition und Skalar-
multiplikation, verträglich sind.

II.3.1. Definition (Lineare Abbildungen). Eine Abbildung zwischen K-Vek-
torräumen, ϕ : V → W , wird linear genannt, wenn sie die folgenden beiden Ei-
genschaften besitzt:

(a) ∀v1, v2 ∈ V : ϕ(v1 + v2) = ϕ(v1) + ϕ(v2)
(b) ∀λ ∈ K ∀v ∈ V : ϕ(λv) = λϕ(v)

Die Menge aller linearen Abbildungen von V nach W wird mit L(V,W ) bezeich-
net. Eine lineare Abbildung V → V wird auch Endomorphismus genannt. Die
Menge aller Endomorphismen von V werden wir mit end(V ) bezeichnen.

II.3.2. Bemerkung. Für jede lineare Abbildung ϕ : V → W gilt ϕ(0) = 0.
Aus der Linearität erhalten wir nämlich ϕ(0) = ϕ(0 + 0) = ϕ(0) + ϕ(0) und
Addition von −ϕ(0) auf beiden Seiten liefert die gewünschte Gleichung, 0 = ϕ(0).

II.3.3. Proposition (Komposition linearer Abbildungen). Sind V , W und
U drei K-Vektorräume dann gilt:

(a) Die identische Abbildung idV : V → V , idV (v) := v, ist linear.
(b) Für je zwei lineare Abbildungen ϕ : V → W und ψ : W → U ist auch die

Komposition ψ ◦ ϕ : V → U linear.
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(c) Ist ϕ : V → W eine bijektive lineare Abbildung, dann ist auch die Umkehr-
abbildung ϕ−1 : W → V linear.

Beweis. Behauptung (a) ist trivial. Ad (b): Sind v1, v2 ∈ V so gilt:

(ψ ◦ ϕ)(v1 + v2) = ψ(ϕ(v1 + v2)) = ψ
(
ϕ(v1) + ϕ(v2)

)

= ψ(ϕ(v1)) + ψ(ϕ(v2)) = (ψ ◦ ϕ)(v1) + (ψ ◦ ϕ)(v2)
Für λ ∈ K und v ∈ V erhalten wir analog (ψ ◦ϕ)(λv) = ψ(ϕ(λv)) = ψ(λϕ(v)) =
λψ(ϕ(v)) = λ(ψ ◦ϕ)(v). Dies zeigt, dass die Komposition ψ ◦ϕ linear ist. Um (c)
zu verifizieren sei nun ϕ : V → W eine lineare Bijektion mit Umkehrabbildung
ϕ−1 : W → V . Sind w1, w2 ∈ W so gilt:

ϕ−1(w1 + w2)

= ϕ−1
(
ϕ(ϕ−1(w1)) + ϕ(ϕ−1(w2))

)
denn ∀w ∈ W : w = ϕ(ϕ−1(w))

= ϕ−1
(
ϕ
(
ϕ−1(w1) + ϕ−1(w2)

))
Linearität von ϕ

= ϕ−1(w1) + ϕ−1(w2) denn ∀v ∈ V : ϕ−1(ϕ(v)) = v

Für λ ∈ K und w ∈ W erhalten wir analog ϕ−1(λw) = ϕ−1
(
λϕ(ϕ−1(w))

)
=

ϕ−1
(
ϕ(λϕ−1(w))

)
= λϕ−1(w). Dies zeigt, dass die Umkehrabbildung ϕ−1 linear

ist. �

II.3.4. Beispiel. Sind n,m ∈ N und aij ∈ K, dann ist die durch

ψ





x1
...
xn



 :=





a11x1 + · · ·+ a1nxn
...

am1x1 + · · ·+ amnxn



 = x1





a11
...
am1



+ · · ·+ xn





a1n
...

amn





definierte Abbildung ψ : Kn → Km linear, vgl. Übungsaufgabe 1. Wir werden
später sehen, dass jede lineare Abbildung Kn → Km von dieser Form ist, vgl.
Satz II.4.4 unten.

II.3.5. Beispiel (Inklusionen). Für jeden Teilraum W eines Vektorraums V
ist die kanonische Inklusionsabbildung,W → V , w 7→ w, offensichtlich linear. Die
Verknüpfungen auf W wurden genau so definiert, dass diese Inklusionsabbildung
linear wird.

II.3.6. Beispiel (Koordinatenprojektionen). Für jedes i = 1, . . . , n ist die
Abbildung pi : Kn → K, pi(x) := xi, die einem Vektor seine i-te Koordinate
zuordnet, linear. Sie wird als i-te Koordinatenprojektion bezeichnet.

II.3.7. Beispiel (Polynome als Funktionen). Ist p = p0+ p1z+ p2z
2+ · · · ein

Polynom in K[z] und x ∈ K, so können wir x in p einsetzen und erhalten eine
Zahl p(x) ∈ K,

p(x) := p0 + p1x+ p2x
2 + · · ·

wobei die rechte Seite eine endliche Summe inK darstellt. Jedes Polynom p ∈ K[z]
liefert daher eine Funktion K→ K, x 7→ p(x). Wir erhalten somit eine Abbildung
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φ : K[z]→ F (K,K), die einem Polynom p ∈ K[z] die Funktion x 7→ p(x) zuordnet.
Diese Abbildung ist linear d.h. es gilt φ(p+q) = φ(p)+φ(q) sowie φ(λp) = λφ(p),
für beliebige p, q ∈ K[z] und λ ∈ K. In anderen Worten, für jedes x ∈ K ist

(p+ q)(x) = p(x) + q(x) und (λp)(x) = λp(x).

Darüber hinaus gilt auch φ(pq) = φ(p)φ(q), d.h. für jedes x ∈ K haben wir

(pq)(x) = p(x)q(x).

Die Abbildung φ : K[z]→ F (K,K) ist daher sogar ein Homomorphismus von Al-
gebren, d.h. eine lineare Abbildung die auch mit der Multiplikation verträglich
ist, vgl. Beispiel II.1.7 und Beispiel II.1.9. Übungsaufgabe 42 behandelt eine Ver-
allgemeinerung dieses Beispiels.

II.3.8. Beispiel. Sei V ein Vektorraum und X eine Menge. Für jedes x ∈ X
ist die Abbildung evx : F (X, V )→ V , evx(f) := f(x), linear. Für jede Teilmenge
A ⊆ X ist auch die Abbildung F (X, V )→ F (A, V ), f 7→ f |A, linear. Allgemeiner
ist für jede Abbildung g : Y → X die Zuordnung F (X, V )→ F (Y, V ), f 7→ f ◦ g,
eine lineare Abbildung, vgl. Übungsaufgabe 24.

II.3.9. Beispiel (Lineare Abbildungen aus der Analysis). Es seien a < b zwei
reelle Zahlen. Für jedes k ∈ N liefert die Ableitung eine lineare Abbildung,

Ck((a, b),R)→ Ck−1((a, b),R), f 7→ f ′,

denn (f + g)′ = f ′ + g′ und (λf)′ = λf ′ für alle f, g ∈ Ck((a, b),R) und λ ∈ R.
Auch das Integral liefert eine lineare Abbildung,

C([a, b],R)→ R, f 7→
∫ b

a

f(x) dx,

denn es gilt
∫ b

a
(f + g)(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx +

∫ b

a
g(x) dx und

∫ b

a
(λf)(x) dx =

λ
∫ b

a
f(x) dx für alle f, g ∈ C([a, b],R) und λ ∈ R. Bezeichnet Fconv(N,R) ⊆

F (N,R) den Teilraum der konvergenten Folgen, dann ist die Abbildung

Fconv(N,R)→ R, (xn)n∈N 7→ lim
n→∞

xn,

linear, denn es gilt limn→∞(xn+yn) = limn→∞ xn+limn→∞ yn und limn→∞ λxn =
λ limn→∞ xn für je zwei konvergente Folgen (xn)n∈N, (yn)n∈N und λ ∈ R.

II.3.10. Definition (Isomorphismen). Eine Bijektion zwischen K-Vektorräu-
men, ϕ : V →W , wird (linearer) Isomorphismus genannt, wenn ϕ : V → W und
ihre Umkehrabbildung ϕ−1 : W → V beide linear sind. Existiert ein Isomorphis-
mus zwischen V und W , dann werden V und W isomorph genannt und wir
schreiben V ∼= W .

II.3.11. Bemerkung. Nach Proposition II.3.3(c) ist jede lineare Bijektion
schon ein Isomorphismus, die Umkehrabbildung ist dann automatisch linear.
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Sind zwei Vektorräume isomorph, V ∼= W , dann können sie vom Standpunkt
der linearen Algebra als im Wesentlichen gleich betrachtet werden. Bis auf Um-
benennung der Elemente mit Hilfe eines Isomorphismus V ∼= W , entsprechen die
Vektorraumoperationen in V ja genau den Vektorraumoperationen in W .

Für jeden Vektorraum V ist die identische Abbildung, idV : V → V , ein Iso-
morphismus, id−1

V = idV , es gilt daher V ∼= V . Ist ϕ : V → W ein Isomor-
phismus, dann ist auch die Umkehrabbildung ϕ−1 : W → V ein Isomorphismus,
(ϕ−1)−1 = ϕ, aus V ∼= W folgt daher stets W ∼= V . Sind ϕ : V → W und
ψ : W → U zwei Isomorphismen, dann ist auch deren Komposition ψ◦ϕ : V → U
ein Isomorphismus. Die letzte Behauptung folgt aus Proposition II.3.3(b) und der
Formel für die Umkehrabbildung einer Komposition, (ψ ◦ ϕ)−1 = ϕ−1 ◦ ψ−1. Mit
V ∼= W und W ∼= U gilt daher auch V ∼= U .

Die Menge aller invertierbaren linearen Abbildungen V → V wird mit GL(V )
bezeichnet. Aus dem vorangehenden Absatz folgt sofort, dass GL(V ) bezüglich
der Komposition von Abbildungen eine Gruppe bildet. Sie wird die allgemeine
lineare Gruppe genannt. Diese Gruppe ist i.A. nicht abelsch, d.h. für ϕ, ψ ∈
GL(V ) gilt i.A. ϕ ◦ ψ 6= ψ ◦ ϕ, vgl. Übungsaufgabe 25.

II.3.12. Beispiel. Betrachte den Teilraum

W :=
{(

x
y
z

)

∈ K3 : x+ 2y + 3z = 0
}

von K3. Dann ist die Abbildung

K2 ∼=−→W,
(
λ
µ

)
7→ λ

(−2
1
0

)

+ µ
(−3

0
1

)

=
( −2λ−3µ

λ
µ

)

eine lineare Bijektion, also ein Isomorphismus. Es gilt daherW ∼= K2. Wir werden
später sehen, dass jeder Teilraum von Kn isomorph zu Km ist, für ein eindeutig
bestimmtes m ∈ N0, für das auch 0 ≤ m ≤ n gelten muss.

II.3.13. Beispiel. Sind m < n zwei natürliche Zahlen, dann bildet

W :=











x1
...
xn



 ∈ Kn

∣
∣
∣
∣
∣
∣

xm+1 = 0
...

xn = 0







einen Teilraum von Kn, der im Wesentlichen mit Km übereinstimmt. Genauer ist
ϕ : Km →W , ϕ(x) := ( x0 ), eine lineare Bijektion, also ein Isomorphismus.

II.3.14. Beispiel. Für 0 6= x ∈ Kn bildet W := {λx : λ ∈ K} einen Teilraum
von Kn, der zu K isomorph ist. Die Abbildung ϕ : K → W , λ 7→ λx, ist eine
lineare Bijektion, also ein Isomorphismus, vgl. Bemerkung II.3.11.

II.3.15. Beispiel. Vektoren aus Kn können mit Funktionen {1, . . . , n} → K
identifiziert werden, indem die i-te Komponente eines Vektors als Funktionswert
bei i interpretiert wird. Dabei entspricht die Komponentenweise Addition von
Vektoren in Kn genau der punktweisen Addition von Funktionen, und analog für
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die Skalarmultiplikation. Dies lässt sich wie folgt präzisieren. Die offensichtlich
bijektive Abbildung,

φ : F ({1, . . . , n},K)
∼=−→ Kn, φ(f) :=





f(1)
...

f(n)



 ,

ist ein linearer Isomorphismus, denn für f, g ∈ F ({1, . . . , n},K) gilt

φ(f+g) =





(f + g)(1)
...

(f + g)(n)



 =





f(1) + g(1)
...

f(n) + g(n)



 =





f(1)
...

f(n)



+





g(1)
...

g(n)



 = φ(f)+φ(g)

und analog auch φ(λf) = λφ(f), für alle λ ∈ K. Nach Bemerkung II.3.11 ist die
Umkehrabbildung automatisch linear.

II.3.16. Beispiel. Es bezeichne F0(N0;K) ⊆ F (N0,K) den Teilraum aller
Folgen, deren Folgenglieder fast alle gleich 0 sind. Ordnen wir einem Polynom die
Folge seiner Koeffizienten zu, so erhalten wir einen linearen Isomorphismus

K[z] ∼= F0(N0;K), p = p0 + p1z + p2z
2 + · · · ↔ (pi)i∈N0

Analog erhalten wir einen Isomorphismus K[z]≤n ∼= Kn+1, wobei K[z]≤n den
Teilraum aller Polynome vom Grad kleiner oder gleich n bezeichnet.

II.3.17.Beispiel. Die VektorräumeK = K1 undK2 sind nicht isomorph, denn
eine lineare Abbildung K→ K2 kann niemals surjektiv sein. Um dies einzusehen,
sei ϕ : K → K2 linear. Wir bezeichnen die beiden Komponenten von ϕ(1) mit
x1 und x2, d.h. ϕ(1) = ( x1x2 ). Für jedes λ ∈ R gilt dann wegen der Linearität
ϕ(λ) = λϕ(1) = λ ( x1x2 ) =

(
λx1
λx2

)
. Liegt der Vektor ( 0

1 ) im Bild von ϕ, dann

existiert λ ∈ K mit ϕ(λ) = ( 1
0 ) und aus der Formel oben folgt

(
λx1
λx2

)
= ( 1

0 ),
somit x1 6= 0 und x2 = 0. Liegt ( 0

1 ) im Bild von ϕ, dann folgt analog x1 = 0 und
x2 6= 0. Liegen beide Vektoren, ( 1

0 ) und ( 0
1 ), im Bild von ϕ erhalten wir einen

Widerspruch. Die Abbildung ϕ kann daher nicht surjektiv sein. Damit ist K 6∼= K2

gezeigt. Wir werden später sehen, dass Kn und Km genau dann isomorph sind,
wenn n = m gilt.

II.3.18. Proposition. Sind V und W zwei Vektorräume über K, dann ist die
Menge aller linearen Abbildungen, L(V,W ), ein Teilraum von F (V,W ). Insbeson-
dere bildet L(V,W ) bezüglich punktweiser Addition und Sakalarmultiplikation,

(ϕ1 + ϕ2)(v) := ϕ1(v) + ϕ2(v) und (λϕ)(v) := λϕ(v)

einen K-Vektorraum, ϕ, ϕ1, ϕ2 ∈ L(V,W ), λ ∈ K, v ∈ V . Die Vektorraumstruk-
tur ist in folgendem Sinn mit der Komposition linearer Abbildungen verträglich:
Für beliebige ϕ, ϕ1, ϕ2 ∈ L(V,W ), ψ, ψ1, ψ2 ∈ L(W,U) und λ ∈ K gilt:

(a) (ψ1 + ψ2) ◦ ϕ = ψ1 ◦ ϕ+ ψ2 ◦ ϕ und (λψ) ◦ ϕ = λ(ψ ◦ ϕ), sowie
(b) ψ ◦ (ϕ1 + ϕ2) = ψ ◦ ϕ1 + ψ ◦ ϕ2 und ψ ◦ (λϕ) = λ(ψ ◦ ϕ).
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Beweis. Zunächst ist L(V,W ) nicht leer, denn die konstante Nullabbildung
0: V → W , 0(v) := 0, ist offensichtlich linear. Um die Abgeschlossenheit un-
ter Addition zu zeigen, seien nun ϕ1 : V → W und ϕ2 : V → W zwei lineare
Abbildungen. Für beliebige v1, v2 ∈ V gilt dann:

(ϕ1 + ϕ2)(v1 + v2) = ϕ1(v1 + v2) + ϕ2(v1 + v2)

=
(
ϕ1(v1) + ϕ1(v2)

)
+
(
ϕ2(v1) + ϕ2(v2)

)

=
(
ϕ1(v1) + ϕ2(v1)

)
+
(
ϕ1(v2) + ϕ2(v2)

)

= (ϕ1 + ϕ2)(v1) + (ϕ1 + ϕ2)(v2),

Analog erhalten wir für jedes λ ∈ K und jedes v ∈ V auch (ϕ1 + ϕ2)(λv) =
ϕ1(λv) + ϕ2(λv) = λϕ1(v) + λϕ2(v) = λ(ϕ1(v) + ϕ2(v)) = λ(ϕ1 + ϕ2)(v). Dies
zeigt, dass auch die Summe ϕ1+ϕ2 eine lineare Abbildung ist, L(V,W ) ist daher
abgeschlossen unter Addition. Für die Abgeschlossenheit unter Skalarmultiplika-
tion sei nun ϕ : V →W linear und λ ∈ K. Für beliebige v1, v2 ∈ V gilt dann:

(λϕ)(v1 + v2) = λϕ(v1 + v2) = λ
(
ϕ(v1) + ϕ(v2)

)

= λϕ(v1) + λϕ(v2) = (λϕ)(v1) + (λϕ)(v2).

Für µ ∈ K und v ∈ V erhalten wir analog (λϕ)(µv) = λϕ(µv) = λ(µϕ(v)) =
(λµ)ϕ(v) = (µλ)ϕ(v) = µ(λϕ(v)) = µ(λϕ)(v). Somit ist λϕ linear, und L(V,W )
daher abgeschlossen unter Skalarmultiplikation. Dies zeigt, dass L(V,W ) einen
Teilraum von F (V,W ) bildet.

Ad (a): Für ϕ ∈ L(V,W ), ψ1, ψ2 ∈ L(W,U) und v ∈ V erhalten wir

(
(ψ1 + ψ2) ◦ ϕ

)
(v) = (ψ1 + ψ2)(ϕ(v)) = ψ1(ϕ(v)) + ψ2(ϕ(v))

= (ψ1 ◦ ϕ)(v) + (ψ2 ◦ ϕ)(v) =
(
ψ1 ◦ ϕ+ ψ2 ◦ ϕ

)
(v).

Da dies für beliebige v ∈ V gilt, folgt (ψ1 + ψ2) ◦ ϕ = ψ1 ◦ ϕ + ψ2 ◦ ϕ. Analog
ist ((λψ) ◦ ϕ)(v) = (λψ)(ϕ(v)) = λψ(ϕ(v)) = λ(ψ ◦ ϕ)(v) = (λ(ψ ◦ ϕ))(v), also
(λψ) ◦ ϕ = λ(ψ ◦ ϕ), für alle ϕ ∈ L(V,W ), ψ ∈ L(V,W ) und λ ∈ K.

Ad (b): Für ϕ1, ϕ2 ∈ L(V,W ), ψ ∈ L(W,U) und v ∈ V erhalten wir
(
ψ ◦ (ϕ1 + ϕ2)

)
(v) = ψ

(
(ϕ1 + ϕ2)(v)

)

= ψ
(
ϕ1(v) + ϕ2(v)

)

= ψ(ϕ1(v)) + ψ(ϕ2(v))

= (ψ ◦ ϕ1)(v) + (ψ ◦ ϕ2)(v)

=
(
ψ ◦ ϕ1 + ψ ◦ ϕ2

)
(v),

also ψ ◦ (ϕ1 + ϕ2) = ψ ◦ ϕ1 + ψ ◦ ϕ2. Analog gilt (ψ ◦ (λϕ))(v) = ψ((λϕ)(v)) =
ψ(λϕ(v)) = λψ(ϕ(v)) = λ(ψ ◦ ϕ)(v) = (λ(ψ ◦ ϕ))(v), also ψ ◦ (λϕ) = λ(ψ ◦ ϕ),
für alle ϕ ∈ L(V,W ), ψ ∈ L(W,U) und λ ∈ K. �
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II.3.19. Bemerkung. Nach Proposition II.3.18 oben bildet end(V ) eine asso-
ziative K-Algebra mit Eins. Diese Algebra ist i.A. nicht kommutativ. Betrachten
wir etwa die beiden linearen Abbildungen ϕ : K2 → K2, ϕ ( x1x2 ) := ( x20 ), und
ψ : K2 → K2, ψ ( x1x2 ) := ( 0

x1 ), dann gilt (ϕ ◦ ψ) ( x1x2 ) = ( x10 ), sowie (ψ ◦ ϕ) ( x1x2 ) =
( 0
x2 ), also (ϕ ◦ ψ) ( 1

0 ) = ( 1
0 ) 6= ( 0

0 ) = (ψ ◦ ϕ) ( 1
0 ), und daher ϕ ◦ ψ 6= ψ ◦ ϕ.

II.3.20. Proposition. Ist ϕ : V →W eine lineare Abbildung, dann gilt:

(a) Für jeden Teilraum W ′ von W ist auch ϕ−1(W ′) Teilraum von V .
(b) Für jeden Teilraum V ′ von V ist auch ϕ(V ′) Teilraum von W .

Beweis. Ad (a): Zunächst ist ϕ−1(W ′) nicht leer, denn aus ϕ(0) = 0 ∈ W ′

folgt 0 ∈ ϕ−1(W ′). Für v1, v2 ∈ ϕ−1(W ′) folgt ϕ(v1), ϕ(v2) ∈ W ′, also ϕ(v1+v2) =
ϕ(v1) + ϕ(v2) ∈ W ′ und somit v1 + v2 ∈ ϕ−1(W ′). Dies zeigt, dass ϕ−1(W ′)
abgeschlossen unter Addition ist. Sind nun λ ∈ K und v ∈ ϕ−1(W ′), dann folgt
ϕ(v) ∈ W ′, also ϕ(λv) = λϕ(v) ∈ W ′ und daher λv ∈ ϕ−1(W ′). Dies zeigt, dass
ϕ−1(W ′) auch abgeschlossen unter Skalarmultiplikation ist.

Ad (b): Zunächst ist ϕ(V ′) nicht leer, denn 0 = ϕ(0) ∈ ϕ(V ′). Seien nun
w1, w2 ∈ ϕ(V ′). Es existieren daher v1, v2 ∈ V ′ mit ϕ(v1) = w1 und ϕ(v2) = w2.
Wir erhalten w1+w2 = ϕ(v1)+ϕ(v2) = ϕ(v1+v2) ∈ ϕ(V ′), denn v1+v2 ∈ V ′. Dies
zeigt, dass ϕ(V ′) abgeschlossen unter Addition ist. Ist λ ∈ K und w ∈ ϕ(V ′), dann
existiert v ∈ V ′ mit ϕ(v) = w und wir erhalten λw = λϕ(v) = ϕ(λv) ∈ ϕ(V ′),
denn λv ∈ V ′. Somit ist ϕ(V ′) auch abgeschlossen unter Skalarmultiplikation. �

II.3.21. Definition (Kern und Bild). Unter dem Kern einer linearen Abbil-
dung ϕ : V → W verstehen wir den Teilraum

ker(ϕ) := ϕ−1(0) = {v ∈ V | ϕ(v) = 0} ⊆ V.

Unter dem Bild von ϕ verstehen wir den Teilraum

img(ϕ) := ϕ(V ) = {ϕ(v) | v ∈ V } ⊆W.

Nach Proposition II.3.20 sind beides tatsächlich Teilräume.

Wir beenden diesen Abschnitt mit folgendem einfachen Resultat, das oft ver-
wendet wird um die Injektivität linearer Abbildungen zu überprüfen.

II.3.22. Proposition. Eine lineare Abbildung ϕ : V → W ist genau dann
injektiv wenn sie trivialen Kern hat, d.h. genau dann wenn ker(ϕ) = {0} gilt.

Beweis. Ist ϕ injektiv, dann besteht ker(ϕ) = ϕ−1(0) aus höchstens einem
Element, und da ϕ(0) = 0, folgt ker(ϕ) = {0}. Dies zeigt die eine Implikation. Sei
nun umgekehrt ker(ϕ) = {0}. Um zu zeigen, dass ϕ injektiv ist betrachten wir
v1, v2 ∈ V mit ϕ(v1) = ϕ(v2). Aus der Linearität von ϕ erhalten wir ϕ(v2− v1) =
ϕ(v2) − ϕ(v1) = 0, also v2 − v1 ∈ ker(ϕ), somit v2 − v1 = 0 und daher v1 = v2.
Damit ist auch die umgekehrte Implikation gezeigt. �
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II.4. Matrizen. Sei K ein Körper. Wir wollen in diesem Abschnitt lineare
Abbildungen Kn → Km mit Hilfe von Matrizen beschreiben. Unter einer (m×n)-
Matrix über einem Körper K verstehen wir ein rechteckiges Schema der Form





a11 · · · a1n
...

...
am1 · · · amn





mit Eintragungen aij ∈ K. Die Menge aller (m× n)-Matrizen über K bezeichnen
wir mit Mm×n(K). Die Summe zweier (m× n)-Matrizen wird elementweise, d.h.
durch





a11 · · · a1n
...

...
am1 · · · amn



+





b11 · · · b1n
...

...
bm1 · · · bmn



 :=





a11 + b11 · · · a1n + b1n
...

...
am1 + bm1 · · · amn + bmn





definiert. Beachte, dass die Summe zweier Matrizen nur dann definiert ist, wenn
sie gleiche Zeilen- und Spaltenzahl haben. Auch die Skalarmultiplikation mit λ ∈
K ist elementweise definiert, d.h.

λ





a11 · · · a1n
...

...
am1 · · · amn



 :=





λa11 · · · λa1n
...

...
λam1 · · · λamn





Mit diesen Operationen wird Mm×n(K) zu einem Vektorraum über K. Fassen die
Eintragungen einer (m× n)-Matrix in einem Spaltenvektor mit mn vielen Kom-
ponenten zusammen, so erhalten wir einen Isomorphismus von K-Vektorräumen,

Mm×n(K) ∼= Kmn.

II.4.1. Beispiel. Etwa ist





1 2
3 4
5 6



 +





0 2
1 3
0 1



 =





1 4
4 7
5 7



 und
1

5





1 2 3
4 5 6
7 8 9



 =





1/5 2/5 3/5
4/5 1 6/5
7/5 8/5 9/5



 .

Unter dem Produkt einer (m× n)-Matrix mit einer (n× l)-Matrix verstehen
wir die (m× l)-Matrix





a11 · · · a1n
...

...
am1 · · · amn









b11 · · · b1l
...

...
bn1 · · · bnl



 :=





∑n
k=1 a1kbk1 · · · ∑n

k=1 a1kbkl
...

...
∑n

k=1 amkbk1 · · ·
∑n

k=1 amkbkl
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Beachte, dass das Matrizenprodukt nur definiert ist, wenn die Spaltenzahl der
linken Matrix mit der Zeilenzahl der rechten Matrix übereinstimmt. Die Bedeu-
tung dieses Produkts wird in Satz II.4.4 unten klar werden. Unter der (n × n)-
Einheitsmatrix, In ∈Mn×n(K), verstehen wir die Matrix

In :=







1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1






,

wobei die Diagonaleinträge gleich 1 und alle anderen Eintragungen gleich 0 sind.
Die Einheitsmatrizen sind neutrale Element der Matrizenmultiplikation.

II.4.2. Beispiel. Etwa ist






1 2 3
2 3 4
3 4 5
4 5 6











0 1
1 1
1 0



 =







5 3
7 5
9 7
11 9







und

(
1 2 3
4 5 6

)




2
−1
0



 =

(
0
3

)

.

Um eine kompaktere Schreibweise zur Verfügung zu haben, bezeichnen wir
den Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte einer Matrix A mit Aij. Für
A ∈Mm×n(K) und B ∈Mn×l(K) gilt daher nach Definition des Matrizenprodukts

(AB)ij =

n∑

k=1

AikBkj, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ l.

Addition und Skalarmultiplikation lassen sich damit wie folgt schreiben,

(A+ A′)ij = Aij + A′
ij (λA)ij = λAij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n,

wobei A,A′ ∈Mm×n(K) und λ ∈ K. Für die Einheitsmatrix erhalten wir

(In)ij = δij =

{

1 falls i = j, und

0 falls i 6= j.
(II.1)

Das Symbol δij wird Kronecker-Symbol genannt.

II.4.3. Proposition (Rechenreglen für Matrizen). Sei K ein Körper. Für
Matrizen A,A′ ∈Mm×n(K), B,B′ ∈Mn×l(K), C ∈Ml×k(K) und λ ∈ K gilt:

(a) (AB)C = A(BC)
(b) ImA = A = AIn
(c) (A+ A′)B = AB + A′B und (λA)B = λ(AB)
(d) A(B +B′) = AB + AB′ und A(λB) = λ(AB)
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Beweis. Ad (a): Für 1 ≤ i ≤ m und 1 ≤ j ≤ k gilt

(
(AB)C

)

ij
=

l∑

s=1

(AB)isCsj =
l∑

s=1

( n∑

t=1

AitBts

)

Csj =
l∑

s=1

n∑

t=1

AitBtsCsj

=

n∑

t=1

l∑

s=1

AitBtsCsj =

n∑

t=1

Ait

l∑

s=1

BtsCsj =

n∑

t=1

Ait(BC)tj =
(
A(BC)

)

ij

also (AB)C = A(BC). Ad (b): Für 1 ≤ i ≤ m und 1 ≤ j ≤ n gilt wegen (II.1)

(ImA)ij =
n∑

k=1

(Im)ikAkj = Aij,

also ImA = A. Analog lässt sich AIn = A zeigen. Ad (c): Für 1 ≤ i ≤ m und
1 ≤ j ≤ l gilt

(
(A+ A′)B

)

ij
=

n∑

k=1

(A+ A′)ikBkj =

n∑

k=1

(Aik + A′
ik)Bkj

=

n∑

k=1

AikBkj +

n∑

k=1

A′
ikBkj = (AB)ij + (A′B)ij = (AB + A′B)ij

also (A + A′)B = AB + A′B. Analog haben wir ((λA)B)ij =
∑n

k=1(λA)ikBkj =∑n
k=1 λAikBkj = λ

∑n
k=1AikBkj = λ(AB)ij = (λ(AB))ij, also (λA)B = λ(AB).

Die letzte Behauptung (d) lässt sich analog beweisen. �

II.4.4. Satz. Es sei K ein Körper und n,m ∈ N. Jede Matrix A ∈ Mm×n(K)
definiert eine lineare Abbildung ψA : K

n → Km, ψA(x) := Ax, und jede lineare
Abbildung Kn → Km ist von dieser Form für eine eindeutig bestimmte Matrix
A ∈Mm×n(K). Dabei stimmt der i-te Spaltenvektor von A mit dem Bild des i-ten
Einheitsvektors, ψA(ei) ∈ Km, überein. Diese Zuordnung,

Mm×n(K) ∼= L(Kn,Km), A↔ ψA,

ist ein linearer Isomorphismus, es gilt daher

ψA+A′ = ψA + ψA′ und ψλA = λψA,

für beliebige A,A′ ∈Mm×n(K) und λ ∈ K. Weiters haben wir

ψAB = ψA ◦ ψB sowie ψIn = idKn,

für alle A ∈Mm×n(K) und B ∈Mn×k(K).

Beweis. Die Abbildung ψA ist linear, denn nach Proposition II.4.3(d) gilt
ψA(x + y) = A(x + y) = Ax + Ay = ψA(x) + ψA(y) und ψA(λx) = A(λx) =
λAx = λψA(x), wobei x, y ∈ Kn, λ ∈ K. Offensichtlich ist ψA(ei) = Aei gerade
der i-te Spaltenvektor von A. Die Matrix A ist also durch die lineare Abbildung
ψA eindeutig bestimmt, die Zuordnung Mm×n(K) → L(Kn,Km), A 7→ ψA ist
daher injektiv.
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Wir werden nun zeigen, dass diese Zuordnung auch surjektiv ist. Sei dazu
ϕ : Kn → Km eine beliebige lineare Abbildung. Es bezeichne A ∈ Mm×n(K) jene
Matrix deren i-ter Spaltenvektoren mit ϕ(ei) ∈ Km überein stimmt. Es gilt daher
ψA(ei) = ϕ(ei), für jedes i = 1, . . . , n. Ist nun x ∈ Kn mit Komponenten xi ∈ K,
dann gilt offensichtlich x = x1e1 + · · ·+ xnen. Aus der Linearität von ϕ und ψA
folgt daher

ϕ(x) = ϕ(x1e1 + · · ·+ xnen) = x1ϕ(e1) + · · ·+ xnϕ(en)

= x1ψA(e1) + · · ·+ xnψA(en) = ψA(x1e1 + · · ·+ xnen) = ψA(x).

Da dies für jeden Vektor x ∈ Kn gilt, erhalten wir ϕ = ψA. Dies zeigt, dass die
Zuordnung Mm×n(K)→ L(Kn,Km), A 7→ ψA, auch surjektiv ist.

Aus Proposition II.4.3(c) erhalten wir ψA+A′(x) = (A + A′)x = Ax + A′x =
ψA(x)+ψA′(x) = (ψA+ψA′)(x), für jedes x ∈ Kn, also ψA+A′ = ψA+ψA′. Analog
lässt sich ψλA = λψA nachrechnen. Somit ist Mm×n(K) → L(Kn,Km), A 7→ ψA,
eine lineare Bijektion, also ein Isomorphismus, siehe Bemerkung II.3.11.

Aus Proposition II.4.3(a) erhalten wir auch ψAB(x) = (AB)x = A(Bx) =
ψA(Bx) = ψA(ψB(x)) = (ψA ◦ ψB)(x), für jedes x ∈ Kk, also ψAB = ψA ◦ ψB.
Analog folgt aus Proposition II.4.3(b) sofort ψIn = idKn. �

II.4.5. Bemerkung. Nach Proposition II.4.3 bilden die quadratischen Ma-
trizen, Mn×n(K), eine assoziative K-Algebra mit Eins. Nach Satz II.4.4 ist der
lineare Isomorphismus Mn×n(K) ∼= end(Kn), A ↔ ψA, sogar ein Isomorphis-
mus von K-Algebren. Die Algebra Mn×n(K) ist i.A. nicht kommutativ, etwa gilt
( 0 1
0 0 ) (

0 0
1 0 ) = ( 1 0

0 0 ) 6= ( 0 0
0 1 ) = ( 0 0

1 0 ) (
0 1
0 0 ), vgl. Bemerkung II.3.19. Im Fall n = 1

erhalten wir den Grundkörper, M1×1(K) = K.

Eine quadratische Matrix A ∈ Mn×n(K) wird invertierbar genannt, wenn ei-
ne Matrix A′ ∈ Mn×n(K) existiert, sodass AA′ = In = A′A. In diesem Fall ist
die Matrix A′ eindeutig bestimmt, denn aus AA′′ = In = A′′A folgt mit Pro-
position II.4.3 A′′ = InA

′′ = (A′A)A′′ = A′(AA′′) = A′In = A′. Diese eindeutig
bestimmte Matrix wird Inverse von A genannt und von nun an mit A−1 bezeich-
net, für eine invertierbare Matrix A gilt daher

AA−1 = In = A−1A.

Mit A ist offensichtlich auch A−1 invertierbar,

(A−1)−1 = A.

Sind A,B ∈ GLn(K) zwei invertierbare Matrizen, dann ist auch AB invertierbar
mit Inverser

(AB)−1 = B−1A−1,

denn (AB)(B−1A−1) = ABB−1A−1 = AInA
−1 = AA−1 = In und analog erhalten

wir (B−1A−1)(AB) = In.
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Die Menge aller invertierbaren (n×n)-Matrizen über K wird mit GLn(K) be-
zeichnet. Nach dem vorangehenden Absatz bildet GLn(K) mit dem Matrizenpro-
dukt eine Gruppe. Diese Gruppe ist i.A. nicht abelsch. Zum Beispiel sind die bei-
den Matrizen A = ( 1 1

0 1 ) und B = ( 1 0
1 1 ) invertierbar, A

−1 = ( 1 −1
0 1 ), B−1 = ( 1 0

−1 1 ),
aber AB = ( 2 1

1 1 ) 6= ( 1 1
1 2 ) = BA.

II.4.6. Korollar. Eine Matrix A ∈ Mn×n(K) ist genau dann invertierbar,
wenn die lineare Abbildung, ψA : K

n → Kn, ψA(x) = Ax, invertierbar ist und in
diesem Fall gilt ψ−1

A = ψA−1. Der Isomorphismus aus Satz II.4.4 schränkt sich
daher zu einem Gruppenisomorhismus GLn(K) ∼= GL(Kn), A↔ ψA, ein.

Beweis. Ist A ∈ Mn×n(K) invertierbar, dann folgt ψA ◦ ψA−1 = ψAA−1 =
ψIn = idKn und analog ψA−1 ◦ψA = ψA−1A = ψIn = idKn. Somit ist ψA : K

n → Kn

eine invertierbare lineare Abbildung mit Umkehrabbildung ψ−1
A = ψA−1 . Sei nun

umgekehert A ∈Mn×n(K), sodass ψA : K
n → Kn invertierbar ist. Nach Satz II.4.4

existiert daher B ∈ Mn×n(K) mit ψA ◦ ψB = idKn = ψB ◦ ψA. Wir erhalten
ψAB = ψA ◦ ψB = idKn = ψIn und analog ψBA = ψB ◦ ψA = idKn = ψIn. Aus
Satz II.4.4 folgt somit AB = In = BA, also ist die Matrix A invertierbar. �

II.4.7. Beispiel. Eine (1 × 1)-Matrix A = (a) ∈ M1×1(K) ist genau dann
invertierbar, wenn a 6= 0. In diesem Fall gilt A−1 = (a−1).

II.4.8. Beispiel. Eine (2 × 2)-Matrix A = ( a bc d ) ∈ M2×2(K) ist genau dann
invertierbar, wenn ad − bc 6= 0. In diesem Fall gilt

A−1 =
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)

. (II.2)

Ist nämlich ad− bc 6= 0 dann gilt

1

ad− bc

(
d −b
−c a

)(
a b
c d

)

=
1

ad− bc

(
da− bc db− bd
−ca + ac −cb+ ad

)

=

(
1 0
0 1

)

= I2

und
(
a b
c d

)
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)

=
1

ad− bc

(
ad− bc −ab + ba
cd− dc −cb+ da

)

=

(
1 0
0 1

)

= I2,

also ist A invertierbar mit Inverser (II.2). Sei nun umgekehrt A = ( a bc d ) invertier-
bar mit Inverser A−1 =

(
a′ b′

c′ d′

)
. Da

(
1 0
0 1

)

= I2 = AA−1 =

(
a b
c d

)(
a′ b′

c′ d′

)

=

(
aa′ + bc′ ab′ + bd′

ca′ + dc′ cb′ + dd′

)

,

erhalten wir aa′ + bc′ = 1, ab′ + bd′ = 0, ca′ + dc′ = 0 und cb′ + dd′ = 1. Daraus
folgt (ad− bc)(a′d′− b′c′) = (aa′+ bc′)(cb′+dd′) = 1 ·1 = 1, also muss ad− bc 6= 0
gelten.

II.4.9. Beispiel. Wir wollen die Umkehrabbildung der linearen Abbildung
ϕ : K2 → K2, ϕ ( x1x2 ) =

(
x1+2x2
3x1+5x2

)
, bestimmen, sofern diese existiert. Offensichtlich
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gilt ϕ ( x1x2 ) = A ( x1x2 ) mit A = ( 1 2
3 5 ). Nach Beispiel II.4.8 ist A invertierbar mit

Inverser A−1 =
(−5 2

3 −1

)
. Nach Korollar II.4.6 ist daher auch ϕ invertierbar mit

Umkehrabbildung ϕ−1 ( y1y2 ) = A−1 ( y1y2 ) =
( −5 2

3 −1

)
( y1y2 ) =

(−5y1+2y2
3y1−y2

)
.

Wir wollen an dieser Stelle noch einfache Eigenschaften einer weiteren Ope-
rationen mit Matrizen zusammenstellen, deren Bedeutung aber erst später klar
werden wird. Unter der Transponierten einer Matrix A ∈Mm×n(K) verstehen wir
jene Matrix At ∈ Mn×m(K), die wir durch Vertauschen von Zeilen und Spalten
erhalten,

A =





a11 · · · a1n
...

...
am1 · · · amn



 , At :=





a11 · · · am1
...

...
a1n · · · anm



 .

In anderen Worten, (At)ij = Aji.

II.4.10. Beispiel. Etwa gilt

(
1 2 3
4 5 6

)t

=





1 4
2 5
3 6



 und





1 2 3
2 1 2
3 2 1





t

=





1 2 3
2 1 2
3 2 1



 .

II.4.11. Proposition (Eigenschaften der Transponierten). Sei K ein Körper
und n,m ∈ N. Dann ist die Abbildung Mm×n(K) → Mn×m(K), A 7→ At, linear,
d.h. für alle A, Ã ∈Mm×n(K) und λ ∈ K gilt

(A+ Ã)t = At + Ãt sowie (λA)t = λAt.

Darüber hinaus haben wir stets

(AB)t = BtAt, (At)t = A und I tn = In,

für beliebige A ∈ Mm×n(K) und B ∈ Mn×l(K). Eine quadratische Matrix C ∈
Mn×n(K) ist genau dann invertierbar, wenn ihre Transponierte invertierbar ist
und in diesem Fall gilt

(Ct)−1 = (C−1)t.

Beweis. Es gilt (A + Ã)t = At + Ãt, denn ((A + Ã)t)ij = (A + Ã)ji =

Aji + Ãji = (At)ij + (Ãt)ij = (At + Ãt)ij . Analog lässt sich (λA)t = λAt zei-
gen, ((λA)t)ij = (λA)ji = λAji = λ(At)ij = (λAt)ij . Schließlich gilt auch
(AB)t = BtAt, denn ((AB)t)ij = (AB)ji =

∑n
k=1AjkBki =

∑n
k=1BkiAjk =

∑n
k=1(B

t)ik(A
t)kj = (BtAt)ij. Für einen invertierbare quadratische Matrix C

folgt Ct(C−1)t = (C−1C)t = I tn = In und analog (C−1)tCt = (CC−1)t = I tn = In,
also ist auch Ct invertierbar mit Inverser (Ct)−1 = (C−1)t. Die restlichen Be-
hauptungen sind trivial. �

II.4.12. Beispiel. Die symmetrischen Matrizen, {A ∈ Mn×n(K) : At = A},
bilden einen Teilraum von Mn×n(K), denn diese Teilmenge stimmt offensichtlich
mit dem Kern der linearen Abbildung Mn×n(K) → Mn×n(K), A 7→ At − A,
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überein. Auch die schiefsymmetrischen Matrizen, {A ∈ Mn×n(K) : At = −A},
bilden einen Teilraum von Mn×n(K), denn dies ist genau der Kern der linearen
Abbildung Mn×n(K)→Mn×n(K), A 7→ At + A.

II.4.13. Bemerkung (Matrizen und Gleichungssysteme). Wir wollen uns nun
überlegen wie sich Fragen zur Lösbarkeit eines linearen Gleichungssystems mit
Matrizen bzw. linearen Abbildungen formulieren lassen. Unter der Koeffizienten-
matriz eines linearen Gleichungssystems

a11x1 + · · ·+ a1nxn = y1
...

am1x1 + · · ·+ amnxn = ym

verstehen wir die Matrix A ∈ Mm×n(K) mit Eintragungen Aij := aij. Das Glei-
chungssystem lässt sich damit in kompakter Form schreiben,

Ax = y

wobei x ∈ Kn und y ∈ Km. Die mit A assozierte lineare Abbildung

ψA : K
n → Km, ψA(x) = Ax,

liefert die linke Seite des Gleichungssystems,

ψA





x1
...
xn



 =





a11x1 + · · ·+ a1nxn
...

am1x1 + · · ·+ amnxn



 = x1





a11
...
am1



 + · · ·+ xn





a1n
...

amn



 .

Das Bild der linearen Abbildung ψA stimmt daher mit dem Teilraum aller
y ∈ Km überein, für die das Gleichungssystem Ax = y lösbar ist,

img(ψA) =
{
y ∈ Km

∣
∣ ∃x ∈ Kn : Ax = y

}
.

Die lineare Abbildung ψA ist also genau dann surjektiv, wenn das Gleichungssy-
stem Ax = y für jedes y ∈ Km mindestens eine Lösung x ∈ Kn hat.

Die Abbildung ψA ist genau dann injektiv, wenn das Gleichungssystem Ax = y
für jedes y ∈ Km höchstens eine Lösung x ∈ Kn besitzt. Nach Proposition II.3.22
ist dies genau dann der Fall, wenn ψA trivialen Kern hat, d.h. wenn ker(ψA) = {0}
gilt. Dies wiederum bedeutet gerade, dass das Gleichungssystem Ax = 0 nur
die triviale Lösung x = 0 besitzt. Die lineare Abbildung ψA ist genau dann
bijektiv, wenn das Gleichungssystem Ax = y für jedes y ∈ Km genau eine Lösung
x ∈ Kn hat. Wir werden später sehen, dass dies nur im Fall n = m möglich ist.
Die linearen Isomorphismen Kn → Km entsprechen daher genau den eindeutig
lösbaren Gleichungsystemen bzw. den invertierbaren Matrizen.

Das Gleichungssystem

Ax = 0
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wird als das mit Ax = y assozierte homogene Gleichungssystem bezeichnet. Seine
Lösungsmenge stimmt mit dem Kern von ψA, d.h. dem Teilraum

ker(ψA) = {x ∈ Kn : Ax = 0}
überein. Ist ξ ∈ Kn eine Lösung des linearen Gleichungssystems, d.h. Aξ = y,
dann gilt

{x ∈ Kn : Ax = y} = {ξ + x : Ax = 0} = ξ + ker(ψA),

wir erhalten daher alle Lösungen von Ax = y indem wir zu einer speziellen Lösung
ξ, d.h. Aξ = y, alle Lösungen des homogenen Systems Ax = 0 addieren.

II.5. Summen und Komplemente. SindW1 undW2 zwei Teilräume eines
Vektorraums V , dann bildet deren Vereinigung, W1 ∪W2, i.A. keinen Teilraum
von V , vgl. Übungsaufgabe 19. Wir werden nun den kleinsten Teilraum von V
betrachten, der W1 ∪W2 enthält.

II.5.1. Definition (Summe von Teilräumen). Sind W1 und W2 zwei Teilräu-
me eines Vektorraums V , so wird

W1 +W2 := {w1 + w2 | w1 ∈ W1, w2 ∈ W2}
die Summe der Teilräume W1 und W2 genannt.

II.5.2. Proposition. Sind W1 und W2 zwei Teilräume eines Vektorraums
V , dann ist W1 +W2 der kleinste Teilraum von V , der W1 ∪ W2 enthält. D.h.
W1 + W2 ist ein Teilraum von V , es gilt W1 ∪ W2 ⊆ W1 + W2 und für jeden
weiteren Teilraum W von V mit W1 ∪W2 ⊆W gilt schon W1 +W2 ⊆W .

Beweis. Da 0 ∈ W2 gilt W1 ⊆W1+W2, denn jedes w1 ∈ W1 lässt sich in der
Form w1 = w1 +0 schreiben. Analog haben wir auch W2 ⊆W1 +W2. Zusammen
erhalten wir W1 ∪ W2 ⊆ W1 + W2. Insbesondere ist W1 + W2 nicht leer. Um
die Abgeschlossenheit unter Addition zu zeigen betrachten wir zwei Elemente
w,w′ ∈ W1 +W2. Nach Definition der Summe existieren daher w1, w

′
1 ∈ W1 und

w2, w
′
2 ∈ W2 mit w = w1 +w2 und w

′ = w′
1 +w′

2. Da W1 und W2 Teilräume sind,
folgt

w + w′ = (w1 + w2) + (w′
1 + w′

2) = (w1 + w′
1)

︸ ︷︷ ︸

∈W1

+ (w2 + w′
2)

︸ ︷︷ ︸

∈W2

,

also liegt auch w+w′ inW1+W2. Somit istW1+W2 abgeschlossen unter Addition.
Seien nun λ ∈ K und w ∈ W1 +W2. Es existieren daher w1 ∈ W1 und w2 ∈ W2

mit w = w1 + w2. Aufgrund von λw = λ(w1 + w2) = λw1 + λw2 liegt also auch
λw inW1+W2. Somit ist W1+W2 auch abgeschlossen unter Skalarmultiplikation
und daher ein Teilraum von V . Die Minimalität von W1 +W2 ist offensichtlich,
jeder Teilraum der W1 und W2 enthält muss auch alle Vektoren der Form w1+w2

mit w1 ∈ W1, w2 ∈ W2 enthalten. �
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II.5.3. Bemerkung. Sind W , W1, W2 und W3 Teilräume eines Vektorraums
V , dann gelten offensichtlich die RelationenW1+W2 =W2+W1,W1+(W2+W3) =
(W1 +W2) +W3, und W + {0} = W . Weiters gilt W1 +W2 = W2 genau dann,
wenn W1 ⊆W2, vgl. Übungsaufgabe 46.

Nach Definition der Summe lässt sich jedes Element v ∈ W1+W2 in der Form
v = w1 + w2 schreiben, w1 ∈ W1, w2 ∈ W2. Wie das folgende Beispiel zeigt ist
diese Darstellung i.A. jedoch nicht eindeutig.

II.5.4. Beispiel. Betrachte folgende beiden Teilräume von K3,

W1 =
{(

x1
x2
x3

)

∈ K3 : x1 = 0
}

und W2 =
{(

x1
x2
x3

)

∈ K3 : x2 = 0
}

.

Offensichtlich gilt K3 = W1 + W2, denn jeder Vektor lässt sich in der Form(
x1
x2
x3

)

=
(

0
x2
x3

)

+
(
x1
0
0

)

schreiben, wobei der erste Summand inW1 und der zweite in

W2 liegt. Allerdings ist diese Darstellung nicht eindeutig,
(
x1
x2
x3

)

=
(

0
x2
x3−1

)

+
(
x1
0
1

)

ist eine andere Zerlegung mit den selben Eigenschaften.

II.5.5. Proposition. Sind W1 und W2 zwei Teilräume eines Vektorraums V ,
dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) W1 +W2 = V und W1 ∩W2 = {0}.
(b) Jedes v ∈ V lässt sich auf eindeutige Weise in der Form v = w1 +w2 schrei-

ben, für gewisse w1 ∈ W1 und w2 ∈ W2.
(c) Zu je zwei linearen Abbildungen ϕ1 : W1 → U und ϕ2 : W2 → U existiert

genau eine lineare Abbildung ϕ : V → U , sodass ϕ|W1
= ϕ1 und ϕ|W2

= ϕ2.

Beweis. Ad (a)⇒(b): Da V = W1 +W2 lässt sich jedes v ∈ V in der Form
v = w1 + w2 für gewisse w1 ∈ W1 und w2 ∈ W2 schreiben. Sei nun v = w′

1 + w′
2

eine weiter solche Darstellung, d.h. w′
1 ∈ W1 und w′

2 ∈ W2. Es folgt w1 + w2 =
v = w′

1 + w′
2 und daher

w1 − w′
1 = w′

2 − w2.

Beachte, dass die linke Seite dieser Gleichung in W1 und die rechte Seite in W2

liegt. Beide Seiten liegen daher in W1∩W2 = {0}. Wir erhalten also w1−w′
1 = 0

und w′
2 − w2 = 0, d.h. w1 = w′

1 und w2 = w′
2. Somit sind w1 und w2 in der

Darstellung v = w1 + w2 eindeutig bestimmt.
Ad (b)⇒(c): Seien also ϕ1 : W1 → U und ϕ2 : W2 → U zwei lineare Abbildun-

gen. Wir definieren eine Abbildung ϕ : V → U durch ϕ(v) := ϕ1(w1) + ϕ2(w2),
wobei w1 ∈ W1 und w2 ∈ W2 jene eindeutig bestimmten Vektoren bezeichnen,
für die v = w1+w2 gilt. Offensichtlich gilt ϕ|W1

= ϕ1 und ϕ|W2
= ϕ2. Wir zeigen

nun, dass ϕ linear ist. Sei dazu v′ ∈ V und v′ = w′
1+w′

2 die eindeutige Zerlegung
mit w′

1 ∈ W1 und w′
2 ∈ W2. Für die Zerlegung der Summe, v + v′, ergibt sich
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v + v′ = (w1 +w′
1) + (w2 +w′

2), wobei w1 +w′
1 ∈ W1 und w2 +w′

2 ∈ W2. Es folgt

ϕ(v + v′) = ϕ1(w1 + w′
1) + ϕ2(w2 + w′

2)

=
(
ϕ1(w1) + ϕ1(w

′
1)
)
+
(
ϕ2(w2) + ϕ2(w

′
2)
)

=
(
ϕ1(w1) + ϕ2(w2)

)
+
(
ϕ1(w

′
1) + ϕ2(w

′
2)
)

= ϕ(v) + ϕ(v′).

Ist λ ∈ K, so gilt λv = λw1+λw2 mit λw1 ∈ W1 und λw2 ∈ W2 und daher ϕ(λv) =
ϕ1(λw1) + ϕ2(λw2) = λϕ1(w1) + λϕ2(w2) = λ

(
ϕ1(w1) + λϕ2(w2)

)
= λϕ(v). Dies

zeigt, dass ϕ tatsächlich eine lineare Abbildung darstellt. Die Eindeutigkeit von
ϕ ist offensichtlich, jedes v ∈ V lässt sich ja in der Form v = w1 + w2, w1 ∈ W1,
w2 ∈ W2, schreiben, für ein lineares ϕ : V → U mit ϕ|W1

= ϕ1 und ϕ|W2
= ϕ2

folgt daher ϕ(v) = ϕ(w1 + w2) = ϕ(w1) + ϕ(w2) = ϕ|W1
(w1) + ϕ|W2

(w2) =
ϕ1(w1) + ϕ2(w2).

Ad (c)⇒(a): Nach Voraussetzung existiert eine lineare Abbldung π1 : V →W1

mit π1|W1
= idW1

und π1|W2
= 0. Daraus erhalten wir sofort W1 ∩ W2 = {0},

denn für v ∈ W1 ∩W2 folgt v = π1(v) = 0. Es existiert aber auch eine lineare
Abbildung π2 : V → W2 mit π2|W1

= 0 und π2|W2
= idW2

. Fassen wir π1 und
π2 als lineare Abbildungen π1 : V → V und π2 : V → V auf, dann gilt für ihre
Summe, π1 + π2 : V → V nun (π1 + π2)|W1

= idV |W1
und (π1 + π2)|W2

= idV |W2
.

Aus der Eindeutigkeitsaussage in (c) folgt daher π1 + π2 = idV . Für jedes v ∈ V
erhalten wir somit v = idV (v) = π1(v) + π2(v) mit π1(v) ∈ W1 und π2(v) ∈ W2,
also V =W1 +W2. �

II.5.6. Definition (Innere direkte Summe und Komplement). Zwei Teilräu-
me W1 und W2 eines Vektorraums V heißen komplementär, falls W1 +W2 = V
und W1 ∩ W2 = {0} gilt. In diesem Fall sagen wir V ist die (innere) direkte
Summe von W1 und W2 und notieren dies durch V = W1⊕W2. Auch wird W2 als
ein Komplement von W1 in V bezeichnet. Die nach Proposition II.5.5 eindeutig
bestimmte lineare Abbildung π1 : V → W1 mit π1|W1

= idW1
und π1|W2

= 0
wird als Projektion auf W1 längs W2 bezeichnet. Mit vertauschten Rollen wird
auch W1 ein Komplement von W2 in V genannt. Die eindeutig bestimmte lineare
Abbildung π2 : V → W2 mit π2|W2

= idW2
und π2|W2

= 0 wird als Projektion
auf W2 längs W1 bezeichnet. Auch wird π2 = idV −π1 die zu π1 komplementäre
Projektion genannt.

Seien W1 und W2 zwei komplementäre Teilräume eines Vektorraums V , d.h.
W1 ⊕ W2 = V , und π1 : V → W1 sowie π2 : V → W2 die damit assozierten
Projektionen. Ist v ∈ V und v = w1 + w2 die eindeutige Zerlegung mit w1 ∈ W1

und w2 ∈ W2, dann gilt π1(v) = π1(w1 + w2) = π1(w1) + π1(w2) = w1 + 0 = w1

und analog π2(v) = w2. Die beiden Projektionen liefern uns also für jedes v ∈ V
die eindeutige Zerlegung v = w1+w2 mit w1 = π1(v) ∈ W1 und w2 = π2(v) ∈ W2.
Fassen wir diese Projektionen als lineare Abbildungen π1, π2 : V → V auf, dann
folgt π1 ◦ π1 = π1, π2 ◦ π2 = π2, π1 + π2 = idV und π1 ◦ π2 = 0 = π2 ◦ π1.
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II.5.7. Definition (Projektor). Unter einem Projektor verstehen wir eine
lineare Abbildung π : V → V für die π ◦ π = π gilt.

II.5.8. Proposition. Ist π : V → V ein Projektor, dann gilt

V = img(π)⊕ ker(π)

und π stimmt mit der Projektion auf img(π) längs ker(π) überein. Auch π′ :=
idV −π ist ein Projektor, er stimmt mit der komplementären Projektion auf ker(π)
längs img(π) überein. Weiters haben wir img(π) = {v ∈ V : π(v) = v} = ker(π′),
img(π′) = {v ∈ V : π′(v) = v} = ker(π) und es gelten die Formeln

π ◦ π = π, π′ ◦ π′ = π′, π + π′ = idV sowie π ◦ π′ = 0 = π′ ◦ π.
Beweis. Zunächst ist auch π′ = idV −π : V → V ein Projektor, denn

π′ ◦ π′ = (idV −π) ◦ (idV −π)
= idV ◦ idV −π ◦ idV − idV ◦π + π ◦ π
= idV −π − π + π

= idV −π = π′.

Auch erhalten wir sofort π ◦ π′ = π ◦ (idV −π) = π ◦ idV −π ◦ π = π − π = 0 und
analog π′ ◦ π = 0. Die Relationen img(π) ⊇ {v ∈ V : π(v) = v} = ker(π′) sind
offensichtlich. Ist v ∈ img(π), dann existiert w ∈ V mit v = π(w) und wir erhalten
π(v) = π(π(w)) = (π ◦ π)(w) = π(w) = v. Dies zeigt img(π) ⊆ {v ∈ V : π(v) =
v}, es gilt daher img(π) = {v ∈ V : π(v) = v} = ker(π′). Wenden wir dies auf
den Projektor π′ an, erhalten wir auch img(π′) = {v ∈ V : π′(v) = v} = ker(π).
Daraus folgt nun img(π) ∩ ker(π) = {0}, denn für v ∈ img(π) ∩ ker(π) gilt
v = π(v) = 0. Schließlich läst sich jedes v ∈ V in der Form v = π(v) + π′(v)
schreiben, wobei π(v) ∈ img(π) und π′(v) ∈ img(π′) = ker(π). Dies zeigt V =
img(π) + ker(π), also V = img(π)⊕ ker(π). �

II.5.9. Bemerkung (Spiegelungen). Sei V = W+ ⊕ W−. Nach Propositi-
on II.5.5 existiert eine eindeutige lineare Abbildung σ : V → V , sodass σ(v) = v
für alle v ∈ W+, und σ(v) = −v für alle v ∈ W−. Diese Abbildung σ wird
Spiegelung an W+ längs W− genannt. Beachte σ ◦ σ = idV . Die komplementäre
Spiegelung an W− längs W+ ist durch −σ gegeben. Bezeichnen π+ : V → V und
π− : V → V die mit der Zerlegung V =W− ⊕W+ assozierten Projektoren, dann
gilt σ = π+ − π−. Ist 2 6= 0 ∈ K, dann lassen sich auch die Projektionen durch
die Spiegelungen ausdrücken, π+ = 1

2
(idV +σ) sowie π− = 1

2
(idV −σ), siehe auch

Übungsaufgabe 50.

II.5.10. Beispiel. Betrachte die beiden Teilräume von R3,

E :=
{(

x1
x2
x3

)

: 2x1 + 3x2 + 4x3 = 0
}

und G :=
{

λ
(

5
6
7

)

: λ ∈ R
}

.

Wir wollen uns nun davon überzeugen, dass R3 innere direkte Summe von E und
G ist, d.h. R3 = E ⊕ G. Zunächst gilt E ∩ G = {0}, denn liegt ein Element
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x = λ
(

5
6
7

)

=
(

5λ
6λ
7λ

)

aus G auch in E, so folgt 0 = 2 · 5λ + 3 · 6λ + 4 · 7λ = 56λ,

also λ = 0 und damit x = 0. Andererseits haben wir auch E + G = R3, denn
jeder Vektor aus R3 lässt sich in der Form

(
x1
x2
x3

)

=
(
x1
x2
x3

)

− λ
(

5
6
7

)

︸ ︷︷ ︸

∈E

+ λ
(

5
6
7

)

︸ ︷︷ ︸

∈G

, λ =
2x1 + 3x2 + 4x3

56
,

schreiben, wobei λ so gewählt wurde, dass der erste Summand tatsächlich in E
liegt. Dies zeigt R3 = E ⊕ G. Für die Projektion auf G längs E, πG : R

3 → R3,
erhalten wir

πG





x1
x2
x3



 =
2x1 + 3x2 + 4x3

56





5
6
7



 =
1

56





10 15 20
12 18 24
14 21 28









x1
x2
x3





Für die Projektion auf E längs G, πE : R
3 → R3, folgt

πE





x1
x2
x3



 =





x1
x2
x3



− 2x1 + 3x2 + 4x3
56





5
6
7



 =
1

56





46 −15 −20
−12 38 −24
−14 −21 28









x1
x2
x3





Die Spiegelung an E längs G, d.h. σ = πE − πG : R3 → R3, ist daher durch

σ





x1
x2
x3



 =
1

56





36 −30 −40
−24 20 −48
−28 −42 0









x1
x2
x3



 ,

gegeben, siehe Bemerkung II.5.9 und Übungsaufgabe 48.

II.5.11. Beispiel. Es bezeichne X ⊆ R ein um Null symmetrisches Intervall,
etwa X = (−a, a) mit 0 < a ≤ ∞. Wir wollen nun zeigen, dass V := F (X,R),
der Vektorraum aller Funktionen X → R, innere direkte Summe des Teilraums
aller geraden Funktionen,

G :=
{
f ∈ F (X,R)

∣
∣ ∀x ∈ X : f(−x) = f(x)

}
,

und des Teilraums aller ungeraden Funktionen,

U :=
{
f ∈ F (X,R)

∣
∣ ∀x ∈ X : f(−x) = −f(x)

}
,

ist, d.h. V = G⊕ U . In Beispiel II.2.14 haben wir bereits verifiziert, dass G und
U Teilräume von F (X,R) bilden, für die G∩U = {0} gilt. Andererseits lässt sich
jede Funktion f : X → R in der Form f = g + u schreiben, wobei g : X → R,
g(x) := 1

2
(f(x) + f(−x)), u : X → R, u(x) := 1

2
(f(x) − f(−x)), und für diese

Summanden gilt g ∈ G sowie u ∈ U . Dies zeigt V = G ⊕ U . Für die Projektion
auf G längs U , πG : V → V , und die Projektion auf U längs G, πU : V → V ,
erhalten wir

(πG(f))(x) =
1
2

(
f(x) + f(−x)

)
und (πU(f))(x) =

1
2

(
f(x)− f(−x)

)
.
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Die Projektion πG macht Funktionen gerade und zwar so, dass bereits gera-
de Funktionen unverändert bleiben und ungerade Funktionen auf 0 abgebil-
det werden. Analog macht die Projektion πU Funktionen ungerade, wobei be-
reits ungerade Funktionen unverändert bleiben und gerade Funktionen auf 0
abgebildet werden. Beachte auch, dass die Spiegelung an G längs U , d.h. σ =
πG − πU : F (X,R) → F (X,R), durch σ(f)(x) = f(−x) gegeben ist, x ∈ X . Mit
Hilfe der Involution ν : X → X , ν(x) := −x, lässt sich dies auch als σ(f) = f ◦ ν
schreiben.

II.5.12. Beispiel. Sei K ein Körper in dem 2 6= 0 gilt. In Beispiel II.4.12
haben wir gesehen, dass die symmetrischen bzw. schiefsymmetrischen Matrizen,

W := {A ∈Mn×n(K) : At = A} und W ′ := {A ∈Mn×n(K) : At = −A}
jeweils Teilräume von Mn×n(K) bilden. Wir wollen nun zeigen, dass Mn×n(K)
direkte Summe dieser Teilräume ist, d.h.

Mn×n(K) =W ⊕W ′.

Zunächst gilt W ∩W ′ = {0}, denn für A ∈ W ∩W ′ folgt A = At = −A, also
2A = 0 und daher A = 0. Andererseits lässt sich jede Matrix A ∈ Mn×n(K) in
der Form

A = 1
2
(A + At) + 1

2
(A−At)

schreiben, wobei der erste Summand offensichtlich inW liegt, denn (1
2
(A+At))t =

1
2
(At+Att) = 1

2
(At+A) = 1

2
(A+At), und der zweite Summand in W ′ liegt, denn

(1
2
(A−At))t = 1

2
(At−Att) = 1

2
(At−A) = −1

2
(A−At). Dies zeigtMn×n(K) = W+

W ′, also Mn×n(K) = W ⊕W ′. Für die Projektion π : Mn×n(K)→W ⊆ Mn×n(K)
auf W längs W ′ bzw. die Projektion π′ : Mn×n(K) → W ′ ⊆ Mn×n(K) auf W ′

längs W erhalten wir

π(A) = 1
2
(A+ At) und π′(A) = 1

2
(A−At).

Die Spiegelung an W längs W ′, d.h. σ = π−π′ : Mn×n(K)→Mn×n(K), ist daher
durch σ(A) = At gegeben.

II.5.13. Proposition. Sei ϕ : V → W eine surjektive lineare Abbildung und
V ′ ein zu ker(ϕ) komplementärer Teilraum in V , d.h. V = ker(ϕ)⊕ V ′. Dann ist
die Einschränkung ϕ|V ′ : V ′ →W ein linearer Isomorphismus.

Beweis. Zunächst ist ϕ|V ′ injektiv, da ker(ϕ|V ′) = {v′ ∈ V ′ : ϕ(v′) = 0} =
ker(ϕ)∩ V ′ = {0}, siehe auch Proposition II.3.22. Um auch die Surjektivität von
ϕ|V ′ zu zeigen, sei w ∈ W beliebig. Wegen der Surjektivität von ϕ gibt es v ∈ V
mit ϕ(v) = w. Da V = ker(ϕ) + V ′, existiert v′ ∈ V ′, sodass v − v′ ∈ ker(ϕ). Es
folgt w = ϕ(v) = ϕ(v − v′ + v′) = ϕ(v − v′) + ϕ(v′) = 0 + ϕ(v′) = ϕ(v′), also
w ∈ ϕ(V ′). Somit ist ϕ|V ′ eine lineare Bijektion, also ein Isomorphismus. �

II.5.14. Bemerkung. Betrachte ein linearess Gleichungssystem Ax = y, wo-
bei A ∈ Mm×n(K), x ∈ Kn und y ∈ Km. Weiters bezeichne ψ : Kn → Km,
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ψ(x) = Ax, die damit assozierte lineare Abbildung, und W := img(ψ) den Teil-
raum aller y ∈ Km, für die das Gleichungssystem Ax = y lösbar ist. Gelingt es
einen zu ker(ψ) komplementären Teilraum V ′ zu bestimmen, d.h. ker(ψ)⊕V ′ = V ,
dann ist die Einschränkung ψ|V ′ : V ′ → W nach Proposition II.5.13 ein Isomor-
phismus, und ihre Umkehrabbildung, ξ := ψ|−1

V ′ : W → V ′ ⊆ V , liefert dann zu
jedem y ∈ W eine spezielle Lösung ξ(y) ∈ Kn, die linear von y abhängt.

II.6. Quotientenräume. Es sei V ein Vektorraum über K und W ⊆ V ein
Teilraum. Wir definieren auf V nun eine Relation ∼ durch

v ∼ v′ :⇔ v′ − v ∈ W.
II.6.1. Lemma. Diese Relation ∼ ist eine Äquivalenzrelation auf V .

Beweis. Die Relation ist reflexsiv, denn für jedes v ∈ V gilt v − v = 0 ∈ W ,
also v ∼ v. Die Relation ist symmetrisch, denn aus v ∼ v′ folgt v′−v ∈ W , somit
ist auch v − v′ = −(v′ − v) ∈ W und daher v′ ∼ v. Die Relation ist transitiv,
denn aus v ∼ v′ und v′ ∼ v′′ erhalten wir v′ − v ∈ W und v′′ − v′ ∈ W , somit
auch v′′ − v = (v′′ − v′) + (v′ − v) ∈ W und daher v ∼ v′′. �

II.6.2. Lemma. Sind v, v1, v2, v
′, v′1, v

′
2,∈ V und λ ∈ K, dann gilt:

(a) Aus v1 ∼ v′1 und v2 ∼ v′2 folgt (v1 + v2) ∼ (v′1 + v′2).
(b) Aus v ∼ v′ folgt λv ∼ λv′.

Beweis. Ad (a): Gilt v1 ∼ v′1 und v2 ∼ v′2 so folgt v′1− v1 ∈ W und v′2− v2 ∈
W , somit auch (v′1 + v′2) − (v1 + v2) = (v′1 − v1) + (v′2 − v2) ∈ W und daher
(v1 + v2) ∼ (v′1 + v′2). Ad (b): Aus v ∼ v′ erhalten wir v′ − v ∈ W , somit auch
λv′ − λv = λ(v′ − v) ∈ W und daher λv ∼ λv′. �

Die Äquivalenzklassen von ∼, sind genau die Translate von W . Wir werden
die von v ∈ V repräsentierte Äquivalenzklasse meist mit

[v] := {v′ ∈ V : v ∼ v′} = {v + w : w ∈ W} = v +W

bezeichnen. Für die Menge der Äquivalenzklassen schreiben wir V/W . Wir defi-

nieren nun auf V/W Addition V/W × V/W +−→ V/W und Skalarmultiplikation

K× V/W ·−→ V/W durch

[v1] + [v2] := [v1 + v2] und λ[v] := [λv],

wobei v, v1, v2 ∈ V und λ ∈ K. Beachte, dass diese Operationen nach Lem-
ma II.6.2 tatsächlich wohldefiniert sind! Wir werden uns nun davon überzeugen,
dass V/W dadurch zu einem K-Vektorraum wird.

II.6.3. Satz. Ist W ein Teilraum eines K-Vektorraums V , dann bildet V/W
mit obigen Operationen einen Vektorraum über K. Die kanonische Abbilddung
π : V → V/W , π(v) := [v], ist eine lineare Surjektion mit ker(π) = W . Zu
jeder linearen Abbildung ϕ : V → U mit ϕ|W = 0 existiert eine eindeutige lineare
Abbildung ϕ̄ : V/W → U , sodass ϕ = ϕ̄ ◦ π.
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Beweis. Zunächst sind die Vektorraumaxiome (V1) – (V8) für V/W zu über-
prüfen. Wir beginnen mit der Assotiativität der Addition:

(
[v1] + [v2]

)
+ [v3] = [v1 + v2] + [v3] = [(v1 + v2) + v3]

= [v1 + (v2 + v3)] = [v1] + [v2 + v3] = [v1] +
(
[v2] + [v3]

)
.

Dies zeigt, dass die Addtion auf V/W dem Axiom (V1) genügt. Analog erhalten
wir aus Axiom (V2) für V sofort [v] + [0] = [v + 0] = [v]. Somit ist die Klasse
[0] ∈ V/W neutrales Element der Addition auf V/W , d.h. die Addition auf V/W
erfüllt auch Axiom (V2). Ebenso erhalten wir [v]+[−v] = [v+(−v)] = [0], d.h. die
Klasse [−v] ∈ V/W ist das additive Inverse der Klasse [v]. Die Addition auf V/W
genügt daher auch Axiom (V3). Auch die Kommutativität der Addition auf V/W
folgt sofort aus der Kommutativität der Addition in V , [v1] + [v2] = [v1 + v2] =
[v2 + v1] = [v2] + [v1], also genügt V/W Axiom (V4). Für λ, µ ∈ K erhalten wir
ähnlich λ(µ[v]) = λ[µv] = [λ(µv)] = [(λµ)v] = (λµ)[v], die Skalarmultiplikation
in V/W genügt daher dem Axiom (V5). Weiters haben wir:

λ
(
[v1] + [v2]

)
= λ[v1 + v2] = [λ(v1 + v2)]

= [λv1 + λv2] = [λv1] + [λv2] = λ[v1] + λ[v2].

In V/W gilt daher das Distributivgesetz (V6). Das andere Distributivgesetz (V7)
lässt sich genauso verifizieren, (λ+µ)[v] = [(λ+µ)v] = [λv+µv] = [λv] + [µv] =
λ[v]+µ[v], also genügt V/W auch Axiom (V7). Schließlich ist 1[v] = [1v] = [v] und
damit ist auch Axiom (V8) erfüllt. Addition und Skalarmultiplikation auf V/W
erfüllen somit alle Vektorraumaxiome und bilden daher einen K-Vektorraum.

Die kanonische Abbildung π : V → V/W ist offensichtlich linear, denn es
gilt π(v + w) = [v + w] = [v] + [w] = π(v) + π(w) und auch π(λv) = [λv] =
λ[v] = λπ(v).3 Die Surjektivität von π ist trivial, jede Äquivalenzklasse besitzt ja
mindestens einen Repräsentanten. Für den Kern von π folgt ker(π) = π−1([0]) =
{v ∈ V | π(v) = [0]} = {v ∈ V | [v] = [0]} = {v ∈ V | v ∼ 0} = W .

Sei nun ϕ : V → U eine lineare Abbildung die auf W verschwindet, d.h.
ϕ|W = 0. Für v, v′ ∈ V mit v ∼ v′ gilt v′−v ∈ W , also ϕ(v′)−ϕ(v) = ϕ(v′−v) = 0
und somit ϕ(v) = ϕ(v′). Daher ist die Abbildung

ϕ̄ : V/W → U, ϕ̄([v]) := ϕ(v),

wohldefiniert. Auch ist sie offensichtlich linear, denn ϕ̄([v1]+[v2]) = ϕ̄([v1+v2]) =
ϕ(v1 + v2) = ϕ(v1) + ϕ(v2) = ϕ̄([v1]) + ϕ̄([v2]) und ϕ̄(λ[v]) = ϕ̄([λv]) = ϕ(λv) =
λϕ(v) = λϕ̄([v]). Schließlich gilt (ϕ̄ ◦ π)(v) = ϕ̄(π(v)) = ϕ̄([v]) = ϕ(v) und daher
ϕ̄ ◦ π = ϕ. Die Eindeutigkeit der Abbildung ϕ̄ folgt sofort aus der Surjektivität
von π. �

3Die Vektorraumoperationen auf V/W wurden genau so definiert, dass π linear wird.
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II.6.4. Definition (Quotientenraum). Der Vektorraum V/W wird Quotien-
tenraum V nach W oder V modulo W genannt. Die Abbildung π : V → V/W ,
π(v) = [v], wird als kanonische Projektion bezeichnet.

II.6.5. Bemerkung. Es gilt stets V/{0} = V und V/V = {0}. Für einen
Teilraum W eines Vektorraums V gilt V/W = {0} genau dann, wenn V = W .

II.6.6. Korollar. Jede lineare Abbildung ϕ : V → W induziert einen linea-
ren Isomorphismus

ϕ̄ : V/ ker(ϕ)
∼=−→ img(ϕ), ϕ̄([v]) = ϕ(v).

Beweis. Wir fassen ϕ als surjektive lineare Abbildung ϕ : V → img(ϕ) auf.
Da ϕ auf ker(ϕ) verschwindet stellt ϕ̄ : V/ ker(ϕ) → img(ϕ), ϕ̄([v]) = ϕ(v),
eine wohldefinierte lineare Abbildung dar, siehe Satz II.6.3. Offensichtlich ist ϕ̄
surjektiv. Weiters gilt ker(ϕ̄) = {[0]}, denn aus ϕ̄([v]) = 0 erhalten wir ϕ(v) = 0,
also v ∈ ker(ϕ) und daher [v] = [0] ∈ V/ ker(ϕ). Nach Proposition II.3.22 ist ϕ̄
daher auch injektiv. Somit ist ϕ̄ eine lineare Bijektion, also ein Isomorphismus,
siehe Bemerkung II.3.11. �

II.6.7. Korollar. Sei W ein Teilraum eines Vektorraums V und W ′ ein
Komplement von W in V , d.h. V = W ⊕W ′. Dann ist die Einschränkung der
kanonischen Projektion, π|W ′ : W ′ → V/W , ein linearer Isomorphismus. Jede
Äquivalenzklasse in V/W besitzt daher einen eindeutigen Repräsentanten in W ′.

Beweis. Dies folgt sofort aus Satz II.6.3 und Proposition II.5.13. �

II.6.8. Beispiel. Sei A ∈ Mn×n(K) eine Matrix und L := {x ∈ Kn : Ax =
0} der Lösungsraum des assozierten homogenen Gleichungssystems. Weiters sei
ξ ∈ Kn und y := Aξ ∈ Km, also Aξ = y. Dann besteht die von ξ repräsen-
tierte Äquivalenzklasse, [ξ] ∈ Kn/L, genau aus jenen Vektoren, die das selbe
Gleichungssystem wie ξ lösen, d.h. [ξ] = {x ∈ Kn : Ax = y}.

II.6.9. Beispiel. Sei [a, b] ein Intervall, und bezeichne W ⊆ F ([a, b],R) den
Teilraum der konstanten Funktionen. Die von einer Funktion f ∈ F ([a, b],R) re-
präsentierte Äquivalenzklasse [f ] ∈ F ([a, b],R)/W besteht daher aus allen Funk-
tionen, die sich von f nur durch eine additive Konstante unterscheiden. Elemente
von F ([a, b],R)/W können als Funktionen verstanden werden, die nur bis auf eine
additive Konstante definiert sind.

II.6.10. Beispiel (Landau Symbol). Betrachte den Teilraum

W := o(1) =
{
f ∈ F (R,R)

∣
∣ lim
x→∞

f(x) = 0
}

von F (R,R). Die von einer Funktion f ∈ F (R,R) repräsentierte Äquivalenz-
klasse [f ] ∈ F (R,R)/W besteht daher genau aus jenen Funktionen g, für die
limx→∞(g(x) − f(x)) = 0 gilt, d.h. aus allen Funktionen die sich asymptotisch
wie f verhalten. Elemente von F (R,R)/W können daher als Asymptoten ver-
standen werden.



III. Basen

Das Konzept der Basis bildet das wesentliche Hilfmittel um die Struktur all-
gemeiner Vektorräume zu verstehen. Ist ein Vektorraum mit einer Basis ausge-
stattet, dann kann jeder Vektor in eindeutiger Weise als Linearkombination der
Basisvektoren geschrieben werden, Vektoren können somit durch Zahlen, und
zwar eine für jeden Basisvektor, beschrieben werden.

Basen werden als linear unabhängige Erzeugendensysteme definiert, wir be-
ginnen dieses Kapitel daher mit zwei Abschnitten, in denen wir die Begriffe Er-
zeugendensystem und lineare Unabhängigkeit erläutern. In Abschnitt III.3 werden
wir dann zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt und einige Konsequen-
zen dieses zentralen Resultats besprechen. Bevor wir im folgenden Kapitel IV
näher auf die wichtige Klasse der endlich-dimensionalen Vektorräume eingehen,
werden wir in Abschnitt III.4 noch grundlegende Eigenschaften des Dualraums
zusammenstellen.

III.1. Erzeugendensysteme. Sei A eine Teilmenge eines K-Vektorraums
V . Unter einer Linearkombination von Elementen in A verstehen wir jeden Aus-
druck der Form

λ1a1 + · · ·+ λnan,

wobei λ1, . . . , λn ∈ K und a1, . . . , an ∈ A. Auch n = 0 ist hier zulässig, wir
interpretieren diesen Fall als leere Summe, ihr Wert ist definitionsgemäß gleich 0.
Lässt sich ein Vektor v ∈ V als Linearkombination von Elementen in A schreiben,
d.h. existieren ai ∈ A und λi ∈ K, sodass v = λ1a1+ · · ·+λnan, dann können wir
durch geeignetes Zusammenfassen auch erreichen, dass die Elemente a1, . . . , an
paarweise verschieden sind, siehe (V7). Somit lässt sich v auch in der Form

v =
∑

a∈A
λaa

schreiben, wobei die Skalare λa ∈ K fast alle verschwinden, d.h. alle bis auf
endlich viele gleich 0 sind.

III.1.1. Definition (Lineare Hülle). Ist A eine Teilmenge eines K-Vektor-
raums V , dann wird die Menge aller Vektoren, die sich als Linearkombinationen
von Elementen in A schreiben lassen, d.h.

〈A〉 :=
{
λ1a1 + · · ·+ λnan

∣
∣ λ1, . . . , λn ∈ K, a1, . . . , an ∈ A

}
,

als lineare Hülle oder lineares Erzeugnis von A bezeichnet. Auch wird 〈A〉 der
von A erzeugte bzw. aufgespannte Teilraum genannt. Sind v1, . . . , vn ∈ V , dann
schreiben wir auch

〈v1, . . . , vn〉 := 〈{v1, . . . , vn}〉 =
{
λ1v1 + · · ·+ λnvn

∣
∣ λ1, . . . , λn ∈ K

}

für den von {v1, . . . , vn} aufgespannten Teilraum.
45
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III.1.2. Proposition. Sei A eine Teilmenge eines Vektorraums V . Dann ist
〈A〉 der kleinste Teilraum von V , der A enthält, d.h. 〈A〉 bildet einen Teilraum
von V , es gilt A ⊆ 〈A〉 und für jeden weiteren Teilraum W von V mit A ⊆ W
gilt schon 〈A〉 ⊆W . Insbesondere ist

〈A〉 =
⋂

W ist Teilraum von V
und A ⊆W

W

wobei der Durchschnitt aller Teilräume von V gemeint ist, die A enthalten.

Beweis. Zunächst ist 〈A〉 nicht leer, denn 0 ∈ 〈A〉. Weiters ist 〈A〉 offensicht-
lich abgeschlossen unter Addition. Um auch die Abgeschlossenheit unter Skalar-
multiplikation zu sehen, sei nun v ∈ 〈A〉 und λ ∈ K. Nach Definition der linearen
Hülle lässt sich v in der Form v = λ1a1 + · · ·+ λnan schreiben, wobei ai ∈ A und
λi ∈ K. Es folgt λv = λ(λ1a1+ · · ·+λnan) = (λλ1)a1+ · · ·+(λλn)an, also ist auch
λv ∈ 〈A〉. Dies zeigt, dass 〈A〉 einen Teilraum von V bildet. Da sich jedes a ∈ A
als Linearkombination a = 1a schreiben lässt, gilt auch A ⊆ 〈A〉. Sei nun W ein
Teilraum von V , sodass A ⊆W . Für beliebige a1, . . . , an ∈ A und λ1, . . . , λn ∈ K
folgt dann λ1a1 + · · ·+ λnan ∈ W , also 〈A〉 ⊆W . �

III.1.3. Beispiel. Etwa gilt in R3:
〈(

1
2
3

)〉

=
{

λ
(

1
2
3

)

: λ ∈ R
}

=
{(

λ
2λ
3λ

)

: λ ∈ R
}

〈(
1
2
3

)

,
(

3
2
1

)〉

=
{

λ
(

1
2
3

)

+ µ
(

3
2
1

)

: λ, µ ∈ R
}

=

{(
λ+3µ
2λ+2µ
3λ+µ

)

: λ, µ ∈ R

}

〈(
1
2
3

)

,
(

2
4
6

)〉

=
{

λ
(

1
2
3

)

+ µ
(

2
4
6

)

: λ, µ ∈ R
}

=
〈(

1
2
3

)〉

〈(
1
0
0

)

,
(

0
1
0

)

,
(

0
0
1

)〉

=
{

λ
(

1
0
0

)

+ µ
(

0
1
0

)

+ ν
(

0
0
1

)

: λ, µ, ν ∈ R
}

= R3

III.1.4. Lemma. Sind A und B Teilmengen eines Vektorraums V dann gilt:

(a) 〈∅〉 = {0} und 〈V 〉 = V .
(b) Ist A ⊆ B, dann auch 〈A〉 ⊆ 〈B〉.
(c) A ist genau dann Teilraum von V , wenn A = 〈A〉.
(d) Es ist B ⊆ 〈A〉 genau dann, wenn 〈A ∪B〉 = 〈A〉.
(e) Es gilt 〈A ∪B〉 = 〈A〉+ 〈B〉.
(f) Für jede lineare Abbildung ϕ : V →W gilt 〈ϕ(A)〉 = ϕ(〈A〉).
(g) Für je zwei lineare Abb. ϕ, ψ : V → W gilt: ϕ|A = ψ|A ⇔ ϕ|〈A〉 = ψ|〈A〉.

Beweis. Die Behauptungen (a) und (b) sind trivial. Punkt (c) folgt sofort
aus Proposition III.1.2. Ad (d): Gilt 〈A ∪ B〉 = 〈A〉, so folgt B ⊆ A ∪ B ⊆
〈A ∪ B〉 = 〈A〉, also B ⊆ 〈A〉. Für die andere Implikation sei nun B ⊆ 〈A〉. Da
auch A ⊆ 〈A〉 erhalten wir A∪B ⊆ 〈A〉 und somit 〈A∪B〉 ⊆ 〈A〉, denn 〈A∪B〉
ist der kleinste Teilraum, der A ∪ B enthält. Aus A ⊆ A ∪ B folgt mit (b) aber
auch die umgekehrte Inklusion, 〈A〉 ⊆ 〈A ∪ B〉, und somit Gleichheit.
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Ad (e): Aus (b) erhalten wir zunächst 〈A〉 ∪ 〈B〉 ⊆ 〈A∪B〉, also 〈A〉+ 〈B〉 ⊆
〈A ∪ B〉, denn 〈A〉 + 〈B〉 ist der kleinste Teilraum in dem 〈A〉 ∪ 〈B〉 enthalten
ist, vgl. Proposition II.5.2. Andererseits ist A ∪ B ⊆ 〈A〉 ∪ 〈B〉 ⊆ 〈A〉 + 〈B〉, es
gilt daher auch die umgekehrte Inklusion, 〈A∪B〉 ⊆ 〈A〉+ 〈B〉, denn 〈A∪B〉 ist
der kleinste Teilraum, der A ∪ B enthält.

Ad (f): Aus A ⊆ 〈A〉 folgt ϕ(A) ⊆ ϕ(〈A〉). Da ϕ(〈A〉) einen Teilraum bildet
erhalten wir 〈ϕ(A)〉 ⊆ ϕ(〈A〉), denn 〈ϕ(A)〉 ist der kleinste Teilraum, der ϕ(A)
enthält. Es gilt auch die umgekehrte Inklusion, ϕ(〈A〉) ⊆ 〈ϕ(A)〉, denn jedes
v ∈ 〈A〉 lässt sich als Linearkombination v = λ1a1+ · · ·+λnan schreiben, ai ∈ A,
λi ∈ K, also ϕ(v) = ϕ(λ1a1 + · · ·+ λnan) = λ1ϕ(a1) + · · ·+ λnϕ(an) ∈ 〈ϕ(A)〉.

Ad (g): Die eine Implikation ist trivial, da A ⊆ 〈A〉. Für die andere Implikation
sei nun ϕ|A = ψ|A. Der Teilraum V ′ := {v ∈ V : ϕ(v) = ψ(v)} = ker(ϕ − ψ)
enthält daher A als Teilmenge. Es folgt 〈A〉 ⊆ V ′ und daher ϕ|〈A〉 = ψ|〈A〉. �

III.1.5. Bemerkung. Aus Lemma III.1.4(b) folgt zwar 〈A∩B〉 ⊆ 〈A〉 ∩ 〈B〉,
i.A. ist jedoch 〈A ∩ B〉 6= 〈A〉 ∩ 〈B〉, siehe Übungsaufgabe 56.

III.1.6.Definition (Erzeugendensystem). Eine Teilmenge E eines K-Vektor-
raums V wird Erzeugendensystem von V genannt, wenn 〈E〉 = V gilt. In diesem
Fall sagen wir auch E erzeugt V oder V wird von E aufgespannt. Ein Vektorraum
heißt endlich erzeugt, wenn er ein endliches Erzeugendensystem besitzt.

III.1.7. Bemerkung. Jeder Vektorraum V besitzt ein Erzeugendensystem,
etwa gilt V = 〈V 〉 nach Lemma III.1.4(a).

III.1.8. Bemerkung. Ist E ein Erzeugendensystem eines Vektorraums V
und gilt E ⊆ E ′ ⊆ V , dann ist auch E ′ Erzeugendensystem von V . Mit Lem-
ma III.1.4(b) folgt nämlich V = 〈E〉 ⊆ 〈E ′〉 ⊆ V , also 〈E ′〉 = V .

III.1.9. Bemerkung. Ist ϕ : V → W linear und E ein Erzeugendensystem
von V , dann bildet ϕ(E) ein Erzeugendensystem des Vektorraums img(ϕ). Dies
folgt sofort aus Lemma III.1.4(f). Insbesondere sind Quotienten endlich erzeugter
Vektorräume wieder endlich erzeugt, vgl. Satz II.6.3.

Erzeugendensysteme lassen sich auch mit Hilfe linearer Abbildungen charak-
terisieren.

III.1.10. Proposition (Erzeugendensysteme). Für eine Teilmenge E eines
K-Vektorraums V sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) E ist ein Erzeugendensystem von V .
(b) Jedes v ∈ V lässt sich als Linearkombination v =

∑

e∈E λee schreiben, für
gewisse Skalare λe ∈ K, die fast alle verschwinden.

(c) Für je zwei lineare Abbildungen ϕ, ψ : V →W gilt: ϕ|E = ψ|E ⇒ ϕ = ψ.

Beweis. Die Äquivalenz (a)⇔(b) ist trivial. Die Implikation (a)⇒(c) folgt
aus Lemma III.1.4(g). Ad (c)⇒(a): Betrachte die kanonische Projektion π : V →
V/〈E〉, siehe Satz II.6.3. Da π|E = 0, folgt aus der Eindeutigkeitsaussage in (c),
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dass π = 0 gilt. Zusammen mit der Surjektivität von π erhalten wir V/〈E〉 =
img(π) = img(0) = {0} und somit V = 〈E〉, vgl. Bemerkung II.6.5. �

III.1.11. Beispiel. Die Teilmenge {( 1
2 ) , (

3
7 )} bildet ein Erzeugendensystem

von R2, denn jedes Element von R2 lässt sich als Linearkombination dieser Vek-
toren schreiben,

(
x
y

)

= (7x− 3y)

(
1
2

)

+ (2x+ y)

(
3
7

)

.

III.1.12. Beispiel. Die Menge
{(

1
0
0

)

,
(

2
1
0

)

,
(

3
2
1

)}

bildet ein Erzeugendensy-

stem von R3, denn jedes Element von R3 lässt sich als Linearkombination dieser
Vektoren schreiben,

(
x
y
z

)

= (x− 2y + z)
(

1
0
0

)

+ (y − 2z)
(

2
1
0

)

+ z
(

3
2
1

)

.

III.1.13. Beispiel. Die Menge
{(

i

1+i

)
,
(
1−i

−3i

)}
bildet ein Erzeugendensystem

von C2, denn jedes Element von C2 lässt sich als Linearkombination dieser Vek-
toren schreiben,

(
z1
z2

)

=
(
−3iz1 − (1− i)z2

)
(

i

1 + i

)

+
(
−(1 + i)z1 + iz2

)
(
1− i

−3i

)

.

III.1.14. Beispiel. Der Vektorraum Kn ist endlich erzeugt, die Menge der
sogenannten Einheitsvektoren, {e1, . . . , en},

e1 =









1
0
0
...
0









, e2 =









0
1
0
...
0









, . . . , en =









0
0
0
...
1









,

bildet ein Erzeugendensystem von Kn. Jedes x ∈ Kn lässt sich nämlich als Line-
arkombination x = x1e1 + · · · + xnen schreiben, wobei xi die i-te Komponente
von x bezeichnet.

III.1.15. Beispiel. Die Menge der Matrizen {( 1 0
0 0 ) , (

0 1
0 0 ) , (

0 0
1 0 ) , (

0 0
0 1 )} bildet

ein Erzeugendensystem vonM2×2(K), denn jedes Element vonM2×2(K) lässt sich
als Linearkombination dieser Matrizen schreiben,

(
a b
c d

)

= a

(
1 0
0 0

)

+ b

(
0 1
0 0

)

+ c

(
0 0
1 0

)

+ d

(
0 0
0 1

)

.

III.1.16. Beispiel. Die Menge der Monome {1, z, z2, z3, . . . } bildet ein Er-
zeugendensystem des Vektorraums der Polynome, K[z]. Die Menge der Monome
{1, z, z2, . . . , zn} bildet ein Erzeugendensystem von K[z]≤n.

Wir beenden diesen Abschnitt mit folgender Charakterisierung surjektiver
linearer Abbildungen mittels Erzeugendensystemen.
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III.1.17. Proposition (Surjektive lineare Abbildungen). Für eine lineare Ab-
bildung ϕ : V →W sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) ϕ ist surjektiv.
(b) Für jedes Erzeugendensystem E von V ist ϕ(E) Erzeugendensystem von W .
(c) Es gibt eine Teilmenge A ⊆ V , sodass ϕ(A) Erzeugendensystem von W ist.

Beweis. Die Impliktion (a)⇒(b) folgt aus Bemerkung III.1.9. Die Implikati-
on (b)⇒(c) ist offensichtlich, denn jeder Vektorraum besitzt ein Erzeugendensy-
stem. Ad (c)⇒(a): Nach Voraussetzung existiert eine Teilmenge A ⊆ V , sodass
〈ϕ(A)〉 = W . Aus Lemma III.1.4(f) folgt daher ϕ(〈A〉) = 〈ϕ(A)〉 = W , also ist ϕ
surjektiv. �

III.1.18. Bemerkung. Sei A ∈ Mm×n(K) eine Matrix und ψ : Kn → Km,
ψ(x) := Ax, die damit assoziierte lineare Abbildung. Dann bildet die Menge der
Spaltenvektoren von A, d.h.











a11
...
am1



 , . . . ,





a1n
...

amn










=
{
ψ(e1), . . . , ψ(en)

}
⊆ Km

ein Erzeugendensystem von img(ψ), wobei e1, . . . , en die Einheitsvektoren in Kn

bezeichnen. Dies folgt aus Bemerkung III.1.9, denn E = {e1, . . . , en} bildet ein
Erzeugendensystem von Kn. Der Teilraum jener y ∈ Km, für die das Gleichungs-
system Ax = y mindestens eine Lösung x ∈ Kn besitzt, wird daher von den
Spalten von A aufgespannt, vgl. Bemerkung II.4.13. Insbesondere ist ψ genau
dann surjektiv, wenn die Spalten von A ein Erzeugendensystem von Km bilden.
Etwa ist die mit der Matrix

A =





2 0 1 1 9 2 0
3 1 4 0 8 4 1
5 1 7 0 3 6 0





assoziierte lineare Abbildung ψ : K7 → K3, ψ(x) := Ax, surjektiv, denn die Menge
der Spaltenvektoren von A enthält die Vektoren e1, e2 und e2 + e3, deren lineare
Hülle enthält daher auch den Vektor e3 = (e2 + e3) − e2 und stimmt somit mit
K3 überein, vgl. Beispiel III.1.14. Das lineare Gleichungssystem Ax = y besitzt
daher für jedes y ∈ K3 mindestens eine Lösung x ∈ K7.

III.2. Lineare Unabhängigkeit. Eine Teilmenge eines Vektorraums heißt
linear abhängig wenn zwischen ihren Elementen nicht-triviale lineare Relationen
bestehen. Genauer haben wir folgende Definition.

III.2.1. Definition (Lineare Abhängigkeit). Es sei V ein Vektorraum über
K. Eine Teilmenge A ⊆ V wird linear abhängig genannt, falls gilt: Es existieren
paarweise verschiedene Elemente a1, . . . , an ∈ A und Skalare λ1, . . . , λn ∈ K, die
nicht alle verschwinden, sodass λ1a1 + · · ·+ λnan = 0.



50 III. BASEN

III.2.2. Beispiel. Die Teilmenge {( 1
2 ) , (

3
7 ) , (

2
4 )} von R2 ist linear abhängig,

denn 2 ( 1
2 ) + (−1) ( 2

4 ) = 0.

III.2.3. Beispiel. Die Teilmenge
{(

1
2
3

)

,
(

2
3
4

)

,
(

3
5
7

)}

von R3 ist linear abhän-

gig, denn
(

1
2
3

)

+
(

2
3
4

)

−
(

3
5
7

)

= 0.

III.2.4. Bemerkung. Jede Teilmenge eines Vektorraums, die 0 enthält ist
linear abhängig, denn 0 = 1 · 0.

III.2.5. Bemerkung. Jede Obermenge einer linear abhängigen Menge ist li-
near abhängig, d.h. ist A eine linear abhängige Teilmenge eines Vektorraums V
und gilt A ⊆ A′ ⊆ V , dann ist auch A′ linear abhängig.

III.2.6. Proposition (Lineare Abhängigkeit). Für eine Teilmenge A eines
K-Vektorraums V sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) A ist linear abhängig in V .
(b) Es existieren λ1, . . . , λn ∈ K und paarweise verschiedene a, a1, . . . , an ∈ A,

sodass a = λ1a1 + · · ·+ λnan, d.h. wenigstens eines der Elemente von A lässt
sich als Linearkombination der restlichen schreiben.

(c) Es existiert eine echte Teilmenge A′ ( A, sodass 〈A′〉 = 〈A〉.
Beweis. Ad (a)⇒(b): Nach Voraussetzung existieren λ1, . . . , λn ∈ K, nicht

alle gleich 0, und paarweise verschiedene a1, . . . , an ∈ A, sodass λ1a1+· · ·+λnan =
0. Durch Umnummerieren dürfen wir o.B.d.A. λn 6= 0 annehmen. Es gilt daher

an = (−λ−1
n λ1)a1 + · · ·+ (−λ−1

n λn−1)an−1,

die gewünschte Darstellung.
Für die Implikation (b)⇒(c) seien nun λ1, . . . , λn ∈ K und a, a1, . . . , an ∈ A

paarweise verschieden, sodass a = λ1a1 + · · ·+ λnan. Dann ist A′ := A \ {a} ( A
eine echte Teilmenge von A und es gilt a1, . . . , an ∈ A′. Aus a = λ1a1+ · · ·+λnan
erhalten wir weiters a ∈ 〈A′〉. Nach Lemma III.1.4(d) gilt daher 〈A′∪{a}〉 = 〈A′〉.
Da A = A′ ∪ {a} folgt 〈A〉 = 〈A′〉.

Ad (c)⇒(a): Sei also A′ ( A eine echte Teilmenge mit 〈A′〉 = 〈A〉. Es existiert
daher a ∈ A \ A′. Da a ∈ A ⊆ 〈A〉 = 〈A′〉 existieren paarweise verschiedene
a1, . . . , an ∈ A′ und λ1, . . . , λn ∈ K mit a = λ1a1+ · · ·+λnan. Auch die Vektoren
a, a1, . . . , an sind paarweise verschieden, denn a /∈ A′ aber a1, . . . , an ∈ A′. Da

(−1)a+ λ1a1 + · · ·+ λnan = 0,

ist A also linear abhängig. �

III.2.7. Beispiel. Wir wollen die Aussage von Proposition III.2.6 an der li-
near abhängige Teilmenge {( 1

2 ) , (
3
7 ) , (

2
4 )} ⊆ R2 aus Beispiel III.2.2 illustrieren.

In diesem Fall lassen sich zwei Vektoren als Linearkombinationen der anderen
schreiben, ( 1

2 ) = 1
2
( 2
4 ) und ( 2

4 ) = 2 ( 12 ), aber der dritte Vektor ist nicht Line-
arkombination der restlichen, denn aus ( 3

7 ) = λ ( 1
2 ) + µ ( 24 ) folgt 3 = λ + 2µ
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und 7 = 2λ+ 4µ und dieses Gleichungssystem besitzt keine Lösungen. Auch gilt
R2 = 〈( 1

2 ) , (
3
7 )〉 = 〈( 3

7 ) , (
2
4 )〉 = 〈( 1

2 ) , (
3
7 ) , (

2
4 )〉 6= 〈( 1

2 ) , (
2
4 )〉 = 〈( 1

2 )〉.

III.2.8. Beispiel. Die Menge der Vektoren
{(

0
1
i

)

,
(

1
2i

3+5i

)

,
(

i

−3i
−2+5i

)}

ist li-

near abhängig in C3, denn




1
2i

3 + 5i



 = (3 + 2i)





0
1
i



− i





i

−3i
−2 + 5i



 .

III.2.9. Beispiel. Sei ω ∈ R \ π
2
Z fix. Die Funktionen f1, f2, f3 : R→ R,

f1(x) := sin(x), f2(x) := cos(x) und f3(x) := sin(x+ ω).

sind paarweise verschieden, denn f1(0) = 0 6= f3(0) 6= 1 = f2(0). Die Teilmenge
{f1, f2, f3} ⊆ F (R,R) ist linear abhängig, denn nach dem Additionstheorem für
Winkelfunktionen gilt f3 = cos(ω)f1 + sin(ω)f2.

III.2.10. Definition (Lineare Unabhängigkeit). Eine Teilmenge eines Vek-
torraums wird linear unabhängig genannt, wenn sie nicht linear abhängig ist.

III.2.11. Proposition (Lineare Unabhängigkeit). Für eine Teilmenge A ei-
nes K-Vektorraums V sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) A ist linear unabhängig in V .
(b) Sind a1, . . . , an ∈ A paarweise verschieden und λ1, . . . , λn ∈ K, sodass λ1a1+
· · ·+ λnan = 0, dann gilt schon λ1 = · · · = λn = 0.

(c) Ist
∑

a∈A λaa = 0, wobei die Skalare λa ∈ K fast alle verschwinden, dann gilt
schon λa = 0 für alle a ∈ A.

(d) Ist
∑

a∈A λaa =
∑

a∈A µaa wobei die Skalare λa ∈ K und µa ∈ K fast alle
verschwinden, dann gilt schon λa = µa für alle a ∈ A.

(e) Für jede echte Teilmenge A′ ( A gilt 〈A′〉 6= 〈A〉.
Beweis. Die Äquivalenz (a)⇔(b) folgt sofort aus der Definition. Die Äqui-

valenz (b)⇔(c) ist trivial. Ad (c)⇒(d): Sei also
∑

a∈A λaa =
∑

a∈A µaa, wobei die
Skalare λa ∈ K und µa ∈ K fast alle verschwinden. Es folgt

∑

a∈A
(λa − µa)a =

∑

a∈A
λaa−

∑

a∈A
µaa = 0.

Für jedes a ∈ A gilt daher nach Voraussetzung λa − µa = 0, also λa = µa.
Die Implikation (d)⇒(c) folgt sofort indem wir µa = 0 setzen. Die Äquivalenz
(a)⇔(e) folgt aus Proposition III.2.6. �

III.2.12. Bemerkung. Die leere Menge ist stets linear unabhängig.

III.2.13. Bemerkung. Jede Teilmenge einer linear unabhängigen Menge ist
linear unabhängig, d.h. ist A eine linear unabhängige Teilmenge eines Vektor-
raums V und gilt A′ ⊆ A, dann ist auch A′ linear unabhängig. Dies folgt aus
Bemerkung III.2.5.
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III.2.14. Bemerkung. Ist W ein Teilraum eines Vektorraums V und A ⊆W
linear unabhängig in W , dann ist A auch linear unabhängig in V .

III.2.15. Beispiel. Eine 1-elementige Teilmenge {v} ⊆ V ist genau dann
linear unabhängig, wenn v 6= 0.

III.2.16. Beispiel. Die Menge der Vektoren {( 1
2 ) , (

3
7 )} ist linear unabhängig

in R2. Sind nämlich λ, µ ∈ R und

λ

(
1
2

)

+ µ

(
3
7

)

= 0,

dann folgt λ+ 3µ = 0 und 2λ+ 7µ = 0, also λ = µ = 0.

III.2.17. Beispiel. Die Menge der Vektoren
{(

1
0
0

)

,
(

2
1
0

)

,
(

3
2
1

)}

ist linear un-

abhängig in R3. Sind nämlich λ, µ, ν ∈ R und

λ
(

1
0
0

)

+ µ
(

2
1
0

)

+ ν
(

3
2
1

)

= 0,

so folgt λ+ 2µ+ 3ν = 0, µ+ 2ν = 0 und ν = 0, also λ = µ = ν = 0.

III.2.18. Beispiel. Die Menge der Vektoren
{(

i

1+i

)
,
(
1−i

−3i

)}
ist linear un-

abhängig in C2. Sind nämlich λ, ν ∈ C und

λ

(
i

1 + i

)

+ µ

(
1− i

−3i

)

= 0,

dann folgt iλ+ (1− i)µ = 0 und (1 + i)λ− 3iµ = 0, also λ = µ = 0.

III.2.19. Beispiel. Die Menge der Einheitsvektoren {e1, . . . , en} ist linear
unabhängig in Kn, denn aus λ1e1 + · · ·+ λnen = 0, folgt λ1 = · · · = λn = 0.

III.2.20. Beispiel. Die Menge der Matrizen {( 1 0
0 0 ) , (

0 1
0 0 ) , (

0 0
1 0 ) , (

0 0
0 1 )} ist li-

near unabhängig in M2×2(K). Sind nämlich λ1, λ2, λ3, λ4 ∈ K und

λ1

(
1 0
0 0

)

+ λ2

(
0 1
0 0

)

+ λ3

(
0 0
1 0

)

+ λ4

(
0 0
0 1

)

= 0,

dann gilt schon λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = 0.

III.2.21. Beispiel. Die Menge der Monome, {1, z, z2, z3, . . . }, ist linear un-
abhängig in K[z].

III.2.22. Beispiel. Die Teilmenge {sin, cos} ⊆ F (R,R) ist linear unabhängig.
Sind nämlich λ, µ ∈ R mit

λ sin+µ cos = 0,

so folgt durch Auswerten bei 0 und π/2 sofort 0 = λ sin(0) + µ cos(0) = µ und
0 = λ sin(π/2) + µ cos(π/2) = λ.
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III.2.23. Beispiel. Betrachte die Funktionen f1, f2, f3 : R → R, f1(x) := ex,
f2(x) := e2x und f3(x) := e3x. Die Teilmenge {f1, f2, f3} ⊆ F (R,R) ist linear
unabhängig. Sind nämlich λ, µ, ν ∈ R und

λf1 + µf2 + νf3 = 0,

dann erhalten wir durch Auswerten bei x = ln 1, x = ln 2 und x = ln 3 das lineare
Gleichungsystem

λ+ ν + µ = 0

2λ+ 4ν + 8µ = 0

3λ+ 9ν + 27µ = 0

und dieses besitzt nur eine Lösung, λ = µ = ν = 0.

III.3. Basen. Um Elemente eines Vektorraums effizient durch Linearkom-
binationen beschreiben zu können, liegt es nahe möglichst kleine, d.h. linear un-
abhängige Erzeugendensysteme zu betrachten. Diese werden Basen genannt.

III.3.1. Definition (Basis). Unter einer Basis eines Vektorraums verstehen
wir ein linear unabhängiges Erzeugendensystem.

III.3.2. Proposition (Basen). Für eine Teilmenge B eines K-Vektorraums
V , sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) B ist eine Basis von V .
(b) Jedes v ∈ V lässt sich in eindeutiger Weise als Linearkombination v =

∑

b∈B λbb schreiben, wobei die Skalare λb ∈ K fast alle verschwinden.
(c) Zu jedem Vektorraum W und jeder Abbildung f : B → W existiert eine ein-

deutige lineare Abbildung ϕ : V → W mit ϕ|B = f .

Beweis. Die Äquivalenz (a)⇔(b) folgt aus Proposition III.1.10(b) und Pro-
position III.2.11(d). Ad (b)⇒(c): Wir definieren ϕ : V → W durch ϕ(v) :=
∑

b∈B λbf(b), wobei λb ∈ K jene eindeutig bestimmten Skalare bezeichnen, für die
v =

∑

b∈B λbb gilt. Diese Abbildung ist wohldefiniert und es gilt ϕ|B = f , denn
jedes b ∈ B lässt sich in der Form b = 1 ·b schreiben, also ϕ(b) = 1f(b) = f(b). Es
bleibt daher nur noch die Linearität von ϕ zu zeigen. Seien dazu v =

∑

b∈B λbb
und v′ =

∑

λ∈B λ
′
bb. Dann ist v + v′ =

∑

b∈B λbb +
∑

b∈B λ
′
bb =

∑

b∈B(λb + λ′b)b
und daher

ϕ(v + v′) =
∑

b∈B
(λb + λ′b)f(b) =

∑

b∈B
λbf(b) +

∑

b∈B
λ′bf(b) = ϕ(v) + ϕ(v′).

Für µ ∈ K gilt analog µv = µ
∑

b∈B λbb =
∑

b∈B(µλb)b und daher ϕ(µv) =
∑

b∈B(µλb)f(b) = µ
∑

b∈B λbf(b) = µϕ(v). Damit ist die Existenz einer linearen
Abbildung ϕ mit den gewünschten Eigenschaften gezeigt. Die Eindeutigkeit von
ϕ folgt aus Proposition III.1.10.

Ad (c)⇒(a): Betrachte die kanonische Projektion π : V → V/〈B〉. Da π|B =
0, folgt aus der Eindeutigkeitsaussage in (c), dass π = 0 gilt. Da π surjektiv
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ist, erhalten wir V/〈B〉 = img(π) = img(0) = {0} und somit V = 〈B〉, vgl.
Bemerkung II.6.5. Dies zeigt, dass B ein Erzeugendensystem von V bildet. Um
auch die lineare Unabhängigkeit von B zu zeigen, seien b1, . . . , bn ∈ B paarweise
verschieden und λ1, . . . , λn ∈ K so, dass λ1b1 + · · · + λnbn = 0. Zu jedem i ∈
{1, . . . , n} existiert nach Voraussetzung eine lineare Abbildung ϕ : V → K mit
ϕ(bi) = 1 und ϕ|B\{bi} = 0. Es folgt

0 = ϕ(0) = ϕ
(
λ1b1 + · · ·+ λnbn

)
= λ1ϕ(b1) + · · ·+ λnϕ(bn) = λiϕ(bi) = λi,

und daher λ1 = · · · = λn = 0. Dies zeigt, dass B auch linear unabhängig ist. �

III.3.3. Bemerkung. Ist A eine linear unabhängige Teilmenge eines Vektor-
raums V , dann bildet A eine Basis des Teilraums 〈A〉.

III.3.4. Bemerkung. Die leere Menge bildet eine Basis des trivialen Vektor-
raums {0}.

III.3.5. Beispiel. Die Menge der Einheitsvektoren {e1, . . . , en} bildet eine
Basis von Kn, siehe Beispiel III.1.14 und Beispiel III.2.19. Diese Basis wird als
Standardbasis von Kn bezeichnet.

III.3.6. Beispiel. Die Teilmenge {( 1
2 ) , (

3
7 )} ist eine Basis von R2, denn nach

Beispiel III.1.11 bildet sie ein Erzeugendensystem, das nach Beispiel III.2.16 auch
linear unabhängig ist.

III.3.7. Beispiel. Die Menge
{(

1
0
0

)

,
(

3
2
0

)

,
(

5
4
3

)}

ist eine Basis von R3, denn

nach Beispiel III.1.12 bildet sie ein Erzeugendensystem, das nach Beispiel III.2.17
auch linear unabhängig ist.

III.3.8. Beispiel. Die Menge
{(

i

1+i

)
,
(
1−i

−3i

)}
ist eine Basis von C2, denn nach

Beispiel III.1.13 bildet sie ein Erzeugendensystem, das nach Beispiel III.2.18 auch
linear unabhängig ist.

III.3.9. Beispiel. Die Menge der Matrizen {( 1 0
0 0 ) , (

0 1
0 0 ) , (

0 0
1 0 ) , (

0 0
0 1 )} ist eine

Basis vonM2×2(K), denn nach Beispiel III.1.15 bildet sie ein Erzeugendensystem,
das nach Beispiel III.2.20 auch linear unabhängig ist.

III.3.10. Beispiel. Die Menge der Monome {1, z, z2, z3, . . . } bildet eine Basis
von K[z]. Die Menge der Monome {1, z, z2, . . . , zn} bildet eine Basis von K[z]≤n.

III.3.11. Bemerkung. Zwei K-Vektorräume, die gleichmächtige Basen besit-
zen, sind isomorph. Seien dazu V und W zwei K-Vektorräume mit Basen B bzw.
C, und sei f : B → C eine Bijektion. Nach Proposition III.3.2 existieren lineare
Abbildungen ϕ : V → W und ψ : W → V , sodass ϕ|B = f und ψ|C = f−1. Es
folgt (ψ◦ϕ)|B = f−1◦f = idB = idV |B und (ϕ◦ψ)|C = f◦f−1 = idC = idW |C . Aus
der Eindeutigkeitsaussage in Proposition III.3.2(c) erhalten wir also ψ ◦ ϕ = idV
und ϕ ◦ ψ = idW . Somit ist ϕ ein linearer Isomorphismus mit Umkehrabbildung
ϕ−1 = ψ, d.h. V ∼= W . Ist etwa B eine Basis eines K-Vektorraums V , die aus
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genau n Elementen besteht, dann folgt V ∼= Kn. Daraus erhalten wir erneut
Mm×n(K) ∼= Kmn und K[z]≤n ∼= Kn+1.

III.3.12. Proposition (Injektive lineare Abbildungen). Ist ϕ : V → W linear
und B eine Basis von V , dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) ϕ ist injektiv.
(b) ϕ bildet jede linear unabhängig Teilmenge von V bijektiv auf eine linear un-

abhängige Teilmenge von W ab.
(c) ϕ bildet jede Basis von V bijektiv auf eine lin. unabh. Teilmenge von W ab.
(d) ϕ bildet B bijektiv auf eine linear unabhängige Teilmenge von W ab.

Beweis. Ad (a)⇒(b): Sei also A ⊆ V linear unabhängig. Da ϕ injektiv ist,
wird A durch ϕ bijektiv auf ϕ(A) abgebildet. Es genügt daher zu zeigen, dass
ϕ(A) linear unabhängig ist. Seien dazu w1, . . . , wn ∈ ϕ(A) paarweise verschieden
und λ1, . . . , λn ∈ K, sodass λ1w1 + · · · + λnwn = 0. Da wi ∈ ϕ(A), existieren
v1, . . . , vn ∈ A, sodass ϕ(vi) = wi, für alle i = 1, . . . , n. Beachte, dass auch die
Vektoren v1, . . . , vn paarweise verschieden sein müssen. Wir erhalten

ϕ(λ1v1 + · · ·+ λnvn) = λ1ϕ(v1) + · · ·+ λnϕ(vn) = λ1w1 + · · ·+ λnwn = 0.

Aus der Injektivität von ϕ folgt somit λ1v1 + · · · + λnvn = 0. Da A linear un-
abhängig ist, erhalten wir schließlich λ1 = · · · = λn = 0. Dies zeigt, dass die
Menge ϕ(A) linear unabhängig in W ist.

Die Implikationen (b)⇒(c)⇒(d) sind trivial.
Ad (d)⇒(a): Sei v ∈ ker(ϕ). Da B ein Erzeugendensystem von V bildet,

existieren paarweise verschiedene b1, . . . , bn ∈ B und λ1, . . . , λn ∈ K, sodass v =
λ1b1+· · ·+λnbn. Es folgt 0 = ϕ(v) = ϕ(λ1b1+· · ·+λnbn) = λ1ϕ(b1)+· · ·+λnϕ(bn).
Da ϕ|B injektiv ist, sind die Vektoren ϕ(b1), . . . , ϕ(bn) paarweise verschieden. Da
ϕ(B) linear unabhängig ist, folgt λ1 = · · · = λn = 0, also v = 0. Dies zeigt
ker(ϕ) = {0}, folglich ist ϕ injektiv, vgl. Proposition II.3.22. �

III.3.13. Bemerkung. Sei A ∈ Mm×n(K) eine Matrix. Die mit A assoziierte
lineare Abbildung ψ : Kn → Km, ψ(x) = Ax, ist genau dann injektiv, wenn die
Spaltenvektoren von A paarweise verschieden sind und eine linear unabhängige
Teilmenge von Km bilden. Dies folgt aus Proposition III.3.12, denn die Standard-
basis E = {e1, . . . , en} von Kn wird durch ψ auf die Menge der Spaltenvektoren
von A abgebildet.

III.3.14. Proposition (Isomorphismen). Ist ϕ : V → W linear und B eine
Basis von V , dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) ϕ ist ein Isomorphismus.
(b) ϕ bildet jede Basis von V bijektiv auf eine Basis von W ab.
(c) ϕ bildet B bijektiv auf eine Basis von W ab.

Beweis. Die Implikation (a)⇒(b) folgt aus Proposition III.1.17 und Propo-
sition III.3.12. Die Implikation (b)⇒(c) ist trivial. Die Implikation (c)⇒(a) folgt
aus Proposition III.1.17 und Proposition III.3.12. �
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III.3.15. Bemerkung. Sei A ∈ Mm×n(K) eine Matrix. Die mit A assoziierte
lineare Abbildung ψ : Kn → Km, ψ(x) = Ax, ist genau dann ein Isomorphis-
mus, wenn die Spaltenvektoren von A paarweise verschieden sind und eine Ba-
sis von Km bilden. Dies folgt aus Proposition III.3.14, denn die Standardbasis
E = {e1, . . . , en} von Kn wird durch ψ auf die Menge der Spaltenvektoren von A
abgebildet. Wir werden später sehen, dass in diesem Fall m = n gelten muss.

III.3.16. Proposition. Seien W ′ und W ′′ zwei komplementäre Teilräume
eines Vektorraums V , d.h. V =W ′⊕W ′′. Weiters sei B′ eine Basis von W ′ und
B′′ eine Basis von W ′′. Dann ist B′ ∩B′′ = ∅ und B′ ∪B′′ ist eine Basis von V .

Beweis. Nach Lemma III.1.4(e) gilt 〈B′∪B′′〉 = 〈B′〉+〈B′′〉 = W ′+W ′′ = V ,
also bildet B′ ∪B′′ ein Erzeugendensystem von V . Weiters haben wir B′ ∩B′′ ⊆
W ′∩W ′′ = {0} und daher B′∩B′′ = ∅, denn jeder Basisvektor muss verschieden
von Null sein. Um die lineare Unabhängigkeit von B′ ∪ B′′ einzusehen, sei nun

∑

b∈B′∪B′′

λbb = 0,

wobei die Skalare λb fast alle verschwinden. Da B′ ∩B′′ = ∅, folgt
∑

b∈B′ λbb
︸ ︷︷ ︸

∈W ′

= −∑b∈B′′ λbb
︸ ︷︷ ︸

∈W ′′

,

also
∑

b∈B′ λbb = 0 =
∑

b∈B′′ λbb, denn beide Seiten obiger Gleichung liegen in
W ′ ∩W ′′ = {0}. Da B′ und B′′ beide linear unabhängig sind, folgt λb = 0, für
alle b ∈ B′ ∪B′′. Somit ist B′ ∪B′′ linear unabhängig, also eine Basis von V . �

Wir wollen nun zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt. Eine Me-
thode Basen zu konstruieren besteht darin Erzeugendensysteme solange zu Ver-
kleinern, bis man bei einem linear unabhängig Erzeugendensystem, also einer
Basis, anlangt. Ist etwa E ein linear abhängiges Erzeugendensystem von V ,
dann existiert nach Proposition III.2.6 eine echte Teilmenge E ′ ( E, sodass
〈E ′〉 = 〈E〉 = V . Wir erhalten also ein echt kleiners Erzeugendensystem E ′ von
V . Ist E ′ immer noch linear abhängig können wir die selbe Konstruktion auf E ′

anwenden und erhalten ein noch kleiners Erzeugendensystem E ′′ ( E ′ von V .
Im Allgemeinen wird dieser Prozess nicht abbrechen, und liefert auch keine Basis
von V . War das ursprüngliche Erzeugendensystem jedoch endlich, so müssen wir
nach endlich vielen Schritten ein linear unabhängiges Erzeugendensystem, d.h. ei-
ne Basis von V erhalten. Wir fassen diese Überlegungen in folgender Proposition
zusammen.

III.3.17. Proposition. Ist E ein endliches Erzeugendensystem eines Vek-
torraums V , dann existiert eine Basis B von V mit B ⊆ E. Insbesondere besitzt
jeder endlich erzeugte Vektorraum eine Basis.
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Ein anderer Ansatz zur Konstruktion von Basen besteht darin linear un-
abhängige Teilmengen durch Hinzunahme von Vektoren so zu erweitern, dass
die entstehenden Mengen immer noch linear unabhängig sind. Dazu:

III.3.18. Lemma. Sei A eine linear unabhängige Teilmenge eines Vektorraums
V und v ∈ V \ 〈A〉. Dann ist auch A ∪ {v} linear unahängig.

Beweis. Seien also a1, . . . , an ∈ A paarweise verschieden und λ, λ1, . . . , λn ∈
K so, dass

0 = λv + λ1a1 + · · ·+ λnan.

Wäre λ 6= 0, erhielten wir v = (−λ−1λ1)a1 + · · · + (−λ−1λn)an ∈ 〈A〉, ein Wi-
derspruch zur Voraussetzung v ∈ V \ 〈A〉. Es muss daher λ = 0 gelten. Somit ist
auch 0 = λ1a1 + · · ·+ λnan. Da A linear unabhängig ist, folgt λ1 = · · · = λn = 0.
Dies zeigt, dass A ∪ {v} linear unabhängig ist. �

Ist nun A eine linear unabhängige Teilmenge eines Vektorraums V , die nicht
ganz V aufspannt, dann existiert nach Lemma III.3.18 eine echt größere linear
unabhängige Teilmenge A′ ) A. Ist A′ ein Erzeugendensystem von V , dann ha-
ben wir eine Basis gefunden. Ist A′ kein Erzeugendensystem, dann erhalten wir
mittels Lemma III.3.18 eine noch größere linear unabhängige Teilmenge A′′ ) A′.
Dieser Prozess lässt sich fortsetzen, er wird i.A. aber nicht abbrechen, und es ist
an dieser Stelle nicht klar wie sich daraus Basen von V gewinnen lassen. Lem-
ma III.3.18 erlaubt es jedoch Basen als maximal linear unabhängige Teilmengen
zu charakterisieren.

III.3.19. Proposition. Für eine Teilmenge B eines Vektorraums V sind fol-
gende Aussagen äquivalent:

(a) B ist eine Basis von V .
(b) B ist ein minimales Erzeugendensystem von V , d.h. 〈B〉 = V und für jede

echte Teilmenge A ( B ist 〈A〉 6= V .
(c) B ist eine maximal linear unabhängige Teilmenge von V , d.h. B ist linear un-

abhängig und jede echte Obermenge A, d.h. B ( A ⊆ V , ist linear abhängig.

Beweis. Die Äquivalenz (a)⇔(b) folgt sofort aus Proposition III.2.11.
Ad (a)⇒(c): Sei also B eine Basis von V . Insbesondere ist B linear un-

abhängig. Da B ein Erzeugendensystem von V bildet, gilt für jede Obermenge
A von B, d.h. B ⊆ A ⊆ V , auch 〈A〉 = 〈B〉, denn V = 〈B〉 ⊆ 〈A〉 ⊆ V . Nach
Proposition III.2.6 ist daher jede echte Obermenge, B ( A ⊆ V , linear abhängig.

Ad (c)⇒(a): Sei also B eine maximal linear unabhängige Teilmenge von V .
Jede echte Obermenge A mit B ( A ⊆ V ist daher linear abhängig. Insbesondere
ist für jedes v ∈ V \ B die Menge B ∪ {v} linear abhängig, also v ∈ 〈B〉 nach
Lemma III.3.18. Dies zeigt V \ B ⊆ 〈B〉. Da auch B ⊆ 〈B〉 gilt, erhalten wir
V = B ∪ (V \B) ⊆ 〈B〉 ⊆ V , also 〈B〉 = V . Somit ist B ein Erzeugendensystem
von V , also eine Basis. �
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Um nun die Existenz von Basen zeigen zu können, benötigen wir ein Hilfs-
mittel aus der Mengenlehre. Wir wiederholen zunächst die notwendigen Begriffe.

Sei X eine Menge und ≤ eine Halbordnung auf X , d.h. eine reflexsive, tran-
sitive und antisymmetrische Relation auf X , siehe [7, Kapitel 4]. Eine Teilmenge
A ⊆ X heißt nach oben beschränkt wenn s ∈ X existiert, sodass a ≤ s, für al-
le a ∈ A. Jedes solche s wird eine obere Schranke von A genannt. Unter einer
Kette in X verstehen wir eine totalgeordnete Teilmenge K ⊆ X , d.h. für je zwei
k1, k2 ∈ K gilt stets k1 ≤ k2 oder k2 ≤ k1. Ein Element x0 ∈ X wird maximal
genannt, wenn für jedes x ∈ X mit x0 ≤ x schon x0 = x gilt. In anderen Worten,
ein Element von X ist genau dann maximal, wenn kein echt größeres Element von
X existiert. Das wesentliche Hilfsmittel aus der Mengenlehre, das wir zur Kon-
struktion von Basen allgemeiner Vektorräume verwenden werden ist das folgende
nach Max Zorn benannte Lemma.

III.3.20. Lemma (Lemma von Zorn). Jede halbgeordnete Menge, in der jede
Kette eine obere Schranke hat, besitzt mindestens ein maximales Element.

III.3.21. Bemerkung. Das Lemma von Zorn ist zum Auswahlaxiom äquiva-
lent, siehe etwa [4, letztes Kapitel]. Dieses besagt, dass es stets möglich ist bei
einer Familie nicht leerer Mengen Xi, i ∈ I, aus jeder der Mengen Xi ein Element
auszuwählen, in anderen Worten, es existiert eine Abbildung α : I → ⋃

i∈I Xi,
sodass α(i) ∈ Xi, für jedes i ∈ I. Dies bedeutet gerade, dass das Produkt
∏

i∈I Xi nicht leer ist. Äquivalent dazu ist auch folgende Aussage: Jede surjektive
Abbildung f : X → Y besitzt ein Rechtsinverses, d.h. es existiert eine Abbil-
dung g : Y → X , sodass f ◦ g = idY . Es soll an dieser Stelle auch erwähnt
sein, dass das Auswahlaxiom unabhängig vom Zermelo–Fraenkel Axiomensystem
(ZFA) der Mengenlehre ist. Ist ZFA widerspruchsfrei, dann gilt dies auch für
ZFA+Auswahlaxiom, aber auch für ZFA+(Negation des Auswahlaxioms). Die
erste Aussage wurde von Kurt Gödel 1938 bewiesen, die zweite von Paul Cohen
im Jahre 1963.

III.3.22. Satz (Existenz von Basen). Sei V ein Vektorraum, A ⊆ V eine
linear unabhängige Teilmenge und E ein Erzeugendensystem von V , sodass A ⊆
E. Dann existiert eine Basis B von V mit A ⊆ B ⊆ E.

Beweis. Betrachte folgende Teilmenge der Potenzmenge von V ,

X :=
{
M
∣
∣ A ⊆M ⊆ E und M ist linear unabhängig

}
.

Die Mengeninklusion definiert eine Halbordnung ⊆ auf X . Wir wollen nun zeigen,
dass sich das Lemma von Zorn auf X anwenden lässt. Sei also K eine Kette in
X . Es genügt zu zeigen, dass

S :=
⋃

M∈K
M

in X liegt, denn dann ist S offenbar eine obere Schranke für K. Offensichtlich gilt
A ⊆ S ⊆ E, denn A ⊆M ⊆ E für jedesM ∈ K, also auch für deren Vereinigung.
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Es bleibt daher nur noch die lineare Unabhängigkeit von S zu zeigen. Seien dazu
s1, . . . , sn ∈ S paarweise verschieden und λ1 . . . , λn ∈ K, sodass λ1s1+· · ·+λnsn =
0. Nach Konstruktion von S existiert zu jedem i ∈ {1, . . . , n} ein Mi ∈ K, sodass
si ∈ Mi. Da endliche totalgeordnete Mengen stets ein (eindeutiges) Maximum
besitzen, vgl. Übungsaufgabe 63, existiert i0 ∈ {1, . . . , n}, sodass Mi ⊆ Mi0 für
alle i = 1, . . . , n. Die Vektoren s1, . . . , sn liegen daher alle in Mi0 . Da Mi0 linear
unabhängig ist, folgt λ1 = · · · = λn = 0. Dies zeigt, dass S linear unabhängig ist.

Wir haben oben gesehen, dass jede Kette in X nach oben beschränkt ist.
Nach dem Lemma von Zorn existiert daher ein maximales Element B ∈ X . Nach
Konstruktion ist B eine linear unabhängige Teilmenge von V und es gilt A ⊆ B ⊆
E. Wegen der Maximalität von B ist jede Obermenge B′ mit B ( B′ ⊆ E linear
abhängig. Für jedes e ∈ E\B ist daher B∪{e} linear abhängig, also e ∈ 〈B〉 nach
Lemma III.3.18. Dies zeigt E \B ⊆ 〈B〉. Zusammen mit B ⊆ 〈B〉 folgt E ⊆ 〈B〉.
Da E ein Erzeugendensystem von V bildet, erhalten wir V = 〈E〉 ⊆ 〈B〉 ⊆ V ,
also 〈B〉 = V . Dies zeigt, dass B ein Erzeugendensystem von V bildet, also ist B
die gesuchte Basis. �

III.3.23. Korollar.

(a) Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.
(b) Jede linear unabhängige Teilmenge kann zu einer Basis erweitert werden.
(c) Jedes Erzeugendensystem enthält eine Basis.

Beweis. Dies folgt aus Satz III.3.22 mit A = ∅ bzw. E = V . �

III.3.24. Bemerkung. Es lässt sich zeigen, dass je zwei Basen eines Vektor-
raums gleiche Kardinalität haben, d.h. bijektiv aufeinander abgebildet werden
können, siehe etwa [6, Theorem 1.12]. Den endlich-dimensionalen Fall werden
wir in Kapitel IV genau diskutieren.

III.3.25. Korollar. Ist W ein Teilraum eines Vektorraums V , dann lässt
sich jede lineare Abbildung ϕ : W → U zu einer linearen Abbildung ϕ̃ : V → U
fortsetzen, d.h. ϕ̃|W = ϕ.

Beweis. Nach Korollar III.3.23(a) besitzt W eine Basis B. Offensichtlich
ist B auch in V linear unabhängig. Nach Korollar III.3.23(b) existiert daher
eine Basis B̃ von V mit B ⊆ B̃. Nach Proposition III.3.2 existiert eine lineare
Abbildung ϕ̃ : V → U , sodass ϕ̃|B = ϕ|B und ϕ̃|B̃\B = 0. Nach Proposition III.3.2

gilt ϕ̃|W = ϕ, also ist ϕ̃ die gesuchte Fortsetzung von ϕ. �

III.3.26. Korollar. Jeder Teilraum besitzt ein Komplement.

Beweis. Sei also W Teilraum eines Vektorraums V . Nach Korollar III.3.25
existiert eine lineare Abbildung π : V → W , sodass π|W = idW . Daraus folgt
img(π) = W und π ◦ π = π. Nach Proposition II.5.8 ist daher ker(π) ein Kom-
plement von W in V , d.h. V =W ⊕ ker(π). �

III.3.27. Korollar.
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(a) Jede injektive lineare Abbildung ϕ : V → W besitzt eine lineare Linksinverse,
d.h. es existiert eine lineare Abbildung ψ : W → V mit ψ ◦ ϕ = idV .

(b) Jede surjektive lineare Abbildung ϕ : V → W besitzt eine lineare Rechtsinver-
se, d.h. es existiert eine lineare Abbildung ψ : W → V mit ϕ ◦ ψ = idW

Beweis. Ad (a): Wegen der Injektivität von ϕ ist ϕ : V → img(ϕ) eine lineare
Bijektion, also ein Isomorphismus. Nach Korollar III.3.25 lässt sich die lineare
Abbildung ϕ−1 : img(ϕ)→ V zu einer linearen Abbildung ψ : W → V fortsetzen,
d.h. ψ|img(ϕ) = ϕ−1. Es folgt nun ψ ◦ ϕ = ψ|img(ϕ) ◦ ϕ = ϕ−1 ◦ ϕ = idV .

Ad (b): Sei B eine Basis von W . Wegen der Surjektivität von ϕ existiert eine
Abbildung f : B → V , sodass ϕ ◦ f = idB. Nach Proposition III.3.2 existiert eine
lineare Abbildung ψ : W → V , sodass ψ|B = f . Es folgt ϕ◦ψ|B = ϕ◦f = idB und
nach der Eindeutigkeitsaussage in Proposition III.3.2(c) daher ϕ ◦ ψ = idW . �

III.3.28. Korollar. Sei V ein K-Vektorraum und 0 6= v ∈ V . Dann existiert
ein lineares Funktional α : V → K mit α(v) = 1.

Beweis. Da v 6= 0, ist die lineare Abbildung ϕ : K → V , ϕ(λ) := λv, injek-
tiv. Nach Korollar III.3.27(a) existiert daher eine lineare Abbildung α : V → K,
sodass α ◦ ϕ = idK. Es gilt daher α(v) = α(ϕ(1)) = (α ◦ ϕ)(1) = idK(1) = 1. �

III.3.29. Proposition. Seien W ′ und W ′′ zwei Teilräume eines Vektorraums
V . Dann existieren eine Basis B′ von W ′ und eine Basis B′′ von W ′′, sodass
B′ ∩ B′′ eine Basis von W ′ ∩W ′′ bildet, und B′ ∪ B′′ eine Basis von W ′ +W ′′

bildet.

Beweis. Nach Korollar III.3.26 existiert ein zu W := W ′ ∩ W ′′ komple-
mentärer Teilraum U in W ′ +W ′′, d.h.

W ′ +W ′′ = W ⊕ U.
Für die Teilräume U ′ := W ′ ∩ U und U ′′ := W ′′ ∩ U gilt dann:

W ′ = W ⊕ U ′, W ′′ =W ⊕ U ′′, U = U ′ ⊕ U ′′.

Es ist nämlichW ∩U ′ ⊆W ∩U = {0} undW +U ′ ⊆ W ′ aber auchW ′ ⊆W +U ′,
denn zu jedem w′ ∈ W ′ existieren w ∈ W und u ∈ U mit w′ = w + u, da aber
u = w′−w ∈ W ′ folgt u ∈ U ′, also w′ ∈ W +U ′. Dies zeigt die erste Behauptung,
W ′ = W ⊕ U . Die zweite, W ′′ = W ⊕ U ′′, lässt sich analog beweisen. Daraus
folgt weiters W ′ +W ′′ = W + U ′ + U ′′ und somit U ⊆ U ′ + U ′′, denn zu jedem
u ∈ U exitieren w ∈ W , u′ ∈ U ′ und u′′ ∈ U ′′ mit u = w + u′ + u′′, da aber
w = u− u′ − u′′ ∈ W ∩ U = {0} muss w = 0 gelten, also u = u′ + u′′ ∈ U ′ + U ′′.
Da offensichtlich U ′ + U ′′ ⊆ U erhalten wir U = U ′ + U ′′. Schließlich haben wir
auch U ′ ∩ U ′′ ⊆W ′ ∩W ′′ ∩ U =W ∩ U = {0}, also U = U ′ ⊕ U ′′.

Nach Korollar III.3.23(a) existiert eine Basis B von W , eine Basis C ′ von
U ′ und eine Basis C ′′ von U ′′. Nach Proposition III.3.16 ist B′ := B ∪ C ′ eine
Basis von W ′, B′′ := B ∪ C ′′ eine Basis von W ′′, C ′ ∪ C ′′ eine Basis von U ,
B′ ∪ B′′ = B ∪ C ′ ∪ C ′′ eine Basis von W ′ + W ′′ und C ′ ∩ C ′′ = ∅, also auch
B′ ∩B′′ = B eine Basis von W ′ ∩W ′′ = W . �
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III.4. Dualräume. Eine Möglichkeit einen Teilraum W eines K-Vektor-
raums V zu beschreiben besteht darin eine Basis, oder allgemeiner, ein Erzeu-
gendensystem von W anzugeben, siehe oben. Teilräume lassen sich aber auch
durch lineare Gleichungen beschreiben. Eine naheliegende Verallgemeinerung ei-
ner Gleichung a1x1 + · · · + anxn = 0 für Vektoren x ∈ Kn ist die Bedingung
α(v) = 0, wobei α : V → K linear ist. Haben wir eine Menge linearer Abbildun-
gen αi : V → K, i ∈ I, dann bildet

{
v ∈ V

∣
∣ ∀i ∈ I : αi(v) = 0

}
=
⋂

i∈I
ker(αi)

einen Teilraum von V , den wir als Lösungsraum des Gleichungssystems αi(v) = 0,
i ∈ I, verstehen können. Wir werden unten sehen, dass sich jeder Teilraum von
V in dieser Form schreiben lässt. Für eine effektive Beschreibung sind natürlich
möglichst kleine Gleichungssysteme interessant. Für endlich-dimensionale Vek-
torräume werden wir diesen Aspekt im nächsten Kapitel genau behandeln.

III.4.1. Definition (Dualraum). Sei V ein Vektorraum über K. Unter einem
linearen Funktional auf V verstehen wir eine lineare Abbildung V → K. Unter
dem Dualraum von V verstehen wir den Vektorraum V ∗ := L(V,K), d.h. den
Vektorraum aller linearen Funktionale auf V , vgl. Proposition II.3.18.

III.4.2. Beispiel. Es ist (Kn)∗ = L(Kn,K) ∼=M1×n(K), vgl. Satz II.4.4, linea-
re Funktionale auf Kn können daher durch Zeilenvektoren beschrieben werden.

III.4.3. Proposition. Jede Abbildung ϕ : V → W induziert eine lineare Ab-
bildung zwischen den Dualräumen, ϕt : W ∗ → V ∗, ϕt(β) := β ◦ ϕ, β ∈ W ∗. Die
Zuordnung

L(V,W )→ L(W ∗, V ∗), ϕ 7→ ϕt, (III.1)

ist linear und injektiv, es gilt daher

(ϕ1 + ϕ2)
t = ϕt1 + ϕt2 sowie (λϕ)t = λϕt,

für beliebige lineare Abbildungen ϕ, ϕ1, ϕ2 : V → W und λ ∈ K. Für jede weitere
lineare Abbildung ψ : W → U gilt

(ψ ◦ ϕ)t = ϕt ◦ ψt und idtV = idV ∗ .

Ist ϕ : V →W ein Isomorphismus, so ist auch ϕt : W ∗ → V ∗ ein Isomorphismus,

(ϕt)−1 = (ϕ−1)t.

Insbesonder folgt aus V ∼= W auch V ∗ ∼= W ∗.

Beweis. Beachte zunächst, dass ϕt(β) = β ◦ ϕ als Komposition linearer Ab-
bildungen selbst linear ist, d.h. ϕt(β) ∈ V ∗ für jedes β ∈ W ∗. Die Linearität von
ϕt : W ∗ → V ∗ folgt aus Proposition II.3.18(a), denn ϕt(β1+β2) = (β1+β2)◦ϕ =
β1 ◦ϕ+ β2 ◦ϕ = ϕt(β1) +ϕt(β2) und ϕ

t(λβ) = (λβ) ◦ϕ = λ(β ◦ϕ) = λϕt(β), für
beliebige β, β1, β2 ∈ W ∗ und λ ∈ K. Aus Proposition II.3.18(b) erhalten wir wei-
ters (ϕ1+ϕ2)

t(β) = β ◦(ϕ1+ϕ2) = β ◦ϕ1+β ◦ϕ2 = ϕt1(β)+ϕ
t
2(β) = (ϕt1+ϕ

t
2)(β)
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und (λϕ)t(β) = β ◦ (λϕ) = λ(β ◦ ϕ) = λϕt(β), für jedes β ∈ W ∗ und λ ∈ K. Die
Zuordnung (III.1) ist daher linear. Ist 0 6= ϕ ∈ L(V,W ), dann existiert v ∈ V
mit ϕ(v) 6= 0. Nach Korollar III.3.28 existiert daher ein Funktional β ∈ W ∗ mit
β(ϕ(v)) = 1. Es folgt ϕt(β)(v) = β(ϕ(v)) = 1 6= 0, also ϕt(β) 6= 0 und da-
her ϕt 6= 0. Dies zeigt, dass die Abbildung (III.1) trivialen Kern hat, und daher
injektiv ist, vgl. Proposition II.3.22. Weiters gilt idtV (α) = α ◦ idV = α, für je-
des α ∈ V ∗, also idtV = idV ∗ , sowie (ψ ◦ ϕ)t(γ) = γ ◦ (ψ ◦ ϕ) = (γ ◦ ψ) ◦ ϕ =
ϕt(γ ◦ ψ) = ϕt(ψt(γ)) = (ϕt ◦ ψt)(γ), für jedes γ ∈ U∗, also (ψ ◦ ϕ)t = ϕt ◦ ψt.
Ist ϕ : V →W ein Isomorphismus, so folgt ϕt ◦ (ϕ−1)t = (ϕ−1 ◦ ϕ)t = idtV = idV ∗

und (ϕ−1)t ◦ ϕt = (ϕ ◦ ϕ−1)t = idtW = idW ∗ , d.h. ϕt ist invertierbar mit Umkehr-
abbildung (ϕt)−1 = (ϕ−1)t. �

III.4.4. Bemerkung. Die Abbildung (III.1) ist i.A. nicht surjektiv.

III.4.5. Bemerkung. Nach Satz II.4.4 ist φ : Kn
∼=−→ L(Kn,K) = (Kn)∗,

φ(x) := ψxt , ein Isomorphismus. Ist A ∈ Mm×n(K) und ψA : K
n → Km, ψA(x) =

Ax, die damit assoziierte lineare Abbildung, dann kommutiert das folgende Dia-
gramm

Km

ψAt

��

φKm

∼=
// (Km)∗

(ψA)t

��

Kn
φKn

∼=
// (Kn)∗

d.h. φKn ◦ ψAt = (ψA)
t ◦ φKm.

Es gilt nämlich ((ψA)
t ◦ φKm)(x) = (ψA)

t(ψxt) = ψxt ◦ ψA = ψxtA = ψ(Atx)t =
φKn(Atx) = (φKn ◦ ψAt)(x), für alle x ∈ Km. Bis auf den Isomorphismus φ ist die
duale Abbildung, (ψA)

t, daher durch die transponierte Matrix, At, gegeben, vgl.
Proposition II.4.11.

III.4.6. Definition (Annihilator). Unter dem Annihilator einer Teilmenge
A eines K-Vektorraums V verstehen wir den Teilraum

A◦ := {α ∈ V ∗ : α|A = 0} ⊆ V ∗.

III.4.7. Lemma. Sind A und B Teilmengen eines Vektorraums V , dann gilt:

(a) {0}◦ = V ∗ und V ◦ = {0}.
(b) A ⊆ B ⇒ B◦ ⊆ A◦.
(c) (A ∪ B)◦ = A◦ ∩ B◦.
(d) A◦ = 〈A〉◦.
(e) 〈A〉 = ⋂α∈A◦ ker(α).
(f) 〈A〉 ⊆ 〈B〉 ⇔ B◦ ⊆ A◦.
(g) 〈A〉 = 〈B〉 ⇔ A◦ = B◦.
(h) Für jeden Teilraum W von V gilt: W =

⋂

α∈W ◦ ker(α).
(i) Für je zwei Teilräume W1 und W2 von V gilt: W1 ⊆ W2 ⇔W ◦

2 ⊆W ◦
1 .

(j) Für je zwei Teilräume W1 und W2 von V gilt: W1 = W2 ⇔ W ◦
1 = W ◦

2 .
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Beweis. Die Behauptungen (a), (b) und (c) sind trivial. Behauptung (d)
folgt aus Lemma III.1.4(g). Ad (e): Offensichtlich gilt A ⊆ ⋂

α∈A◦ ker(α) und
daher auch 〈A〉 ⊆ ⋂α∈A◦ ker(α), denn als Durchschnitt von Teilräumen bildet
die rechte Seite einen Teilraum von V . Für die umgekehrte Inklusion sei nun
v ∈ V \ 〈A〉. Es genügt ein lineares Funktional α : V → K zu konstruieren,
sodass α(v) = 1 und α|A = 0. Für die Konstruktion eines solchen Funktionals
α bezeichne π : V → V/〈A〉 die kanonische Projektion. Da v /∈ 〈A〉 gilt π(v) 6=
0. Nach Korollar III.3.28 existiert ein lineares Funktional ᾱ : V/〈A〉 → K mit
ᾱ(π(v)) = 1. Für das Funktional α := ᾱ ◦ π ∈ V ∗ gilt daher α(v) = 1 aber auch
α|A = 0, denn A ⊆ ker(π). Ad (f): Die Implikation 〈A〉 ⊆ 〈B〉 ⇒ B◦ ⊆ A◦ folgt
aus (b) und (d), die umgekehrte Implikation aus (e). Aus (f) erhalten wir auch
sofort (g). Die verbleibenden Behauptungen (h), (i) und (j) folgen aus (e), (f) und
(g), denn für jeden Teilraum W gilt W = 〈W 〉. �

III.4.8. Bemerkung. Ist W ein Teilraum eines Vektorraums V und A ⊆W ◦

ein Erzeugendensystem, d.h. 〈A〉 = W ◦, dann gilt

W =
{
v ∈ V

∣
∣ ∀α ∈ A : α(v) = 0

}
=
⋂

α∈A
ker(α),

jedes Erzeugendensysteme von W ◦ liefert daher ein Gleichungssysteme für W .
Dies folgt aus Lemma III.4.7(h) und

⋂

α∈A
ker(α) =

⋂

α∈〈A〉
ker(α).

Um die letzte Gleichung einzusehen, sei v ∈ ⋂α∈A ker(α). Für beliebige αi ∈ A
und λi ∈ K gilt dann auch (λ1α1+ · · ·+λnαn)(v) = λ1α1(v)+ · · ·+λnαn(v) = 0.
Dies zeigt

⋂

α∈A ker(α) ⊆ ⋂

α∈〈A〉 ker(α), die andere Inklusion ist trivial. Um-

gekehrt folgt i.A. aus W =
⋂

α∈A ker(α) nicht, dass A ein Erzeugendensystem
von W bildet. Betrachten wir etwa den Vektorraum V = K[z] und bezeichnet
αi ∈ K[z]∗ das lineare Funktional, das einem Polynom seinen i-ten Koeffizi-
enten zuordnet, d.h. αi(p0 + p1z + p2z

2 + · · · ) := pi, dann gilt offensichtlich
⋂

i ker(αi) = {0}, aber die Menge der Funktionale {α0, α1, . . . } bildet kein Erzeu-
gendensystem von {0}◦ = K[z]∗, etwa lässt sich das lineare Funktional α ∈ K[z]∗,
α(p0 + p1z + p2z

2 + · · · ) := ∑i pi, nicht als Linearkombination der Funktionale
αi schreiben.

III.4.9. Satz. Für je zwei Teilräume W1 und W2 eines Vektorraums V gilt

(W1 +W2)
◦ = W ◦

1 ∩W ◦
2 und (W1 ∩W2)

◦ = W ◦
1 +W ◦

2 .

Insbesondere haben wir:

W ◦
1 ∩W ◦

2 = {0} ⇔ W1 +W2 = V

W ◦
1 +W ◦

2 = V ∗ ⇔ W1 ∩W2 = {0}
W ◦

1 ⊕W ◦
2 = V ∗ ⇔ W1 ⊕W2 = V
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Beweis. Die erste Gleichheit folgt aus:

W ◦
1 ∩W ◦

2 = (W1 ∪W2)
◦ nach Lemma III.4.7(c)

= 〈W1 ∪W2〉◦ nach Lemma III.4.7(d)

= (W1 +W2)
◦ nach Lemma III.1.4(e)

Auch die Inklusion W ◦
1 + W ◦

2 ⊆ (W1 ∩ W2)
◦ lässt sich leicht zeigen: Aus

W1∩W2 ⊆W1 folgt nämlich W ◦
1 ⊆ (W1∩W2)

◦ und analog giltW ◦
2 ⊆ (W1∩W2)

◦.
Somit ist W ◦

1 ∪W ◦
1 ⊆ (W1 ∩W2)

◦. Da W ◦
1 +W ◦

2 der kleinste Teilraum ist, der
(W1 ∩W2)

◦ enthält erhalten wir W ◦
1 +W ◦

2 ⊆ (W1 ∩W2)
◦.

Um auch die umgekehrte Inklusion (W1 ∩W2)
◦ ⊆W ◦

1 +W ◦
2 zu zeigen sei nun

α ∈ (W1 ∩ W2)
◦, d.h. α ∈ V ∗ und W1 ∩W2 ⊆ ker(α). Wir werden unten eine

lineare Abbildung ρ mit folgenden Eigenschaften konstruieren:

ρ : V → V, ρ|W2
= idW2

, ρ(W1) ⊆W1 ∩W2.

Es ist dann α1 := α◦ρ ∈ W ◦
1 , denn für jedes w1 ∈ W1 gilt α1(w1) = α(ρ(w1)) = 0,

da ja ρ(w1) ∈ ρ(W1) ⊆ W1 ∩ W2 ⊆ ker(α). Setzen wir α2 := α − α1 dann
gilt auch α2 ∈ W ◦

2 , denn für jedes w2 ∈ W2 ist α2(w2) = α(w2) − α1(w2) =
α(w2)−α(ρ(w2)) = α(w2)−α(w2) = 0. Somit erhalten wir α = α1+α2 ∈ W ◦

1+W
◦
2 .

Für die Konstruktion von ρ wählen wir Basen B1 vonW1 und B2 vonW2 wie in
Proposition III.3.29, d.h. B1∪B2 ist Basis von W1+W2. Nach Proposition III.3.2
existiert eine lineare Abbildung ρ̄ : W1 + W2 → V , sodass ρ̄|B2

= idB2
und

ρ̄|B1\B2
= 0. Wegen B1 = (B1 \B2)∪ (B1 ∩B2) gilt daher auch ρ̄(B1) ⊆ W1∩W2.

Aus der Eindeutigkeitsaussage in Proposition III.3.2(c) folgt daher ρ̄|W2
= idW2

und ρ̄(W1) ⊆ W1 ∩W2. Nach Korollar III.3.25 lässt sich ρ̄ zu einer linearen Ab-
bildung ρ : V → V erweitern, d.h. ρ|W1+W2

= ρ̄, und diese Fortsetzung hat die
gewünschten Eigenschaften.

Die verbleibenden Behauptungen folgen nun aus Lemma III.4.7(a)&(j), denn
W1 +W2 = V ⇔ (W1 +W2)

◦ = V ◦ ⇔ W ◦
1 ∩W ◦

2 = {0} und W1 ∩W2 = {0} ⇔
(W1 ∩W2)

◦ = {0}◦ ⇔W ◦
1 +W ◦

2 = V . �

III.4.10. Satz. Für jede lineare Abbildung ϕ : V →W gilt

ker(ϕt) = img(ϕ)◦ und img(ϕt) = ker(ϕ)◦.

Insbesondere ist ϕ genau dann injektiv, wenn ϕt surjektiv ist. Auch ist ϕ genau
dann surjektiv, wenn ϕt injektiv ist.

Beweis. Es ist ker(ϕt) = img(ϕ)◦, denn für β ∈ W ∗ gilt:

β ∈ ker(ϕt)⇔ β ◦ ϕ = 0

⇔ ∀v ∈ V : β(ϕ(v)) = 0

⇔ ∀w ∈ img(ϕ) : β(w) = 0

⇔ β|img(ϕ) = 0

⇔ β ∈ img(ϕ)◦
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Auch die Inklusion img(ϕt) ⊆ ker(ϕ)◦ lässt sich leicht beweisen. Ist nämlich
α ∈ img(ϕt) ⊆ V ∗ dann existiert β ∈ W ∗ mit α = ϕt(β) = β ◦ ϕ, also gilt
α(v) = (β ◦ ϕ)(v) = β(ϕ(v)) = 0 für jedes v ∈ ker(ϕ), und daher α ∈ ker(ϕ)◦.

Wir zeigen nun die umgekehrte Inklusion, ker(ϕ)◦ ⊆ img(ϕt). Sei dazu α ∈
ker(ϕ)◦, d.h. α ∈ V ∗ und α|ker(ϕ) = 0. Nach Satz II.6.3 existiert ein lineares
Funktional ᾱ : V/ ker(ϕ) → K, sodass ᾱ ◦ π = α, wobei π : V → V/ ker(ϕ) die
kanonische Projektion bezeichnet. Nach Korollar II.6.6 induziert ϕ einen linearen

Isomorphismus ϕ̄ : V/ ker(ϕ)
∼=−→ img(ϕ) und es gilt ϕ̄ ◦ π = ϕ. Nach Korol-

lar III.3.25 lässt sich das lineare Funktional ᾱ ◦ ϕ̄−1 : img(ϕ) → K zu einem
linearen Funktional β ∈ W ∗ fortsetzen, d.h. β|img(ϕ) = ᾱ ◦ ϕ̄−1. Nach Konstruk-
tion gilt ϕt(β) = β ◦ ϕ = β|img(ϕ) ◦ ϕ = (ᾱ ◦ ϕ̄−1) ◦ (ϕ̄ ◦ π) = ᾱ ◦ π = α, also
α ∈ img(ϕt). Damit ist auch img(ϕt) = ker(ϕ)◦ gezeigt. Insbesondere folgt

ϕ ist surjektiv⇔ img(ϕ) = W

⇔ img(ϕ)◦ =W ◦ nach Lemma III.4.7(j)

⇔ img(ϕ)◦ = {0} nach Lemma III.4.7(a)

⇔ ker(ϕt) = {0} da ker(ϕt) = img(ϕ)◦

⇔ ϕt ist injektiv nach Proposition II.3.22

und analog

ϕ ist injektiv⇔ ker(ϕ) = {0} nach Proposition II.3.22

⇔ ker(ϕ)◦ = {0}◦ nach Lemma III.4.7(j)

⇔ ker(ϕ)◦ = V ∗ nach Lemma III.4.7(a)

⇔ img(ϕt) = V ∗ da img(ϕt) = ker(ϕ)◦

⇔ ϕt ist surjektiv

Damit ist der Beweis des Satzes vollständig. �

III.4.11. Beispiel. Sei A ∈Mm×n(K), ψA : K
n → Km, ψA(x) = Ax, die damit

assoziierte lineare Abbildung undW = ker(ψA) der Lösungsraum des homogenen
Gleichungssystems Ax = 0. Bezeichnet αi ∈ M1×n(K) = (Kn)∗ den i-ten Zeilen-
vektor von A, dann bildet {α1, . . . , αm} ein Erzeugendensystem von W ◦. Da die
Spalten von At ein Erzeugendensystem von img(ψAt) bilden, folgt nämlich mit
Bemerkung III.4.5, dass die Zeilen von A ein Erzeugendensystem von img((ψA)

t)
darstellen, nach Satz III.4.10 gilt jedoch W ◦ = ker(ψA)

◦ = img((ψA)
t).

III.4.12. Korollar. Ist W ein Teilraum eines Vektorraums V , dann gilt:

(a) Die kanonische Inklusion ι : W → V induziert einen Isomorphismus

V ∗/W ◦ ∼= W ∗, [α] 7→ α|W = α ◦ ι, α ∈ V ∗.

Wir können V ∗/W ◦ daher in natürlicher Weise mit W ∗ identifizieren.
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(b) Die kanonische Projektion π : V → V/W induziert einen Isomorphismus

(V/W )∗ ∼= W ◦, β 7→ β ◦ π, β ∈ (V/W )∗.

Wir können daher W ◦ in natürlicher Weise mit (V/W )∗ identifizieren.

Beweis. Ad (a): Die Inklusionsabbildung ι : W → V ist offensichtlich injek-
tiv, und img(ι) =W . Nach Satz III.4.10 ist daher die duale Abbildung ιt : V ∗ →
W ∗ surjektiv, und ker(ιt) = img(ι)◦ = W ◦. Nach Korollar II.6.6 induziert ιt also
einen Isomorphismus V ∗/W ◦ ∼= W ∗, [α] 7→ ιt(α) = α ◦ ι = α|W , wobei α ∈ V ∗.

Ad (b): Nach Satz II.6.3 ist die kanonische Projektion π : V → V/W surjektiv,
und ker(π) = W . Nach Satz III.4.10 ist daher die duale Abbildung πt : (V/W )∗ →
V ∗ injektiv, und img(πt) = ker(π)◦ = W ◦. Somit liefert πt einen Isomorphismus
(V/W )∗ ∼= W ◦, β 7→ πt(β) = β ◦ π, wobei β ∈ (V/W )∗. �

Ist V ein K-Vektorraum und v ∈ V , dann ist die Abbildung

evv : V
∗ → K, evv(α) := α(v),

linear, denn evv(α1+α2) = (α1+α2)(v) = α1(v)+α2(v) = evv(α1)+evv(α2) und
evv(λα) = (λα)(v) = λα(v) = λ evv(α), für beliebige α, α1, α2 ∈ V ∗ und λ ∈ K,
vgl. Beispiel II.3.8. Somit ist evv ∈ (V ∗)∗. Der Vektorraum (V ∗)∗ wird Bidual von
V genannt und oft mit V ∗∗ bezeichnet. Die Zuordnung

ιV : V → V ∗∗, ιV (v) := evv,

ist ebenfalls linear, denn es gilt evv1+v2(α) = α(v1+v2) = α(v1)+α(v2) = evv1(α)+
evv2(α) = (evv1 +evv2)(α) und evλv(α) = α(λv) = λα(v) = λ evv(α) = (λ evv)(α)
für alle v, v1, v2 ∈ V und λ ∈ K.

III.4.13. Proposition. Die oben besprochene kanonische lineare Abbildung

ιV : V → V ∗∗, ιV (v)(α) := α(v), v ∈ V, α ∈ V ∗,

ist injektiv. Für jeden Teilraum W von V gilt ι(W ) ⊆ W ◦◦. Für jede lineare
Abbildung ϕ : V → U gilt ϕtt ◦ ιV = ιU ◦ ϕ, wobei ϕtt : V ∗∗ → U∗∗ die zu ϕt duale
Abbildung bezeichnet, d.h. ϕtt(ξ)(β) = ξ(ϕt(β)), ξ ∈ V ∗∗, β ∈ U∗.

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass ιV injektiv ist. Sei dazu 0 6= v ∈ V .
Nach Korollar III.3.28 existiert α ∈ V ∗ mit α(v) = 1. Es gilt daher ιV (v)(α) =
α(v) = 1 6= 0, also ιV (v) 6= 0. Es folgt ker(ιV ) = {0}, also ist ιV injektiv, siehe
Proposition II.3.22.

Sei nun W ⊆ V ein Teilraum, w ∈ W und α ∈ W ◦, d.h. α ∈ V ∗ und α|W = 0.
Dann folgt ιV (w)(α) = α(w) = 0. Da dies für alle α ∈ W ◦ gilt, folgt ιV (w) ∈ W ◦◦.
Da dies für alle w ∈ W richtig ist, erhalten wir ιV (W ) ⊆W ◦◦.
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Sei schließlich ϕ : V → U linear, v ∈ V und β ∈ U∗. Dann gilt

(ϕtt ◦ ιV )(v)(β) = ϕtt(ιV (v))(β) Definition der Komposition von Abb.

= ιV (v)(ϕ
t(β)) Definition von der dualen Abb. ϕtt

= ϕt(β)(v) Definition von ιV

= β(ϕ(v)) Definition von der dualen Abb. ϕt

= ιU(ϕ(v))(β) Definition von ιU

= (ιU ◦ ϕ)(v)(β) Definition der Komposition von Abb.

Da dies für beliebige v ∈ V und β ∈ U∗ gilt, folgt ϕtt ◦ ιV = ιU ◦ ϕ. �

III.4.14. Bemerkung. Die Abbildung ιV : V → V ∗∗ ist i.A. nicht surjektiv.





IV. Endlich-dimensionale Vektorräume

Unter einem endlich-dimensionalen Vektorraum verstehen wir einen Vektor-
raum, der eine endliche Basis besitzt. Die entscheidende Beobachtung ist die
Tatsache, dass in diesem Fall je zwei Basen aus gleich vielen Elementen be-
stehen müssen, siehe Korollar IV.1.5 unten. Dies ermöglich es jedem endlich-
dimensionalen Vektorraum V eine Dimension, dim(V ) ∈ N0, zuzuordnen, nämlich
die Anzahl der Elemente einer, und dann jeder, Basis von V .

Im ersten Teil dieses Kapitels werden wir die grundlegenden Eigenschaften
dieses Dimensionsbegriffs zusammenstellen. Insbesondere werden wir sehen, dass
jeder Teilraum W von Kn endlich-dimensional ist und daher von endlich-vielen
linear unabhängigen Vektoren aufgespannt wird. In anderen Worten, jeder Teil-
raum lässt sich mit Hilfe einer Parameterdarstellung darstellen. Andererseits lässt
sich jeder Teilraum W von Kn auch durch ein homogenes lineares Gleichungssy-
stem beschreiben, wobei mindestens n − dim(W ) viele Gleichungen notwendig
sind. Anschließend werden wir uns dem rechnerischen Aspekt widmen und Algo-
rithmen zur Lösung linearer Gleichungssysteme und zur Berechnung der Inversen
einer Matrix besprechen. Im letzten Abschnitt werden wir lineare Abbildungen
zwischen allgemeinen endlich-dimensionalen Vektorräumen, ϕ : V → W , durch
Matrizen beschreiben indem wir Basen der beiden Vektorräume fixieren.

IV.1. Dimension. Im vorangehenden Kapitel haben wir Basen stets als
Teilmengen eines Vektorraums aufgefasst. Manchmal ist es jedoch zweckmäßig
geordnete Basen zu betrachten. Dies sind Systeme von Vektoren b1, . . . , bn die
ein linear unabhängiges Erzeugendensystem bilden. Wir wollen damit beginnen
diesen Begriff zu präzisieren.

Sei dazu V ein Vektorraum über einem Körper K. Ein System von Vektoren
v1, . . . , vn ∈ V wird linear abhängig genannt, falls λ1v1 + · · · + λnvn = 0 für
gewisse Skalare λ1, . . . , λn ∈ K, die nicht alle veschwinden. Das System v1, . . . , vn
heißt linear unabhängig wenn es nicht linear abhängig ist. In anderen Worten, die
Vektoren v1, . . . , vn sind genau dann linear unabhängig, wenn aus λ1v1 + · · · +
λnvn = 0 stets λ1 = · · · = λn = 0 folgt. Dies ist genau dann der Fall, wenn die
Vektoren v1, . . . , vn paarweise verschieden sind und die Teilmenge {v1, . . . , vn}
linear unabhängig im Sinn von Abschnitt III.2 ist.

IV.1.1. Beispiel. Die Vektoren ( 1
0 ) , (

1
0 ) , (

0
1 ) sind linear abhängig in R2, aber

{( 1
0 ) , (

1
0 ) , (

0
1 )} bildet eine linear unabhängige Teilmenge von R2.

Ein System von Vektoren v1, . . . , vn ∈ V wird Erzeugendensystem von V
genannt, falls 〈v1, . . . , vn〉 = V gilt, d.h. falls die Teilmenge {v1, . . . , vn} ein Er-
zeugendensystem von V bildet, vgl. Abschnitt III.1. Ein linear unabhängiges Er-
zeugendensystem v1, . . . , vn von V wird als (geordnete) Basis von V bezeichnet.
Die Vektoren v1, . . . , vn bilden also genau dann eine geordnete Basis von V , wenn
sie paarweise verschieden sind und die Teilmenge {v1, . . . , vn} eine Basis im Sinn

69



70 IV. ENDLICH-DIMENSIONALE VEKTORRÄUME

von Abschnitt III.3 bildet. Aus Proposition III.3.2 erhalten wir sofort folgende
Charakterisierung geordneter Basen:

IV.1.2. Proposition. Für ein System von Vektoren b1, . . . , bn eines K-Vek-
torraums V sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) Die Vektoren b1, . . . , bn bilden eine Basis von V .
(b) Zu jedem v ∈ V existieren eindeutige Skalare λ1, . . . , λn ∈ K, sodass v =

λ1b1 + · · ·+ λnbn.
(c) Die Abbildung

φ : Kn → V, φ





x1
...
xn



 := x1b1 + · · ·+ xnbn,

ist ein linearer Isomorphismus.
(d) Ist W ein K-Vektorraum und w1, . . . , wn ∈ W , dann existiert eine eindeutige

lineare Abbildung ϕ : V →W , sodass ϕ(bi) = wi für alle i = 1, . . . , n.

Aus Proposition III.3.14 erhalten wir auch:

IV.1.3. Proposition. Ist ϕ : V →W linear und b1, . . . , bn eine Basis von V ,
dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) ϕ ist ein Isomorphismus.
(b) Für jede Basis c1, . . . , cm von V ist ϕ(c1), . . . , ϕ(cm) eine Basis von W .
(c) ϕ(b1), . . . , ϕ(bn) ist eine Basis von W .

Der Schlüssel zum Dimensionsbegriff ist folgendes Resultat.

IV.1.4. Satz (Austauschsatz von Steinitz). Sei v1, . . . , vn ein Erzeugendensy-
stem eines Vektorraums V , und w1, . . . , wk linear unabhängig in V . Dann gilt

k ≤ n

und, nach geeignetem Umnummerieren der Vektoren v1, . . . , vn, bildet auch

w1, . . . , wk, vk+1, . . . , vn

ein Erzeugendensystem von V .

Beweis. Wir führen den Beweis mittels Induktion nach k. Für k = 0 ist die
Aussage trivial. Für den Induktionsschritt sei nun k ≥ 1 und die Aussage für
k − 1 bereits gezeigt. Nach Induktionsvoraussetzung gilt daher k − 1 ≤ n und,
nach geeignetem Umnummerieren der Vektoren v1, . . . , vn bildet

w1, . . . , wk−1, vk, . . . , vn (IV.1)

ein Erzeugendensystem von V . Daher existieren Skalare λi ∈ K, sodass

wk = λ1w1 + · · ·+ λk−1wk−1 + λkvk + · · ·+ λnvn. (IV.2)

Da das System w1, . . . , wk linear unabhängig ist folgt k ≤ n und mindestens
einer der Skalare λk, . . . , λn muss verschieden von 0 sein. Andernfalls erhielten
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wir die Relation wk = λ1w1 + · · · + λk−1wk−1, was der linearen Unabhängigkeit
des Systems w1, . . . , wk widerspräche. Durch Umnummerieren der Vektoren vi
können wir also λk 6= 0 erreichen. Aus (IV.2) erhalten wir daher

vk = −λ1
λk
w1 − · · · − λk−1

λk
wk−1 +

1
λk
wk − λk+1

λk
vk+1 − · · · − λn

λk
vn.

Dies zeigt, dass der Vektor vk im Erzeugniss des Systems

w1, . . . , wk, vk+1, . . . , vn (IV.3)

liegt. Mit (IV.1) ist daher auch (IV.3) ein Erzeugendensystem für V . �

IV.1.5. Korollar. Für einen Vektorraum V sind äquivalent:

(a) V besitzt eine endliche Basis.
(b) V ist endlich erzeugt, d.h. besitzt ein endliches Erzeugendensystem.
(c) Jede linear unabhängige Teilmenge von V ist endlich.
(d) Jede Basis von V ist endlich.

In diesem Fall haben je zwei Basen von V gleich viele Elementen.

Beweis. Die Implikation (a)⇒(b) ist trivial. Die Implikation (b)⇒(c) folgt
aus Satz IV.1.4. Die Implikation (c)⇒(d) ist trivial. Die Implikation (d)⇒(a)
folgt aus Korollar III.3.23(a). Damit ist die Äquivalenz der vier Aussagen gezeigt.
Sind b1, . . . , bm und b′1, . . . , b

′
n zwei endliche Basen von V , dann erhalten wir aus

Satz IV.1.4 nun m ≤ n und n ≤ m, also n = m, d.h. die Basen bestehen aus
gleich vielen Vektoren. �

IV.1.6. Definition (Dimension). Ein Vektorraum V wird endlich dimensio-
nal genannt, wenn er eine endliche Basis besitzt. In diesem Fall existiert eine
eindeutige Zahl n ∈ N0, sodass jede Basis von V aus genau n Elementen besteht,
siehe Korollar IV.1.5. Diese Zahl n wird als Dimension von V bezeichnet und
mit dim(V ) notiert. Wir sagen auch V ist ein n-dimensionaler Vektorraum. Be-
sitzt V keine endliche Basis dann wird V unendlich dimensional genannt und wir
schreiben dim(V ) =∞.

IV.1.7. Bemerkung. Ein Vektorraum V ist genau dann 0-dimensional, wenn
die leere Menge eine Basis von V bildet. Dies ist genau dann der Fall, wenn V
nur aus dem Nullvektor besteht, d.h. V = {0}.

IV.1.8. Beispiel. Es gilt dim(Kn) = n, denn nach Beispiel III.3.5 bilden die
Einheitsvektoren e1, . . . , en eine Basis von Kn, die aus genau n Vektoren besteht.

IV.1.9.Beispiel. Es ist dim(K[z]≤n) = n+1, denn die Monome 1, z, z2, . . . , zn

bilden eine Basis von K[z]≤n, die aus genau n+ 1 Elementen besteht.

IV.1.10. Beispiel. Es gilt dim(Mm×n(K)) = mn, denn die Matrizen Ei,j,
1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, bilden eine Basis von Mm×n(K), die aus genau mn vielen
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Elementen besteht. Dabei bezeichnet

Ei,j =














0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0
0 · · · 0 1 0 · · · 0
0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0














jene (m× n)-Matrix, deren einzige nicht verschwindende Eintragungen eine Eins
in der i-ten Zeile und j-ten Spalte bildet. In anderen Worten: (Ei,j)kl = δikδjl.

IV.1.11. Beispiel. Der Vektorraum der Polynome, K[z], ist unendlich-dim-
ensional, denn die linear unabhängige Teilmenge der Monome, {1, z, z2, z3, . . . },
hat unendlich viele Elemente.

IV.1.12. Beispiel. Betrachten wir C als komplexen Vektorraum, so ist dieser
ein-dimensional, denn 1 bildet eine Basis. Wir können C = R2 aber auch als zwei-
dimensionalen reellen Vektorraum auffassen, dann bildet etwa 1, i eine Basis. Es
gilt daher dimC(C) = 1 und dimR(C) = 2, siehe auch Aufgabe 75.

IV.1.13. Bemerkung. Sind V und W zwei isomorphe Vektorräume und
ist V endlich dimensional, dann ist auch W endlich-dimensional und es gilt
dim(V ) = dim(W ). Ist nämlich b1, . . . , bn eine Basis von V und ϕ : V → W
ein Isomorphismus, dann bildet ϕ(b1), . . . , ϕ(bn) eine Basis von W , siehe Propo-
sition IV.1.3.

Das folgende Resultat zeigt, dass es über jedem Körper K im Wesentlichen
nur einen n-dimensionalen Vektorraum gibt, nämlich Kn.

IV.1.14. Korollar. Zwei endlich dimensionale K-Vektorräume sind genau
dann isomorph, wenn sie gleiche Dimension haben. Insbesondere gilt Kn ∼= Km

genau dann, wenn n = m. Jeder endlich-dimensionale K-Vektorraum V ist zu
Kn isomorph, wobei n = dim(V ).

Beweis. In Bemerkung IV.1.13 haben wir bereits beobachtet, dass isomorphe
endlich-dimensionale Vektorräume gleiche Dimension haben müssen. Umgekehrt
folgt aus Bemerkung III.3.11, dass endlich-dimensionale Vektorräume gleicher
Dimension isomorph sind. �

IV.1.15.Bemerkung. Sind A ∈Mm×n(K) und B ∈Mn×m(K) zwei Matrizen,
sodass AB = Im und BA = In, dann muss n = m gelten. Eine Matrix kann also
nur dann invertierbar sein, wenn sie quadratisch ist. Aus den beiden Gleichungen
folgt nämlich, dass die assoziierten linearen Abbildungen ψA : K

n → Km und
ψB : K

m → Kn zueinander inverse Isomorphismen darstellen, d.h. ψA ◦ ψB =
ψAB = ψIm = idKm und ψB ◦ ψA = ψBA = ψIn = idKn , vgl. Satz II.4.4, die
Relation n = m folgt daher aus Korollar IV.1.14.
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IV.1.16. Korollar. Ist V ein n-dimensionaler Vektorraum dann gilt:

(a) Jede linear unabhängige Teilmenge von V hat höchstens n verschiedene Ele-
mente. Sind v1, . . . , vn linear unabhängig in V , dann bilden diese Vektoren
schon eine Basis von V .

(b) Jedes Erzeugendensystem von V besitzt mindestens n verschiedene Elemente.
Ist v1, . . . , vn ein Erzeugendensystem von V , dann bilden diese Vektoren schon
eine Basis von V .

Beweis. Nach Voraussetzung existiert ein linear unabhängiges Erzeugenden-
system von V , das aus genau n Vektoren besteht. Nach Satz IV.1.4 kann eine
linear unabhängige Teilmenge von V höchstens n Elementen haben, und jedes
Erzeugendensystem von V muss aus mindestens n Vektoren bestehen. Die restli-
chen Behauptungen folgen aus Proposition III.3.19. �

Daraus erhalten wir auch:

IV.1.17. Korollar. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und v1, . . . , vn
ein System von n Vektoren in V . Dann sind äquivalent:

(a) v1, . . . , vn ist eine Basis von V .
(b) v1, . . . , vn ist linear unabhängig in V .
(c) v1, . . . , vn ist ein Erzeugendensystem von V .

IV.1.18. Bemerkung. Nach Bemerkung III.3.15 ist eine quadratische Matrix
A ∈ Mn×n(K) genau dann invertierbar, wenn ihre Spaltenvektoren eine Basis
von Kn bilden. Nach Korollar IV.1.17 ist dies genau dann der Fall, wenn die
Spaltenvektoren linear unabhängig sind. Ebenso ist A genau dann invertierbar,
wenn die ihre Spaltenvektoren ein Erzeugendensystem von Kn bilden.

IV.1.19. Bemerkung. Ein Vektorraum V hat genau dann Dimension n, wenn
es n linear unabhängige Vektoren v1, . . . , vn in V gibt und je n+1 Vektoren in V
linear abhängig sind. Auch hat V genau dann Dimension n, wenn ein Erzeugen-
densystem von V mit n Vektoren existiert, und je n−1 Vektoren V nicht erzeugen.
Dies folgt aus Korollar IV.1.16 und Proposition III.3.19, vgl. Aufgabe 67.

IV.1.20. Korollar. Ist W ein Teilraum eines endlich-dimensionalen Vek-
torraums V , dann ist auch W endlich-dimensional und es gilt

dim(W ) ≤ dim(V ).

Ist darüber hinaus dim(W ) = dim(V ), dann folgt schon W = V .

Beweis. Nach Korollar IV.1.16(a) besteht jede linear unabhängige Teilmenge
von W aus höchstens dim(V ) vielen Elementen. Es gibt daher eine größte Zahl
k ∈ N0, sodass linear unabhängige Vektoren w1, . . . , wk in W existieren. Nach
Konstruktion bilden die Vektoren w1, . . . , wk eine maximal linear unabhängige
Teilmenge von W und daher eine Basis von W , siehe Proposition III.3.19. Somit
ist W endlich dimensional, und es gilt dim(W ) = k ≤ dim(V ). Gilt darüber
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hinaus dim(W ) = dim(V ), dann ist w1, . . . , wk auch Basis von V , siehe Korol-
lar IV.1.16(a), und daher V = 〈w1, . . . , wk〉 = W . �

IV.1.21. Bemerkung (Teilräume von Kn). Nach Korollar IV.1.20 ist jeder
TeilraumW ⊆ Kn endlich-dimensional und es gilt 0 ≤ dim(W ) ≤ n. Es existieren
daher linear unabhängige Vektoren w1, . . . , wm ∈ W , sodass W = 〈w1, . . . , wm〉,
wobeim = dim(W ). Diese Vektoren bilden eine Basis vonW und es giltW ∼= Km.
Jeder Teilraum von Kn ist also zu einem Km isomorph, wobei 0 ≤ m ≤ n.

IV.1.22. Beispiel (Teilräume von K2). Aus Bemerkung IV.1.21 folgt, dass
jeder Teilraum W von K2 von der Form

W = {0}, W = 〈w〉, oder W = K2

ist, wobei 0 6= w ∈ K2. In Beispiel II.2.9 haben wir dies schon auf elementare
Weise hergeleitet.

IV.1.23. Beispiel (Teilräume von K3). Bemerkung IV.1.21 folgt, dass jeder
Teilraum W von K3 von der Form

W = {0}, W = 〈w〉, W = 〈w1, w2〉, oder W = K3

ist, wobei 0 6= w ∈ K3 und w1, w2 linear unabhängig in K3 sind. Für K = R
entsprechen die nicht-trivialen Fälle also genau den Geraden bzw. Ebenen durch
den Koordinatenursprung.

IV.2. Dimensionsformeln. Wir wollen in diesem Abschnitt Dimensions-
formel für Summen und Durchschnitte von Teilräumen, Kern und Bild linearer
Abbildungen, Dualräumen, Quotientenräumen und Annihilatoren herleiten, und
einige Anwendungen besprechen.

IV.2.1. Satz (Dimension von Summen und Durchschnitten). Seien W1 und
W2 zwei Teilräume eines Vektorraums V . Es ist W1 +W2 genau dann endlich-
dimensional, wenn W1 und W2 beide endlich-dimensional sind. In diesem Fall ist
auch W1 ∩W2 endlich-dimensional und es gilt

dim(W1 ∩W2) + dim(W1 +W2) = dim(W1) + dim(W2).

Beweis. Ist W1 +W2 endlich-dimensional, dann gilt dies auch für die Teil-
räume W1, W2 und W1 ∩ W2 von W1 + W2, siehe Korollar IV.1.20. Seien nun
umgekehrt W1 und W2 endlich-dimensional. Nach Proposition III.3.29 existieren
daher endliche Basen B1 von W1 und B2 von W2, sodass B1 ∩B2 eine Basis von
W1 ∩W2 bildet und B1 ∪ B2 eine Basis von W1 +W2 ist. Es gilt daher:

dim(W1) = ♯B1

dim(W2) = ♯B2

dim(W1 ∩W2) = ♯(B1 ∩ B2)

dim(W1 +W2) = ♯(B1 ∪ B2)
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wobei ♯X die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge X bezeichnet. Aus der
evidenten Formel

♯(B1 ∩B2) + ♯(B1 ∪ B2) = ♯B1 + ♯B2

erhalten wir den Satz. �

IV.2.2. Korollar (Dimension direkter Summen). Seien W1 und W2 zwei
komplementäre Teilräume eines Vektorraums V , d.h. V = W1 ⊕ W2. Es ist V
genau dann endlich-dimensional, wenn W1 und W2 beide endlich-dimensional
sind, und in diesem Fall gilt

dim(V ) = dim(W1) + dim(W2).

Beweis. Nach Voraussetzung gilt W1 ∩W2 = {0} und W1 +W2 = V . Das
Korollar folgt daher sofort aus Satz IV.2.1. �

IV.2.3. Korollar. Seien W1 und W2 zwei Teilräume eines endlich dimen-
sionalen Vektorraums V und dim(W1) + dim(W2) = dim(V ). Dann sind die fol-
genden Aussagen äquivalent:

(a) W1 ⊕W2 = V .
(b) W1 ∩W2 = {0}.
(c) W1 +W2 = V

Beweis. Nach Satz IV.2.1 ist dim(W1∩W2)+dim(W1+W2) = dim(V ), also

dim(W1 ∩W2) = 0 ⇔ dim(W1 +W2) = dim(V ).

Mit Korollar IV.1.20 und Bemerkung IV.1.7 folgt daher die Äquivalenz (b)⇔(c).
Die verbleibenden Behauptungen sind nun trivial. �

IV.2.4. Beispiel. Ist E ein 2-dimensionaler Teilraum von K3 und ist L ein
1-dimensionaler Teilraum von K3, der nicht in E enthalten ist, dann gilt schon

E ⊕ L = K3.

Nach Voraussetzung ist nämlich E ∩L ( L, also dim(E ∩L) < dim(L) = 1 nach
Korollar IV.1.20, folglich dim(E∩L) = 0 und daher E∩L = {0}. Die Behauptung
folgt somit aus Korollar IV.2.3.

IV.2.5. Bemerkung. Sind W1 und W2 zwei Teilräume eines endlich-dimen-
sionalen Vektorraums V , sodass

dim(W1 ∩W2) ≤ dim(W1) + dim(W2)− dim(V ),

dann muss schon W1 +W2 = V und

dim(W1 ∩W2) = dim(W1) + dim(W2)− dim(V )

gelten. Aus Satz IV.2.1 folgt nämlich

dim(W1 +W2) = dim(W1) + dim(W2)− dim(W1 ∩W2) ≥ dim(V ),

also W1 + W2 = V nach Korollar IV.1.20. Die Formel für die Dimension des
Durchschnitts folgt nun aus Satz IV.2.1.
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IV.2.6.Beispiel. Sind E1 und E2 zwei verschiedene 2-dimensionale Teilräume
von K3, dann gilt

E1 + E2 = K3 und dim(E1 ∩ E2) = 1.

Nach Voraussetzung ist nämlich E1 ∩ E2 ( E1 oder E1 ∩ E2 ( E2, jedenfalls
folgt dim(E1 ∩ E2) < 2 = dim(E1) = dim(E2) nach Korollar IV.1.20, und somit
dim(E1 ∩E2) ≤ 1 = 2+ 2− 3 = dim(E1) + dim(E2)− dim(K3). Die Behauptung
folgt daher aus Bemerkung IV.2.5. Für den Körper K = R bedeutet dies, dass
zwei verschiedene Ebenen durch den Koordinatenursprung ganz R3 erzeugen und
ihr Durchschnitt eine Gerade bildet. Siehe auch Aufgabe 71.

IV.2.7. Bemerkung. Sind W1 und W2 zwei Teilräume eines endlich-dimen-
sionalen Vektorraums V , sodass

dim(W1 +W2) ≥ dim(W1) + dim(W2),

dann muss schon W1 ∩W2 = {0} und
dim(W1 +W2) = dim(W1) + dim(W2)

gelten. Aus Satz IV.2.1 folgt nämlich

dim(W1 ∩W2) = dim(W1) + dim(W2)− dim(W1 +W2) ≤ 0,

also dim(W1+W2) = 0 und daher W1∩W2 = {0}. Die Formel für die Dimension
der Summe folgt nun aus Satz IV.2.1.

IV.2.8. Korollar (Dimension eines Quotienten). Sei W ein Teilraum eines
Vektorraums V . Es ist V genau dann endlich-dimensional, wenn W und V/W
beide endlich-dimensional sind, und in diesem Fall gilt

dim(V ) = dim(W ) + dim(V/W ).

Beweis. Nach Korollar III.3.26 existiert ein zu W komplementärer Teilraum
W ′ in V , d.h. V = W ⊕W ′. Nach Korollar II.6.7 gilt W ′ ∼= V/W . Insbesondere
ist W ′ genau dann endlich-dimensional, wenn V/W endlich-dimensional ist, und
in diesem Fall gilt dim(W ′) = dim(V/W ). Das Korollar folgt daher aus Korol-
lar IV.2.2. �

IV.2.9. Korollar (Dimension von Kern und Bild). Sei ϕ : V → W eine
lineare Abbildung. Es ist V genau dann endlich-dimensional, wenn ker(ϕ) und
img(ϕ) beide endlich-dimensional sind, und in diesem Fall gilt

dim(V ) = dim(ker(ϕ)) + dim(img(ϕ)).

Beweis. Nach Korollar II.6.6 gilt V/ ker(ϕ) ∼= img(ϕ). Insbesondere ist also
img(ϕ) genau dann endlich-dimensional, wenn V/ ker(ϕ) endlich-dimensional ist,
und in diesem Fall gilt dim(V/ ker(ϕ)) = dim(img(ϕ)). Das Korollar folgt daher
aus Korollar IV.2.8. �
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IV.2.10. Beispiel (Hyperebenen). Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum
und α : V → K ein nicht-triviales lineares Funktional, α 6= 0. Dann folgt {0} (
img(α) ⊆ K, aus Dimensionsgründen gilt daher img(α) = K, also dim(img(α)) =
1. Mit Korollar IV.2.9 folgt dim(ker(α)) = n− 1. Teilräume der Form ker(α) mit
0 6= α ∈ V ∗ werden Hyperebenen genannt. Dies sind also genau jene Teilräume,
die sich durch eine nicht-triviale lineare Gleichung beschreiben lassen. In R3

entsprechen diese genau den Ebenen durch den Koordinatenursprung.

IV.2.11. Korollar. Ist ϕ : V →W eine lineare Abbildung zwischen endlich-
dimensionalen K-Vektorräumen gleicher Dimension, dim(V ) = dim(W ), dann
sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) ϕ ist injektiv.
(b) ϕ ist surjektiv.
(c) ϕ ist ein linearer Isomorphismus.

Beweis. Es gilt:

ϕ ist injektiv⇔ ker(ϕ) = {0} nach Proposition II.3.22

⇔ dim(ker(ϕ)) = 0 nach Bemerkung IV.1.7

⇔ dim(img(ϕ)) = dim(V ) nach Korollar IV.2.9

⇔ dim(img(ϕ)) = dim(W ) da dim(V ) = dim(W )

⇔ img(ϕ) =W nach Korollar IV.1.20

⇔ ϕ ist surjektiv

Dies zeigt (a)⇔(b). Die verbleibenden Behauptungen folgen sofort aus Bemer-
kung II.3.11. �

IV.2.12. Bemerkung. Eine injektive lineare Abbildung zwischen unendlich-
dimensionalen Vektorräumen wird i.A. nicht surjektiv sein. Etwa ist die lineare
Abbildung K[z] → K[z], p 7→ zp, injektiv aber nicht surjektiv. Auch muss ei-
ne surjektive lineare Abbildung zwischen unendlich-dimensionalen Vektorräum-
en nicht injektiv sein. Zum Beispiel ist die lineare Abbildung K[z] → K[z],
a0+ a1z+ a2z

2+ a3z
3+ · · · 7→ a1+ a2z+ a3z

2+ · · · , surjektiv aber nicht injektiv.
Auf die Voraussetzung in Korollar IV.2.11 kann daher nicht verzichtet werden.

IV.2.13. Korollar. Seien A,A′ ∈Mn×n(K) zwei quadratische Matrizen.

(a) Gilt A′A = In, dann ist A invertierbar mit Inverser A−1 = A′.
(b) Gilt AA′ = In, dann ist A invertierbar mit Inverser A−1 = A′.

Beweis. Wir zeigen nur die erste Behauptung, die zweite lässt sich völlig
analog beweisen. Seien also A,A′ ∈ Mn×n(K) und A′A = In. Betrachten wir
die assoziierten linearen Abbildungen ψA, ψA′ : Kn → Kn, dann folgt idKn =
ψIn = ψA′A = ψA′ ◦ ψA, siehe Satz II.4.4. Die lineare Abbildung ψA : K

n → Kn

ist daher injektiv, und somit ein Isomorphismus, siehe Korollar IV.2.11. Nach
Korollar II.4.6 ist A also invertierbar. �
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IV.2.14. Satz (Dimension von L(V,W )). Sind V und W zwei endlich-dimen-
sionale K-Vektorräume, dann ist auch L(V,W ) endlich-dimensional und es gilt

dim(L(V,W )) = dim(V ) · dim(W ).

Proof. Es existieren Isomorphismen φ : Kn
∼=−→ V und ψ : Km

∼=−→ W , wobei
n = dim(V ) und m = dim(W ). Weiters ist die Zuordnung

L(V,W )
∼=−→ L(Kn,Km), ρ 7→ ψ−1 ◦ ρ ◦ φ,

ein linearer Isomorphismus mit Umkehrabbildung σ 7→ ψ ◦σ ◦φ−1. Die Linearität
dieser Abbildung folgt aus Proposition II.3.18, denn

ψ−1 ◦ (ρ1 + ρ2) ◦ φ = ψ−1 ◦ ρ1 ◦ φ + ψ−1 ◦ ρ2 ◦ φ
und ψ−1 ◦ (λρ) ◦ φ = λ(ψ−1 ◦ ρ ◦ φ), für beliebige ρ, ρ1, ρ2 ∈ L(V,W ) und λ ∈ K.
Da L(Kn,Km) ∼=Mm×n(K), siehe Satz II.4.4, erhalten wir L(V,W ) ∼=Mm×n(K),
das Korollar folgt somit aus Beispiel IV.1.10, dim(Mm×n(K)) = mn. �

IV.2.15. Korollar. Ein Vektorraum V ist genau dann endlich-dimensional,
wenn sein Dualraum V ∗ endlich-dimensional ist. In diesem Fall gilt

dim(V ) = dim(V ∗)

und die kanonische Abbildung ι : V → V ∗∗ aus Proposition III.4.13 ist ein Iso-
morphismus.

Beweis. Ist V endlich-dimensional, dann folgt mit Satz IV.2.14, dass auch
V ∗ = L(V,K) endlich-dimensional ist und

dim(V ∗) = dim(L(V,K)) = dim(V ) · dim(K) = dim(V ) · 1 = dim(V ).

Nach Proposition III.4.13 ist die Abbildung ι : V → V ∗∗ injektiv, aus Korol-
lar IV.2.11 folgt daher, dass ι ein Isomorphismus ist, denn dim(V ∗∗) = dim(V ∗) =
dim(V ). Sei nun umgekehrt V ∗ endlich dimensional. Nach dem eben gezeigten ist
daher auch V ∗∗ endlich-dimensional. Nach Proposition III.4.13 ist die kanonische
lineare Abbildung ι : V → V ∗∗ injektiv. Somit ist V zu dem Teilraum img(ι) von
V ∗∗ isomorph. Aus Korollar IV.1.20 folgt daher, dass auch V endlich-dimensional
sein muss. �

IV.2.16. Korollar (Dimension des Annihilators). Sei W ein Teilraum eines
Vektorraums V . Es ist W ◦ genau dann endlich-dimensional, wenn V/W endlich-
dimensional ist, und in diesem Fall gilt

dim(W ◦) = dim(V/W ).

Beweis. Dies folgt aus Korollar IV.2.15, denn es gilt W ◦ ∼= (V/W )∗, siehe
Korollar III.4.12(b). �
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IV.2.17. Satz (Teilräume und Gleichungssyteme). Sei W ein Teilraum eines
Vektorraums V , sodass V/W endlich-dimensional ist. Eine Teilmenge A ⊆ V ∗

ist genau dann ein Erzeugendensystem von W ◦, wenn W =
⋂

α∈A ker(α) gilt. Es
gibt daher k = dim(V/W ) viele Funktionale α1, . . . , αk ∈ V ∗, sodass

W =
k⋂

i=1

ker(αi),

d.h. W ist Durchschnitt von k Hyperebenen, vgl. Beispiel IV.2.10. Jedes Funktio-
nal α ∈ V ∗, das auf W verschwindet, α|W = 0, ist eine Linearkombination von
α1, . . . , αk. Mit weniger als k linearen Funktionalen lässt sich W nicht beschrei-
ben.

Beweis. In Bemerkung III.4.8 haben wir bereits festgehalten, dass für jedes
Erzeugendensystem A von W ◦ auch W =

⋂

α∈A ker(α) gelten muss. Sei nun um-
gekehrt W =

⋂

α∈A ker(α). Nach Korollar IV.2.16 ist W ◦ endlich-dimensional,
also ist auch der Teilraum 〈A〉 endlich-dimensional, es existieren daher endlich
viele Funktionale α1, . . . , αl ∈ A, die eine Basis von 〈A〉 bilden. Wie in Bemer-
kung III.4.8 folgt

W =
⋂

α∈A
ker(α) =

⋂

α∈〈A〉
ker(α) =

l⋂

i=1

ker(αi),

denn 〈A〉 = 〈α1, . . . , αl〉. Zusammen definieren die Funktionale αi : V → K ei-
ne lineare Abbildung ϕ : V → Kl, sodass W = ker(ϕ). Wir erhalten V/W ∼=
img(ϕ) ⊆ Kl, also

dim(W ◦) = dim(V/W ) = dim(img(ϕ)) ≤ dim(Kl) = l.

Aus Korollar IV.1.16(a) folgt daher, dass α1, . . . , αl eine Basis von W
◦ sein muss,

denn α1, . . . , αl sind linear unabhängig in W ◦. Somit enthält A ein Erzeugenden-
system von W ◦ und muss daher selbst ein Erzeugendensystem von W ◦ sein. Die
verbleibenden Aussagen folgen nun aus Korollar IV.2.16. �

IV.2.18. Bemerkung (Teilräume von Kn und Gleichungssysteme). SeiW ein
Teilraum von Kn und k = n− dim(W ). Dann existiert ein Gleichungssystem

a11x1 + · · ·+ a1nxn = 0
...

ak1x1 + · · ·+ aknxn = 0

sodass W mit der Lösungsmenge dieses Systems übereinstimmt. Dies folgt aus
Satz IV.2.17, denn dim(Kn/W ) = dim(Kn) − dim(W ) = k. Jeder Teilraum von
Kn lässt sich daher durch ein Gleichungssytem beschreiben. Fassen wir die Koef-
fizienten aij zu einer Matrix A ∈ Mk×n(K) zusammen, dann gilt also W = {x ∈
Kn : Ax = 0}. Weniger als k Gleichungen reichen nicht aus um W darzustellen,
auch dies folgt aus Satz IV.2.17.
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IV.2.19. Definition (Rang linearer Abbildungen). Eine lineare Abbildung
ϕ : V → W hat endlichen Rang wenn ihr Bild, img(ϕ), endlich-dimensional ist.
In diesem Fall wird die Zahl

rank(ϕ) := dim(img(ϕ))

als Rang der linearen Abbildung ϕ bezeichnet.

IV.2.20. Satz (Rang der dualen Abbildung). Eine lineare Abbildung ϕ : V →
W hat genau dann endlichen Rang, wenn ihre duale Abbildung ϕt : W ∗ → V ∗

endlichen Rang hat, und in diesem Fall gilt

rank(ϕt) = rank(ϕ).

Beweis. Aus Satz III.4.10, Korollar III.4.12(b) und Korollar II.6.6 erhalten
wir Isomorphismen

img(ϕt) = ker(ϕ)◦ ∼= (V/ ker(ϕ))∗ ∼= img(ϕ)∗.

Insbesondere ist img(ϕt) genau dann endlich-dimensional, wenn img(ϕ)∗ endlich-
dimensional ist, und in diesem Fall gilt dim(img(ϕt)) = dim(img(ϕ)∗). Der Satz
folgt daher aus Korollar IV.2.15. �

IV.2.21. Bemerkung. Jeder komplexe Vektorraum V kann auch als reeller
Vektorraum aufgefasst werden, indem wir die Skalarmultiplikation C × V → V
zu R×V → V einschränken. Wir werden diesen reellen Vektorraum wird mit V R

bezeichnen, er wird der dem komplexen Vektorraum V zugrundeliegende reelle
Vektorraum genannt. Ist b1, . . . , bn eine Basis des komplexen Vektorraums V ,
dann bildet

b1, ib1, b2, ib2, . . . , bn, ibn

eine Basis des zugrundeliegenden reellen Vektorraums V R, vgl. Aufgabe 76. Mit
V ist daher auch V R endlich-dimensional und es gilt

dimR(V
R) = 2 dimC(V ).

IV.2.22. Bemerkung. Sei V ein reeller Vektorraum. Mit den Operationen

(V × V )× (V × V ) +−→ V × V, (v1, w1) + (v2, w2) := (v1 + v2, w1 + w2),

C× (V × V ) ·−→ V × V, (a+ bi)(v, w) := (av − bw, bv + aw),

a, b ∈ R, v, v1, v2, w, w1, w2 ∈ V , wird V × V zu einem komplexen Vektorraum,
vgl. Aufgabe 77. Wir bezeichnen diesen komplexen Vektorraum mit V C, er wird
die Komplexifizierung von V genannt. Wir fassen V als Teilmenge von V C auf,
v 7→ (v, 0). Jedes Element von V C lässt sich daher in der Form v + iw schreiben,
für eindeutig bestimmte v, w ∈ V . In dieser Darstellung sehen Addition und
Skalarmultiplikation vertrauter aus:

(v1 + iw1) + (v2 + iw2) = (v1 + v2) + i(w1 + w2)

(a+ bi)(v + iw) = av − bw + i(aw + bv)



IV.3. RANG VON MATRIZEN 81

Ist b1, . . . , bn eine Basis des reellen Vektorraums V , dann bildet b1, . . . , bn auch
eine Basis des komplexen Vektorraums V C. Mit V ist daher auch V C endlich-
dimensional und es gilt

dimC(V
C) = dimR(V ).

IV.2.23. Proposition. Seien φ : V ′ ∼=−→ V und ψ : W
∼=−→ W ′ zwei lineare

Isomorphismen. Eine lineare Abbildung ϕ : V → W hat genau dann endlichen
Rang, wenn ψ ◦ ϕ ◦ φ : V ′ →W ′ endlichen Rang hat und in diesem Fall gilt

rank(ψ ◦ ϕ ◦ φ) = rank(ϕ).

Beweis. Da φ surjektiv ist, gilt φ(V ′) = V und somit

img(ψ ◦ ϕ ◦ φ) = (ψ ◦ ϕ ◦ φ)(V ′) = ψ(ϕ(φ(V ′))) = ψ(ϕ(V )) = ψ(img(ϕ)).

Wegen der Injektivität von ψ liefert die Einschränkung einen Isomorphismus

ψ|img(ϕ) : img(ϕ)
∼=−→ ψ(img(ϕ)).

Zusammen folgt img(ψ ◦ ϕ ◦ φ) ∼= img(ϕ), also rank(ψ ◦ ϕ ◦ φ) = rank(ϕ). �

IV.3. Rang von Matrizen. Sei A ∈Mm×n(K) eine Matrix und

ψA : K
n → Km, ψA(x) = Ax,

die damit assoziierte lineare Abbildung. Der Teilraum

L := ker(ψA) ⊆ Kn (IV.4)

ist daher genau der Lösungsraum des homogenen Systems Ax = 0. Der von
den Spalten einer Matrix aufgespannte Teilraum wird ihr Spaltenraum genannt.
Bezeichnen wir die Spalten mit A = (a1| · · · |an), so stimmt der Spaltenraum,

W := img(ψA) = 〈a1, . . . , an〉 ⊆ Km, (IV.5)

also mit dem Teilraum jener y ∈ Km überein, für die das Gleichungssystem
Ax = y eine Lösung x ∈ Kn hat. Unter dem Zeilenraum einer Matrix verstehen
wir den von den Zeilen aufgespannten Teilraum. Wir fassen die Zeilenvektoren
der Matrix A als Elemente des Dualraums, (Kn)∗ = L(Kn,K) ∼= M1×n(K) auf.
Bezeichnen wir die Zeilen von A mit α1, . . . , αm, dann stimmt der Zeilenraum
mit L◦ überein, siehe Satz III.4.10,

L◦ = ker(ψA)
◦ = img((ψA)

t) = 〈α1, . . . , αm〉 ⊆ (Kn)∗.

Wir können den Zeilenraum daher als den Vektorraum aller linearer Gleichungen
verstehen, denen L genügt. Schließlich betrachten wir auch

W ◦ = img(ψA)
◦ = ker((ψA)

t) ⊆ (Km)∗,

den Teilraum aller Gleichungen, denen W genügt.
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IV.3.1. Definition (Rang einer Matrix). Unter dem Rang einer Matrix A ∈
Mm×n(K) verstehen wir den Rang der damit assoziierten linearen Abbildung
ψA : K

n → Km, ψA(x) = Ax, d.h.

rank(A) := rank(ψA).

Nach Definition gilt daher dim(W ) = rank(A). Der Rang bestimmt auch die
Dimensionen der anderen Teilräume, die wir oben betrachtet haben:

IV.3.2. Satz (Rang). Sei A ∈Mm×n(K) und k = rank(A). Dann gilt:

(a) dim(L) = n− k, d.h. der Lösungsraum ist (n− k)-dimensional.
(b) dim(W ) = k, d.h. der Spaltenraum ist k-dimensional. Die Matrix A besitzt

daher k linear unabhängige Spalten, und je k+1 Spalten sind linear abhängig.
(c) dim(L◦) = k, d.h. der Zeilenraum ist k-dimensional. Die Matrix A besitzt

daher k linear unabhängige Zeilen, und je k + 1 Zeilen sind linear abhängig.
Jedes minimale lineare Gleichungssystem für L besteht daher aus genau k
Gleichungen.

(d) dim(W ◦) = m − k. Jedes minimale lineare Gleichungssystem für W besteht
daher aus genau m− k Gleichungen.

Beweis. Behauptung (b) ist trivial, vgl. Definition IV.3.1 und (IV.5). Be-
hauptung (a) folgt aus Korollar IV.2.9, denn mit (IV.4) erhalten wir

dim(L) = dim(ker(ψA)) = dim(Kn)− dim(img(ψA)) = n− rank(A) = n− k.
Mit Korollar IV.2.8 und Korollar IV.2.16 folgt nun

dim(L◦) = dim(Kn/L) = dim(Kn)− dim(L) = n− (n− k) = k.

Nach Bemerkung IV.2.18 lässt sich L als Lösungsmenge eines linearen Gleichungs-
systems mit k Gleichungen beschreiben, und weniger als k lineare Gleichungen
reichen nicht aus. D.h. jedes minimale lineare Gleichungssystem für L muss aus
genau k Gleichungen bestehen. Damit ist auch (c) gezeigt. Analog erhalten wir
dim(W ◦) = dim(Km/W ) = dim(Km)− dim(W ) = m− k, und somit (d). �

Der Rang wurde als Dimension des Spaltenraums definiert, er wird daher
manchmal auch als Spaltenrang bezeichnet. Unter dem Zeilenrang verstehen wir
die Dimension des von den Zeilen aufgespannten Teilraums. Aus dem eben bewie-
senen Satz IV.3.2(b)&(c) folgt, dass diese beiden Begriffe übereinstimmen. Wir
wollen dies nun nochmals auf direktere Art zeigen:

IV.3.3. Satz (Rang der Transponierten). Für jede Matrix A ∈Mm×n(K) gilt:

rank(At) = rank(A).

Der Zeilenrang stimmt daher stets mit dem Spaltenrang überein. Weiters gilt:

0 ≤ rank(A) ≤ min(n,m).
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Beweis. Betrachte die lineare Abbildung ψA : K
n → Km, ψA(x) = Ax, und

die duale Abbildung (ψA)
t : (Km)∗ → (Kn)∗. In Bemerkung III.4.5 haben wir

Isomorphismen φKm : Km → (Km)∗ und φKn : Kn → (Kn)∗ konstruiert, sodass

ψAt = φ−1
Kn ◦ (ψA)t ◦ φKm.

Mit Proposition IV.2.23 und Satz IV.2.20 erhalten wir daher

rank(At) = rank(ψAt) = rank
(
φ−1
Kn ◦ (ψA)t ◦ φKm

)

= rank((ψA)
t) = rank(ψA) = rank(A).

Da die Zeilen von A gerade die Spalten von At bilden, stimmen Zeilen- und
Spaltenrang also überein. Da img(ψA) ⊆ Km gilt rank(A) = dim(img(ψA)) ≤
dim(Km) = m und analog rank(At) ≤ n. Zusammen mit rank(At) = rank(A)
folgt daraus rank(A) ≤ min(n,m). �

IV.3.4. Korollar. Für A ∈Mm×n(K) sind folgende Aussagen äquivalent:

(a) Die Matrix A besitzt eine Rechtsinverse A′ ∈ Mn×m(K), d.h. AA′ = Im.
(b) Die lineare Abbildung ψA : K

n → Km, ψA(x) = Ax, ist surjektiv.
(c) Das Gl.system Ax = y hat für jedes y ∈ Km mindestens eine Lösung x ∈ Kn.
(d) Die Spalten von A erzeugen Km.
(e) Die Matrix A hat m linear unabhängige Spalten.
(f) Die Zeilen von A erzeugen einen m-dimensionalen Teilraum.
(g) Die Zeilen von A sind linear unabhängig.
(h) Es gilt rank(A) = m.

In diesem Fall muss m ≤ n gelten.

Beweis. Gilt AA′ = Im, so erhalten wir für die assoziierten linearen Ab-
bildungen ψA ◦ ψA′ = ψAA′ = ψIm = idKm , also muss ψA surjektiv sein. Ist
umgekehrt ψA surjektiv, dann existiert eine lineare Rechtsinverse ϕ : Km → Kn,
d.h. ψA ◦ϕ = idKm, siehe Korollar III.3.27(b). Bezeichnet nun A′ die entsprechen-
de Matrix, ϕ = ψA′ , dann folgt ψAA′ = ψA ◦ ψA′ = ψA ◦ ϕ = idKm = ψIm , also
AA′ = Im. Damit ist die Äquivalenz (a)⇔(b) gezeigt. Die Äquivalenz (b)⇔(c) ist
trivial. Die Äquivalenz (b)⇔(d) haben wir bereits früher fest gehalten, vgl. Be-
merkung III.1.18. Die Äquivalenz (d)⇔(h) folgt aus der Definition des Rangs. Die
Äquivalenz (d)⇔(f) folgt aus Satz IV.3.3. Die Implikation (d)⇒(e) folgt aus der
Tatsache, dass jedes (endliche) Erzeugendensystem eine Basis enthält, siehe Pro-
position III.3.17. Die umgekehrte Implikation (e)⇒(d) folgt aus Korollar IV.1.17.
Die Äquivalenz (f)⇔(g) folgt aus Korollar IV.1.17, denn A hat genau m Zeilen.
Damit ist die Äquivalenz aller Eigenschaften gezeigt. Aus (e) folgt auch sofort
der Zusatz m ≤ n. �

IV.3.5. Korollar. Für A ∈Mm×n(K) sind folgende Aussagen äquivalent:

(a) Die Matrix A besitzt eine Linksinverse A′ ∈Mn×m(K), d.h. A′A = In.
(b) Die lineare Abbildung ψA : K

n → Km, ψA(x) = Ax, ist injektiv.
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(c) Das Gl.system Ax = y hat für jedes y ∈ Km höchstens eine Lösung x ∈ Kn.
(d) Die Spalten von A erzeugen einen n-dimensionalen Teilraum.
(e) Die Spalten von A sind linear unabhängig.
(f) Die Zeilen von A erzeugen M1×n(K).
(g) Die Matrix A hat n linear unabhängige Zeilen.
(h) Es gilt rank(A) = n.

In diesem Fall muss n ≤ m gelten.

Der Beweis kann analog zu dem des vorangehenden Korollars geführt werden
und sei den LeserInnen überlassen.

IV.3.6. Bemerkung. Offenbar gilt rank(A) = 0 genau dann, wenn A = 0.

Wir widmen uns nun der Berechnung des Rangs einer Matrix.

IV.3.7. Definition (Elementare Zeilen- und Spaltenumformungen). Unter
einer elementaren Zeilenumformung einer Matrix verstehen wir eine der folgenden
Modifikationen:

(I) Vertauschen zweier Zeilen.
(II) Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar λ ∈ K, λ 6= 0.
(III) Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Unter einer elementaren Spaltenumformung einer Matrix verstehen wir eine der
folgenden Modifikationen:

(I) Vertauschen zweier Spalten.
(II) Multiplikation einer Spalte mit einem Skalar λ ∈ K, λ 6= 0.
(III) Addition eines Vielfachen einer Spalte zu einer anderen Spalte.

Jede elementare Spaltenumformung kann durch Multiplikation von rechts mit
einer invertierbaren Matrix S beschrieben werden, A  AS. Bei elementaren
Spaltenumformungen vom Typ I ist diese Matrix von der Form

S = Si;λI =






...
1
λ

1
...




 = I + (λ− 1)Ei,i,

wobei λ 6= 0, und i bezeichnet die Nummer jener Spalte, die mit λ multipli-

ziert wird. Beachte, dass diese Matrizen invertierbar sind,
(
Si;λI
)−1

= S
i;1/λ
I . Bei

elementaren Spaltenumformungen vom Typ II hat S die Gestalt

S = Si,j;µII =








...
1 µ

...
1
...








= I + µEi,j,

wobei µ ∈ K, i 6= j, und i bezeichnet die Nummer jener Spalte, die µ-mal zur j-ten

Spalte addiert wird. Auch diese Matrizen sind invertierbar,
(
Si,j;µII

)−1
= Si,j;−µII .



IV.3. RANG VON MATRIZEN 85

Bei elementaren Zeilenumformung vom Typ III ist die Matrix S von der Form

S = Si,jIII =











...
1
0 1
1
...

1
1 0

1
...











= I − Ei,i −Ej,j + Ei,j + Ej,i.

wobei i und j die Nummern der beiden Spalten bezeichnen, die vertauscht werden,

i 6= j. Auch diese Matrizen sind invertierbar,
(
Si,jIII

)−1
= Si,jIII .

IV.3.8. Lemma. Sei A ∈Mm×n(K). Durch Anwenden endlich vieler elementa-
rer Spaltenumformungen erhalten wir stets eine Matrix der Form Ã = AS, wobei
S ∈ GLn(K). Dabei bleibt der Rang der Matrix unverändert, rank(Ã) = rank(A),

und auch der Spaltenraum von Ã stimmt mit dem Spaltenraum von A überein.

Beweis. Entsteht Ã aus A durch Anwenden von N elementaren Spaltenum-
formungen, dann existieren invertierbare Matrizen S1, . . . , SN ∈ GLn(K), sodass
Ã = AS1S2 · · ·SN , siehe oben. Es gilt daher Ã = AS, wobei auch S = S1 · · ·SN
invertierbar ist, d.h. S ∈ GLn(K). Betrachten wir die mit diesen Matrizen asso-
ziierten linearen Abbildungen, ψÃ = ψAS = ψA ◦ ψS, dann gilt

img(ψÃ) = img(ψA ◦ ψS) = ψA(ψS(K
n)) = ψA(K

n) = img(ψA),

denn ψS(K
n) = Kn wegen der Invertierbarkeit von S. Dies bedeutet aber gerade,

dass der Spaltenraum von Ã mit dem Spaltenraum von A überein stimmt. Daraus
erhalten wir auch sofort rank(Ã) = rank(A). �

Analog lassen sich elementare Zeilenumformung durch Multiplikation von
links mit invertierbaren Matrizen T beschreiben, A  TA. Den drei Typen ele-
mentarer Zeilenumformungen entsprechen dabei Matrizen T von der Form:

T i;λI =
(
Si;λI
)t

= Si;λI

T i,j;µII =
(
Si,j;µII

)t
= Sj,i;µII (IV.6)

T i,jIII =
(
Si,jIII

)t
= Si,jIII

IV.3.9. Lemma. Sei A ∈ Mm×n(K). Durch Anwenden endlich vieler elemen-

tarer Zeilenumformungen erhalten wir stets eine Matrix der Form Ã = TA, wobei
T ∈ GLm(K). Dabei bleibt der Rang der Matrix unverändert, rank(Ã) = rank(A),
der Zeilenraum von Ã stimmt mit dem Zeilenraum von A überein, und auch die
Lösungsräume von Ã und A sind gleich, d.h. Ãx = 0⇔ Ax = 0.

Beweis. Entsteht Ã aus A durch Anwenden von N elementaren Zeilenum-
formungen, dann existieren invertierbare Matrizen T1, . . . , TN ∈ GLm(K), sodass
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Ã = TN · · ·T2T1A, also Ã = TA, wobei T = TN · · ·T2T1 ∈ GLm(K). Wir er-

halten aber auch Ãt = AtT t1T
t
2 · · ·T tN , d.h. Ãt entsteht aus At durch eine Folge

elementarer Spaltenumformungen, siehe (IV.6). Nach Lemma IV.3.8 gilt daher
rank(Ãt) = rank(At) und der Spaltenraum von Ãt stimmt mit dem Spaltenraum

von At überein. Mit Satz IV.3.3 folgt rank(Ã) = rank(A). Da der Spaltenraum
der Transponierten gerade der Zeilenraum der ursprünglichen Matrix ist, müssen
auch die Zeilenräume von Ã und A gleich sein. Aus der Invertierbarkeit von T
folgt sofort Ãx = 0⇔ Ax = 0, x ∈ Kn. �

IV.3.10. Definition (Zeilen- und Spaltenstufenform). Wir sagen eine Matrix

Ã ∈Mm×n(K) hat Zeilenstufenform, wenn sie die Gestalt













0···0 Ã1j1
∗···∗ ∗ ∗···∗ ∗ ··· ∗···∗ ∗ ∗···∗

0···0 0 0···0 Ã2j2
∗···∗ ∗ ··· ∗···∗ ∗ ∗···∗

0···0 0 0···0 0 0···0 Ã3j3
··· ∗···∗ ∗ ∗···∗

0···0 0 0···0 0 0···0 0 ··· ∗···∗ ∗ ∗···∗
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
0···0 0 0···0 0 0···0 0 ··· ∗···∗ ∗ ∗···∗
0···0 0 0···0 0 0···0 0 ··· 0···0 Ãkjk

∗···∗
0···0 0 0···0 0 0···0 0 ··· 0···0 0 0···0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0···0 0 0···0 0 0···0 0 ··· 0···0 0 0···0














hat, wobei 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jk ≤ n, und die Einträge Ã1j1 , . . . , Ãkjk alle
verschieden von Null sind. Die Matrix hat reduzierte Zeilenstufenform, falls sie
folgende Gestalt hat:











0···0 1 ∗···∗ 0 ∗···∗ 0 ··· ∗···∗ 0 ∗···∗
0···0 0 0···0 1 ∗···∗ 0 ··· ∗···∗ 0 ∗···∗
0···0 0 0···0 0 0···0 1 ··· ∗···∗ 0 ∗···∗
0···0 0 0···0 0 0···0 0 ··· ∗···∗ 0 ∗···∗
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
0···0 0 0···0 0 0···0 0 ··· ∗···∗ 0 ∗···∗
0···0 0 0···0 0 0···0 0 ··· 0···0 1 ∗···∗
0···0 0 0···0 0 0···0 0 ··· 0···0 0 0···0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0···0 0 0···0 0 0···0 0 ··· 0···0 0 0···0











Wir sagen Ã hat (reduzierte) Spaltenstufenform, wenn Ãt (reduzierte) Zeilenstu-
fenform hat. Eine Matrix Ã ist also genau dann von Spaltenstufenform, wenn sie
folgende Gestalt hat


















0
...
0

0
...
0

···
0
...
0

0
...
0

···
0
...
0

Ãi11
0 ··· 0 0 ··· 0

∗
...
∗

0
...
0

···
0
...
0

0
...
0

···
0
...
0

∗ Ãi22
··· 0 0 ··· 0

...
...

...
...

...
...

∗ ∗ ··· Ãikk 0 ··· 0
∗
...
∗

∗
...
∗

···
∗
...
∗

0
...
0

···
0
...
0
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wobei 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ m und die Eintragungen Ãi11, . . . , Ãikk alle
verschieden von Null sind.

IV.3.11. Satz (Elimination). Jede Matrix A ∈ Mm×n(K) kann durch end-

lich viele elementare Zeilenumformungen auf (reduzierte) Zeilenstufenform Ã ge-
bracht werden. Sind dabei 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jk ≤ n wie in Definition IV.3.10
dann gilt:

(a) rank(A) = k.

(b) Die ersten k Zeilen der Zeilenstufenform Ã bilden eine Basis des Zeilenraums
von A, und liefern daher ein minimales Gleichungssystem für den Lösungs-
raum L = {x ∈ Kn | Ax = 0}.

(c) Die Einheitsvektoren ej1, . . . , ejk bilden eine Basis für einen zu L komple-
mentären Teilraum L′. Die Zeilenvektoren etj, j ∈ {1, . . . , n} \ {j1, . . . , jk},
liefern ein minimales Gleichungssystem für L′.

(d) Die Spalten von A mit den Nummern j1, . . . , jk bilden eine Basis des Spal-
tenraums von A.

(e) Ist die Zeilenstufenform Ã reduziert, so bilden die Vektoren

ej −
∑

{ l | 1≤jl<j }
Ãljejl, j ∈ {1, . . . , n} \ {j1, . . . , jk},

eine Basis des Lösungsraums L.

Beweis. Wir bringen die Matrix A spaltenweise von links nach rechts auf
reduzierte Zeilenstufenform. Induktiv nehmen wir an die ersten q − 1 Spalten
von A sind schon in reduzierter Zeilenstufenform. Sei p minimal für die Eigen-
schaft Ap1 = · · · = Ap,q−1 = 0. Sind die Elemente Apq, . . . , Amq alle Null, dann
sind auch die ersten q Spalten von A in reduzierter Zeilenstufenform, und der
Induktionsschritt erledigt. O.B.d.A. sei also einer der Einträge Apq, . . . , Amq ver-
schieden von Null. Durch Vertauschen zweier Zeilen können wir weiters Apq 6= 0
erreichen. Durch Multiplikation der p-ten Zeile mit 1/Apq, dürfen wir weiters an-
nehmen, dass Apq = 1. Durch Addition geeigneter Vielfacher der p-ten Zeile zu
den restlichen Zeilen können wir schließlich auch Aiq = 0, für alle i 6= p erreichen.
Beachte, dass die verwendeten Zeilenumformungen die ersten q − 1 Spalten von
A unverändert lassen. Wir erhalten also eine Matrix, deren ersten q Spalten in
reduzierter Zeilenstufenform vorliegen. Damit ist der Induktionsschritt gezeigt,
also lässt sich A durch elementare Zeilenumformungen auf reduzierte Zeilenstu-
fenform Ã bringen. Nach Lemma IV.3.9 gilt rank(Ã) = rank(A), die Zeilenräume

von A und Ã sind gleich und auch die Lösungsräume von A und Ã stimmen
überein.

Im Fall Ã = A lassen sich die Aussagen (a), (b), (c) und (e) aufgrund der
einfachen Zeilenstufenform sofort ablesen. Dies sind aber alles nur Aussagen über
den Zeilen- bzw. Lösungsraum. Da auch im allgemeinen Fall Zeilen- und Lösungs-
raum der beiden Matrizen A und Ã übereinstimmen, bleiben sie für A richtig.
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Nun zur verbleibenden Behauptung (d): Der Spaltenraum von A hat Dimensi-
on k, siehe (a) und Satz IV.3.2(b). Es genügt daher zu zeigen, dass die Spalten mit
Nummern j1, . . . , jk linear unabhängig sind, siehe Korollar IV.1.17. Es bezeichne
B die Matrix die wir aus A erhalten indem wir alle Spalten bis auf die mit Num-
mern j1, . . . , jk streichen. Es genügt rank(B) = k zu zeigen, siehe Satz IV.3.5.
Wenden wir die selben Zeilenumformungen, die uns von A zu Ã geführt haben,
auf B an, so erhalten wir eine Matrix B̃, deren Spalten gerade die Spalten von
Ã mit Nummern j1, . . . , jk sind. Nach Lemma IV.3.9 genügt es rank(B̃) = k zu

zeigen. Wegen der einfachen Gestalt von Ã lässt sich dies aber sofort ablesen. �

IV.3.12. Satz (Elimination). Jede Matrix A ∈Mm×n(K) kann durch endlich
viele elementare Spaltenumformungen auf (reduzierte) Spaltenstufenform Ã ge-
bracht werden. Sind dabei 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ m wie in Definition IV.3.10,
dann gilt:

(a) rank(A) = k.
(b) Die ersten k Spalten der Spaltenstufenform Ã bilden eine Basis des Spalten-

raums W von A.
(c) Die Spaltenvektoren ei, i ∈ {1, . . . , m} \ {i1, . . . , ik}, bilden eine Basis für

einen zu W komplementären Teilraum W ′. Die Zeilenvektoren eti1 , . . . , e
t
ik
lie-

fern ein minimales Gleichungssystem für W ′.
(d) Die Zeilen von A mit den Nummern i1, . . . , ik bilden eine Basis des Zei-

lenraums von A und liefern daher ein minimales Gleichungssystem für den
Lösungsraum L = {x ∈ Kn : Ax = 0}.

(e) Ist die Spaltenstufenform Ã reduziert, so bilden die Zeilenvektoren

eti −
∑

{ l | 1≤il<i }
Ãile

t
il
, i ∈ {1, . . . , m} \ {i1, . . . , ik},

eine Basis von W ◦ und liefern daher ein minimales Gleichungssystem für den
Spaltenraum von A.

Beweis. Wir führen die erste Aussage auf den vorangehenden Satz IV.3.11
zurück. Dieser besagt, dass At durch elementare Zeilenumformungen auf redu-
zierte Zeilenstufenform gebracht werden kann. Es existieren daher invertierbare
Matrizen T1, . . . , TN ∈ GLn(K) wie in (IV.6), sodass TN · · ·T1At reduzierte Zeilen-
stufenform hat. Also ist AT t1 · · ·T tN eine Matrix in reduzierter Spaltenstufenform.
Da die Multiplikation von rechts mit T ti gerade einer elementaren Spaltenumfor-
mung entspricht sehen wir, dass A durch N elementare Spaltenumformungen auf
reduzierte Spaltenstufenform Ã gebracht werden kann. Nach Lemma IV.3.8 gilt
rank(Ã) = rank(A), und auch der Spaltenraum von Ã stimmt mit dem Spalten-
raum von A überein.

Wie im Beweis von Satz IV.3.11 lassen sich die Aussagen (a), (b), (c) und
(e) für die (reduzierte) Spaltenstufenform Ã sofort ablesen. Da es sich dabei um



IV.3. RANG VON MATRIZEN 89

Aussagen über den Spaltenraum handelt, bleiben sie für A richtig, denn die Spal-
tenräume von A und Ã sind gleich. Die verbleibende Behauptung (d) lässt sich
wie zuvor zeigen, oder kann durch Übergang zur Transponierten aus Satz IV.3.11
abgeleitet werden. �

IV.3.13. Beispiel. Wir wollen zunächst den Rang der reellen Matrix

A =










0 0 0 0 0 0 4 5
0 0 2 3 4 1 3 4
0 0 2 3 4 4 7 5
0 0 4 6 8 2 14 18
0 0 6 9 12 9 17 14
0 0 −2 −3 −4 −4 −3 0










∈M6×8(R)

bestimmen. Durch Vertauschen der ersten und dritten Zeile erhalten wir:









0 0 2 3 4 1 3 4
0 0 0 0 0 0 4 5
0 0 2 3 4 4 7 5
0 0 4 6 8 2 14 18
0 0 6 9 12 9 17 14
0 0 −2 −3 −4 −4 −3 0










Durch Addition geeigneter Vielfacher der ersten Zeile zu den anderen Zeilen:









0 0 2 3 4 1 3 4
0 0 0 0 0 0 4 5
0 0 0 0 0 3 4 1
0 0 0 0 0 0 8 10
0 0 0 0 0 6 8 2
0 0 0 0 0 −3 0 4










Vertauschen der zweiten und dritten Zeile liefert:









0 0 2 3 4 1 3 4
0 0 0 0 0 3 4 1
0 0 0 0 0 0 4 5
0 0 0 0 0 0 8 10
0 0 0 0 0 6 8 2
0 0 0 0 0 −3 0 4










Durch Addition geeigneter Vielfacher der zweiten Zeile zu den letzten beiden
Zeilen erhalten wir:










0 0 2 3 4 1 3 4
0 0 0 0 0 3 4 1
0 0 0 0 0 0 4 5
0 0 0 0 0 0 8 10
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 4 5
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Durch Addition geeigneter Vielfacher der dritten Zeile zur vierten und sechsten
Zeile erhalten wir schließlich eine Matrix in Zeilenstufenform:










0 0 2 3 4 1 3 4
0 0 0 0 0 3 4 1
0 0 0 0 0 0 4 5
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0










Nach Satz IV.3.11(a) gilt daher rank(A) = 3. Aus dieser Rechnung lässt sich noch
viel mehr über A sagen. Nach Satz IV.3.11(b) bildet

2x3 +3x4 +4x5 +x6 +3x7 +4x8 = 0
3x6 +4x7 +x8 = 0

4x7 +5x8 = 0
(IV.7)

ein minimales Gleichungssystem für den Lösungsraum L = {x ∈ R8|Ax = 0}, und
es gilt dim(L) = 5, siehe Satz IV.3.2(a). Nach Satz IV.3.11(c) ist L′ := 〈e3, e6, e7〉
ein zu L komplementärer Teilraum, dim(L′) = 3, und dieser lässt sich durch das
minimale Gleichungssytem x1 = x2 = x4 = x5 = x8 = 0 beschreiben. Nach
Satz IV.3.11(d) bilden die folgenden Spalten von A

a3 =





0
2
2
4
6
−2



 , a6 =





0
1
4
2
9
−4



 , a7 =





4
3
7
14
17
−3



 ,

eine Basis des Spaltenraums von A. Bringen wir A durch weitere Zeilenumfor-
mungen auf reduzierte Zeilenstufenform,

( 0 0 2 3 4 1 3 4
0 0 0 0 0 3 4 1
0 0 0 0 0 0 4 5
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

)

 





0 0 1 3/2 2 1/2 3/2 2
0 0 0 0 0 1 4/3 1/3
0 0 0 0 0 0 1 5/4
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0





 





0 0 1 3/2 2 1/2 0 1/8
0 0 0 0 0 1 0 −4/3
0 0 0 0 0 0 1 5/4
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0



 





0 0 1 3/2 2 0 0 19/24
0 0 0 0 0 1 0 −4/3
0 0 0 0 0 0 1 5/4
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0





dann folgt aus Satz IV.3.11(e), dass die Vektoren

b1 =






1
0
0
0
0
0
0
0




 , b2 =






0
1
0
0
0
0
0
0




 , b3 =







0
0

−3/2
1
0
0
0
0






, b4 =






0
0
−2
0
1
0
0
0




 , b5 =







0
0

−19/24
0
0

4/3
−5/4
1
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eine Basis des Lösungsraums L = {x ∈ R8|Ax = 0} bilden. Somit ist φ : R5
∼=−→ L,

φ

( s1
s2
s3
s4
s5

)

= s1






1
0
0
0
0
0
0
0




 + s2






0
1
0
0
0
0
0
0




 + s3







0
0

−3/2
1
0
0
0
0







+ s4






0
0
−2
0
1
0
0
0




+ s5







0
0

−19/24
0
0

4/3
−5/4
1







ein Isomorphismus, d.h. eine Parameterdarstellung von L. Schließlich erhalten
wir aus der reduzierten Zeilenstufenform folgendes etwas einfachere minimale
Gleichungssystem für L, vgl. (IV.7):

x3 +3
2
x4 +2x5 +19

24
x8 = 0

x6 −4
3
x8 = 0

x7 +5
4
x8 = 0

IV.3.14. Beispiel. Wir wollen den Rang der reellen Matrix

A =







0 0 3 7
1 5 8 10
2 12 22 29
3 13 21 32






∈ M4×4(R)

bestimmen. Durch entsprechende Zeilenumformungen erhalten wir:
(

0 0 3 7
1 5 8 10
2 12 22 29
3 13 21 32

)

 

(
1 5 8 10
0 0 3 7
2 12 22 29
3 13 21 32

)

 

(
1 5 8 10
0 0 3 7
0 2 6 9
0 −2 −3 2

)

 

(
1 5 8 10
0 2 6 9
0 0 3 7
0 −2 −3 2

)

 

(
1 5 8 10
0 2 6 9
0 0 3 7
0 0 3 11

)

 

(
1 5 8 10
0 2 6 9
0 0 3 7
0 0 0 4

)

Somit rank(A) = 4, die Matrix A ist daher invertierbar, siehe Korollar IV.3.5.

IV.3.15. Beispiel. Wir wollen den Rang der komplexen Matrix

A =







i 7 1− i

2i 14 3− i

−1 2 + 4i 1 + 4i
1− i −4− 5i 7i






∈ M4×3(C)

bestimmen. Durch Zeilenumformungen erhalten wir:
(

i 7 1−i

2i 14 3−i

−1 2+4i 1+4i
1−i −4−5i 7i

)

 

(
i 7 1−i

0 0 1+i

0 2−3i 3i
0 3+2i 2+7i

)

 

(
i 7 1−i

0 2−3i 3i
0 0 1+i

0 3+2i 2+7i

)

 

(
i 7 1−i

0 2−3i 3i
0 0 1+i

0 0 5+7i

)

 

(
i 7 1−i

0 2−3i 3i
0 0 1+i

0 0 0

)

Es gilt daher rank(A) = 3. Die lineare Abbildung ψA : C
3 → C4, ψA(x) = Ax,

ist daher injektiv. Das Gleichungssystem Ax = y hat daher für jedes y ∈ C4

höchstens eine Lösung x ∈ C3, siehe Korollar IV.3.5.
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IV.3.16. Beispiel. Wir wollen den Rang folgender Matrix über dem Körper
K = Z2 berechnen:

A =









0 1 0 0 1 0
1 1 0 1 1 0
1 0 1 1 0 1
0 1 0 0 1 0
1 0 1 1 1 1









∈M5×6(Z2)

Durch Zeilenumformungen erhalten wir:

(
0 1 0 0 1 0
1 1 0 1 1 0
1 0 1 1 0 1
0 1 0 0 1 0
1 0 1 1 1 1

)

 

(
1 1 0 1 1 0
0 1 0 0 1 0
1 0 1 1 0 1
0 1 0 0 1 0
1 0 1 1 1 1

)

 

(
1 1 0 1 1 0
0 1 0 0 1 0
0 1 1 0 1 1
0 1 0 0 1 0
0 1 1 0 0 1

)

 

(
1 1 0 1 1 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1

)

 

(
1 1 0 1 1 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 0 0

)

 

(
1 1 0 1 1 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0

)

Es gilt daher rank(A) = 4.

IV.3.17. Beispiel. Betrachte den von den Vektoren

v1 =

(
1
2
4
6
1

)

, v2 =

(
2
4
8
15
6

)

, v3 =

(
1
2
4
9
8

)

, v4 =

(
4
8
16
30
15

)

, v5

(
3
6
12
24
12

)

aufgespannten Teilraum W := 〈v1, v2, v3, v4, v5〉 ⊆ R5. Wir wollen nun:

(1) dim(W ) und eine Basis von W bestimmen.
(2) Ein minimales Gleichungssystem für W angeben.
(3) Einen zu W komplementären Teilraum W ′ bestimmen und diesen durch eine

Basis und ein minimales Gleichungssystem beschreiben.
(4) Eine Basis von W bestimmen, die aus gewissen der Vektoren vi besteht.

Fassen wir die Vektoren zu einer Matrix zusammen,

A =

(
1 2 1 4 3
2 4 2 8 6
4 8 4 16 12
6 15 9 30 24
1 6 8 15 12

)

,

dann ist W der Spaltenraum von A. Durch Spaltenumformungen erhalten wir
(

1 2 1 4 3
2 4 2 8 6
4 8 4 16 12
6 15 9 30 24
1 6 8 15 12

)

 

(
1 0 0 0 0
2 0 0 0 0
4 0 0 0 0
6 3 3 6 6
1 4 7 11 9

)

 

(
1 0 0 0 0
2 0 0 0 0
4 0 0 0 0
6 3 0 0 0
1 4 3 3 1

)

 

(
1 0 0 0 0
2 0 0 0 0
4 0 0 0 0
6 3 0 0 0
1 4 3 0 0

)

Nach Satz IV.3.12(b) bilden daher die Vektoren

b1 =

(
1
2
4
6
1

)

, b2 =

(
0
0
0
3
4

)

, b3 =

(
0
0
0
0
3

)
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eine Basis von W und es gilt dim(W ) = 3. Durch weitere Spaltenumformungen
kann die Matrix auf reduzierte Spaltenstufenform gebracht werden:

(
1 0 0 0 0
2 0 0 0 0
4 0 0 0 0
6 3 0 0 0
1 4 3 0 0

)

 

(
1 0 0 0 0
2 0 0 0 0
4 0 0 0 0
6 3 0 0 0
1 4 1 0 0

)

 

(
1 0 0 0 0
2 0 0 0 0
4 0 0 0 0
6 3 0 0 0
0 0 1 0 0

)

 

(
1 0 0 0 0
2 0 0 0 0
4 0 0 0 0
6 1 0 0 0
0 0 1 0 0

)

 

(
1 0 0 0 0
2 0 0 0 0
4 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

)

Wir erhalten so eine Basis von W ,

b′1 =

(
1
2
4
0
0

)

, b′2 =

(
0
0
0
1
0

)

, b′3 =

(
0
0
0
0
1

)

,

die sehr viele verschwindende Komponenten hat. Insbesondere ist

φ : R3 ∼=−→W, φ
(
s
t
u

)

= s

(
1
2
4
0
0

)

+ t

(
0
0
0
1
0

)

+ u

(
0
0
0
0
1

)

=

( s
2s
4s
t
u

)

,

ein Isomorphismus, d.h. Parameterdarstellung von W . Nach Satz IV.3.12(e) ist

−2x1 +x2 = 0
−4x1 +x3 = 0

ein minimales Gleichungssystem fürW . Nach Satz IV.3.12(c) bilden die Vektoren

e2 =

(
0
1
0
0
0

)

, e2 =

(
0
0
1
0
0

)

,

eine Basis für einen zuW komplementären TeilraumW ′ = 〈e2, e3〉. Ein minimales
Gleichungssystem für W ′ ist:

x1 = 0
x4 = 0

x5 = 0

Um die letzte Frage zu beantworten bringen wir A auf Zeilenstufenform:
(

1 2 1 4 3
2 4 2 8 6
4 8 4 16 12
6 15 9 30 24
1 6 8 15 12

)

 

(
1 2 1 4 3
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 3 3 6 6
0 4 7 11 9

)

 

(
1 2 1 4 3
0 3 3 6 6
0 4 7 11 9
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

)

 

(
1 2 1 4 3
0 1 1 2 2
0 4 7 11 9
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

)

 

(
1 2 1 4 3
0 1 1 2 2
0 0 3 3 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

)

Nach Satz IV.3.11(d) bilden auch die Vektoren v1, v2, v3 eine Basis von W .

IV.3.18. Beispiel. Wir wollen verifizieren, dass die Vektoren

v1 =





7
−1
2
0
3
1



 , v2 =





14
−1
4
1
10
3



 , v3 =





−21
0
−6
−3
−23
2



 ,

linear unabhängig in R6 sind und diese zu einer Basis von R6 ergänzen. Mit Hilfe
von Spaltenumformungen erhalten wir





7 14 −21
−1 −1 0
2 4 −6
0 1 −3
3 10 −23
1 3 2



 





7 0 0
−1 1 −3
2 0 0
0 1 −3
3 4 −14
1 1 5



 





7 0 0
−1 1 0
2 0 0
0 1 0
3 4 1
1 1 8
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Die Vektoren v1, v2, v3 sind also linear unabhängig, siehe Korollar IV.3.5. Zusam-
men mit den Einheitsvektoren e3, e4 und e6 bilden sie eine Basis v1, v2, v3, e3, e4, e6
von R6, siehe Satz IV.3.12(c).

IV.3.19. Beispiel. Es bezeichne L ⊆ R5 den Lösungsraum des Systems:

x1 +2x2 +x3 +4x4 +11x5 = 0
2x1 +4x2 +4x3 +14x4 +30x5 = 0
3x1 +6x2 +3x3 +12x4 +34x5 = 0
2x1 +4x2 +6x3 +20x4 +41x5 = 0
x1 +2x2 −x3 −2x4 +7x5 = 0

(IV.8)

Wir wollen nun:

(1) dim(L) und eine Basis von L bestimmen.
(2) Ein minimales Gleichungssystem für L angeben.
(3) Einen zu L komplementären Teilraum L′ bestimmen und diesen durch eine

Basis und ein minimales Gleichungssystem beschreiben.
(4) Ein minimales Gleichungssystem für L angeben, das aus gewissen der ur-

sprünglichen Gleichungen besteht.

Wir fassen die Koeffizienten des Gleichungssytems zu einer Matrix zusammen,

A =

(
1 2 1 4 11
2 4 4 14 30
3 6 3 12 34
2 4 6 20 41
1 2 −1 −2 7

)

.

Durch Zeilenumformungen bringen wir A auf reduzierte Zeilenstufenform:

(
1 2 1 4 11
2 4 4 14 30
3 6 3 12 34
2 4 6 20 41
1 2 −1 −2 7

)

 

(
1 2 1 4 11
0 0 2 6 8
0 0 0 0 1
0 0 4 12 19
0 0 −2 −6 −4

)

 

(
1 2 1 4 11
0 0 2 6 8
0 0 0 0 1
0 0 0 0 3
0 0 0 0 4

)

 

(
1 2 1 4 11
0 0 2 6 8
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

)

 

(
1 2 1 4 11
0 0 1 3 4
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

)

 

(
1 2 1 4 0
0 0 1 3 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

)

 

(
1 2 0 1 0
0 0 1 3 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

)

Nach Satz IV.3.11(e) bilden die Vektoren

b1 =

(
−2
1
0
0
0

)

, b2 =

( −1
0
−3
1
0

)

eine Basis von L und es gilt dim(L) = 2. Insbesondere ist

φ : R2 ∼=−→ L, φ ( st ) = s

(
−2
1
0
0
0

)

+ t

(−1
0
−3
1
0

)

=

(
−2s−t
s

−3t
t
0

)

,

ein Isomorphismus, d.h. eine Parameterdarstellung. Nach Satz IV.3.11(b) erhal-
ten wir aus den nicht-trivialen Zeilen der reduzierten Zeilstufenform folgendes
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minimale Gleichungssystem für L:

x1 +2x2 +x4 = 0
x3 +3x4 = 0

x5 = 0

Nach Satz IV.3.11(c) bilden die Einheitsvektoren

e1 =

(
1
0
0
0
0

)

, e3 =

(
0
0
1
0
0

)

, e5 =

(
0
0
0
0
1

)

eine Basis eines zu L komplementären Teilraums L′, der auch durch das minimale
Gleichungssystem

x2 = 0
x4 = 0

beschrieben werden kann. Um die letzte Frage zu beantworten bringen wir A auf
Spaltenstufenform:

(
1 2 1 4 11
2 4 4 14 30
3 6 3 12 34
2 4 6 20 41
1 2 −1 −2 7

)

 

(
1 0 0 0 0
2 0 2 6 8
3 0 0 0 1
2 0 4 12 19
1 0 −2 −6 −4

)

 

(
1 0 0 0 0
2 0 2 0 0
3 0 0 0 1
2 0 4 0 3
1 0 −2 0 4

)

 

(
1 0 0 0 0
2 2 0 0 0
3 0 1 0 0
2 4 3 0 0
1 −2 4 0 0

)

Nach Satz IV.3.12(d) bildet die ersten drei Gleichungen von (IV.8),

x1 +2x2 +x3 +4x4 +11x5 = 0
2x1 +4x2 +4x3 +14x4 +30x5 = 0
3x1 +6x2 +3x3 +12x4 +34x5 = 0

ein minimales Gleichungssystem für L.

IV.3.20. Beispiel. Betrachte den Teilraum W = 〈v1, v2, v3, v4, v5〉 ⊆ R5, der
von den Vektoren

v1 =

(
1
2
3
2
1

)

, v2 =

(
2
4
6
4
2

)

, v3 =

(
1
4
3
6
−1

)

, v4 =

(
4
14
12
20
−2

)

, v5 =

(
11
30
34
41
7

)

aufgespannt wird. Wir wollen eine Basis von W bestimmen, die aus gewissen der
Vektoren vi besteht. Mit Zeilenumformungen erhalten wir:

(
1 2 1 4 11
2 4 4 14 30
3 6 3 12 34
2 4 6 20 41
1 2 −1 −2 7

)

 

(
1 2 1 4 11
0 0 2 6 8
0 0 0 0 1
0 0 4 12 19
0 0 −2 −6 −4

)

 

(
1 2 1 4 11
0 0 2 6 8
0 0 0 0 1
0 0 0 0 3
0 0 0 0 4

)

 

(
1 2 1 4 11
0 0 2 6 8
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

)

Nach Satz IV.3.11(d) bilden die Vektoren v1, v3, v5 eine Basis von W und es gilt
dim(W ) = 3. Auch sehen wir nun, dass etwa v1, v2, v5 keine Basis von W bildet.

IV.3.21. Beispiel. Betrachte den von den Vektoren

v1 =

( 1
2
7
4
5
8

)

, v2 =





−1
−2
−6
−1
−1
1



 , v3 =

( 2
4
15
11
14
26

)

, v4 =

( 3
6
20
9
11
17

)

,
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aufgespannten Teilraum W = 〈v1, v2, v3, v4〉 ⊆ R6. Wir wollen einen zu W kom-
plementären Teilraum W ′ bestimmen, genauer, eine Basis von W ′ angeben. Mit-
tels Spaltenumformungen erhalten wir:





1 −1 2 3
2 −2 4 6
7 −6 15 20
4 −1 11 9
5 −1 14 11
8 1 26 17



 





1 0 0 0
2 0 0 0
7 1 1 −1
4 3 3 −3
5 4 4 −4
8 9 10 −7



 

( 1 0 0 0
2 0 0 0
7 1 0 0
4 3 0 0
5 4 0 0
8 9 1 2

)

 

( 1 0 0 0
2 0 0 0
7 1 0 0
4 3 0 0
5 4 0 0
8 9 1 0

)

Nach Satz IV.3.12(c) spannen daher die Einheitsvektoren e2, e4, e5 einen Teilraum
W ′ = 〈e2, e4, e5〉 ⊆ R6 auf, der zu W komplementär ist, W ⊕W ′ = R6. Beachte
auch dim(W ) = 3 = dim(W ′).

IV.3.22. Beispiel. Wir wollen verifizieren, dass die Vektoren

v1 =
(

2
−2
4

)

, v2 =
(

4
−1
11

)

, v3 =
(

5
3
18

)

, v4 =
(

6
3
21

)

, v5 =
(

7
−6
19

)

ein Erzeugendensystem von R3 sind, und drei dieser Vektoren bestimmen, die
eine Basis von R3 bilden. Wir fassen die Vektoren zu einer Matrix zusammen:

A =





2 4 5 6 7
−2 −1 3 3 −6
4 11 18 21 19





Mittels Zeilenumformungen erhalten wir:




2 4 5 6 7
−2 −1 3 3 −6
4 11 18 21 19



 





2 4 5 6 7
0 3 8 9 1
0 3 8 9 5



 





2 4 5 6 7
0 3 8 9 1
0 0 0 0 4





Somit ist rank(A) = 3, also bilden die Vektoren v1, . . . , v5 ein Erzeugendensystem
von R3, siehe Korollar IV.3.4. Nach Satz IV.3.11(d) bilden die Vektoren v1, v2, v5
eine Basis von R3.

IV.3.23. Beispiel. Es bezeichne W ⊆ R5 den Teilraum aller y, für die das
folgende Gleichungssystem lösbar ist:

x1 −x3 +2x5 = y1
x1 +x2 +x3 +3x4 +x5 = y2
7x1 +5x2 +3x3 +15x4 +9x5 = y3
5x1 +2x2 +7x4 +12x5 = y4
17x1 +7x2 −x3 +23x4 +35x5 = y5

(IV.9)

Wir wollen nun dim(W ) und eine Basis von W bestimmen, und auch ein minima-
les Gleichungssystem für W angeben. Beachte, dass W genau der Spaltenraum
der Koeffizientenmatrix 







1 0 −1 0 2
1 1 1 3 1
7 5 3 15 9
5 2 0 7 12
17 7 −1 23 35
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ist. Durch Spaltenumformungen bringen wir diese Matrix auf reduzierte Spalten-
stufenform:

(
1 0 −1 0 2
1 1 1 3 1
7 5 3 15 9
5 2 0 7 12
17 7 −1 23 35

)

 

(
1 0 0 0 0
1 1 2 3 −1
7 5 10 15 −5
5 2 5 7 2
17 7 16 23 1

)

 

(
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
2 5 0 0 0
3 2 1 1 4
10 7 2 2 8

)

 

(
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
2 5 0 0 0
0 0 1 0 0
4 3 2 0 0

)

Daraus lesen wir dim(W ) = 3 ab und erhalten auch eine Basis

b1 =

(
1
0
2
0
4

)

, b2 =

(
0
1
5
0
3

)

, b3 =

(
0
0
0
1
2

)

,

von W , vgl. Satz IV.3.12(b). Mit Satz IV.3.12(e) erhalten wir auch ein minimales
Gleichungssystem für W :

−2y1 −5y2 +y3 = 0
−4y1 −3y2 −2y4 +y5 = 0

(IV.10)

Das ursprüngliche Gleichungssystem (IV.9) ist also genau dann lösbar, wenn die
rechte Seite den beiden Gleichungen (IV.10) genügt.

IV.4. Inhomogene Gleichungssysteme. Sei wieder A ∈ Mm×n(K) eine
Matrix. Wir wollen nun, für fixes y ∈ Km, das inhomogene System Ax = y lösen,
d.h. alle x ∈ Kn bestimmen, für die Ax = y gilt.

IV.4.1. Satz. Sei A ∈Mm×n(K) und y ∈ Km. Das inhomogene System

Ax = y (IV.11)

ist genau dann lösbar, wenn

rank(A) = rank(A|y)
gilt. Durch Zeilenumformungen lässt sich die erweiterte Matrix (A|y) auf die

Form (Ã|ỹ) bringen, wobei Ã (reduzierte) Zeilenstufenform hat. Sind 1 ≤ j1 <
j2 < · · · < jk ≤ n wie in Definition IV.3.10, so ist (IV.11) also genau dann
lösbar, wenn ỹk+1 = ỹk+2 = · · · = ỹm = 0 gilt. In diesem Fall liefern die ersten
k Zeilen von (Ã|ỹ) ein minimales inhomogenes Gleichungssystem, das dieselbe
Lösungsmenge wie (IV.11) besitzt. Ist darüber hinaus die Zeilenstufenform Ã
reduziert, dann bildet

ξ = ỹ1ej1 + · · ·+ ỹkejk
eine spezielle Lösung von (IV.11), d.h. es gilt Aξ = y. Mit Satz IV.3.11(e) er-

halten wir aus Ã eine Basis b1, . . . , bn−k für den Lösungsraum des homogenen
Systems Ax = 0. Die allgemeine Lösung von (IV.11) ist dann von der Form

x = ξ + s1b1 + · · ·+ sn−kbn−k, s1, . . . , sn−k ∈ K.

Beweis. Bezeichnen A = (a1| · · · |an) die Spalten von A, dann gilt

rank(A) = dim
(
〈a1, . . . , an〉

)
und rank(A|y) = dim

(
〈a1, . . . , an, y〉

)
.
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Die Bedingung rank(A) = rank(A|y) ist daher zu

〈a1, . . . , an〉 = 〈a1, . . . , an, y〉

äquivalent, siehe Korollar IV.1.20. Nach Lemma III.1.4(d) ist dies genau dann
der Fall, wenn y ∈ 〈a1, . . . , an〉, d.h. genau dann, wenn das System Ax = y eine

Lösung besitzt. Nach Lemma IV.3.9 gilt (Ã|ỹ) = T (A|y) = (TA|Ty), für ein
T ∈ GLm(K). Wegen der Invertierbarkeit von T ist

Ax = y ⇔ TAx = Ty ⇔ Ãx = ỹ,

d.h. die Lösungsmenge von Ax = y stimmt mit der von Ãx = ỹ überein. Daraus
lassen sich nun sofort die restlichen Behauptungen ablesen. �

IV.4.2. Beispiel. Wir wollen alle Lösungen des Gleichungssystems

x1 +x2 +6x3 +4x4 +3x6 = 5
x1 +5x2 +10x2 −4x4 −4x5 −x6 = 9
2x1 +2x2 +12x3 +8x4 +2x5 +12x6 = 12
−3x1 −3x2 −18x3 −12x4 +3x5 = −12

(IV.12)

bestimmen. Mittels Zeilenumformungen erhalten wir:







1 1 6 4 0 3
1 5 10 −4 −4 −1
2 2 12 8 2 12
−3 −3 −18 −12 3 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

5
9
12
−12






 







1 1 6 4 0 3
0 4 4 −8 −4 −4
0 0 0 0 2 6
0 0 0 0 3 9

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

5
4
2
3







 







1 1 6 4 0 3
0 1 1 −2 −1 −1
0 0 0 0 1 3
0 0 0 0 3 9

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

5
1
1
3






 







1 1 6 4 0 3
0 1 1 −2 −1 −1
0 0 0 0 1 3
0 0 0 0 0 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

5
1
1
0







Wir sehen daher bereits, dass das Gleichungssystem lösbar ist. Durch weitere
Zeilenumformungen erhalten wir:







1 1 6 4 0 3
0 1 1 −2 −1 −1
0 0 0 0 1 3
0 0 0 0 0 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

5
1
1
0






 







1 1 6 4 0 3
0 1 1 −2 0 2
0 0 0 0 1 3
0 0 0 0 0 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

5
2
1
0







 







1 0 5 6 0 1
0 1 1 −2 0 2
0 0 0 0 1 3
0 0 0 0 0 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

3
2
1
0
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Daraus lesen wir eine spezielle Lösung ξ sowie eine Basis b1, b2, b3 für den Lösungs-
raums des homogene System ab, vgl. Satz IV.4.1:

ξ =

( 3
2
0
0
1
0

)

, b1 =





−5
−1
1
0
0
0



 , b2 =





−6
2
0
1
0
0



 , b3 =





−1
−2
0
0
−3
1



 .

Die allgemeine Lösung des Gleichungssystems (IV.12) ist daher

( x1
x2
x3
x4
x5
x6

)

=

( 3
2
0
0
1
0

)

+ s1





−5
−1
1
0
0
0



 + s2





−6
2
0
1
0
0



 + s3





−1
−2
0
0
−3
1



 , s1, s2, s3 ∈ R.

Auch ein minimales Gleichungssystem für den Lösungsraum lässt sich ablesen:

x1 +5x3 +6x4 +x6 = 3
x2 +x3 −2x4 +2x6 = 2

3 x5 +3x6 = 1

IV.4.3. Beispiel. Wir wollen alle Lösungen des linearen Gleichungssystems

x1 +2x2 +3x3 +4x4 = 4
−x1 +3x2 +3x3 +3x4 = −1
x1 +7x2 +17x3 +20x4 = 9
2x1 −x2 −16x3 −17x4 = 2

(IV.13)

bestimmen. Durch Zeilenumformungen erhalten wir:






1 2 3 4
−1 3 3 3
1 7 17 20
2 −1 −16 −17

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

4
−1
9
2






 







1 2 3 4
0 5 6 7
0 5 14 16
0 −5 −22 −25

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

4
3
5
−6







 







1 2 3 4
0 5 6 7
0 0 8 9
0 0 −16 −18

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

4
3
2
−3






 







1 2 3 4
0 5 6 7
0 0 8 9
0 0 0 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

4
3
2
1







Das Gleichungssystem (IV.13) besitzt daher keine Lösung, vgl. Satz IV.4.1.

Unter einem affinen Teilraum eines Vektorraums V verstehen wir jede Teil-
menge der Form

E = ξ +W = {ξ + w|w ∈ W},
wobei W einen Teilraum von V bezeichnet und ξ ∈ V . In diesem Fall ist

W
∼=−→ E, w 7→ ξ + w,

eine Bijektion, aber i.A. keine lineare Abbildung. Unter der Dimension des affinen
Teilraums E verstehen wir die Dimension des (dazu parallelen) Teilraums W . Ist
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b1, . . . , bk eine Basis von W , dann ist

φ : Kk ∼=−→ E, φ(s) = ξ + s1b1 + · · ·+ skbk,

eine Bijektion, d.h. eine Parametrisierung von E, aber i.A. nicht linear. Sei m =
dim(V ) und α1, . . . , αm−k ein Gleichungssystem für W , d.h. W =

⋂m−k
i=1 ker(αi).

Dann stimmt E also mit der Lösungsmenge des folgenden inhomogenen Systems
überein:

α1(v) = α1(ξ)
...

αm−k(v) = αm−k(ξ)

Jeder affine Teilräume E ⊆ V kann daher durch dim(V ) − dim(E) inhomoge-
nen lineare Gleichungen beschrieben werden. Umgekehrt ist die Lösungsmenge
eines inhomogenen Gleichungssystems stets ein affiner Teilraum, oder leer, siehe
Satz IV.4.1. Soll ein Gleichungssystem für einen affinen Teilraum E = ξ +W ge-
funden werden, so ist es zweckmäßig zunächst ein homogenes Gleichungssystem
für den Teilraum W zu bestimmen, die Konstanten auf der rechten Seite lassen
sich dann durch Einsetzen des Punktes ξ ermitteln.

IV.4.4. Beispiel. Wir wollen die Dimension sowie ein minimales Gleichungs-
system des affinen Teilraums

E =

( −1
2
3
4

)

+

〈(
1
0
−1
1

)

,

(
1
2
3
7

)

,

(
3
2
1
9

)〉

⊆ R4

bestimmen. Mittels Spaltenumformungen erhalten wir
(

1 1 3
0 2 2
−1 3 1
1 7 9

)

 

(
1 0 0
0 2 2
−1 4 4
1 6 6

)

 

(
1 0 0
0 2 0
−1 4 0
1 6 0

)

 

(
1 0 0
0 1 0
−1 2 0
1 3 0

)

,

es gilt daher dim(E) = 2. Daraus lesen wir zunächst ein minimales Gleichungs-
systems für den zu E parallelen Teilraum ab, siehe Satz IV.3.12(e):

x1 −2x2 +x3 = 0
−x1 −3x2 +x4 = 0

Einsetzen des Punktes liefert dann folgendes minimale Gleichungssystem für E:

x1 −2x2 +x3 = −2
−x1 −3x2 +x4 = −1

IV.5. Matrizeninversion. Wir wollen in diesem Abschnitt einen effizienten
Algorithmus zur Berechnung der Inversen einer Matrix besprechen. Wir beginnen
mit folgender Charakterisierungen der Invertierbarkeit einer Matrix, die wir sofort
durch Kombination der Korollare IV.3.4 und IV.3.5 erhalten:

IV.5.1. Korollar (Invertierbare Matrizen). Sei K ein Körper. Für eine qua-
dratische Matrix A ∈Mn×n(K) sind folgende Aussagen äquivalent:

(a) Die Matrix A ist invertierbar.
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(b) Die lineare Abbildung ψ : Kn → Kn, ψ(x) = Ax, ist ein Isomorphismus.
(c) Das Gl.system Ax = y hat für jedes y ∈ Kn genau eine Lösung x ∈ Kn.
(d) Die Spalten von A bilden eine Basis von Kn.
(e) Die Zeilen von A bilden eine Basis von M1×n(K) ∼= (Kn)∗ ∼= Kn.
(f) Es gilt rank(A) = n.

IV.5.2. Beispiel. Wir wollen verifizieren, dass die Vektoren

v1 =

(
2
−2
2
−4

)

, v2 =

(
1
2
−2
4

)

, v3 =

(
0
2
2
8

)

, v4 =

(
6
−5
7
−3

)

eine Basis von R4 bilden. Nach Korollar IV.5.1 ist dies genau dann der Fall, wenn
die Matrix

A =







2 1 0 6
−2 2 2 −5
2 −2 2 7
−4 4 8 −3







Rang 4 hat. Mittels Zeilenumformungen erhalten wir
(

2 1 0 6
−2 2 2 −5
2 −2 2 7
−4 4 8 −3

)

 

(
2 1 0 6
0 3 2 1
0 −3 2 1
0 6 8 9

)

 

(
2 1 0 6
0 3 2 1
0 0 4 2
0 0 4 7

)

 

(
2 1 0 6
0 3 2 1
0 0 4 2
0 0 0 5

)

also bilden die Vektoren v1, v2, v3, v4 tatsächlich eine Basis von R4.

Wollen wir die Inverse einer Matrix A ∈ Mn×n(K) berechnen, dann müssen
wir also jene Matrix X ∈ Mn×n(K) bestimmen, für die AX = In gilt. Dies kann
als lineares Gleichungssystem mit n2 vielen Gleichungen in den n2 vielen Eintra-
gungen von X verstanden werden. Allerdings zerfällt dieses Gleichungsystem in
n unabhängige Systeme, eines für jede Spalte von X , mit je n Gleichungen in n
Unbekannten,

A





x11
...
xn1



 = e1, A





x12
...
xn2



 = e2, . . . A





x1n
...
xnn



 = en.

Diese Systeme lassen sich bequem gleichzeitig mit folgenden Algorithmus lösen:

IV.5.3. Satz (Algorithmus zur Bestimmung der Inversen). Ist A ∈ Mn×n(K)
eine invertierbare (n × n)-Matrix, dann kann die n × (2n)-Matrix (A|In) durch
Zeilenumformungen auf die Gestalt (In|B) gebracht werden und es gilt A−1 = B.

Beweis. Die Matrix A kann durch Zeilenumformungen auf reduzierte Zeilen-
stufenform gebracht werden, siehe Satz IV.3.11. Wegen der Invertierbarkeit von
A ist rank(A) = n, also muss die reduzierte Zeilenstufenform mit der Einheits-
matrix In übereinstimmen. Nach Lemma IV.3.9 entsprechen diese Zeilenumfor-
mungen gerade einer Multiplikation von links, A TA, mit einer invertierbaren
Matrix T ∈ GLn(K). Es gilt daher TA = In, also T = A−1. Wenden wir die
selben Zeilenumformungen auf die erweiterte Matrix (A|In) an, erhalten wir also
(A|In) T (A|In) = (TA|TIn) = (In|T ) = (In|A−1). �
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IV.5.4. Beispiel. Wir wollen die Inverse der Matrix

A =





1 −2 3
−2 6 −3
−3 8 −3



 ∈M3×3(R)

bestimmen. Mittels Zeilenumformungen erhalten wir:





1 −2 3
−2 6 −3
−3 8 −3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 0 0
0 1 0
0 0 1



 





1 −2 3
0 2 3
0 2 6

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 0 0
2 1 0
3 0 1





 





1 −2 3
0 2 3
0 0 3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 0 0
2 1 0
1 −1 1



 





1 −2 0
0 2 0
0 0 3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 1 −1
1 2 −1
1 −1 1





 





1 0 0
0 2 0
0 0 3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 3 −2
1 2 −1
1 −1 1



 





1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 3 −2
1/2 1 −1/2
1/3 −1/3 1/3





Die Inverse von A ist daher

A−1 =





1 3 −2
1/2 1 −1/2
1/3 −1/3 1/3



 =
1

6





6 18 −12
3 6 −3
2 −2 2



 .

IV.5.5. Beispiel. Wir wollen die Inverse der komplexen Matrix

A =





1 1 + i 1− i

2 2 + i 2 + 2i
0 1− 3i −4 + 13i



 ∈ M3×3(C)

bestimmen. Mittels Zeilenumformungen erhalten wir:





1 1 + i 1− i

2 2 + i 2 + 2i
0 1− 3i −4 + 13i

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 0 0
0 1 0
0 0 1



 





1 1 + i 1− i

0 −i 4i
0 1− 3i −4 + 13i

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 0 0
−2 1 0
0 0 1





 





1 1 + i 1− i

0 1 −4
0 1− 3i −4 + 13i

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 0 0
−2i i 0
0 0 1



 





1 0 5 + 3i
0 1 −4
0 0 i

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−1 + 2i 1− i 0
−2i i 0
6 + 2i −3− i 1





 





1 0 5 + 3i
0 1 −4
0 0 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−1 + 2i 1− i 0
−2i i 0
2− 6i −1 + 3i −i





 





1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−29 + 26i 15− 13i −3 + 5i
8− 26i −4 + 13i −4i
2− 6i −1 + 3i −i
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Die Inverse von A ist daher:

A−1 =





−29 + 26i 15− 13i −3 + 5i
8− 26i −4 + 13i −4i
2− 6i −1 + 3i −i





IV.5.6. Beispiel. Wir wollen zeigen, dass das Gleichungssystem

4x2 −4x3 7x4 = y1
2x2 −2x3 +2x4 = y2

x1 +5x2 −6x3 +7x4 = y3
x1 +3x2 −5x3 +4x4 = y4

(IV.14)

für jede rechte Seite y1, y2, y3, y4 ∈ R eindeutig lösbar ist und diese Lösung be-
stimmen. Wir betrachten die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems,

A =







0 4 −4 7
0 2 −2 2
1 5 −6 7
1 3 −5 4






∈M4×4(R).

Mittels Zeilenumformungen erhalten wir:







0 4 −4 7
0 2 −2 2
1 5 −6 7
1 3 −5 4

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1






 







1 5 −6 7
0 2 −2 2
0 4 −4 7
1 3 −5 4

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1







 







1 5 −6 7
0 2 −2 2
0 4 −4 7
0 −2 1 −3

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 −1 1






 







1 5 −6 7
0 2 −2 2
0 0 0 3
0 0 −1 −1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 0 1 0
0 1 0 0
1 −2 0 0
0 1 −1 1







 







1 5 −6 7
0 2 −2 2
0 0 −1 −1
0 0 0 3

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 −1 1
1 −2 0 0






 







1 5 −6 7
0 1 −1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 0 1 0
0 1/2 0 0
0 −1 1 −1
1/3 −2/3 0 0







 







1 0 −1 2
0 1 −1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 −5/2 1 0
0 1/2 0 0
0 −1 1 −1
1/3 −2/3 0 0






 







1 0 0 3
0 1 0 2
0 0 1 1
0 0 0 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 −7/2 2 −1
0 −1/2 1 −1
0 −1 1 −1
1/3 −2/3 0 0







 







1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

−1 −3/2 2 −1
−2/3 5/6 1 −1
−1/3 −1/3 1 −1
1/3 −2/3 0 0
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Die Matrix A ist daher invertierbar mit Inverser

A−1 =







−1 −3/2 2 −1
−2/3 5/6 1 −1
−1/3 −1/3 1 −1
1/3 −2/3 0 0






.

Das Gleichungssysteme (IV.14) ist somit eindeutig lösbar und x = A−1y die
gesuchte Lösung, d.h.







x1
x2
x3
x4







=







−1 −3/2 2 −1
−2/3 5/6 1 −1
−1/3 −1/3 1 −1
1/3 −2/3 0 0













y1
y2
y3
y4







=









−y1 − 3
2
y2 + 2y3 − y4

−2
3
y1 +

5
6
y2 + y3 − y4

−1
3
y1 − 1

3
y2 + y3 − y4

1
3
y1 − 2

3
y2









.

IV.5.7. Beispiel. Es soll die Inverse folgender Matrix über dem Körper K =
Z2 bestimmt werden:

A =









1 0 1 0 1
0 1 0 1 0
1 0 1 1 0
0 1 1 1 0
1 0 0 1 1









∈M5×5(Z2)

Mittels Zeilenumformungen erhalten wir:

(
1 0 1 0 1
0 1 0 1 0
1 0 1 1 0
0 1 1 1 0
1 0 0 1 1

∣
∣
∣
∣
∣

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

)

 

(
1 0 1 0 1
0 1 0 1 0
0 0 0 1 1
0 1 1 1 0
0 0 1 1 0

∣
∣
∣
∣
∣

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
1 0 1 0 0
0 0 0 1 0
1 0 0 0 1

)

 

(
1 0 1 0 1
0 1 0 1 0
0 0 0 1 1
0 0 1 0 0
0 0 1 1 0

∣
∣
∣
∣
∣

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
1 0 1 0 0
0 1 0 1 0
1 0 0 0 1

)

 

(
1 0 1 0 1
0 1 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 1
0 0 1 1 0

∣
∣
∣
∣
∣

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 1 0 1 0
1 0 1 0 0
1 0 0 0 1

)

 

(
1 0 1 0 1
0 1 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 1
0 0 0 1 0

∣
∣
∣
∣
∣

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 1 0 1 0
1 0 1 0 0
1 1 0 1 1

)

 

(
1 0 1 0 1
0 1 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 1
0 0 0 0 1

∣
∣
∣
∣
∣

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 1 0 1 0
1 0 1 0 0
0 1 1 1 1

)

 

(
1 0 0 0 1
0 1 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 1
0 0 0 0 1

∣
∣
∣
∣
∣

1 1 0 1 0
0 1 0 0 0
0 1 0 1 0
1 0 1 0 0
0 1 1 1 1

)

 

(
1 0 0 0 1
0 1 0 0 1
0 0 1 0 0
0 0 0 1 1
0 0 0 0 1

∣
∣
∣
∣
∣

1 1 0 1 0
1 1 1 0 0
0 1 0 1 0
1 0 1 0 0
0 1 1 1 1

)

 

(
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

∣
∣
∣
∣
∣

1 0 1 0 1
1 0 0 1 1
0 1 0 1 0
1 1 0 1 1
0 1 1 1 1

)

die Inverse von A ist daher:

A−1 =









1 0 1 0 1
1 0 0 1 1
0 1 0 1 0
1 1 0 1 1
0 1 1 1 1









IV.5.8. Bemerkung. Analog zur Formel für die Inverse einer (2×2)-Matrix,
siehe Beispiel II.4.8, gibt es auch eine explizite Formel für die Inversion von
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(n× n)-Matrizen. Für (3× 3)-Matrizen sieht diese wie folgt aus:





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33





−1

=
1

D






| a22 a23a32 a33 | − | a21 a23a31 a33 | | a21 a22a31 a32 |
− | a12 a13a32 a33 | | a11 a13a31 a33 | − | a11 a12a31 a32 |
| a22 a23a32 a33 | − | a21 a23a31 a33 | | a21 a22a31 a32 |






t

(IV.15)

wobei | a bc d | = ad− bc und
D := a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a31a22a13 − a21a12a33 − a11a32a23.

Dabei ist A genau dann invertierbar wenn D 6= 0, d.h. genau dann wenn die rechte
Seite in Gleichung (IV.15) Sinn macht. Die analogen Formeln für größere n sind
noch komplexer und erfordern mehr Rechenaufwand als der oben beschriebene
Algorithmus mit Zeilenumformungen.

IV.6. Basisdarstellung. Wir haben in Abschnitt II.4 lineare Abbildungen
Kn → Km durch Matrizen beschrieben. Wollen wir lineare Abbildugen zwischen
allgemeinen endlich-dimensionalen Vektorräumen, ϕ : V → W , durch Matrizen
darstellen, ist es notwendig geordnete Basen B und C der beiden Vektorräume
V und W zu fixieren. Damit kann jeder lineare Abbildung ϕ eine Matrix [ϕ]CB
zugeordnet werden, und wieder entspricht die Matrizenmultiplikation der Kom-
position von Abbildungen, siehe Satz IV.6.15 unten. Diese Matrix [ϕ]CB hängt
von der Wahl der Basen B und C ab. Gehen wir zu anderen Basen, über trans-
formiert sich die Matrixdarstellung mit sogenannten Basiswechselmatrizen, siehe
Korollar IV.6.21 unten. In diesem Zusammenhang ist es auch zweckmäßig die zu
einer Basis von V duale Basis von V ∗ zu betrachten, und damit wollen wir diesen
Abschnitt beginnen.

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, dim(V ) = n, und b1, . . . , bn
eine geordnete Basis von V . Nach Proposition IV.1.2(d) existiert zu jedem i ∈
{1, . . . , n} ein eindeutig bestimmtes lineares Funktional b∗i : V → K, sodass

b∗i (bj) = δij =

{

1 falls i = j, und

0 falls i 6= j.
(IV.16)

Wir erhalten somit Elemente b∗1, . . . , b
∗
n ∈ V ∗.

IV.6.1. Lemma. In dieser Situation ist b∗1, . . . , b
∗
n eine Basis von V ∗.

Beweis. Seien λ1, . . . , λn ∈ K, sodass

λ1b
∗
1 + · · ·+ λnb

∗
n = 0.

Auswerten bei bj liefert unter Verwendung von (IV.16)

0 =
(
λ1b

∗
1 + · · ·+ λnb

∗
n

)
(bj) = λ1b

∗
1(bj) + · · ·+ λnb

∗
n(bj) = λj,

für jedes j = 1, . . . , n. Dies zeigt, dass die Vektoren b∗1, . . . , b
∗
n linear unabhängig in

V ∗ sind. Nach Korollar IV.1.17 müssen diese Vektoren eine Basis von V ∗ bilden,
denn es gilt dim(V ∗) = dim(V ) = n, siehe Korollar IV.2.15. �
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IV.6.2. Definition (Duale Basis). Ist V ein endlich-dimensionaler Vektor-
raum, dim(V ) = n, und b1, . . . , bn eine geordnete Basis von V , dann werden die
durch (IV.16) eindeutig bestimmten Funktionale b∗1, . . . , b

∗
n als die zu b1, . . . , bn

duale Basis von V ∗ bezeichnet, vgl. Lemma IV.6.1.

IV.6.3. Bemerkung. Sei b1, . . . , bn eine Basis von Kn und B := (b1| · · · |bn)
die Matrix mit Spaltenvektoren bi. Weiters bezeichnen a1, . . . , an die Zeilen der
Inversen Matrix B−1. Fassen wir ai ∈ M1×n(K) als Element von (Kn)∗ auf,
M1×n(K) ∼= L(Kn,K) = (Kn)∗, dann ist a1, . . . , an die zu b1, . . . , bn duale Ba-
sis, genauer b∗i = ψai , d.h. b

∗
i : K

n → K, b∗i (x) = aix, x ∈ Kn, denn die Relation
B−1B = In ist offensichtlich zu den Bedingungen (IV.16) äquivalent. Die duale
Basis einer Basis von Kn lässt sich daher durch Matrizeninversion berechnen.

IV.6.4. Beispiel. Es soll die zur Basis b1 = ( 1
2 ), b2 = ( 3

7 ) von K2 duale
Basis von (K2)∗ bestimmt werden. Für die Inverse der Matrix B = ( 1 3

2 7 ) gilt
B−1 =

(
7 −3
−2 1

)
. Für die duale Basis erhalten wir also b∗1 = ψ(7,−3) und b

∗
2 = ψ(−2,1).

Expliziter, b∗1 : K
2 → K, b∗1 (

x
y ) = (7,−3) ( xy ) = 7x − 3y, und b∗2 : K

2 → K,
b∗2 (

x
y ) = (−2, 1) ( xy ) = −2x+ y.

IV.6.5. Beispiel. Wir wollen die zur Basis b1 =
(

1
2
3

)

, b2 =
( −1

−1
−2

)

, b3 =
(

1
0
2

)

von K3 duale Basis von (K3)∗ bestimmen. Zeilenumformungen liefern:
(

1 −1 1
2 −1 0
3 −2 2

∣
∣
∣

1 0 0
0 1 0
0 0 1

)

 

(
1 −1 1
0 1 −2
0 1 −1

∣
∣
∣

1 0 0
−2 1 0
−3 0 1

)

 

(
1 −1 1
0 1 −2
0 0 1

∣
∣
∣

1 0 0
−2 1 0
−1 −1 1

)

 

(
1 0 −1
0 1 −2
0 0 1

∣
∣
∣
−1 1 0
−2 1 0
−1 −1 1

)

 

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣
∣
∣
−2 0 1
−4 −1 2
−1 −1 1

)

Daraus schließen wir




1 −1 1
2 −1 0
3 −2 2





−1

=





−2 0 1
−4 −1 2
−1 −1 1



 ,

für die duale Basis gilt daher b∗1 = ψ(−2,0,1), b
∗
2 = ψ(−4,−1,2), b

∗
3 = ψ(−1,−1,1), genauer

b∗1

(
x
y
z

)

= −2x+ z, b∗2

(
x
y
z

)

= −4x− y + 2z und b∗3

(
x
y
z

)

= −x− y + z.

IV.6.6. Beispiel (Duale Basis der Standardbasis). Die zur Standardbasis
e1, . . . , en von Kn duale Basis e∗1, . . . , e

∗
n von (Kn)∗ wird durch die (1×n)-Matrizen

et1, . . . , e
t
n repräsentiert, genauer e∗i = ψeti , d.h. e

∗
i : K

n → K ist gerade die Projek-
tion auf die i-te Koordinate, e∗i (x) = xi, x ∈ Kn.

IV.6.7. Lemma. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum, b1, . . . , bn eine Basis
von V , b∗1, . . . , b

∗
n die dazu duale Basis von V ∗ und b∗∗1 , . . . , b

∗∗
n die zu letzterer

duale Basis von V ∗∗. Dann gilt

b∗∗i = ι(bi), 1 ≤ i ≤ n,

wobei ι : V → V ∗∗ die natürliche Abbildung aus Proposition III.4.13 bezeichnet.
In anderen Worten: b∗∗i (α) = α(bi), für alle α ∈ V ∗.
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Beweis. Für 1 ≤ i, j ≤ n gilt nach (IV.16)

ι(bi)(b
∗
j ) = b∗j (bi) = δji = δij = b∗∗i (b∗j ).

Aus der Eindeutigkeitsaussage in Proposition IV.1.2(d) folgt daher ι(bi) = b∗∗i ,
denn diese beiden Funktionale V ∗ → K stimmen auf der Basis b∗1, . . . , b

∗
n von V ∗

überein. �

IV.6.8. Bemerkung. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Basis
b1, . . . , bn. Bezeichnet b

∗
1, . . . , b

∗
n die dazu duale Basis von V ∗, dann existiert genau

eine lineare Abbildung ϕ : V → V ∗ mit ϕ(bi) = b∗i , i = 1, . . . , n, und diese
Abbildung ist ein Isomorphismus. Bezeichnet b∗∗1 , . . . , b

∗∗
n die zu b∗1, . . . , b

∗
n duale

Basis von V ∗∗, dann existiert analog ein Isomorphismus ψ : V ∗ → V ∗∗ mit ψ(b∗i ) =
b∗∗i , i = 1, . . . , n. Obwohl ϕ und ψ beide von der ursprünglichen Basis abhängen,
ist deren Komposition unabhängig von dieser Basis, denn nach Lemma IV.6.7
gilt ψ ◦ ϕ = ι : V → V ∗∗.

IV.6.9. Proposition. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Jede Ba-
sis von V ∗ ist die duale Basis einer Basis von V .

Beweis. Sei also β1, . . . , βn eine Basis von V ∗, wobei n = dim(V ∗). Weiters
bezeichne β∗

1 , . . . , β
∗
n die dazu duale Basis von V ∗∗. Nach Korollar IV.2.15 ist

ι : V → V ∗∗ ein Isomorphismus. Setzen wir bj := ι−1(β∗
j ), 1 ≤ j ≤ n, dann bildet

also b1, . . . , bn eine Basis von V , siehe Proposition IV.1.3. Bezeichnet b∗1, . . . , b
∗
n

die dazu dual Basis von V ∗, dann gilt für alle 1 ≤ i, j ≤ n,

βi(bj) = ι(bj)(βi) = β∗
j (βi) = δji = δij = b∗i (bj),

also stimmen die Funktionale βi und b
∗
i auf einer Basis von V überein. Aus der

Eindeutigkeitsaussage in Proposition IV.1.2(d) folgt daher βi = b∗i . Dies zeigt,
dass β1, . . . , βn die zu b1, . . . , bn duale Basis ist. �

Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum über K und B = (b1, . . . , bn) eine
geordnete Basis von V . Nach Proposition IV.1.2 ist

φB : K
n ∼=−→ V, φB(x) := x1b1 + · · ·+ xnbn,

ein linearer Isomorphismus. Zu jedem v ∈ V existieren daher eindeutig bestimmte
Skalare x1, . . . , xn ∈ K, sodass v = x1b1 + · · ·+ xnbn. Der Vektor

[v]B :=





x1
...
xn



 ∈ Kn

wird als Koordinatenvektor von v bezüglich der Basis B bezeichnet. Nach Kon-
struktion ist V → Kn, v 7→ [v]B, gerade die Umkehrabbildung von φB, für jedes
v ∈ V gilt daher

v = φB([v]B) = ([v]B)1b1 + · · ·+ ([v]B)nbn, (IV.17)
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und auch [φB(x)]B = x für alle x ∈ Kn. Für die Basisvektoren erhalten wir

[bi]B = ei, 1 ≤ i ≤ n.

Aus der Linearität der Umkehrabbildung folgt weiters

[v1 + v2]B = [v1]B + [v2]B und [λv]B = λ[v]B (IV.18)

für alle v, v1, v2 ∈ V und λ ∈ K. Die Komponenten von [v]B können auch mit
Hilfe der zu B dualen Basis B∗ = (b∗1, . . . , b

∗
n) beschrieben werden, für die i-te

Komponente gilt

([v]B)i = b∗i (v), 1 ≤ i ≤ n, (IV.19)

denn b∗i (v) = b∗i
(
x1b1 + · · ·+ xnbn

)
= x1b

∗
i (b1) + · · ·+ xnb

∗
i (bn) = xi = ([v]B)i.

IV.6.10. Bemerkung. Ist etwa B = (b1, . . . , bn) eine Basis von Kn und sollen
die Koordinaten eines Vektors v ∈ Kn bezüglich B bestimmt werden, so muss
das Gleichungssystem

x1b1 + · · ·+ xnbn = v

gelöst werden, die Koordinaten von v bezüglich B sind dann

[v]B =





x1
...
xn



 .

Werden die Koordinaten von vielen verschiedenen Vektoren benötigt, dann ist es
zweckmäßig zunächst die duale Basis B∗ zu bestimmen, wir erhalten die Koordi-
naten eines beliebigen Vektors v dann sofort aus (IV.19),

[v]B =





b∗1(v)
...

b∗n(v)



 = (b1| · · · |bn)−1v,

vgl. Bemerkung IV.6.3.

IV.6.11. Beispiel. Betrachte die Basis B = (b1, b2) von K2, wobei b1 = ( 1
2 )

und b2 = ( 3
7 ). Es sollen die Koordinaten des Vektors v = ( 3

4 ) bezüglich B be-
stimmt werden. In Beispiel IV.6.4 haben wir die zu B duale Basis berechnet,

b∗1 = ψ(7,−3) und b
∗
2 = ψ(−2,1). Mit (IV.19) folgt [v]B =

(
b∗
1
(v)

b∗2(v)

)

= ( 9
−2 ). Die Ent-

wicklung des Vektors v in der Basis B ist daher v = ( 3
5 ) = 9b1−2b2 = 9 ( 1

2 )−2 ( 3
7 ).

IV.6.12. Beispiel. Betrachte die Basis B = (b1, b2, b3) von K3, wobei

b1 =
(

1
2
3

)

, b2 =
( −1

−1
−2

)

und b3 =
(

1
0
2

)

.

Es sollen die Koordinaten des Vektors v =
(

3
2
1

)

∈ K3 bezüglich der Basis B

bestimmt werden. In Beispiel IV.6.5 haben wir die zu B duale Basis bestimmt,
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b∗1 = ψ(−2,0,1), b
∗
2 = ψ(−4,−1,2) und b

∗
3 = ψ(−1,−1,1). Mit (IV.19) folgt

[v]B =

(
b∗1(v)

b∗2(v)

b∗
3
(v)

)

=
( −5

−12
−4

)

die Entwicklung des Vektors v in der Basis B ist daher

v =
(

3
2
1

)

= −5b1 − 12b2 − 4b3 = −5
(

1
2
3

)

− 12
(−1

−1
−2

)

− 4
(

1
0
2

)

.

IV.6.13. Beispiel. Für die Koordinaten eines Vektors x ∈ Kn bezüglich der
Standardbasis E = (e1, . . . , en) von Kn gilt offensichtlich

[x]E = x.

Nach Satz II.4.4 kann jedes lineare Funktional α ∈ (Kn)∗ durch einen Zeilenvektor
a = (a1, . . . , an) ∈M1×n(K) beschrieben werden, α = ψa, d.h. α(x) = ax, x ∈ Kn.
Bezeichnet E∗ die zur Standardbasis duale Basis von (Kn)∗, dann gilt

[α]E∗ = at,

denn α = a1e
∗
1 + · · ·+ ane

∗
n, da ja beide Seiten auf den Basisvektoren ei überein-

stimmen, α(ei) = ψa(ei) = aei = ai = (a1e
∗
1 + · · ·+ ane

∗
n)(ei).

IV.6.14. Beispiel. Betrachte die Basis B = (1, z, z2) des Vektoraums K[z]≤2.
Der Koordinatenvektor eines Polynoms p = p0 + p1z + p2z

2 ∈ K[z]≤2 bezüglich
B ist dann

[p]B = [p0 + p1z + p2z
2]B =

(
p0
p1
p2

)

∈ K3.

Der i-te Vektor der dualen Basis ist jenes lineare Funktional K[z]≤2 → K, das
einem Polynom seinen i-ten Koeffizienten zuordnet.

Sei nun ϕ : V → W eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen
K-Vektorräumen, dim(V ) = n und dim(W ) = m. Weiters seien B = (b1, . . . , bn)
und C = (c1, . . . , cm) geordnete Basen von V und W . Nach Satz II.4.4 ist die
Komposition φ−1

C ◦ ϕ ◦ φB : Kn → Km durch Multiplikation mit einer eindeutig
bestimmen (m × n)-Matrix gegeben. Diese Matrix wird mit [ϕ]CB ∈ Mm×n(K)
bezeichnet und die Matrix der linearen Abbildung ϕ bezüglich der Basen B und
C genannt. Die Definition lässt sich übersichtlich in folgendem kommutativen
Diagramm veranschaulichen:

Kn
φB

∼=
//

[ϕ]CB

��

V

ϕ

��
Km W

φ−1

C

∼=
oo

d.h. (φ−1
C ◦ ϕ ◦ φB)(x) = [ϕ]CB x, x ∈ Kn. (IV.20)

Da [ϕ]CB ej mit der j-ten Spalte von [ϕ]CB übereinstimmt, ist letztere also durch
(φ−1

C ◦ϕ ◦φB)(ej) = φ−1
C (ϕ(φB(ej))) = φ−1

C (ϕ(bj)) = [ϕ(bj)]C gegeben. In anderen
Worten, wir erhalten den j-ten Spaltenvektor von [ϕ]CB aus den Koordinaten
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bezüglich der Basis C des Bildes des j-ten Basisvektors von B, d.h. die Eintra-
gungen in der j-ten Spalten sind gerade die Koordinaten von ϕ(bj) bezüglich C.
Für die Eintragung in der i-ten Zeile der j-ten Spalte erhalten wir aus (IV.19)

([ϕ]CB)ij = ([ϕ(bj)]C)i = c∗i (ϕ(bj)), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, (IV.21)

wobei C∗ = (c∗1, . . . , c
∗
m) die zu C duale Basis von W ∗ bezeichnet.

IV.6.15. Satz (Matrixdarstellung linearer Abbildungen). Seien V , W und
U drei endlich-dimensionale Vektorräume über K. Weiters seien B, C und D
geordnete Basen von V , W und U . Für jede lineare Abbildung ϕ : V → W und
jedes v ∈ V gilt dann

[ϕ(v)]C = [ϕ]CB[v]B, (IV.22)

die Koordinaten des Bildes ϕ(v) können daher durch Multiplikation mit der Ma-
trix [ϕ]CB aus den Koordinaten von v berechnet werden. Die Zuordnung

L(V,W ) ∼= Mm×n(K), ϕ↔ [ϕ]CB, (IV.23)

ist ein linearer Isomorphismus, wobei n = dim(V ) und m = dim(W ). Für belie-
bige ϕ, ϕ1, ϕ2 ∈ L(V,W ) und λ ∈ K gilt daher

[ϕ1 + ϕ2]CB = [ϕ1]CB + [ϕ2]CB und [λϕ]CB = λ[ϕ]CB.

Für jede weitere lineare Abbildung ψ : W → U haben wir

[ψ ◦ ϕ]DB = [ψ]DC [ϕ]CB sowie [idV ]BB = In. (IV.24)

Die lineare Abbildung ϕ ist genau dann invertierbar, wenn die Matrix [ϕ]BC in-
vertierbar ist, in diesem Fall gilt

[ϕ−1]BC = [ϕ]−1
CB. (IV.25)

Für jede lineare Abbildung ϕ : V →W gilt weiters

rank(ϕ) = rank
(
[ϕ]CB

)
. (IV.26)

Bezeichnen B∗ und C∗ die zu B bzw. C dualen Basen von V ∗ und W ∗, dann gilt
für die Matrix der dualen Abbildung ϕt : W ∗ → V ∗

[ϕt]B∗C∗ = [ϕ]tCB. (IV.27)

Beweis. Aus (IV.20) erhalten wir mit x = [v]B sofort

[ϕ]CB[v]B = φ−1
C (ϕ(φB([v]B)) = φ−1

C (ϕ(v)) = [ϕ(v)]C ,

also (IV.22). Beachte, dass

L(V,W ) ∼= L(Kn,Km), ϕ↔ φ−1
C ◦ ϕ ◦ φB,

ein linearer Isomorphismus mit Umkehrabbildung φC ◦ σ ◦ φ−1
B ↔ σ ist, denn

φ−1
C ◦ (ϕ1 + ϕ2) ◦ φB = φ−1

C ◦ ϕ1 ◦ φB + φ−1
C ◦ ϕ2 ◦ φB
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und φ−1
C ◦(λϕ)◦φB = λ(φ−1

C ◦ϕ◦φB) für alle ϕ, ϕ1, ϕ2 ∈ L(V,W ) und λ ∈ K, siehe
Proposition II.3.18. Zusammen mit Satz II.4.4 folgt, dass (IV.23) einen linearen
Isomorphismus bildet. Aus

φ−1
D ◦ (ψ ◦ ϕ) ◦ φB =

(
φ−1
D ◦ ψ ◦ φC

)
◦
(
φ−1
C ◦ ϕ ◦ φ

)
, φ−1

B ◦ idV ◦φB = idKn ,

und Satz II.4.4 erhalten wir nun auch (IV.24). Beachte, dass ϕ genau dann in-
vertierbar ist, wenn φ−1

C ◦ ϕ ◦ φB invertierbar ist, und dass in diesem Fall

φ−1
B ◦ ϕ−1 ◦ φC =

(
φ−1
C ◦ ϕ ◦ φB

)−1

gilt. Zusammen mit Satz II.4.4 sehen wir daher, dass ϕ genau dann invertierbar
ist, wenn [ϕ]CB invertierbar ist, und dass in diesem Fall (IV.25) gilt.

Nach Definition des Rangs einer Matrix gilt rank([ϕ]CB) = rank(φ−1
C ◦ϕ◦φB),

die Gleichung (IV.26) folgt daher aus Proposition IV.2.23.
Seien nun B∗ = (b∗1, . . . , b

∗
n) und C∗ = (c∗1, . . . , c

∗
m) die zu B = (b1, . . . , bn)

bzw. C = (c1, . . . , cm) dualen Basen von V ∗ und W ∗. Mit (IV.21) erhalten wir

(
[ϕt]B∗C∗

)

ij
= b∗∗i (ϕt(c∗j)) = b∗∗i (c∗j ◦ ϕ) = ιV (bi)(c

∗
j ◦ ϕ)

= (c∗j ◦ ϕ)(bi) = c∗j (ϕ(bi)) = ([ϕ]CB)ji = ([ϕ]tCB)ij ,

wobei B∗∗ = (b∗∗1 , . . . , b
∗∗
n ) die zu B∗ duale Basis von V ∗∗ bezeichnet, für die ja

ιV (bi) = b∗∗i gilt, siehe Lemma IV.6.7. Dies zeigt (IV.27). �

IV.6.16. Bemerkung. Bezeichnen B = (e1, . . . , en) und C = (e1, . . . , em) die
Standardbasen vonKn undKm, dann stimmt der Isomorphismus aus Satz IV.6.15,
L(Kn,Km) ∼= Mm×n(K), ϕ ↔ [ϕ]CB, mit dem in Satz II.4.4 besprochenen Iso-
morphismus überein. In diesem Fall gilt nämlich φB = idKn und φC = idKm. Die
Matrix einer linearen Abbildung ϕ : Kn → Km bezüglich der Standardbasen von
Kn und Km stimmt also mit der in Satz II.4.4 besprochenen Matrix überein.

IV.6.17. Bemerkung. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über K,
dim(V ) = n, und B eine geordnete Basis von V . Dann ist die Zuordnung

end(V ) ∼= Mn×n(K), ϕ↔ [ϕ]BB

ein Isomorphismus von K-Algebren, der sich zu einem Gruppenisomorphismus

GL(V ) ∼= GLn(K), ϕ↔ [ϕ]BB

einschränkt. Dies folgt sofort aus Satz IV.6.15.

IV.6.18. Beispiel. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und π : V → V
ein Projektor. Sei b1, . . . , bk eine Basis von img(π) und bk+1, . . . , bn eine Basis von
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ker(π). Da V = img(π)⊕ ker(π) ist B := (b1, . . . , bn) eine Basis von V und

[π]BB =












1 · · · 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

0 · · · 1 0 · · · 0
0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
0 · · · 0 0 · · · 0












, [π′]BB =












0 · · · 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

0 · · · 0 0 · · · 0
0 · · · 0 1 · · · 0
...

...
...

...
0 · · · 0 0 · · · 1












,

wobei π′ = idV −π den komplementären Projektor auf ker(π) längs img(π) be-
zeichnet. Für die Spiegelung σ = π − π′ an img(π) längs ker(π) und die dazu
komplementäre Spiegelung σ′ = −σ = π′ − π an ker(π) längs img(π) haben wir

[σ]BB =












1 · · · 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

0 · · · 1 0 · · · 0
0 · · · 0 −1 · · · 0
...

...
...

...
0 · · · 0 0 · · · −1












, [σ′]BB =












−1 · · · 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

0 · · · −1 0 · · · 0
0 · · · 0 1 · · · 0
...

...
...

...
0 · · · 0 0 · · · 1












.

IV.6.19. Beispiel. Wir betrachten den reellen Vektorraum der glatten Funk-
tionen, C∞(R,R). Die Ableitung definiert eine lineare Abbildung

C∞(R,R)→ (R,R), f 7→ f ′,

denn (f + g)′ = f ′ + g′ und (λf)′ = λf ′, für alle f, g ∈ C∞(R,R) und λ ∈ R.
Nach Beispiel III.2.22 sind die beiden Funktionen sin, cos ∈ C∞(R,R) linear
unabhängig, spannen also einen 2-dimensionalen Teilraum W := 〈sin, cos〉 ⊆
C∞(R,R) auf. Da sin′ = cos und cos′ = − sin, schränkt sich die Ableitung zu
einer linearen Abbildung D : W → W , D(f) := f ′, ein. Für die Matrix von D
bezüglich der geordneten Basis B = (sin, cos) von W erhalten wir

[D]BB =

(
0 −1
1 0

)

.

Mit (IV.24) folgt daraus etwa

[D ◦D]BB = [D]BB[D]BB =

(
0 −1
1 0

)(
0 −1
1 0

)

=

(
−1 0
0 −1

)

,

was genau (D◦D)(sin) = sin′′ = − sin und (D◦D)(cos) = cos′′ = − cos entspricht.

IV.6.20. Beispiel. Betrachte den (n + 1)-dimensionalen Vektorraum V =
R[z]≤n mit geordneter Basis B = (1, z, z2, z3, . . . , zn), siehe Beispiel III.3.10. Die
Ableitung definiert eine lineare Abbildung D : W → W , D(p) := p′, denn es gilt
(p+q)′ = p′+q′ und (λp)′ = λp′, für alle p, q ∈ R[z] und λ ∈ R. DaD(zk) = kzk−1,
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ist die Matrix von D bezüglich der Basis B durch

[D]BB =













0 1 0 0 · · · 0 0
0 0 2 0 · · · 0 0
0 0 0 3 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 · · · n− 1 0
0 0 0 0 · · · 0 n
0 0 0 0 · · · 0 0













∈M(n+1)×(n+1)(R).

gegeben. Sezten wir n = 3 und betrachten die lineare Abbildung

P : R[z]≤3 → R[z]≤3, P (p) := 4p+ 3p′ + 2p′′ = (4 id+3D + 2D2)(p),

dann erhalten wir mit den Rechenreglen aus Satz IV.6.15 sofort

[P ]BB = 4In + 3[D]BB + 2([D]BB)
2

= 4

(
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

)

+ 3

(
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0

)

+ 2

(
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0

)2

=

(
4 3 4 0
0 4 6 12
0 0 4 9
0 0 0 4

)

Da diese Matrix invertierbar ist, gibt es also zu jedem Polynom q ∈ R[z]≤3 genau
ein Polynom p ∈ R[z]≤3 für das 4p + 3p′ + 2p′′ = q gilt. Durch Inversion der
Matrix [P ]BB ließe sich dieses Polynom p auch sofort berechnen.

Seien nun B = (b1, . . . , bn) und B̃ = (b̃1, . . . , b̃n) zwei geordnete Basen von V .
Unter der Matrix zum Basiswechsel von B nach B̃ verstehen wir die Matrix

TB̃B := [idV ]B̃B ∈Mn×n(K).

Nach Definition stimmt der j-te Spaltenvektor von TB̃B mit [bj ]B̃ überein. Für
den Eintrag in der i-ten Zeile der j-ten Spalte gilt daher

(TB̃B)ij = ([bj ]B̃)i = b̃∗i (bj), 1 ≤ i, j ≤ n,

wobei B̃∗ = (b̃∗1, . . . , b̃
∗
n) die zu B̃ duale Basis bezeichnet.

IV.6.21. Korollar (Basiswechsel). Seien V und W zwei endlich-dimensio-
nale Vektorräume über K. Weiters seien B und B̃ zwei geordnete Basen von V
und C und C̃ zwei geordnete Basen von W . Die Basiswechselmatrizen sind stets
invertierbar mit Inverser

T−1

B̃B
= TBB̃ (IV.28)

Für jedes v ∈ V gilt

[v]B̃ = TB̃B[v]B, (IV.29)

wir erhalten also die Koordinaten von v bezüglich der Basis B̃ durch Multiplika-
tion mit der Matrix TB̃B aus den Koordinaten bezüglich B. Für jede Abbildung
ϕ : V → W gilt

[ϕ]C̃B̃ = TC̃C [ϕ]CBTBB̃ . (IV.30)
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Für die Basiswechselmatrix der dualen Basen gilt

TB∗B̃∗ = T t
B̃B
. (IV.31)

Beweis. Da die identische Abbildung idV offensichtlich invertierbar ist, muss
auch TB̃B = [idV ]B̃B invertierbar sein und mit (IV.25) erhalten wir

T−1

B̃B
= [idV ]

−1

B̃B
= [id−1

V ]BB̃ = [idV ]BB̃ = TBB̃,

also (IV.28). Gleichung (IV.29) folgt aus (IV.22), denn

[v]B̃ = [idV (v)]B̃ = [idV ]B̃B[v]B = TB̃B[v]B.

Aus (IV.24) folgt

[ϕ]C̃B̃ = [idW ◦ϕ ◦ idV ]B̃C̃ = [idW ]C̃C [ϕ]CB[idV ]BB̃ = TC̃C [ϕ]CBTBB̃ ,

also (IV.30). Schließlich erhalten wir aus (IV.27) auch

TB∗B̃∗ = [idV ∗ ]B∗B̃∗ = [id∗
V ]B∗B̃∗ = [idV ]

t
B̃B
,

womit auch (IV.31) gezeigt wäre. �

IV.6.22. Bemerkung. Sei B = (b1, . . . , bn) eine Basis von Kn und bezeichne
E = (e1, . . . , en) die Standardbasis von Kn. Dann gilt offenbar

TEB = (b1| · · · |bn),
und mit Korollar IV.6.21 erhalten wir erneut, vgl. Bemerkung IV.6.10,

[x]B = TBE [x]E = T−1
EBx = (b1| · · · |bn)−1x

für jedes x ∈ Kn, denn [x]E = x. Für die duale Basis gilt [b∗i ]B∗ = ei, also

([b∗j ]E∗)t =
(
TE∗B∗ [b∗j ]B∗

)t
=
(
T tBEei

)t
= etiTBE = eti(b1| · · · |bn)−1,

d.h. die Matrix die dem linearen Funktional b∗i : K
n → K entspricht, b∗i = ψai , ai ∈

M1×n(K), ist gerade die i-te Zeile von (b1| · · · |bn)−1. Auch dies haben wir weiter
oben schon festgehalten, vgl. Bemerkung IV.6.3. Ist A ∈Mm×n(K) und ϕ : Kn →
Km, ϕ(x) = Ax, dann gilt offenbar [ϕ]EE = A, vgl. Bemerkung IV.6.16. Ist
C = (c1, . . . , cn) eine weitere Basis von Kn so erhalten wir mittels Korollar IV.6.21

[ϕ]CB = T−1
EC [ϕ]EETEB = (c1| · · · |cn)−1A(b1| · · · |bn).

IV.6.23. Beispiel. Betrachte die beiden geordneten Basen

B =
((

1
2
0

)

,
( −1

−1
2

)

,
(

1
3
3

))

und E =
((

1
0
0

)

,
(

0
1
0

)

,
(

0
0
1

))

von R3. Offensichtlich gilt dann

TEB =





1 −1 1
2 −1 3
0 2 3
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Nach (IV.28) folgt

TBE =





1 −1 1
2 −1 3
0 2 3





−1

=





−9 5 −2
−6 3 −1
4 −2 1



 .

Dies erlaubt es nun die Koordinaten eines Vektors in R3 bzüglich der Basis B zu

bestimmen. Betrachten wir etwa x =
(

2
9
13

)

∈ R3, dann gilt [x]E =
(

2
9
13

)

also

[x]B = TBE [x]E =





−9 5 −2
−6 3 −1
4 −2 1









2
9
13



 =





1
2
3



 ,

d.h.
(

2
9
13

)

= 1
(

1
2
0

)

+ 2
( −1

−1
2

)

+ 3
(

1
3
3

)

. Betrachte wir die lineare Abbildung

ϕ : R3 → R3, ϕ





x1
x2
x3



 :=





−7x1 + 4x2 − 2x3
13x2 − 6x3
12x2 − 5x1



 ,

dann gilt offenbar

[ϕ]EE =





−7 4 −2
0 13 −6
0 12 −5



 .

Mit (IV.30) können wir nun auch die Matrix von ϕ bezüglich B berechnen,

[ϕ]BB = TBE [ϕ]EETEB

=





−9 5 −2
−6 3 −1
4 −2 1









−7 4 −2
0 13 −6
0 12 −5









1 −1 1
2 −1 3
0 2 3



 =





1 0 0
0 1 0
0 0 −1





Wir verstehen dadurch die Abbildung ϕ besser, es handelt sich um eine Spiegelung

am Teilraum
〈(

1
2
0

)

,
( −1

−1
2

)〉

längs des Teilraums
〈(

1
3
3

)〉

.

IV.6.24. Beispiel. Wir wollen eine lineare Abbildung σ : R2 → R2 bestim-
men, die die Punkte auf der Geraden 〈( 1

2 )〉 unverändern lässt und auf Punkten
der Gerade 〈( 3

5 )〉 durch Multiplikation mit −1 wirkt. Beachte, dass die beiden
Vektoren ( 1

2 ) und ( 3
5 ) eine Basis von R2 bilden. Nach Proposition III.3.2 gibt es

also eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung σ : R2 → R2 für die σ ( 1
2 ) = ( 1

2 )
und σ ( 3

5 ) = − ( 3
5 ) gilt. Für ihre Matrix bezüglich der Basis B = (( 1

2 ) , (
3
5 )) gilt

offenbar [σ]BB = ( 1 0
0 −1 ). Bezeichnet E = (( 1

0 ) , (
0
1 )) die Standardbasis dann gilt

TEB = ( 1 3
2 5 ) und daher TBE = T−1

EB =
(−5 3

2 −1

)
, siehe (IV.25). Mit (IV.24) folgt

[σ]EE = TEB[σ]BBTBE =

(
1 3
2 5

)(
1 0
0 −1

)(
−5 3
2 −1

)

=

(
−11 6
−20 11

)

die gesuchte Abbildung ist daher durch σ ( x1x2 ) :=
( −11x1+6x2
−20x1+11x2

)
gegeben.
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IV.6.25. Beispiel. Betrachte die beiden geordneten Basen

B = (1, z, z2, z3) und B̃ =
(
1, z + 1, (z + 1)2, (z + 1)3

)

des Vektorraums K[z]≤3. Dann gilt

TBB̃ =







1 1 1 1
0 1 2 3
0 0 1 3
0 0 0 1







und TB̃B = T−1

BB̃
=







1 −1 1 −1
0 1 −2 3
0 0 1 −3
0 0 0 1







Ist etwa p = 3 + z − 7z2 + 9z3, dann folgt

[p]B =







3
1
−7
9






, also [p]B̃ = TB̃B[p]B =







1 −1 1 −1
0 1 −2 3
0 0 1 −3
0 0 0 1













3
1
−7
9







=







−14
42
−34
9






.

Die letzte Gleichung bedeutet gerade p = −14+42(z+1)−34(z+1)2+9(z+1)3.

Wir beenden diesen Abschnitt mit folgender Anwendung:

IV.6.26. Satz. Sei K ein Körper, x0, . . . , xn ∈ K paarweise verschieden und
y0, . . . , yn ∈ K beliebig. Dann existiert ein eindeutiges Polynom p ∈ K[z]≤n,
sodass p(xi) = yi für alle i = 0, . . . , n. Insbesondere besitzt jedes nicht-triviale
Polynom n-ten Grades, 0 6= p ∈ K[z]≤n, höchstens n verschiedene Nullstellen in
K. Darüber hinaus ist die sogenannte Vandermonde-Matrix,









1 x0 x20 x30 · · · xn0
1 x1 x21 x31 · · · xn1
1 x2 x22 x32 · · · xn2
...

...
...

...
...

1 xn x2n x3n · · · xnn









∈M(n+1)×(n+1)(K),

invertierbar.

Beweis. Für das Polynom

p :=

n∑

i=0

yi(z − x0)(z − x1) · · · (z − xi−1)(z − xi+1) · · · (z − xn)
(xi − x0)(xi − x1) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn)

∈ K[z]≤n

gilt offensichtlich p(xi) = yi, i = 0, . . . , n. Die lineare Abbildung

φ : K[z]≤n → Kn+1, φ(p) :=







p(x0)
p(x1)
...

p(xn)






,

ist also surjektiv. Nach Korollar IV.2.11 ist φ daher ein Isomorphismus, denn
dim(K[z]≤n) = n+ 1 = dim(Kn+1). Die Injektivität von φ bedeutet aber gerade,
dass das Polynom p durch seine Werte p(x0), . . . , p(xn) eindeutig bestimmt ist.
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Bezeichnet E = (e0, . . . , en) die Standardbasis vonKn+1 undB = (1, z, z2, . . . , zn)
die Basis der Monome in K[z]≤n, dann gilt offenbar

[φ]EB =









1 x0 x20 x30 · · · xn0
1 x1 x21 x31 · · · xn1
1 x2 x22 x32 · · · xn2
...

...
...

...
...

1 xn x2n x3n · · · xnn









∈M(n+1)×(n+1)(K).

Da φ invertierbar ist, muss also auch die Vandermonde-Matrix invertierbar sein,
siehe Satz IV.6.15. �

Aus dem vorangehenden Satz erhalten wir sofort:

IV.6.27. Korollar. Ist K ein Körper mit unendlich vielen Elementen, dann
ist die Abbildung K[z] → F (K,K), die einem Polynom p die Polynomfunktion
x 7→ p(x), x ∈ K, zuordnet injektiv. In diesem Fall ist ein Polynom also völlig
durch die entsprechende Polynomfunktion bestimmt.

IV.6.28. Bemerkung. Für endliche Körper K bleibt das vorangehende Re-
sultat nicht richtig. In diesem Fall ist nämlich F (K,K) endlich-dimensional, aber
dim(K[z]) =∞, es kann daher keine injektive Abbildung K[z]→ F (K,K) geben.

Die Tatsache, dass ein nicht-triviales Polynom n-ten Grades, 0 6= p ∈ K[z]≤n,
höchstens n verschiedene Nullstellen haben kann lässt sich auch auf andere Art
beweisen. Ist nämlich x0 ∈ K Nullstelle von p, dann liefert Polynomdivision ein
nicht-triviales Polynom 0 6= q ∈ K[z]≤n−1, sodass p = (z − x0)q. Ist x1 ∈ K eine
weitere Nullstelle von p und x0 6= x1, dann muss x1 eine Nullstelle von q sein und
wir können einen weiteren Linearfaktor abspalten. Da der Grad des Polynoms q
strikt kleiner als der Grad von p ist, folgt daraus, dass p höchstens n verschiedene
Nullstellen haben kann.





V. Determinanten

Wir werden in diesem Kapitel jeder quadratischen Matrix A ∈Mn×n(K) ihre
Determinante, det(A) ∈ K, zuordnen. Die Determinante ist multiplikativ, es gilt

det(AB) = det(A) det(B),

für je zwei (n × n)-Matrizen A und B. Auch ist eine Matrix A genau dann
invertierbar, wenn det(A) 6= 0 gilt. Es ist keineswegs offensichtlich, dass eine
Abbildung mit diesen Eigenschaft überhaupt existiert.

In Abschnitt V.1 werden wir eine (rekursive) Konstruktion der Determinante
besprechen, ihre wichtigsten Eigenschaften herleiten, und auch einen effektiven
Algorithmus zur Berechnung kennen lernen. Dort werden wir auch die geome-
trische Bedeutung reeller Determinante klären, sie stimmt mit dem orientierten
Volumen des von den Spalten der Matrix aufgespannten Parallelepipeds übe-
rein. Aus diesem Grund tritt die Determinante in der Transformationsformel für
Mehrfachintegrale auf.

Mit Hilfe von Determinanten kann die Inverse einer invertierbaren Matrix
A explizit angegeben werden, und die Cramer’sche Regel liefert eine explizite
Lösungsformel für das lineare Gleichungssystem Ax = y, siehe Abschnitt V.2.

In Abschnitt V.3 werden wir eine nach Leibniz benannte explizite Formel
für die Determinante einer Matrix angeben, und so eine weitere, unabhängige
Konstruktion der Determinantenfunktion kennen lernen. Diese Formel besteht
aus sehr vielen Termen und ist daher bei der Berechnung großer Determinanten
nicht hilfreich. Für (3× 3)-Matrizen liefert sie die Regel von Sarrus:

det





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33



 = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

− a11a23a32 − a12a21a33 − a13a22a31.

In Abschnitt V.4 werden wir den Begriff der Determinante auf lineare Abbil-
dung ϕ : V → V ausdehnen, wobei V einen endlich-dimensionalen Vektorraum
bezeichnet. Im letzten Abschnitt V.5 werden wir mit Hilfe von Determinanten
den Begriff der Orientierungen eines endlich-dimensionalen reellen Vektorraums
präzise fassen und kurz auf die wichtigsten Eigenschaften eingehen.

Vieles in diesem Kapitel findet sich etwa [3].

V.1. Determinantenfunktionen. Eine Funktion

δ : Mn×n(K)→ K, A 7→ δ(A),

wird linear in der k-ten Spalte genannt, falls für alle ai ∈ Kn die Abbildung

Kn → K, x 7→ δ
(
a1| · · · |ak−1|x|ak+1| · · · |an

)

119
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linear ist, d.h. wenn für alle ai, x, y ∈ Kn und λ ∈ K gilt:

δ(· · · |ak−1|x+ y|ak+1| · · · ) = δ(· · · |ak−1|x|ak+1| · · · ) + δ(· · · |ak−1|y|ak+1| · · · )
δ(· · · |ak−1|λx|ak+1| · · · ) = λδ(· · · |ak−1|x|ak+1| · · · )

Gilt dies für jedes k = 1, . . . , n, dann wird δ multlinear genannt, wir sagen auch
δ(A) ist linear in jeder Spalte von A. Offensichtlich bilden die multlinearen Abbil-
dungen Mn×n(K) → K einen Teilraum des Vektorraums aller K-wertigen Funk-
tion auf Mn×n(K), siehe Aufgabe 1.

V.1.1. Lemma. Sei K ein Körper, n ∈ N und δ : Mn×n(K)→ K eine Funktion,
die folgende beiden Eigenschaften hat:

(a) δ ist multilinear, d.h. δ(A) ist linear in jeder Spalte von A.
(b) Sind zwei benachbarte Spalten von A gleich, so gilt δ(A) = 0.

Dann besitzt δ auch folgende Eigenschaften:

(c) Bei Vertauschung zweier Spalten von A wechselt δ(A) das Vorzeichen.
(d) Sind zwei beliebige Spalten von A gleich, so gilt δ(A) = 0.
(e) Addieren wir ein Vielfaches einer Spalte von A zu einer anderen Spalte, dann

bleibt δ(A) unverändert.
(f) Ist rank(A) < n, dann gilt δ(A) = 0.
(g) Für jedes j ∈ {1, . . . , n} und jede Matrix A gilt

δ(A) =

n∑

i=1

δ
(
A(ij)

)
.

Dabei bezeichnet A(ij) jene (n× n)-Matrix, die wir aus A erhalten wenn wir
jeden Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte, außer Aij, durch 0 ersetzen.4

(h) Bezeichnet δ′ : Mn×n(K)→ K eine weitere Funktion, die die beide die Eigen-
schaften (a) und (b) hat, und ist δ(In) = δ′(In), dann gilt schon δ(A) = δ′(A),
für alle A.

(i) Es gilt δ(BA)δ(In) = δ(B)δ(A), für je zwei Matrizen A und B.
(j) Für jedes i ∈ {1, . . . , n} und jede Matrix A gilt

δ(A) =

n∑

j=1

δ
(
A(ij)

)
.

4D.h. A(ij) =















0

A
... A
0

0 · · · 0 Aij 0 · · · 0
0

A
... A
0















, wobei Aij den Eintrag von A in der i-ten

Zeile und j-ten Spalte bezeichnet. Die mit A symbolisierten Blöcke stehen jeweils für den
entsprechenden Teil von A, diese bleiben unverändert.
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(k) δ(A) ist linear in jeder Zeile von A.
(l) δ(At) = δ(A), für jede Matrix A.

(m) Sind zwei beliebige Zeilen von A gleich, so gilt δ(A) = 0.
(n) Bei Vertauschung zweier Zeilen von A wechselt δ(A) das Vorzeichen.
(o) Addieren wir ein Vielfaches einer Zeile von A zu einer anderen Zeile, dann

bleibt δ(A) unverändert.

Beweis. Wir beobachten zunächst, dass δ(A) bei Vertauschung zweier be-
nachbarter Spalten das Vorzeichen wechselt, d.h. es gilt

δ(· · · |x|y| · · · ) = −δ(· · · |y|x| · · · ),
denn aus (a) und (b) folgt sofort:

0 = δ(· · · |x+ y|x+ y| · · · )
= δ(· · · |x|x| · · · ) + δ(· · · |x|y| · · · ) + δ(· · · |y|x| · · · ) + δ(· · · |y|y| · · · )
= δ(· · · |x|y| · · · ) + δ(· · · |y|x| · · · ).

Sind nun 1 ≤ i < j ≤ n, dann folgt durch sukzessives Vertauschen von Spalten:

δ(· · ·
Sp. i bis j
︷ ︸︸ ︷

|x| · · · |y| · · · ) = (−1)j−i−1δ(· · · |x|y| · · · )
= −(−1)j−i−1δ(· · · |y|x| · · · ) = −δ(· · · |y| · · · |x|

︸ ︷︷ ︸

Sp. i bis j

· · · )

Dies zeigt (c). Zusammen mit (b) erhalten wir daraus auch (d), denn

δ(· · · |x| · · · |x| · · · ) = ±δ(· · · |x|x| · · · ) = 0.

Unter Verwendung von (a) folgt weiters

δ(· · · |x| · · · |y + λx| · · · ) = δ(· · · |x| · · · |y| · · · ) + λδ(· · · |x| · · · |x| · · · )
= δ(· · · |x| · · · |y| · · · ),

für jedes λ ∈ K. Somit ist auch (e) gezeigt.
Ad (f): Gilt rank(A) < n, dann sind die Spalten von A = (a1| · · · |an) linear

abhängig, wenigstens eine lässt sich daher als Linearkombination der anderen
schreiben. Durch Vertauschen zweier geeigneter Spalten dürfen wir o.B.d.A. a1 =∑n

i=2 λiai annehmen, siehe (c). Mit (a) und (d) folgt dann

δ(A) = δ
( n∑

i=2

λiai

∣
∣
∣ a2

∣
∣
∣ a3

∣
∣
∣ · · ·

∣
∣
∣ an

)

=
n∑

i=2

λi δ(ai|a2|a3| · · · |an) = 0.

Ad (g): Für die j-te Spalte von A gilt aj =
∑n

i=1Aijei, wobei Aij den Eintrag
in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von A bezeichnet. Mit (a) und (e) folgt

δ(A) =
n∑

i=1

δ
(
a1| · · · |aj−1|Aijei|aj+1| · · · |an

)
=

n∑

i=1

δ
(
A(ij)

)
,
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denn es gilt

δ
(
a1| · · · |aj−1|Aijei|aj+1| · · · |an

)
= δ
(
A(ij)

)
. (V.1)

Für Aij = 0 ist die Gleichung (V.1) offensichtlich, denn in diesem Fall haben
beide Matrizen eine verschwindende j-te Spalte, nach (a) verschwinden daher
beide Seiten in (V.1). Ist Aij 6= 0, dann können wir durch Addition geeigneter
Vielfacher der j-ten Spalte von

(
a1| · · · |aj−1|Aijei|aj+1| · · · |an

)
zu den anderen

Spalten diese Matrix zu A(ij) umformen, und dabei bleibt δ unverändert, vgl. (e).
Ad (h): Beachte zunächst, dass auch die Funktion

δ′′ : Mn×n(K)→ K, δ′′(A) := δ(A)− δ′(A),
die beiden Eigenschaften (a) und (b) besitzt. Wie wir oben gezeigt haben, hat sie
daher auch Eigenschaft (c) und (d). Nach Voraussetzung gilt weiters δ′′(In) = 0.
Sei nun A eine (n × n)-Matrix und bezeichne Aij den Eintrag in der i-ten Zeile
und j-ten Spalte. Aus (a) folgt

δ′′(A) = δ′′
( n∑

i1=1

Ai1,1ei1

∣
∣
∣ · · ·

∣
∣
∣

n∑

in=1

Ain,nein

)

=

n∑

i1=1

· · ·
n∑

in=1

Ai1,1 · · ·Ain,n δ′′(ei1 | · · · |ein),

es genügt daher δ′′(ei1 | · · · |ein) = 0 zu zeigen, für alle i1, . . . , in ∈ {1, . . . , n}. Nach
(d) genügt es dies für paarweise verschiedene i1, . . . , in zu verifizieren. In diesem
Fall folgt durch sukzessives Vertauschen mittels (c)

δ′′(ei1 | . . . |ein) = ±δ′′(e1| . . . |en) = ±δ′′(In) = 0.

Dies zeigt δ′′(A) = 0, für jedes A, und daher δ(A) = δ′(A).
Ad (i): Sei B fix. Beachte, dass die Funktionen

δ′ : Mn×n(K)→ K, δ′(A) := δ(BA)δ(In)

und

δ′′ : Mn×n(K)→ K, δ′′(A) := δ(B)δ(A)

beide die Eigenschaften (a) und (b) haben. Bezeichnen nämlich A = (a1| · · · |an)
die Spalten von A dann gilt BA = (Ba1| · · · |Ban), also hängt die k-te Spalte
von BA linear von der k-ten Spalte von A ab, und, falls die k-te Spalte von B
mit der l-ten Spalte übereinstimmt, dann bleibt dies auch für BA richtig. Da
offensichtlich auch δ′(In) = δ′′(In) gilt, erhalten wir aus (h) nun δ′(A) = δ′′(A),
d.h. δ(BA)δ(In) = δ(B)δ(A).

Ad (j): Beachte, dass die k-te Spalte von A(ij) linear von der k-ten Spalte von
A abhängt. Daher stellt auch

δ′ : Mn×n(K)→ K, δ′(A) :=

n∑

j=1

δ
(
A(ij)

)
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eine Funktion dar, die linear in den Spalten von A ist. Stimmen die Spalten mit
Nummern k und l von A überein, 1 ≤ k < l ≤ n, dann folgt

δ′(A) = δ
(
A(ik)

)
+ δ
(
A(il)

)
= 0,

denn für j 6= k, l hat auch A(ij) zwei gleiche Spalten, also δ
(
A(ij)

)
= 0 nach (d),

und die Matrix A(il) entsteht aus A(ik) durch Vertauschen der Spalten k und l, also

δ
(
A(ik)

)
= −δ

(
A(il)

)
wegen (c). Schließlich gilt auch δ′(In) = δ(In), denn (In)(ii) =

In und für j 6= i ist δ
(
(In)(ij)

)
= 0, da die j-te Spalte von (In)(ij) verschwindet.

Aus (h) erhalten wir daher δ(A) = δ′(A), d.h. δ(A) =
∑n

j=1 δ
(
A(ij)

)
.

Ad (k): Beachte zunächst, dass die i-te Spalte von A(ij) linear von der i-ten

Zeile von A abhängt. Folglich ist δ
(
A(ij)

)
linear in der i-ten Zeile von A. Nach (j)

ist daher auch δ(A) linear in der i-ten Zeile von A. Da i beliebig war, folgt die
Behauptung.

Ad (l): Nach (k) ist die Funktion

δ′ : Mn×n(K)→ K, δ′(A) := δ(At),

linear in jeder Spalte. Ist rank(A) < n, dann auch rank(At) < n, also δ′(A) =
δ(At) = 0 nach (f). Insbesondere verschwindet δ′(A), falls zwei Spalten von A
übereinstimmen. Mit (h) folgt somit δ′(A) = δ(A), denn offensichtlich gilt auch
δ′(In) = δ(In).

Die verbleibenden Behauptungen (m), (n) und (o) folgen sofort aus (c), (d)
und (e) mittels (m). �

V.1.2. Bemerkung. Nach Lemma V.1.1 sind für eine multilineare Abbildung
δ : Mn×n(K)→ K folgende Aussagen äquivalent:

(a) Stimmen zwei benachbarte Spalten von A überein, so gilt δ(A) = 0.
(b) Stimmen zwei Spalten von A überein, so gilt δ(A) = 0.
(c) Sind die Spalten von A linear abhängig, so gilt δ(A) = 0.

Eine multilineare Abbildung δ : Mn×n(K) → K, die diese Eigenschaften besitzt
wird alternierende multilineare Abbildung genannt. Offensichtlich bilden die alter-
nierenden multilinearen Abbildungen einen Teilraum des Vektorraums aller multi-
linearen AbbildungenMn×n(K)→ K, vgl. Aufgabe 1. In Satz V.1.3 unten werden
wir eine alternierende multilineare Abbildung det : Mn×n(K) → K konstruieren,
für die det(In) = 1 gilt. Nach Lemma V.1.1(h) ist daher jede alternierende mul-
tilineare Abbildung δ : Mn×n(K) → K von der Form δ(A) = δ(In) det(A). Der
Vektorraum der alternierenden multilinearen Abbildungen Mn×n(K) → K hat
daher Dimension 1 und det bildet eine Basis. Gilt 2 6= 0 ∈ K, dann sind die
Eigenschaften (a) bis (c) oben auch zu folgender Bedingung äquivalent:

(d) Bei Vertauschung zweier Spalten von A wechselt δ(A) das Vorzeichen.

Für allgemeine Körper bleibt dies jedoch nicht richtig, siehe Aufgabe 2.

V.1.3. Satz. Sei K ein Körper und n ∈ N. Dann existiert eine eindeutige
Funktion det : Mn×n(K)→ K, die folgende drei Eigenschaften besitzt:
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(a) det ist multilinear, d.h. det(A) ist linear in jeder Spalte von A.
(b) Sind zwei benachbarte Spalten von A gleich, dann gilt det(A) = 0.
(c) det(In) = 1, wobei In die Einheitsmatrix bezeichnet.

Diese Funktion hat darüber hinaus folgende Eigenschaften:

(d) Bei Vertauschung zweier Spalten von A wechselt det(A) das Vorzeichen.
(e) Addieren wir ein Vielfaches einer Spalte von A zu einer anderen Spalte, so

bleibt det(A) unverändert.
(f) det(A) ist linear in jeder Zeile von A.
(g) Bei Vertauschung zweier Zeilen von A wechselt det(A) das Vorzeichen.
(h) Addieren wir ein Vielfaches einer Zeile von A zu einer anderen Zeile, so bleibt

det(A) unverändert.
(i) Für je zwei Matrizen A und B gilt

det(AB) = det(A) det(B).

(j) A ist genau dann invertierbar, wenn det(A) 6= 0. In diesem Fall gilt

det(A−1) = det(A)−1.

(k) Für jede Matrix A ist
det(At) = det(A).

(l) Für jedes i ∈ {1, . . . , n} und jede Matrix A gilt

det(A) =

n∑

j=1

(−1)i+jAij det
(
Â(ij)

)
.

Diese Formel wird Entwicklung nach der i-ten Zeile genannt. Dabei bezeichnet
Aij den Eintrag der Matrix A in der i-ten Zeile und j-ten Spalte, und Â(ij)

bezeichnet jene (n − 1) × (n − 1)-Matrix, die wir durch Streichen der i-ten
Zeile und j-ten Spalte aus A gewinnen.

(m) Für jedes j ∈ {1, . . . , n} und jede Matrix A gilt

det(A) =

n∑

i=1

(−1)i+jAij det
(
Â(ij)

)
.

Diese Formel wird Entwicklung nach der j-ten Spalte genannt.
(n) Für Dreiecksmatrizen haben wir

det







a11 a12 · · · a1n
0 a22 · · · a2n
...

. . .
. . .

...
0 · · · 0 ann







= a11a22 · · · ann = det








a11 0 · · · 0

a21 a22
. . .

...
...

...
. . . 0

an1 an2 · · · ann








Beweis. Wir zeigen zunächst mittels Induktion nach n, dass tatsächlich eine
Funktion det : Mn×n(K) → K) mit den Eigenschaften (a), (b) und (c) existiert.
Der Fall n = 1 ist trivial, die Abbildung det : M1×1(K) → K, det(a) := a, hat
offensichtlich alle gewünschten Eigenschaften. Für den Induktionsschritt sei nun
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det : M(n−1)×(n−1)(K)→ K eine Abbildung, sodass (a), (b) und (c) gelten. Weiters
fixieren wir ein i ∈ {1, . . . , n}. Für A ∈Mn×n(K) definieren wir nun

det(A) :=
n∑

j=1

(−1)i+jAij det
(
Â(ij)

)
. (V.2)

Dabei bezeichnet Aij den Eintrag der Matrix A in der i-ten Zeile und j-ten Spalte,

und Â(ij) bezeichnet jene (n − 1) × (n − 1)-Matrix, die wir durch Streichen der
i-ten Zeile und j-ten Spalte aus A erhalten. Jedenfalls ist dadurch eine Abbildung
det : Mn×n(K) → K definiert. Wir verifizieren nun, dass diese die Eigenschaften
(a), (b) und (c) hat.

Ad (a): Seien j, k ∈ {1, . . . , n}. Es genügt zu zeigen, dass Aij det
(
Â(ij)

)
linear

in der k-ten Spalte von A ist, vgl. (V.2). Wir unterscheiden zwei Fälle. Für k = j

hängt det
(
Â(ij)

)
nicht von der k-ten Spalte ab, denn diese wurde ja gestrichen,

und Aij ist offensichtlich linear in der k-ten Spalte. Ist j 6= k, so ist Aij unbhängig

von der k-ten Spalte und nach Induktionsvoraussetzung hängt det
(
Â(ij)

)
linear

von der k-ten Spalte von A ab. In beiden Fällen folgt, dass Aij det
(
Â(ij)

)
linear

in der k-ten Spalte von A ist.
Ad (b): Sei A ∈ Mn×n(K) eine Matrix deren k-te Spalte mit der (k + 1)-ten

Spalte übereinstimmt, 1 ≤ k < n. Ist nun j 6= k und j 6= k + 1, dann hat auch
Â(ij) zwei gleiche benachbarte Spalten, nach Induktionsvoraussetzung gilt daher

det(Â(ij)) = 0 für diese j. In der Summe (V.2) bleiben daher nur zwei Terme
übrig,

det(A) = (−1)i+kAik det
(
Â(ik)

)
+ (−1)i+k+1Ai,k+1 det

(
Â(i,k+1)

)
.

Weiters ist Â(ik) = Â(i,k+1), die beiden Terme auf der rechten Seite stimmen also
bis auf ihr Vorzeichen überein, und es folgt det(A) = 0.

Ad (c): Der einzige nicht verschwindende Eintrag der i-ten Zeile der Einheits-

matrix In ist (In)ii = 1. Weiters gilt (În)(ii) = In−1 und nach Induktionsvoraus-

setzung daher det
(
(În)(ii)

)
= det(In−1) = 1. Aus (V.2) erhalten wir daher

det(In) =

n∑

j=1

(−1)i+j(In)ij det
(
(În)(ij)

)
= (−1)i+i(In)ii det

(
(În)(ii)

)
= 1.

Damit ist der Induktionsschritt gezeigt, also existiert für jedes n ∈ N eine
Funktion det : Mn×n(K)→ K, die die Eigenschaften (a), (b) und (c) besitzt. Die
Eindeutigkeit dieser Funktion folgt aus Lemma V.1.1(h). Aus (V.2) erhalten wir
auch sofort (l).

Die Behauptungen (d), (e), (f), (g), (h), (i) und (k) folgen sofort aus den
entsprechenden Aussagen in Lemma V.1.1.

Ad (j): Ist A invertierbar, so erhalten wir mit (c) und (i)

1 = det(In) = det(AA−1) = det(A) det(A−1).
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Es folgt det(A) 6= 0 und det(A−1) = det(A)−1. Ist A nicht invertierbar, dann gilt
rank(A) < n und daher det(A) = 0 nach Lemma V.1.1(f).

Ad (m): Dies folgt aus Lemma V.1.1(g), denn mit (l) erhalten wir det
(
A(ij)

)
=

(−1)i+jAij det
(
Â(ij)

)
. Alternativ lässt sich (m) auch aus (l) mittels (k) herleiten.

Ad (n): Durch Entwicklung nach der ersten Zeile, siehe (l), erhalten wir

det








a11 0 · · · 0

a21 a22
. . .

...
...

...
. . . 0

an1 an2 · · · ann








= a11 det








a22 0 · · · 0

a32 a33
. . .

...
...

...
. . . 0

an2 an3 · · · ann







.

Mittels Induktion nach n folgt die zweite Gleichung in (n). Die erste lässt sich
analog beweisen oder mit Hilfe von (k) aus der eben bewiesenen ableiten. �

V.1.4. Definition (Determinante einer Matrix). Die Abbildung

det : Mn×n(K)→ K, A 7→ det(A),

aus Satz V.1.3 wird die Determinantenfunktion genannt, und det(A) als Deter-
minante der Matrix A bezeichnet. Eine andere gängige Notation ist:

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣

:= det





a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann





V.1.5. Beispiel. Für 2 × 2-Matrizen erhalten wir durch Entwicklung nach
der ersten Zeile, siehe Satz V.1.3(l),

det

(
a11 a12
a21 a22

)

= a11a22 − a12a21.

V.1.6. Beispiel (Regel von Sarrus). Für 3× 3-Matrizen gilt:

det





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33



 = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

− a11a23a32 − a12a21a33 − a13a22a31
Auch dies folgt durch Entwicklung nach der ersten Zeile, siehe Satz V.1.3(l),
zusammen mit der eben hergeleiteten Formel für die Determinante einer 2 × 2-
Matrix:

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= a11

∣
∣
∣
∣

a22 a23
a32 a33

∣
∣
∣
∣
− a12

∣
∣
∣
∣

a21 a23
a31 a33

∣
∣
∣
∣
+ a13

∣
∣
∣
∣

a21 a22
a31 a32

∣
∣
∣
∣
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V.1.7. Bemerkung. Analog lassen sich rekursiv Formeln für größere Matri-
zen herleiten, etwa gilt:

det







a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44







= a11

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a22 a23 a24
a32 a33 a34
a42 a43 a44

∣
∣
∣
∣
∣
∣

− a12

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a21 a23 a24
a31 a33 a34
a41 a43 a44

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ a13

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a21 a22 a24
a31 a32 a34
a41 a42 a44

∣
∣
∣
∣
∣
∣

− a14

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a21 a22 a23
a31 a32 a33
a41 a42 a43

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= a11a22a33a44 + a11a23a34a42 + a11a24a32a43

− a11a22a34a43 − a11a23a32a44 − a11a24a33a42
± 18 weitere aḧnliche Terme.

Die Anzahl der Terme wächst rapide, für eine (n×n)-Matrix sind es n! Summan-
den. In Abschnitt V.3 werden wir einen geschlossenen Ausdruck dafür angeben,
siehe Satz V.3.6. Diese Formeln sind für die Berechnung der Determinanten nur
von begrenzter Nützlichkeit.

V.1.8. Bemerkung (Volumen und Determinanten). Der orientierte Flächen-
inhalt des von zwei Vektoren a1, a2 ∈ R2 aufgespannten Parallelogramms ist
det(a1|a2). Um dies einzusehen, bezeichne δ(a1|a2) den orientierten Flächeninhalt
dieses Parallelogramms. Offensichtlich gilt δ(I2) = 1, denn das Einheitsquadrat
hat Fläche 1. Auch gilt δ(a|a) = 0, denn in diesem Fall degeneriert das Paralle-
logramm zu einer Linie ohne Flächeninhalt. Eine einfache elementargeometrische
Überlegung zeigt, dass δ(a1|a2) linear in beiden Spalten ist. Nach Satz V.1.3
muss daher δ(a1|a2) = det(a1|a2) gelten, die Determinante det(a1|a2) berechnet
also den orientierten Flächeninhalt des von a1 und a2 aufgespannten Parallelo-
gramms. Völlig analog lässt sich zeigen, dass das orientierte Volumen des von
drei Vektoren b1, b2, b3 ∈ R3 aufgespannten Parallelepipeds durch det(b1|b2|b3)
gegeben ist.

V.1.9. Bemerkung. Mit Satz V.1.3(j) erhalten wir folgende Beschreibung
der allgemeinen linearen Gruppe durch eine (nicht lineare) Ungleichung:

GLn(K) =
{
A ∈Mn×n(K) : det(A) 6= 0

}
.

Die Determinante schränkt sich zu einem surjektiven Gruppenhomomorphismus,

det : GLn(K)→ K \ {0},
ein, wobei K \ {0} mit der Multiplikation des Körpers als (abelsche) Gruppe
aufgefasst wird. Der Kern dieses Homomorphismus,

SLn(K) :=
{
A ∈Mn×n(K) : det(A) = 1

}
,

bildet daher eine Untergruppe von GLn(K), sie wird die spezielle lineare Gruppe
genannt und ist durch eine (nicht lineare) Gleichung beschrieben.
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Soll die Determinante einer Matrix berechnet werden ist es zweckmäßig diese
durch Zeilen und oder Spaltenumformungen auf Dreiecksgestalt zu bringen und
dann die Formel aus Satz V.1.3(n) zu verwenden.

V.1.10. Beispiel. Wir wollen die Determinante der Matrix

A =







1 5 8 10
−1 −5 1 6
2 12 22 29
3 17 30 43







bestimmen. Mit den Rechenregeln in Satz V.1.3 folgt
∣
∣
∣
∣

1 5 8 10
−1 −5 1 6
2 12 22 29
3 17 30 43

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

1 5 8 10
0 0 9 16
0 2 6 9
0 2 6 13

∣
∣
∣
∣
= −

∣
∣
∣
∣

1 5 8 10
0 2 6 9
0 0 9 16
0 2 6 13

∣
∣
∣
∣
= −

∣
∣
∣
∣

1 5 8 10
0 2 6 9
0 0 9 16
0 0 0 4

∣
∣
∣
∣
= −1 · 2 · 9 · 4 = −72,

d.h. det(A) = −72. Beachte, dass diese Vorgehensweise wesentlich effektiver ist,
als Einsetzen in die Formel aus Bemerkung V.1.7.

V.1.11. Beispiel. Wir wollen die Determinante der Matrix

A =









1 7 1 2 1
1 9 3 5 3
−1 −5 4 7 4
−2 −14 1 6 5
1 5 −4 −3 5









bestimmen. Wie zuvor folgt mit Satz V.1.3

∣
∣
∣
∣
∣

1 7 1 2 1
1 9 3 5 3
−1 −5 4 7 4
−2 −14 1 6 5
1 5 −4 −3 5

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

1 7 1 2 1
0 2 2 3 2
0 2 5 9 5
0 0 3 10 7
0 −2 −5 −5 4

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

1 7 1 2 1
0 2 2 3 2
0 0 3 6 3
0 0 3 10 7
0 0 −3 −2 6

∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣

1 7 1 2 1
0 2 2 3 2
0 0 3 6 3
0 0 0 4 4
0 0 0 4 9

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

1 7 1 2 1
0 2 2 3 2
0 0 3 6 3
0 0 0 4 4
0 0 0 0 5

∣
∣
∣
∣
∣
= 1 · 2 · 3 · 4 · 5 = 120,

also det(A) = 120.

V.1.12. Beispiel. Wir wollen die Determinante der komplexen Matrix

A =





i 7 + i 3− 2i
2i 15 + 3i 8− i

1 2− 6i 1− i





bestimmen. Mit Satz V.1.3 erhalten wir
∣
∣
∣

i 7+i 3−2i
2i 15+3i 8−i

1 2−6i 1−i

∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
i 7+i 3−2i
0 1+i 2+3i
0 1+i 3+2i

∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
i 7+i 3−2i
0 1+i 2+3i
0 0 1−i

∣
∣
∣ = i(1 + i)(1− i) = 2i,

d.h. det(A) = 2i. Insbesondere sehen wir, dass A invertierbar ist.
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V.1.13. Beispiel. Liegt eine Matrix vor, die eine Zeile oder Spalte mit vielen
Nullern hat, so kann es für die Bestimmung der Determinante hilfreich sein nach
dieser Spalte bzw. Zeile zu entwickeln. Durch Entwicklung nach der dritten Zeile
erhalten wir etwa:

det





1 7 1 17 2 1
1 9 3 19 5 3
0 0 0 7 0 0
−1 −5 4 23 7 4
−2 −14 1 29 6 5
1 5 −4 31 −3 5



 = (−1)3+4 · 7 · det
(

1 7 1 2 1
1 9 3 5 3
−1 −5 4 7 4
−2 −14 1 6 5
1 5 −4 −3 5

)

= −7 · 120 = 840.

wobei wir im vorletzten Gleicheitszeichen die Berechnung aus Beispiel V.1.11
verwendet haben.

V.1.14. Satz (Vandermonde-Determinante). Für x0, x1, . . . , xn ∈ K gilt

det









1 x0 x20 x30 · · · xn0
1 x1 x21 x31 · · · xn1
1 x2 x22 x32 · · · xn2
...

...
...

...
...

1 xn x2n x3n · · · xnn









=
∏

0≤i<j≤n
(xj − xi)

Beweis. Wir führen den Beweis durch Induktion nach n. Die Fälle n = 0 und
n = 1 sind trivial. Nun zum Induktionsschritt von n−1 nach n: Subtrahieren wir
die vorletzte Spalte x0 Mal von der letzten Spalte, und dann x0 Mal die drittletzte
Spalte von der vorletzten, etc. erhlaten wir:

det








1 x0 x20 x30 ··· xn0
1 x1 x21 x31 ··· xn1
1 x2 x2

2
x3
2
··· xn

2

...
...

...
...

...
1 xn x2n x3n ··· xnn








= det







1 0 0 0 ··· 0
1 x1−x0 (x1−x0)x1 (x1−x0)x21 ··· (x1−x0)xn−1

1

1 x2−x0 (x2−x0)x2 (x2−x0)x22 ··· (x2−x0)xn−1
2

...
...

...
...

...
1 xn−x0 (xn−x0)xn (xn−x0)x2n ··· (xn−x0)xn−1

n







= det






x1−x0 (x1−x0)x1 (x1−x0)x21 ··· (x1−x0)xn−1
1

x2−x0 (x2−x0)x2 (x2−x0)x22 ··· (x2−x0)xn−1
2

...
...

...
...

xn−x0 (xn−x0)xn (xn−x0)x2n ··· (xn−x0)xn−1
n






=
∏

0=i<j≤n
(xj − xi) det






1 x1 x2
1
··· xn−1

1

1 x2 x22 ··· xn−1
2

...
...

...
...

1 xn x2n ··· xn−1
n






=
∏

0=i<j≤n
(xj − xi)

∏

1≤i<j≤n
(xj − xi) =

∏

0≤i<j≤n
(xj − xi)

wobei wir im vorletzten Gleichheitszeichen die Induktionsvoraussetzung verwen-
det haben. �

V.1.15. Bemerkung. Aus dem vorangehenden Satz erhalten wir erneut, dass
die Vandermonde-Matrix für paarweise verschiedene x0, x1, . . . , xn invertierbar
ist, vgl. Satz IV.6.26.
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V.2. Determinanten und Gleichungssysteme. Mit Hilfe von Determi-
nanten lassen sich die Lösungen eines eindeutig lösbaren Gleichungssystems ex-
plizit angeben:

V.2.1. Satz (Cramer’sche Regel). Sei K ein Körper, n ∈ N, A ∈ Mn×n(K)
eine invertierbare Matrix und y ∈ Kn. Dann besitzt das Gleichungssystem

Ax = y

eine eindeutige Lösung x ∈ Kn und für die i-te Komponente von x gilt

xi =
1

det(A)
det
(
a1| · · · |ai−1|y|ai+1| · · · |an

)
,

wobei A = (a1| · · · |an) die Spalten von A bezeichnen, 1 ≤ i ≤ n.

Beweis. Da A invertierbar ist, existiert ein eindeutiges x ∈ Kn mit Ax = y.
Sei nun i ∈ {1, . . . , n} fix und betrachte die (n× n)-Matrix

X =
(
e1| · · · |ei−1|x|ei+1| · · · |en

)
.

Dann gilt

AX =
(
Ae1| · · · |Aei−1|Ax|Aei+1| · · · |Aen

)
=
(
a1| · · · |ai−1|y|ai+1| · · · |an

)

und nach Satz V.1.3(i) daher

det(A) det(X) = det(AX) = det
(
a1| · · · |ai−1|y|ai+1| · · · |an

)
.

Mit den Rechenregeln in Satz V.1.3 folgt det(X) = xi und damit der Satz. �

V.2.2. Beispiel. Wir wollen das Gleichungssystem




1 2 5
−2 3 −1
3 1 1









x1
x2
x3



 =





8
5
9





mit Hilfe der Cramer’schen Regel lösen. Dazu berechnen wir folgende Determi-
nanten, vgl. Beispiel V.1.6:

det(A) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 5
−2 3 −1
3 1 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 3− 6− 10− 45 + 1 + 4 = −53

det(y|a2|a3) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

8 2 5
5 3 −1
9 1 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 24− 18 + 25− 135 + 8− 10 = −106

det(a1|y|a3) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 8 5
−2 5 −1
3 9 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 5− 24− 90− 75 + 9 + 16 = −159

det(a1|a2|y) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 8
−2 3 5
3 1 9

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 27 + 30− 16− 72− 5 + 36 = 0
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Nach Satz V.2.1 gilt daher

x =
1

−53





−106
−159
0



 =





2
3
0



 . (V.3)

Zum Vergleich wollen wir das selbe Gleichungssystem nochmals mit Hilfe des in
Abschnitt IV.4 beschriebenen Algorithmus lösen:




1 2 5 8
−2 3 −1 5
3 1 1 9



 





1 2 5 8
0 7 9 21
0 −5 −14 −15



 





1 2 5 8
0 1 9/7 3
0 −5 −14 −15





 





1 2 5 8
0 1 9/7 3
0 0 −63/7 0



 





1 2 5 8
0 1 9/7 3
0 0 1 0





 





1 2 0 8
0 1 0 3
0 0 1 0



 





1 0 0 2
0 1 0 3
0 0 1 0





Wir erhalten so die selbe Lösung (V.3).

Mit Hilfe von Determinanten können wir auch eine explizite Formel für die
Inverse einer Matrix angeben:

V.2.3. Satz. Sei K ein Körper, n ∈ N, A ∈ Mn×n(K) und bezeichne Ã die

Matrix mit Einträgen Ãji := (−1)i+j det(Â(ij)), d.h.

Ã =








+det
(
Â(11)

)
− det

(
Â(12)

)
+det

(
Â(13)

)
· · ·

− det
(
Â(21)

)
+det

(
Â(22)

)
− det

(
Â(23)

)
· · ·

+det
(
Â(31)

)
− det

(
Â(32)

)
+det

(
Â(33)

)
· · ·

...
...

...
. . .








t

wobei Â(ij) jene (n−1)×(n−1)-Matrix bezeichnet, die wir aus A durch Streichen
der i-ten Zeile und j-ten Spalte erhalten. Dann gilt

AÃ = det(A)In.

Ist A invertierbar, so erhalten wir folgende explizite Formel für die Inverse:

A−1 =
1

det(A)
Ã.

Beweis. Entwickeln nach der i-ten Zeile, siehe Satz V.1.3(l), liefert

det(A) =

n∑

j=1

(−1)i+jAij det
(
Â(ij)

)
=

n∑

j=1

AijÃji = (AÃ)ii.

Die Matrizen AÃ und det(A)In stimmen daher längs der Diagonale überein. Sei
nun k 6= i und bezeichne A′ die Matrix die wir erhalten, wenn wir die i-te Zeile
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von A durch die k-te Zeile von A ersetzen. Dann hat A′ zwei gleiche Zeilen, es gilt
daher det(A′) = 0. Nach Konstruktion gilt weiters A′

ij = Akj. Schließlich haben

wir Â′
(ij) = Â(ij), denn A′ und A unterscheiden sich nur in der i-ten Zeile, und

diese wird ja gestrichen. Entwickeln nach der i-ten Zeile liefert somit:

0 = det(A′) =

n∑

j=1

(−1)i+jA′
ij det

(
Â′

(ij)

)

=
n∑

j=1

(−1)i+jAkj det
(
Â(ij)

)
=

n∑

j=1

AkjÃji = (AÃ)ki.

Die Matrizen AÃ und det(A)In stimmen daher auch außerhalb der Diagonale
überein. Dies zeigt AÃ = det(A)In. Im invertierbaren Fall ist die Inverse also

durch A−1 = det(A)−1Ã gegeben. �

V.2.4. Bemerkung. Für die Inverse einer invertierbaren (2 × 2)-Matrix er-
halten wir aus Satz V.2.3 erneut, siehe Beispiel II.4.8, die Formel

(
a b
c d

)−1

=
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)

.

V.2.5. Bemerkung. Für die Inverse einer invertierbaren (3 × 3)-Matrix er-
halten wir aus Satz V.2.3 die Formel:





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33





−1

=
1

det(A)






+ | a22 a23a32 a33 | − | a21 a23a31 a33 | + | a21 a22a31 a32 |
− | a12 a13a32 a33 | + | a11 a13a31 a33 | − | a11 a12a31 a32 |
+ | a12 a13a22 a23 | − | a11 a13a21 a23 | + | a11 a12a21 a22 |






t

Damit erhalten wir etwa:





1 2 3
2 3 2
0 2 1





−1

=
1

7






+ | 3 2
2 1 | − | 2 2

0 1 | + | 2 3
0 2 |

− | 2 3
2 1 | + | 1 3

0 1 | − | 1 2
0 2 |

+ | 2 3
3 2 | − | 1 3

2 2 | + | 1 2
2 3 |






t

=
1

7





−1 −2 4
4 1 −2
−5 4 −1





t

=
1

7





−1 4 −5
−2 1 4
4 −2 −1





V.3. Permutationen und Leibniz’sche Formel. Es bezeichne Sn die
Menge aller Permutationen der Menge {1, . . . , n}, d.h. die Menge aller bijek-
tiven Abbildungen σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}. Bezüglich der Komposition von
Abbildungen bildet Sn eine Gruppe, die aus n! Elementen besteht. Unter einer
Transposition verstehen wir eine Permutation die zwei Elemente vertauscht und
alle anderen fix lässt. Es bezeichne τij ∈ Sn jene Transposition die die beiden
Zahlen i und j vertauscht und alle anderen fix lässt, i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j.
Beachte, dass für jede Transposition τ ∈ Sn die Relation τ ◦ τ = 1 gilt.
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Wir beginnen mit folgendem einfachen Hilfsatz, den wir eigenlich schon im
Beweis von Lemma V.1.1(h) verwendet haben:

V.3.1. Lemma. Jede Permutation σ ∈ Sn lässt sich als Produkt von Trans-
positionen schreiben. Dabei genügt es Transpositionen zu verwenden, die jeweils
nur benachbarte Zahlen vertauschen.

Beweis. Wir führen den Beweis durch Induktion nach n. Die Fälle n = 1
und n = 2 sind trivial. Für den Induktionsschritt sei nun σ ∈ Sn und i := σ(n).
Nach Konstruktion lässt die Permutation

σ̃ := τn−1,n ◦ τn−2,n−1 ◦ · · · ◦ τi+1,i+2 ◦ τi,i+1 ◦ σ (V.4)

die Zahl n fix, d.h. σ̃(n) = n. Sie kann daher als Permutation von {1, . . . , n− 1}
aufgefasst werden. Nach Induktionsvoraussetzung lässt sich σ̃ in der Form σ̃ =
τ̃1 ◦ · · · ◦ τ̃N schreiben, wobei jedes τ̃j eine Transposition bezeichnet, die zwei
benachbarte Zahlen vertauscht. Mit (V.4) erhalten wir die gesuchte Darstellung,

σ = τi,i+1 ◦ · · · ◦ τn−1,n ◦ σ̃ = τi,i+1 ◦ · · · ◦ τn−1,n ◦ τ̃1 ◦ · · · ◦ τ̃N .
Damit ist der Induktionsschritt gezeigt und das Lemma bewiesen. �

V.3.2. Lemma. Die Abbildung

sgn : Sn → {1,−1}, sgn(σ) = (−1)♯{(i,j) | i < j und σ(i) > σ(j)},

ist ein Gruppenhomomorphismus, der jede Transposition auf −1 abbildet. Dabei
fassen wir {1,−1} bezüglich Multiplikation als (abelsche) Gruppe auf. Jeder wei-
tere Gruppenhomomorphismus Sn → {1,−1} mit dieser Eigenschaft muss mit
sgn übereinstimmen.

Beweis. Sei σ ∈ Sn und τ = τk,k+1, wobei 1 ≤ k < n. Dann gilt

♯
{
(i, j)

∣
∣ i < j, (σ ◦ τ)(i) > (σ ◦ τ)(j)

}
= ♯
{
(i, j)

∣
∣ i < j, σ(i) > σ(j)

}
± 1

je nachdem, ob σ(k) > σ(k + 1) oder σ(k) < σ(k + 1). Jedenfalls folgt

sgn(σ ◦ τ) = − sgn(σ). (V.5)

Sei nun σ′ ∈ Sn. Nach Lemma V.3.1 lässt sich σ′ in der Form σ′ = τ ′N ◦ · · · ◦ τ ′1
schreiben, wobei jedes τ ′i eine Transposition bezeichnet, die zwei benachbarte
Zahlen vertauscht. Induktiv erhalten wir aus (V.5)

sgn
(
σ ◦ σ′) = sgn

(
σ ◦ τ ′N ◦ · · · ◦ τ ′1

)

= − sgn
(
σ ◦ τ ′N ◦ · · · ◦ τ ′2

)
= · · · = (−1)N sgn(σ)

und analog

sgn
(
σ′) = sgn

(
τ ′N ◦ · · · ◦ τ ′1

)

= − sgn
(
τ ′N ◦ · · · ◦ τ ′2

)
= · · · = (−1)N sgn(id) = (−1)N ,
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denn sgn(id) = 1, da ja ♯
{
(i, j)

∣
∣ i < j, id(i) > id(j)

}
= 0. Dies zeigt

sgn(σ ◦ σ′) = sgn(σ) sgn(σ′),

für beliebige σ, σ′ ∈ Sn, also ist sgn : Sn → {1,−1} ein Homomorphismus. Sei
nun τ = τk,l eine beliebige Transposition, k 6= l. Dann existiert σ ∈ Sn, sodass
σ(1) = k und σ(2) = l. Es folgt τ = σ ◦ τ12 ◦ σ−1, und daher

sgn(τ) = sgn(σ) sgn(τ12) sgn(σ
−1) = sgn(σ) sgn(τ12) sgn(σ)

−1 = sgn(τ12) = −1.
Die Eindeutigkeitsaussage folgt sofort aus Lemma V.3.1. �

V.3.3. Bemerkung. Der Kern des Homomorphismus sgn : Sn → {1,−1},
An := {σ ∈ Sn : sgn(σ) = 1},

bildet eine Untergruppe von Sn, sie wird die alternierende Gruppe genannt.

V.3.4. Bemerkung. Nach Lemma V.3.1 lässt sich jede Permutation σ ∈ Sn

als Produkt von Transpositionen schreiben, σ = τN ◦ · · · ◦ τ1. Diese Darstellung
ist allerdings nicht eindeutig, etwa haben wir auch σ = τ12 ◦ τ12 ◦ τN ◦ · · · ◦ τ1.
Nach Lemma V.3.2 gilt jedoch sgn(σ) = (−1)N , d.h. die Parität der Anzahl der
Faktoren ist unabhängig von der Darstellung. Für sgn(σ) = 1 muss N gerade sein,
d.h. jede Darstellung von σ als Produkt von Transpositionen hat eine gerade
Anzahl von Faktoren. Solche Permutationen werden als gerade Permutationen
bezeichnet. Ist sgn(σ) = −1, dann muss N ungerade sein, d.h. jede Darstellung
von σ als Produkt von Transpositionen hat eine ungerade Anzahl von Faktoren.
Solche Permutationen werden ungerade Permutationen genannt.

V.3.5. Beispiel. Die Permutation σ ∈ S3, σ(1) = 2, σ(2) = 3, σ(3) = 1,
lässt sich in der Form σ = τ12 ◦ τ23 schreiben, es gilt daher sgn(σ) = 1.

V.3.6. Satz (Leibniz’sche Formel). Sei K ein Körper und n ∈ N. Dann gilt
für jede Matrix A ∈ Mn×n(K)

det(A) =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)A1,σ(1)A2,σ(2) · · ·An,σ(n).

Beweis. Wir bezeichnen die rechte Seite der Formel mit

δ : Mn×n(K)→ K, δ(A) :=
∑

σ∈Sn

sgn(σ)A1,σ(1)A2,σ(2) · · ·An,σ(n). (V.6)

Offensichtlich ist δ(A) linear in jeder Spalte von A. Dies gilt sogar für jeden Aus-
druck der Form A1,σ(1)A2,σ(2) · · ·An,σ(n), denn er enthält aus jeder Spalte von A
genau einen Faktor. Stimmen die Spalten k und l von A überein, k 6= l, und be-
zeichnet τ = τkl die Transposistion, die k mit l vertauscht, dann gilt Ai,j = Ai,τ(j)
und daher auch Ai,σ(i) = Ai,(τ◦σ)(i), für alle i, j ∈ {1, . . . , n}. Die beiden Summan-
den in (V.6), die den Permutationen σ und τ ◦ σ entsprechen, unterscheiden sich
also nur durch ihr Vorzeichen, sgn(τ ◦ σ) = − sgn(σ), und kürzen einander. Dies
zeigt, dass δ(A) = 0 gilt, wenn zwei Spalten von A übereinstimmen. Schließlich
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gilt auch δ(In) = 1, denn für A = In liefert nur σ = id einen nicht-trivialen Bei-
trag in der Summe (V.6), nämlich 1. Aus der Eindeutigkeitsaussage in Satz V.1.3
folgt daher det(A) = δ(A). �

V.3.7.Bemerkung. Der Beweis von Satz V.3.6 liefert eine neue Konstruktion
der Determinantenfunktion, die unabhängig von der im Beweis des Satzes V.1.3
besprochenen ist.

V.3.8. Beispiel. Für (3× 3)-Matrizen erhalten wir:

σ σ(1) σ(2) σ(3) sgn(σ) Term in Leibniz’ Formel

id 1 2 3 1 a11a22a33
τ12 2 1 3 −1 −a12a21a33
τ13 3 2 1 −1 −a13a22a31
τ23 1 3 2 −1 −a11a23a32

τ12 ◦ τ23 2 3 1 1 a12a23a31
τ23 ◦ τ12 3 1 2 1 a13a21a32

Nach Satz V.3.6 gilt daher

det





a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33



 = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

− a11a23a32 − a12a21a33 − a13a22a31.
Wir erhalten also erneut die Regel von Sarrus, vgl. Bemerkung V.1.6.

V.4. Determinanten von Endomorphismen. Sei V ein endlich-dimen-
sionaler K-Vektorraum und ϕ : V → V linear. Sind B und B̃ zwei geordnete
Basen von V , dann gilt [ϕ]B̃B̃ = T [ϕ]BBT

−1, wobei T = TB̃B ∈ GLn(K) und
n = dim(V ), siehe Korollar IV.6.21. Mit Satz V.1.3 folgt

det
(
[ϕ]B̃B̃

)
= det

(
T [ϕ]B̃B̃T

−1
)
= det(T ) det

(
[ϕ]BB

)
det(T )−1 = det

(
[ϕ]BB

)
,

d.h. die Determinanten der Matrixdarstellung von ϕ ist unabhängig von der Basis.
Dies erlaubt es eine Determinante für Endomorphismen ϕ : V → V zu definieren:

V.4.1.Definition (Determinante eines Endomorphismus). Sei V ein endlich-
dimensionaler K-Vektorraum und ϕ : V → V linear. Unter der Determinante von
ϕ verstehen wir die Zahl

det(ϕ) := det
(
[ϕ]BB

)
,

wobei B eine geordnete Basis von V bezeichnet. Nach den Ausführungen oben
hängt dies nicht von der Wahl der Basis B ab, und ist daher wohldefiniert.

V.4.2. Korollar. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und

det : end(V )→ K.
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die eben definierte Abbildung, siehe Definititon V.4.1. Dann gilt

det(ψ ◦ ϕ) = det(ψ) det(ϕ) und det(idV ) = 1,

für alle ϕ, ψ ∈ end(V ). Weiters ist ϕ ∈ end(V ) genau dann invertierbar, wenn
det(ϕ) 6= 0, und in diesem Fall gilt

det(ϕ−1) = det(ϕ)−1.

Die Determinante schränkt sich daher zu einem surjektiven Gruppenhomomor-
phismus

det : GL(V )→ K \ {0}
ein, deren Kern, SL(V ) := {ϕ ∈ end(V ) : det(ϕ) = 1}, eine Untergruppe von
GL(V ) bildet. Schließlich haben wir

det(ϕt) = det(ϕ),

für jedes ϕ ∈ end(V ), wobei ϕt ∈ end(V ∗) die zu ϕ duale Abbildung bezeichnet.

Beweis. Es sei B eine geordnete Basis von V . Nach Korollar IV.6.21 gilt
[ψ ◦ ϕ]BB = [ψ]BB[ϕ]BB und mit Satz V.1.3(i) daher

det(ψ ◦ ϕ) = det
(
[ψ ◦ ϕ]BB

)
= det

(
[ψ]BB[ϕ]BB

)

= det
(
[ψ]BB

)
det
(
[ϕ]BB

)
= det(ψ) det(ϕ).

Da [idV ]BB = In, erhalten wir analog det(idV ) = det
(
[idV ]BB

)
= det(In) = 1.

Nach Korollar IV.6.21 ist ϕ genau dann invertierbar, wenn [ϕ]BB eine invertier-
bare Matrix ist. Nach Satz V.1.3(j) ist dies genau dann der Fall, wenn det(ϕ) =
det
(
[ϕ]BB

)
6= 0 gilt. Im invertierbaren Fall folgt

1 = det(idV ) = det(ϕ−1 ◦ ϕ) = det(ϕ−1) det(ϕ),

also det(ϕ−1) = det(ϕ)−1. Nach Korollar IV.6.21 gilt [ϕt]B∗B∗ = [ϕ]tBB , also

det(ϕt) = det
(
[ϕt]B∗B∗

)
= det

(
[ϕ]tBB

)
= det

(
[ϕ]BB

)
= det(ϕ),

wobei wir beim vorletzten Gleichheitszeichen Satz V.1.3(k) verwendet haben. �

V.4.3. Beispiel. Bezeichne V = R[z]≤3 den Vektorraum der reellen Polynome
vom Grad kleiner gleich 3 und betrachte die lineare Abbildung ϕ : V → V , ϕ(p) :=
p′ − p. Wir wollen die Determinante von ϕ bestimmen. Dazu wählen wir eine
geordnete Basis B von V , etwa p0 = 1, p1 = z, p2 = z2, p3 = z3. Dann folgt

[ϕ]BB =







−1 1 0 0
0 −1 2 0
0 0 −1 3
0 0 0 −1







also det(ϕ) = det
(
[ϕ]BB

)
= (−1)4 = 1.
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V.5. Orientierung reeller Vektorräume. Die Euklidische Ebene R2 be-
sitzt zwei Orientierungen: im Uhrzeigersinn oder gegen den Uhrzeigersinn. Auch
auf R3 gibt es zwei Orientierungen: Korkenzieher für Links- bzw. Rechtshänder.
Wir wollen diesen eher vagen Begriff der Orientierung nun präzisieren und auf be-
liebige Dimensionen ausweiten. Für den Rest dieses Abschnitts sei V ein endlich-
dimensionaler reeller Vektorraum und n := dim(V ) ≥ 1.

Wir definieren auf der Menge der geordneten Basen von V eine Relation:

B ∼ B′ :⇔ det(TB′B) > 0.

Dabei sind B und B′ zwei geordnete Basen von von V und TB′B bezeichnet die
Matrix zum Basiswechsel von B nach B′, siehe Abschnitt IV.6.

V.5.1. Lemma. Dies ist eine Äquivalenzrelation.

Beweis. Die Relation ist reflexsiv, denn wegen det(TBB) = det(In) = 1 > 0
gilt B ∼ B. Die Relation ist symmetrisch, denn aus B ∼ B′ folgt det(TB′B) > 0,
also auch det(TBB′) = det(T−1

B′B) = det(TB′B)
−1 > 0 und damit B′ ∼ B. Gilt

B ∼ B′ und B′ ∼ B′′, d.h. det(TB′B) > 0 und det(TB′′B′) > 0, dann folgt
det(TB′′B) = det(TB′′B′TB′B) = det(TB′′B′) det(TB′B) > 0, also B ∼ B′′. Dies
zeigt, dass die Relation auch transitiv ist. �

Wir bezeichnen die Menge der Äquivalenzklassen dieser Relation mit O(V ).
Die Elemente von O(V ) werden Orientierungen von V genannt. Ist B eine geord-
nete Basis von V , dann bezeichne oB ∈ O(V ), die von B repräsentierte Orientie-
rung (Äquivalenzklasse). Zwei geordnete Basen B und B′ werden gleich-orientiert
genannt, wenn sie dieselbe Orientierung repräsentieren, d.h. wenn oB = oB′ gilt.
Nach Definition ist dies genau dann der Fall, wenn det(TB′B) > 0 gilt.

V.5.2. Lemma. Die Menge O(V ) besteht aus genau zwei Elementen, d.h. V
besitzt genau zwei Orientierungen. Ist B = (b1, . . . , bn) eine geordnete Basis von
V und oB ∈ O(V ) die von ihr repräsentierte Orientierung, dann repräsentiert
die Basis B̃ = (−b1, b2, . . . , bn) die andere Orientierung, d.h. oB 6= oB̃.

Beweis. Die beiden Basen B und B̃ sind nicht gleich-orientiert, denn

det(TB̃B) = det

(
−1

In−1

)

= −1 < 0.

In anderen Worten oB 6= oB̃. Die Menge O(V ) besitzt daher wenigstens zwei
verschiedene Elemente. Sei nun B′ eine weitere geordnete Basis von V und oB′ 6=
oB, d.h. det(TB′B) ≤ 0. Da TB′B invertierbar ist, folgt det(TB′B) < 0 und daher
det(TB′B̃) = det(TB′BTBB̃) = det(TB′B) det(TBB̃) > 0, also oB′ = oB̃. Dies zeigt,
dass V genau zwei Orientierungen besitzt, nämlich oB und oB̃. �

Ist o ∈ O(V ) eine Orientierung von V , dann bezeichne −o die andere Orien-
tierung von V . Mit der Notation aus Lemma V.5.2 gilt daher −oB = oB̃.
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Unter einem orientierten Vektorraum verstehen wir einen Vektorraum zusam-
men mit einer Orientierung, d.h. ein Paar (V, o), wobei V ein endlich-dimensio-
naler reeller Vektorraum ist und o ∈ O(V ). In dieser Situation werden die Basen
in o als positiv orientierte Basen bezeichnet, die Basen in −o werden negativ
orientierte Basen genannt.

V.5.3. Beispiel. Unter der Standardorientierung von Rn verstehen wir die
von der Standardbasis E = (e1, . . . , en) repräsentierte Orientierung oE. Bezüglich
der Standardorientierung von R3 ist die Basis

b1 =





1
2
0



 , b2 =





2
−1
1



 , b3 =





3
2
−7





positiv orientiert, denn

det
(
TEB

)
= det





1 2 3
2 −1 2
0 1 1



 = 31 > 0,

wobei E = (e1, e2, e3) die Standardbasis von R3 bezeichnet.

V.5.4. Lemma. Ist ϕ : V →W ein linearer Isomorphismus zwischen endlich-
dimensionalen reellen Vektorräumen, und sind B ∼ B′ zwei gleichorientierte
Basen von V , dann sind auch ϕ(B) und ϕ(B′) gleichorientierte Basen von W .
Wir erhalten daher eine induzierte Bijketion

ϕ : O(V )→ O(W ), ϕ(oB) := oϕ(B).

Dabei bezeichnet ϕ(B) die Basis ϕ(b1), . . . , ϕ(bn) von W , falls B = (b1, . . . , bn).

Beweis. Seien also B und B′ gleichorientiert, d.h. det(TB′B) > 0. Offensicht-
lich gilt [ϕ]ϕ(B)B = In = [ϕ]ϕ(B′)B′ . Somit ist

Tϕ(B′)ϕ(B) = [idW ]ϕ(B′)ϕ(B)

= [ϕ ◦ idV ◦ϕ−1]ϕ(B′)ϕ(B)

= [ϕ]ϕ(B′)B′ [idV ]B′B[ϕ
−1]Bϕ(B)

= [ϕ]ϕ(B′)B′ [idV ]B′B[ϕ]
−1
ϕ(B)B

= InTB′BIn = TB′B

also det(Tϕ(B′)ϕ(B)) = det(TB′B) > 0, d.h. die Basen ϕ(B) und ϕ(B′) sind gleich-
orientiert. �

Für einen linearen Isomorphismus ϕ : V → V tritt genau einer der folgenden
beiden Fälle ein:

(a) det(ϕ) > 0: In diesem Fall gilt ϕ(o) = o für alle o ∈ O(V ), und ϕ wird
orientierungsbewahrend genannt.
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(b) det(ϕ) < 0: In diesem Fall gilt ϕ(o) = −o für alle o ∈ O(V ) und ϕ wird
orientierungumkehrend genannt.

Dies folgt aus der Gleichung [ϕ]BB = TBϕ(B), wobei B eine Basis von V bezeichnet.

V.5.5. Beispiel. Die Rotationen ρ : R2 → R2,

ρ

(
x
y

)

=

(
cosα − sinα
sinα cosα

)(
x
y

)

ist für jedes α ∈ R orientierungsbewahrend, denn

∣
∣
∣
∣

cosα − sinα
sinα cosα

∣
∣
∣
∣
= 1 > 0.

V.5.6. Beispiel. SeienW undW ′ zwei komplementäre Teilräume von V , d.h.
V = W ⊕W ′. Bezeichnet σ : V → V die Spiegelung an W längs W ′, dann gilt
det(σ) = (−1)dim(W ′), siehe Aufgabe 24. Diese Spiegelung ist also orientierungser-
haltend fallsW ′ gerade Dimension hat, und sie ist orientierungsumkehrend, wenn
W ′ ungerade Dimension hat. Insbesondere ist jede Spiegelung an einer Hyperebe-
ne orientierungsumkehrend. Auch folgt daraus, dass die Spiegelung am Ursprung,
− idV : V → V , genau dann orientierungsbewahrend ist, wenn V gerade Dimen-
sion hat, anderenfalls ist sie orientierungsumkehrend.

V.5.7. Bemerkung. Die Menge der Orientierungsbewahrenden Isomorphis-
men bildet eine Untergruppe von GL(V ), siehe Aufgabe 26.

Sei I ⊆ R ein Intervall. Unter einer Kurve in V verstehen wir eine Abbildung
v : I → V , t 7→ v(t). Eine solche Kurve wird stetig genannt, falls ihre Koordinaten
bezüglich einer geordneten Basis B von V stetig sind, d.h. die Abbildung I → Rn,
t 7→ [v(t)]B, stetig ist. Dies bleibt dann für jede weitere Basis B′ von V richtig,
denn mit [v(t)]B ist auch [v(t)]B′ = TB′B[v(t)]B stetig in t.

Eine Familie geordneter Basen, B(t) =
(
b1(t), . . . , bn(t)

)
, t ∈ I, wird stetig

genannt, falls jede der Kurven bi : I → V stetig ist, i = 1, . . . , n. Dies ist genau
dann der Fall, wenn jede Komponente der Basiswechselmatrix TB′B(t) stetig von
t abhängt, wobei B′ eine beliebige geordnete Basis von V bezeichnet.

V.5.8. Satz. Sei I ⊆ R ein Intervall und B(t), t ∈ I, eine stetige Kurve
geordneter Basen von V . Dann sind je zwei Basen dieser Familie gleichorientiert,
d.h. es gilt oB(t1) = oB(t2), für alle t1, t2 ∈ I.

Beweis. Aufgrund der Leibniz’schen Formel ist die Abbildung

ω : I → R \ {0}, ω(t) := det
(
TB(t1)B(t)

)
,

stetig. Weiters ist ω(t1) = 1 > 0. Aus dem Zwischenwertsatz folgt ω(t) > 0, für
alle t ∈ I. Es gilt somit oB(t) = oB(t1), für alle t ∈ I. �





VI. Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir wollen in diesem Abschnitt lineare Abbildungen ϕ : V → V genauer
untersuchen, wobei V einen endlich-dimensionalen Vektorraum bezeichnet.

VI.1. Diagonalisierbarkeit. Wir beginnen mit der Definition einer Klasse
von Endomorphismen, die besonders leicht zu verstehen sind:

VI.1.1. Definition (Diagonalisierbarkeit). Sei V ein endlich-dimensionaler
K-Vektorraum. Eine lineare Abbildung ϕ : V → V wird diagonalisierbar genannt,
falls eine geordnete Basis B von V existiert, sodass

[ϕ]BB =





λ1
. . .

λn



 ,

wobei n = dim(V ) und λ1, . . . , λn ∈ K.

Eine lineare Abbildung ϕ : V → V ist also genau dann diagonalisierbar, wenn
eine geordnete Basis B = (b1, . . . , bn) existiert, für die

ϕ(bi) = λibi, i = 1, . . . , n

gilt, wobei λ1, . . . , λn ∈ K und n = dim(V ).

VI.1.2. Definition (Eigenwerte und Eigenvektoren). Sei V ein endlich-di-
mensionaler K-Vektorraum und ϕ : V → V linear. Ein Skalar λ ∈ K wird Eigen-
wert von ϕ genannt, falls ein Vektor v ∈ V existiert, sodass v 6= 0 und

ϕ(v) = λv.

In diesem Fall wird v als Eigenvektor zum Eigenwert λ bezeichnet, und

Eλ := {v ∈ V | ϕ(v) = λv} = ker(ϕ− λ idV )
wird der Eigenraum zum Eigenwert λ genannt. Unter der geometrischen Viel-
fachheit des Eigenwertes λ verstehen wir die Dimension des Eigenraums Eλ. Die
Menge aller Eigenwerte wird Spektrum von ϕ genannt und mit σ(ϕ) bezeichnet.

Eine lineare Abbildung ϕ : V → V ist also genau dann diagonalisierbar, wenn
eine Basis von V existiert, die aus Eigenvektoren von ϕ besteht. Solche Basen wer-
den manchmal auch als Eigenbasen bezeichnet. Zur Bestimmung der Eigenwerte
haben wir:

VI.1.3. Proposition. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und
ϕ : V → V linear. Ein Skalar λ ∈ K ist genau dann Eigenwert von ϕ, wenn

det(ϕ− λ idV ) = 0.
141
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Beweis. Für λ ∈ K gilt:

λ ist Eigenwert von ϕ⇔ ∃v ∈ V : ϕ(v) = λv, v 6= 0

⇔ ker(ϕ− λ idV ) 6= {0}
⇔ ϕ− λ idV : V → V ist nicht invertierbar

⇔ det(ϕ− λ idV ) = 0

Dabei haben wir die beiden Korollare IV.2.11 und V.4.2 verwendet. �

VI.1.4. Bemerkung. Eine lineare Abbildung ϕ : V → V ist genau dann
invertierbar, wenn 0 nicht Eigenwert von ϕ ist. Beide Bedingungen an ϕ sind
nämlich zu ker(ϕ) = {0} äquivalent, vgl. Korollar IV.2.11.

VI.1.5. Bemerkung. Sei ψ : V
∼=−→ W ein linearer Isomorphismus zwischen

endlich-dimensionalen K-Vektorräumen, und ϕ : V → V linear. Dann hat die
lineare Abbildung ψ ◦ ϕ ◦ ψ−1 : W →W dieselben Eigenwerte wie ϕ, d.h.

σ(ψ ◦ ϕ ◦ ψ−1) = σ(ϕ).

Ein Vektor v ∈ V ist genau dann Eigenvektor von ϕ zum Eigenwert λ, wenn ψ(v)
Eigenvektor von ψ ◦ϕ ◦ψ−1 zum Eigenwert λ ist, d.h. bildet b1, . . . , bn eine Basis
von V , die aus Eigenvektoren von ϕ besteht, dann bildet ψ(b1), . . . , ψ(bn) eine
Basis von W , die aus Eigenvektoren von ψ ◦ ϕ ◦ ψ−1 besteht. Insbesondere ist ϕ
genau dann diagonalisierbar, wenn ψ ◦ ϕ ◦ ψ−1 diagonalisierbar ist.

VI.1.6. Bemerkung. Sei ϕ : V → V diagonalisierbar und B = (b1, . . . , bn)
eine Basis aus Eigenvektoren,

[ϕ]BB =





λ1
. . .

λn



 .

Ist σ ∈ Sn eine Permutation und bezeichnet B̃ := (bσ(1), . . . , bσ(n)) die mit σ
umgeordnete Basis, dann gilt

[ϕ]B̃B̃ =





λσ(1)
. . .

λσ(n)



 .

Die Diagonaleinträge können daher durch Übergang zu einer geeignete Eigenbasis
in beliebige Reihenfolge gebracht werden, vgl. auch Aufgabe 31.

VI.1.7. Beispiel. Seien W und W ′ komplementäre Teilräume eines endlich-
dimensionalen Vektorraums V , d.h. V = W ⊕W ′. Es bezeichne π : V → V die
Projektion auf W längs W ′. Wir wollen uns davon überzeugen, dass π diagona-
lisierbar ist. Seien dazu b1, . . . , bk eine Basis von W und bk+1, . . . , bn eine Basis
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von W ′. Dann bildet B = (b1, . . . , bn) eine Basis von W und es gilt

[π]BB =

(
Ik 0
0 0

)

.

Der Projektor π ist daher diagonalisierbar. Die einzigen möglichen Eigenwerte

sind 1 und 0, denn det(π−λ idV ) = det
(

(1−λ)Ik 0
0 −λIn−k

)

= (1−λ)k(−λ)n−k, siehe
Proposition VI.1.3. Gilt W 6= {0} 6= W ′ so treten beide Eigenwerte tatsächlich
auf, und die zugehörigen Eigenräume sind E1 =W sowie E0 =W ′.

Analog können wir die Spiegelung σ : V → V an W längs W ′ analysieren. In
diesem Fall gilt

[σ]BB =

(
Ik 0
0 −In−k

)

,

d.h. auch σ ist diagonalisierbar. Die einzigen möglichen Eigenwerte sind 1 und
−1. Gilt W 6= {0} 6= W ′ und 2 6= 0 ∈ K dann treten beide Eigenwerte auf, und
die zugehörigen Eigenräume sind E1 = W sowie E−1 = W ′.

Unter den Eigenwerten und Eigenvektoren einer quadratischen Matrix A ∈
Mn×n(K) verstehen wir die Eigenwerte und Eigenvektoren der damit assozierten
linearen Abbildung Kn → Kn, x 7→ Ax. Ein Skalar λ ∈ K ist also genau dann
Eigenwert von A, falls 0 6= x ∈ Kn existiert, sodass Ax = λx, und jedes solche x ist
Eigenvektor von A zum Eigenwert λ. Der Eigenraum zum Eigenwert λ ist gerade
Eλ = {x ∈ Kn : Ax = λx}. Nach Proposition VI.1.3 ist λ genau dann Eigenwert
von A, wenn det(A− λIn) = 0 gilt. Die Matrix A wird diagonalisierbar genannt,
falls die damit assozierte lineare Abbildung Kn → Kn, x 7→ Ax, diagonalisierbar
ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn eine Basis aus Eigenvektoren b1, . . . , bn
existiert, d.h. Abi = λibi. Bezeichnet E = (e1, . . . , en) die Standardbasis von Kn,
dann ist die Matrix S := TEB = (b1| · · · |bn) invertierbar und es gilt

S−1AS =





λ1
. . .

λn



 , (VI.1)

denn [ψ]BB = TBE [ψ]EETEB = T−1
EBATEB = S−1AS. Ist umgekehrt S eine inver-

tierbare Matrix für die (VI.1) gilt, dann bilden die Spalten von S eine Basis aus
Eigenvektoren und die Diagonaleinträge λi sind genau die Eigenwerte von A. Die
Matrix A ist also genau dann diagonalisierbar, wenn eine invertierbare Matrix
S ∈ GLn(K) existiert, sodass S−1AS eine Diagonalmatrix ist.

VI.1.8. Definition (Ähnlichkeit von Matrizen). Zwei quadratische Matrizen
A,A′ ∈ Mn×n(K) werden ähnlich genannt, falls eine invertierbare Matrix S ∈
GLn(K) existiert, für die A′ = SAS−1 gilt. Wir schreiben in diesem Fall A′ ∼ A.

VI.1.9. Lemma. Ähnlichkeit definiert eine Äquivalenzrelation auf Mn×n(K).
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Beweis. Die Relation ist reflexsiv, denn A = InAI
−1
n . Die Relation ist sym-

metrisch, denn aus A′ = SAS−1 folgt A = S−1A′(S−1)−1. Die Relation ist auch
transitiv, denn aus A′ = SAS−1 und A′′ = TA′T−1 folgt A′′ = (TS)A(TS)−1.
Beachte hier, dass In, S

−1 und TS invertierbar sind, falls dies für S und T gilt. �

Mit dieser Terminologie ist eine quadratische Matrix A also genau dann dia-
gonalisierbar, wenn sie ähnlich zu einer Diagonalmatrix ist. Sind A ∼ A′ zwei
ähnliche Matrizen, dann haben A und A′ die gleichen Eigenwerte, und A ist
genau dann diagonalisierbar, wenn A′ diagonalisierbar ist. Dies folgt aus Bemer-
kung VI.1.5. Ist ϕ : V → V linear, und sind B, C zwei Basen von V , dann gilt
[ϕ]BB ∼ [ϕ]CC , denn [ϕ]CC = (TBC)

−1[ϕ]BBTBC . Auch hat ϕ dieselben Eigenwerte
wie [ϕ]BB , es gilt daher

σ(ϕ) = σ([ϕ]BB), (VI.2)

für jede Basis B von V . Schließlich ist die lineare Abbildung ϕ genau dann diago-
nalisierbar, wenn die Matrix [ϕ]BB diagonalisierbar ist, für eine (und dann jede)
Basis B von V .

VI.1.10. Beispiel. Wir wollen Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

A =

(
3 1
1 3

)

∈M2×2(R)

bestimmen. Aus Proposition VI.1.3 erhalten wir folgende Gleichung für die Ei-
genwerte:

0 = det(A− λI2) = det

(
3− λ 1
1 3− λ

)

= (3− λ)2 − 1 = (λ− 2)(λ− 4).

Die Matrix A hat daher genau zwei Eigenwerte, λ1 = 2 und λ2 = 4. Für die
zugehörigen Eigenräume erhalten wir

Eλ1 = ker(A− 2In) = ker ( 1 1
1 1 ) = 〈( 1

−1 )〉
Eλ2 = ker(A− 4In) = ker

(−1 1
1 −1

)
= 〈( 1

1 )〉
Die beiden Eigenvektoren ( 1

−1 ) und ( 1
1 ) bilden eine Basis von R2, d.h. die Matrix

A ist diagonalisierbar. Fassen wir diese Eigenvektoren als Spalten einer Matrix S
auf, dann gilt also:

(
1 1
−1 1

)−1

︸ ︷︷ ︸

S−1

(
3 1
1 3

)

︸ ︷︷ ︸

A

(
1 1
−1 1

)

︸ ︷︷ ︸

S

=

(
2 0
0 4

)

VI.1.11. Beispiel. Wir wollen Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

A =





1 −2 −2
2 6 4
−1 −2 0
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bestimmen. Da

det(A− λI3) = det





1− λ −2 −2
2 6− λ 4
−1 −2 −λ





= (1− λ)(6− λ)(−λ) + 8 + 8− 2(6− λ) + 8(1− λ)− 4λ

= −λ3 + 7λ2 − 16λ+ 12 = (2− λ)2(3− λ)
hat A genau zwei Eigenwerte, λ1 = 2 und λ2 = 3, siehe Proposition VI.1.3. Für
die zugehörigen Eigenräume erhalten wir:

Eλ1 = ker(A− λ1I3) = ker





−1 −2 −2
2 4 4
−1 −2 −2



 =

〈



2
−1
0



 ,





2
0
−1





〉

Eλ2 = ker(A− λ2I3) = ker





−2 −2 −2
2 3 4
−1 −2 −3



 =

〈



1
−2
1





〉

Der Eigenwert λ1 = 2 hat daher geometrische Vielfachheit 2 und λ2 = 3 hat

geometrische Vielfachheit 1. Da
(

2
−1
0

)

,
(

2
0
−1

)

,
(

1
−2
1

)

eine Basis aus Eigenvektoren

bildet ist A diagonalisierbar und es gilt:




2 2 1
−1 0 −2
0 −1 1





−1

︸ ︷︷ ︸

S−1





1 −2 −2
2 6 4
−1 −2 0





︸ ︷︷ ︸

A





2 2 1
−1 0 −2
0 −1 1





︸ ︷︷ ︸

S

=





2
2

3



 ,

wobei die Spalten der Matrix S gerade die oben konstruierten Eigenvektoren sind.

VI.1.12. Beispiel. Die Eigenwerte einer Dreiecksmatrix

A =








λ1 ∗ · · · ∗
0 λ2

. . .
...

...
. . .

. . . ∗
0 · · · 0 λn








sind genau ihre Diagonaleinträge, denn nach Satz V.1.3(n) gilt

det(A− λIn) = (λ1 − λ)(λ2 − λ) · · · (λn − λ),
und dies verschwindet genau dann, wenn λ mit einem der Diagonaleinträge λi
übereinstimmt. Beachte, dass selbst eine Dreiecksmatrix nicht diagonalisierbar
sein muss. Etwa hat die Matrix

A =

(
λ 1
0 λ

)
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nur einen Eigenwert, nämlich λ, und da der Eigenraum

Eλ = ker(A− λI2) = ker ( 0 1
0 0 ) = 〈( 1

0 )〉
1-dimensional ist, existiert also keine Basis von K2, die aus Eigenvektoren von A
besteht.

VI.1.13. Beispiel. Für α ∈ R \ πZ hat die reelle Matrix

A =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)

∈ M2×2(R)

keinen einzigen reellen Eigenwert, denn

0 = det(A− λI2) = det

(
cosα− λ − sinα
sinα cosα− λ

)

= (cosα− λ)2 + sin2 α

hat zwar die beiden Lösungen λ = cosα ± i sinα, diese sind aber nicht reell.
Insbesondere ist die Matrix A über dem Körper K = R nicht diagonalisierbar.
Fassen wir A jedoch als komplexe Matrix auf,

A =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)

∈M2×2(C),

dann hat sie zwei verschiedene Eigenwerte,

λ+ = cosα + i sinα und λ− = cosα− i sinα,

mit entsprechenden Eigenräumen:

E+ = ker(A− λ+I2) = ker
( −i sinα − sinα

sinα −i sinα

)
= 〈( 1

−i )〉
E− = ker(A− λ−I2) = ker

(
i sinα − sinα
sinα i sinα

)
= 〈( 1

i
)〉

Die beiden Vektoren ( 1
−i ) und ( 1

i
) bilden eine Basis von C2, die aus Eigenvektoren

besteht, d.h. A ist über dem Körper K = C diagonalisierbar:
(

1 1
−i i

)−1

︸ ︷︷ ︸

S−1

(
cosα − sinα
sinα cosα

)

︸ ︷︷ ︸

A

(
1 1
−i i

)

︸ ︷︷ ︸

S

=

(
cosα + i sinα 0

0 cosα− i sinα

)

VI.1.14. Lemma. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über K und
ϕ : V → V linear. Weiters seien λ1, . . . , λk paarweise verschiedene Eigenwerte
von ϕ und v1, . . . , vk ∈ V entsprechende Eigenvektoren, d.h. vi 6= 0 und ϕ(vi) =
λivi, für i = 1, . . . , k. Dann sind die Vektoren v1, . . . , vk linear unabhängig in V .

Beweis. Wir führen den Beweis durch Induktion nach k. Der Fall k = 1 ist
trivial, denn nach Voraussetzung gilt vi 6= 0. Für den Induktionsschritt dürfen wir
daher v1, . . . , vk−1 als linear unabhängig voraussetzen. Seien nun µ1, . . . , µk ∈ K,
sodass

µ1v1 + µ2v2 + · · ·+ µk−1vk−1 + µkvk = 0. (VI.3)
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Wenden wir auf diese Gleichung ϕ an, erhalten wir wegen ϕ(vi) = λivi,

µ1λ1v1 + µ2λ2v2 + · · ·+ µk−1λk−1vk−1 + µkλkvk = 0.

Subtrahieren wir davon λk-mal die Gleichung (VI.3) folgt

µ1(λ1 − λk)v1 + µ2(λ2 − λk)v2 + · · ·+ µk−1(λk−1 − λk)vk−1 = 0.

Da v1, . . . , vk−1 linear unabhängig sind, muss also

µi(λi − λk) = 0, i = 1, . . . , k − 1,

gelten. Nach Voraussetzung sind die Eigenwerte λ1, . . . , λk paarweise verschieden,
also λi − λk 6= 0, für i = 1, . . . , k − 1. Wir erhalten somit

µ1 = µ2 = · · · = µk−1 = 0.

Mit (VI.3) folgt auch µkvk = 0 und da vk 6= 0 schließlich µk = 0. Dies zeigt, dass
die Vektoren v1, . . . , vk linear unabhängig sind. �

VI.1.15. Proposition. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum über K und
ϕ : V → V linear. Dann besitzt ϕ höchstens n verschiedene Eigenwerte. Hat ϕ
genau n verschiedene Eigenwerte, so ist ϕ diagonalisierbar.

Beweis. Dies folgt sofort aus Lemma VI.1.14. Sind λ1, . . . , λk paarweise ver-
schiedene Eigenwerte von ϕ, dann existieren Eigenvektoren 0 6= vi ∈ V mit
ϕ(vi) = λivi, = 1, . . . , k. Nach Lemma VI.1.14 sind die Vektoren v1, . . . , vk linear
unabhängig, es muss daher k ≤ n gelten, d.h. ϕ kann höchstens n verschiede-
ne Eigenwerte haben. Gilt k = n, dann bildet das linear unabhängige System
v1, . . . , vn eine Basis von V , die aus Eigenvektoren von ϕ besteht, d.h. ϕ ist dia-
gonalisierbar. �

Nach Proposition VI.1.15 hat eine Matrix A ∈ Mn×n(K) also höchstens n
verschiedene Eigenwerte. Sind es genau n verschiedene Eigenwerte, dann ist A
diagonalisierbar. Etwa ist jede Dreiecksmatrix mit paarweise verschiedenen Dia-
gonaleinträgen diagonalisierbar, vgl. Beispiel VI.1.12.

Proposition VI.1.15 liefert ein hinreichendes Kriterium für die Diagonalisier-
barkeit linearer Abbildung und Matrizen. Für Diagonalisierbarkeit muss dieses
Kriterium jedoch nicht notwendigerweise erfüllt sein. Etwa ist die identische Ab-
bildung idV : V → V trivialerweise diagonalisierbar, obwohl sie nur einen Eigen-
wert, nämlich 1 hat. Das gleiche gilt für die Einheitsmatrix In.

Analog zu Proposition II.5.5 haben gilt:

VI.1.16. Proposition. Sei V ein K-Vektorraum und W1, . . . ,Wk Teilräume
von V . Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(a) Es gilt V = W1+· · ·+Wk und Wi∩(W1+· · ·+Wi−1+Wi+1+· · ·+Wk) = {0},
für alle i = 1, . . . , k.

(b) Es ist V = W1 + · · ·+Wk und für alle wi ∈ Wi mit w1 + · · ·+ wk = 0 muss
schon w1 = · · · = wk = 0 gelten.
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(c) Zu jedem v ∈ V existieren eindeutig bestimmte Vektoren wi ∈ Wi, sodass
v = w1 + · · ·+ wk.

(d) Ist U ein weiterer K-Vektorraum und sind ϕi : Wi → U linear, dann existiert
eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung ϕ : V → U , sodass ϕ|Wi

= ϕi, für
alle i = 1, . . . , k.

(e) Es existieren Projektoren πi : V → V , πi ◦ πi = πi, i = 1, . . . , k, sodass
img(πi) =Wi, π1 + · · ·+ πk = idV und πi ◦ πj = 0 = πj ◦ πi, für alle i 6= j.

Sind diese äquivalenten Eigenschaften erfüllt, und ist Bi eine Basis von Wi, i =
1, . . . , k, dann bildet B1 ∪ · · · ∪Bk eine Basis von V und es gilt Bi ∩Bj = ∅, für
alle i 6= j. Im endlich-dimensionalen Fall haben wir daher die Dimensionsformel

dim(V ) = dim(W1) + · · ·+ dim(Wk).

Beweis. Ad (a)⇒(b): Schreiben wir die Gleichung w1 + · · ·+ wk = 0 in der
Form −wi = w1 + · · ·+ wi−1 + wi+1 + · · ·+ wk, so sehen wir, dass

−wi ∈ Wi ∩
(
W1 + · · ·+Wi−1 +Wi+1 + · · ·+Wk

)
, i = 1, . . . , k.

Aus der zweiten Voraussetzung in (a) folgt daher wi = 0, für alle i.
Ad (b)⇒(c): Wegen V = W1 + · · · +Wk lässt sich jedes v ∈ V in der Form

v = w1 + · · · + wk schreiben, wobei wi ∈ Wi. Um die Eindeutigkeit zu zeigen,
sei v = w̃1 + · · · + w̃k eine weitere solche Darstellung, w̃i ∈ Wi. Es gilt dann
0 = w′

1 + · · ·+ w′
k, wobei w

′
i := w̃i − wi ∈ Wi. Aus der zweiten Voraussetzung in

(b) folgt w′
i = 0, also wi = w̃i, d.h. die Darstellung v = w1+ · · ·+wk ist eindeutig.

Ad (c)⇒(d): Da sich jedes v ∈ V auf eindeutige Weise in der Form v =
w1 + · · ·+ wk schreiben lässt, stellt

ϕ : V → U, ϕ(v) := ϕ1(w1) + · · ·+ ϕk(wk),

eine wohldefiniert Abbildung dar. Es ist noch zu zeigen, dass ϕ linear ist. Für
λ ∈ K gilt λv = λw1 + · · ·+ λwk und wegen der Linearität von ϕi daher

ϕ(λv) = ϕ1(λw1) + · · ·+ ϕk(λwk) = λ
(
ϕ1(w1) + · · ·+ ϕk(wk)

)
= λϕ(v).

Ist ṽ = w̃1+ · · ·+ w̃k, w̃i ∈ Wi, dann gilt v+ ṽ = (w1+ w̃1) + · · ·+ (wk+ w̃k) mit
wi + w̃i ∈ Wi und wegen der Linearität der ϕi also

ϕ(v + ṽ) = ϕ1(w1 + w̃1) + · · ·+ ϕk(wk + w̃k)

=
(
ϕ1(w1) + · · ·+ ϕk(wk)

)
+
(
ϕ1(w̃1) + · · ·+ ϕk(w̃k)

)
= ϕ(v) + ϕ(ṽ).

Damit ist die Linearität von ϕ gezeigt. Nach Konstruktion gilt ϕ|Wi
= ϕi.

Ad (d)⇒(e): Nach Voraussetzung existieren lineare Abbildung πi : V → Wi,
i = 1, . . . , k, sodass πi|Wi

= idWi
und πi|Wj

= 0 für alle j 6= i. Fassen wir diese
als Abbildungen πi : V → V auf, dann gilt offensichtlich img(πi) = Wi. Auch
sind dies Projektoren, denn nach Konstruktion gilt (πi ◦ πi)|Wj

= πi|Wj
, für alle

j, aus der Eindeutigkeitsaussage in (d) folgt daher πi ◦ πi = πi. Weiters gilt
(π1 + · · · + πk)|Wi

= idV |Wi
, für alle i, und wegen der Eindeutigkeitsaussage in
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(d) daher π1 + · · ·+ πk = idV . Analog lässt sich für i 6= j die Relation πi ◦ πj = 0
zeigen, denn (πi ◦ πj)|Wl

= 0, für alle l = 1, . . . , k.
Ad (e)⇒(a): Es ist V = W1 + · · · + Wk, denn für jedes v ∈ V haben wir

v = idV (v) = (π1+ · · ·+πk)(v) = π1(v)+ · · ·+πk(v), wobei πi(v) ∈ img(πi) = Wi.
Aus Wj = img(πj) und πi ◦ πj = 0 erhalten wir πi(Wj) = {0}, für alle i 6= j.
Folglich bildet πi den gesamten Teilraum W1+ · · ·+Wi−1+Wi+1+ · · ·+Wk auf 0
ab. Für w ∈ Wi ∩

(
W1+ · · ·+Wi−1+Wi+1+ · · ·+Wk

)
gilt daher w = πi(w) = 0,

also Wi ∩
(
W1 + · · ·+Wi−1 +Wi+1 + · · ·+Wk

)
= {0}. Damit ist die Äquivalenz

der fünf Eigenschaften gezeigt.
Sei nun Bi eine Basis von Wi, i = 1, . . . , k. Für i 6= j gilt Bi ∩ Bj = ∅, denn

Bi ∩ Bj ⊆ Wi ∩Wj ⊆ Wi ∩
(
W1 + · · · +Wi−1 + Wi+1 + · · · +Wk

)
= {0}. Da

V = W1+ · · ·+Wk, ist B := B1∪· · ·∪Bk ein Erzeugendensystem von V . Sei nun
∑

b∈B λbb = 0, wobei fast alle λb ∈ K verschwinden. Dann gilt
∑k

i=1

∑

b∈Bi
λbb =

0, und wegen (b) daher
∑

b∈Bi
λbb = 0, für jedes i = 1, . . . , k. Aufgrund der

linearen Unabhängigkeit von Bi erhalten wir λb = 0, für alle b ∈ B. Dies zeigt,
dass B linear unabhängig, also eine Basis von V ist. �

VI.1.17. Definition (Direkte Summe). Sind die äquivalenten Eigenschaften
in Proposition VI.1.16 erfüllt, dann schreiben wir

V =

k⊕

i=1

Wi oder V =W1 ⊕ · · · ⊕Wk, (VI.4)

und sagen V ist die direkte Summe der Teilräume W1, . . . ,Wk. Offensichtlich ist
dies eine Verallgemeinerung der in Definition II.5.6 eingeführten direkten Sum-
me zweier Teilräume. Die Projektoren aus Proposition VI.1.16(e) werden als die
mit der Zerlegung (VI.4) assoziierten Projektionen oder als die damit assoziierte
Zerlegung der Eins bezeichnet.

VI.1.18. Satz (Diagonalisierbarkeit). Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum
über K, und ϕ : V → V linear. Weiters bezeichnen λ1, . . . , λk alle (verschiedenen)
Eigenwerte und Eλi = ker(ϕ− λi idV ) die zugehörigen Eigenräume von ϕ. Dann
sind folgende Aussagen äquivalent:

(a) ϕ ist diagonalisierbar.
(b) Es gilt dim(Eλ1) + · · · + dim(Eλk) = n, d.h. die Summe der geometrischen

Vielfachheiten aller Eigenwerte stimmt mit dim(V ) überein.
(c) Es gilt V = Eλ1 ⊕ · · · ⊕Eλk .
Ist ϕ diagonalisierbar, und bezeichnen πi : V → V die mit der Zerlegung V =
Eλ1 ⊕ · · · ⊕ Eλk assoziierten Projektoren, dann gilt (Spektralzerlegung von ϕ)

ϕ = λ1π1 + · · ·+ λkπk. (VI.5)
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Weiters existiert eine Basis B von V , sodass

[ϕ]BB =





λ1Im1

. . .
λkImk



 , (VI.6)

wobei mi = dim(Eλi) die geometrischen Vielfachheiten bezeichnen.

Beweis. Es bezeichne E = Eλ1 + · · · + Eλk die Summe aller Eigenräume.
Dies ist eine direkte Summe, d.h. es gilt

E = Eλ1 ⊕ · · · ⊕Eλk . (VI.7)

Sind nämlich vi ∈ Eλi und v1+ · · ·+vk = 0, dann folgt mit Lemma VI.1.14 sofort
v1 = · · · = vk = 0, siehe auch Proposition VI.1.16(b). Insbesondere haben wir

dim(E) = dim(Eλ1) + · · ·+ dim(Eλk). (VI.8)

Ad (a)⇒(b): Nach Voraussetzung existiert eine Basis b1, . . . , bn von V , die aus
Eigenvektoren besteht. Da jeder dieser Basisvektoren in einem der Eigenräume
Eλi liegt, enthält E eine linear unabhängige Teilmenge mit n Elementen, es ist
daher dim(E) ≥ n. Wegen E ⊆ V muss aber auch dim(E) ≤ n gelten. Somit ist
dim(E) = n. Aus (VI.8) erhalten wir nun dim(Eλ1) + · · ·+ dim(Eλk) = n.

Ad (b)⇒(c): Nach Voraussetzung gilt dim(V ) = dim(Eλ1) + · · ·+ dim(Eλk).
Zusammen mit (VI.8) folgt dim(E) = dim(V ) und daher E = V , da ja E ⊆ V .
Aus (VI.7) folgt somit V = Eλ1 ⊕ · · · ⊕ Eλk .

Ad (c)⇒(a): Für i = 1, . . . , k sei b
(i)
1 , . . . , b

(i)
mi eine Basis des Eigenraums Eλi ,

wobei mi = dim(Eλi). Nach Proposition VI.1.16 ist dann

b
(1)
1 , . . . , b(1)m1

, b
(2)
1 , . . . , b(2)m2

, . . . , b
(k)
1 , . . . , b(k)mk

eine Basis von V = Eλ1 ⊕ · · · ⊕ Eλk . Nach Konstruktion besteht diese Basis aus
Eigenvektoren von ϕ, also ist ϕ diagonalisierbar. Die Matrixdarstellung von ϕ
bezüglich dieser Basis hat die Form (VI.6). Die Gleichung (VI.5) folgt aus der
Eindeutigkeitsaussage in Proposition VI.1.16(d), denn offensichtlich gilt ϕ|Eλi

=

λi idEλi
= (λ1π1 + · · ·+ λkπk)|Eλi

, für alle i = 1, . . . , k. �

Ist p ∈ K[z] ein Polynom, p =
∑

i piz
i, und A ∈ Mn×n(K) eine quadratische

Matrix, dann können wir A in p einsetzen und erhalten eine Matrix p(A) ∈
Mn×n(K), genauer

p(A) :=
∑

i

piA
i = p0In + p1A+ p2A

2 + p3A
3 + · · ·

Analog definieren wir für jeden Endomorphismus ϕ : V → V ,

p(ϕ) :=
∑

i

piϕ
i = p0 idV +p1ϕ+ p2ϕ

2 + p3ϕ
3 + · · ·

wobei ϕi = ϕ ◦ · · · ◦ ϕ und ϕ0 = idV .
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VI.1.19. Lemma. Sind p, q ∈ K[z], λ ∈ K und A ∈Mn×n(K), dann gilt

(p + q)(A) = p(A) + q(A), (λp)(A) = λp(A) und (pq)(A) = p(A)q(A),

d.h. K[z] → Mn×n(K), p 7→ p(A), ist ein Homomorphismus von K-Algebren.
Weiters gilt p(At) = p(A)t und p(SAS−1) = Sp(A)S−1, für jedes S ∈ GLn(K).

Ist V ein K-Vektorraum und ϕ ∈ end(V ), dann haben wir analog

(p+ q)(ϕ) = p(ϕ) + q(ϕ), (λp)(ϕ) = λp(ϕ) und (pq)(ϕ) = p(ϕ)q(ϕ),

d.h. K[z] → end(V ), p 7→ p(ϕ), ist ein Homomorphismus von K-Algebren. Wei-
ters gilt p(ϕt) = p(ϕ)t und p(ψ ◦ ϕ ◦ ψ−1) = ψ ◦ p(ϕ) ◦ ψ−1, für jeden linearen

Isomorphismus ψ : V
∼=−→ W . Ist V endlich-dimensional und B eine geordnete

Basis von V , dann gilt [p(ϕ)]BB = p([ϕ]BB).

Beweis. Bezeichnen p =
∑

i piz
i und q =

∑

i qiz
i zwei Polynome, dann folgt

(p+ q)(A) =
(∑

i piz
i +
∑

i qiz
i
)
(A) =

(∑

i(pi + qi)z
i
)
(A)

=
∑

i(pi + qi)A
i =

∑

i piA
i +
∑

i qiA
i = p(A) + q(A).

Für λ ∈ K erhalten wir analog

(λp)(A) =
(
λ
∑

i piz
i
)
(A) =

(∑

i(λpi)z
i
)
(A) =

∑

i(λpi)A
i = λ

∑

i piA
i = λp(A).

Ebenso

(pq)(A) =
((∑

i piz
i
)(∑

j qjz
j
))

(A)

=
(
∑

k

(∑

i+j=k piqj
)
zk
)

(A) =
∑

k

(∑

i+j=k piqj
)
Ak

=
∑

k

∑

i+j=k piA
iqjA

j =
(∑

i piA
i
)(∑

j qjA
j
)
= p(A)q(A)

und p(At) = (
∑

i piz
i)(At) =

∑

i pi(A
t)i =

∑

i pi(A
i)t =

(∑

i piA
i)t = p(A)t. Für

S ∈ GLn(K) gilt (SAS−1)i = (SAS−1) · · · (SAS−1) = SAiS−1 und daher

p(SAS−1) =
∑

i pi(SAS
−1)i =

∑

i piSA
iS−1 = S

(∑

i piA
k
)
S−1 = Sp(A)S−1.

Die entsprechenden Eigenschaften von p(ϕ) lassen sich völlig analog herleiten. Ist
schließlich V endlich-dimensional und B eine geordnete Basis von V , dann gilt

[p(ϕ)]BB =
[∑

i piϕ
i
]

BB
=
∑

i pi[ϕ
i]BB =

∑

i pi([ϕ]BB)
i = p([ϕ]BB),

wobei wir die Eigenschaften in Satz IV.6.15 verwendet haben. �

VI.1.20. Beispiel. Für p = 2 + 3z + 5z2 und A = ( 1 2
3 4 ) ist

p(A) = 2I2 + 3A+ 5A2 = 2

(
1 0
0 1

)

+ 3

(
1 2
3 4

)

+ 5

(
7 10
15 22

)

=

(
40 56
84 124

)

.
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VI.1.21. Beispiel. Ist p ∈ K[z] ein Polynom und D eine Dreiecksmatrix,

D =








λ1 ∗ · · · ∗
λ2

. . .
...

. . . ∗
λn







, dann gilt p(D) =








p(λ1) ∗ · · · ∗
p(λ2)

. . .
...

. . . ∗
p(λn)







,

siehe Aufgabe 35. Für die Spektra gilt daher σ(p(D)) = p(σ(D)).

VI.1.22. Bemerkung. Beachte, dass i.A. p(λA) 6= λp(A), p(A+B) 6= p(A)+
p(B) und p(AB) 6= p(A)p(B) gilt, wobei λ ∈ K, p ∈ K[z] und A,B ∈ Mn×n(K).

VI.1.23. Proposition. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über K,
ϕ : V → V eine lineare Abbildung und p ∈ K[z] ein Polynom. Ist v Eigenvektor
von ϕ zum Eigenwert λ, dann ist v auch Eigenwert von p(ϕ) zum Eigenwert p(λ).
Für die Spektra gilt daher p(σ(ϕ)) ⊆ σ(p(ϕ)). Existiert eine Basis B von V ,
sodass [ϕ]BB obere Dreiecksgestalt hat, dann haben wir sogar p(σ(ϕ)) = σ(p(ϕ)).

Beweis. Ist v Eigenvektor zum Eigenwert λ, d.h. ϕ(v) = λv, dann folgt
p(ϕ)(v) =

(∑

i piϕ
i
)
(v) =

∑

i piϕ
i(v) =

∑

i piλ
iv = p(λ)v, also ist v auch Ei-

genvektor von p(ϕ) zum Eigenwert p(λ). Insbesondere gilt p(σ(ϕ)) ⊆ σ(p(ϕ)).
Sei nun B eine Basis von V , sodass [ϕ]BB obere Dreiecksgestalt hat. Aus Bei-
spiel VI.1.21 folgt p(σ([ϕ]BB)) = σ(p([ϕ]BB)) und somit

p(σ(ϕ)) = p(σ([ϕ]BB)) = σ(p([ϕ]BB)) = σ([p(ϕ)]BB) = σ(p(ϕ)),

wobei wir auch zwei mal (VI.2) verwendet haben. �

Für eine Matrix A ∈ Mn×n(K) und ein Polynom p ∈ K[z] besagt Propo-
sition VI.1.23, dass jeder Eigenvektor von A zum Eigenwert λ auch ein Eigen-
vektor von p(A) ist, und zwar zum Eigenwert p(λ). Für die Spektra gilt daher
p(σ(A)) ⊆ σ(p(A)). Ist A ähnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix, dann haben
wir sogar p(σ(A)) = σ(p(A)).

VI.1.24. Beispiel. Betrachte das Polynom p = z2 und die reelle Matrix A =(
1
−1

2

)

. Dann gilt p(A) =
(

1
1
4

)

, also p(σ(A)) = σ(p(A)). Beachte jedoch, dass

A drei 1-dimensionale Eigenräume besitzt, während p(A) nur zwei Eigenräume
hat von denen einer 2-dimensional ist.

VI.1.25. Beispiel. In Beispiel VI.1.13 haben wir gesehen, dass die reelle Ma-
trix A = ( 0 −1

1 0 ) über K = R keinen Eigenwert besitzt, d.h. σ(A) = ∅. Setzen wir
A in das Polynom p = z2 ein, erhalten wir p(A) = A2 =

(−1 0
0 −1

)
, eine diagona-

lisierbare Abbildung mit Spektrum σ(p(A)) = {−1}. Dieses Beispiel zeigt, dass
i.A. p(σ(A)) 6= σ(p(A)).

Wir beenden diesen Abschnitt mit einer ersten Anwendung:
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VI.1.26. Beispiel (Fibonacci-Folge). Betrachte die rekursiv definierte Fibo-
nacci-Folge: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, . . . Genauer:

x0 = 0, x1 = 1, xn = xn−1 + xn−2, n ≥ 2.

Wir wollen eine geschlossene Formel für xn herleiten. Dazu betrachten wir die
Vektoren vn := ( xn

xn+1 ) ∈ R2 und die Matrix A = ( 0 1
1 1 ). Es gilt dann

v0 = ( 0
1 ) , vn = Avn−1, n ≥ 1.

Somit ist vn = Anv0 und xn also die erste Komponente von Anv0. Es genügt
daher eine geschlossene Formel für An herzuleiten. Dies lässt sich durch Diagona-
lisieren von A erreichen. Lösen der quadratischen Gleichung 0 = det(A− λI2) =
det
(−λ 1

1 1−λ
)
= λ2 − λ− 1 liefert die beiden verschiedenen Eigenwerte

λ± =
1±
√
5

2
.

Die Matrix A ist also diagonalisierbar, d.h. es existiert eine invertierbare Matrix

S, sodass S−1AS = D, wobei D =
(
λ+ 0
0 λ−

)

. Für die Potenzen von A folgt

An =
(
SDS−1

)n
= (SDS−1) · · · (SDS−1) = SDnS−1 = S

(
λn+ 0

0 λn
−

)

S−1.

Um eine Matrix S wie oben zu bestimmen, betrachten wir die beiden Eigenräume:

E+ = ker(A− λ+I2) = ker

(

−1+
√
5

2
1

1 1−
√
5

2

)

=

〈(
1

1+
√
5

2

)〉

E− = ker(A− λ−I2) = ker

(

−1−
√
5

2
1

1 1+
√
5

2

)

=

〈(
1

1−
√
5

2

)〉

Somit

S =

(
1 1

1+
√
5

2
1−

√
5

2

)

und S−1 =
1√
5

(

−1−
√
5

2
1

1+
√
5

2
−1

)

.

Es folgt
(
xn
xn+1

)

= vn = Anv0 = S

(
λn+ 0
0 λn−

)

S−1

(
0
1

)

=
1√
5
S

(
λn+ 0
0 λn−

)(
1
−1

)

=
1√
5
S

(
λn+
−λn−

)

=
1√
5

(
λn+ − λn−

λn+1
+ − λn+1

−

)

also xn =
λn+−λn

−√
5

und daher

xn =

(
1+

√
5

2

)n

−
(

1−
√
5

2

)n

√
5

,

die gesuchte geschlossene Formel für die n-te Fibonacci-Zahl. Mit dieser Methode
lassen sich natürlich viel allgemeinere lineare Rekursionen lösen.
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VI.2. Charakteristisches Polynom. Die die Eigenwerte charakterisieren-
de Gleichung det(ϕ − λ idV ) = 0, siehe Proposition VI.1.3, ist polynomial in λ.
Wir wollen dieses Polynom nun genauer untersuchen und damit u.a. eine weitere
Charakterisierung der Diagonalisierbarkeit herleiten.

Unter dem Grad eines Polynoms p = p0 + p1z + p2z
2 + · · · verstehen wir die

größte Zahl n, für die pn 6= 0 gilt. Wir schreiben dafür deg(p) = n. Der Grad des
Nullpolynoms wird durch deg(0) := −∞ definiert. Mit dieser Konvention gilt

deg(pq) = deg(p) + deg(q),

für beliebige Polynome p und q. Beachte, dass ein Polynom genau dann konstant
ist, wenn sein Grad kleiner oder gleich Null ist. Polynome vom Grad 1 sind genau
die Polynome der Form p = p0 + p1z, wobei p0, p1 ∈ K und p1 6= 0.

VI.2.1. Lemma (Polynomdivision). Seien p, q ∈ K[z] Polynome und q 6= 0.
Dann existieren eindeutig bestimmte Polynome s, r ∈ K[z], sodass

p = qs+ r und deg(r) < deg(q).

Beweis. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit der Darstellung. Seien dazu
s, s̃, r, r̃ ∈ K[z], sodass qs+ r = p = qs̃+ r̃, deg(r) < deg(q) und deg(r̃) < deg(q).
Es folgt q(s− s̃) = r̃− r und deg(r̃− r) < deg(q). Somit deg(q(s− s̃)) < deg(q),
also s− s̃ = 0. Dies zeigt, s = s̃, woraus aber auch sofort r = r̃ folgt. Damit ist
die Eindeutigkeit der Darstellung gezeigt.

Sei q =
∑m

i=0 qiz
i, wobei m = deg(q) ≥ 0 und daher qm 6= 0. Ist deg(p) < m,

dann haben s = 0 und r = p die gewünschten Eigenschaften. O.B.d.A. sei daher
n := deg(p) ≥ m. Wir führen den Beweis mittels Induktion nach dem Grad
von p. Bezeichne dazu p =

∑n
i=0 piz

i, also pn 6= 0. Betrachten wir das Polynom
s̃ := pn

qm
zn−m dann gilt deg(p − qs̃) < deg(p). Nach Induktionsvoraussetzung

existieren daher Polynome s̄ und r, sodass p− qs̃ = qs̄+ r und deg(r) < deg(q).
Setzen wir s := s̃+ s̄, so folgt p = qs+ r, wie gewünscht. �

VI.2.2. Beispiel. Mit dem bekannten Algorithmus erhalten wir etwa:

x5 − 2x4 + 2x3 + 9x2 − 12x+ 10
︸ ︷︷ ︸

p

= (x2 − 2x+ 3
︸ ︷︷ ︸

q

)(x3 − x+ 7
︸ ︷︷ ︸

s

) + 5x− 11
︸ ︷︷ ︸

r

.

Beachte, dass dieser Algorithmus auf der im Beweis von Lemma VI.2.1 verwen-
deten Konstruktion basiert.

VI.2.3. Lemma. Sei p ∈ K[z] ein Polynom und λ ∈ K eine Nullstelle von p.
Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Polynom q ∈ K[z], sodass p = (z − λ)q.

Beweis. Nach Lemma VI.2.1 existieren eindeutig bestimmte Polynome q und
r, sodass p = (z−λ)q+r und deg(r) < deg(z−λ) = 1. Somit ist r ein konstantes
Polynom, d.h. r = r0, wobei r0 ∈ K. Einsetzen von λ liefert

0 = p(λ) = (λ− λ)q(λ) + r(λ) = r0,

also r = 0, und daher p = (z − λ)q. �
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VI.2.4. Lemma. Ist 0 6= p ∈ K[z] ein nicht-triviales Polynom, dann existieren
λ1, . . . , λk ∈ K und ein Polynom q ∈ K[z], ohne Nullstellen in K, sodass

p = (z − λ1) · · · (z − λk)q.
Beweis. Wir führen den Beweis mittels Induktion nach dem Grad des Po-

lynoms p. Der Induktionsanfang, deg(p) = 0, ist trivial. Nun zum Induktions-
schritt: Besitzt p keine Nullstelle in K, dann haben k = 0 und q = p die
gewüschten Eigenschaften. O.B.d.A. sei daher λ1 ∈ K eine Nullstelle von p. Nach
Lemma VI.2.3 existiert ein Polynom p̃ ∈ K[z], sodass p = (z − λ1)p̃. Beachte
p̃ 6= 0 und deg(p̃) = deg(p) − 1. Nach Induktionsvoraussetzung existieren daher
λ2, . . . , λk ∈ K und ein Nullstellen-freies Polynom q ∈ K[z], sodass

p̃ = (z − λ2) · · · (z − λk)q.
Insgesamt folgt p = (z − λ1)p̃ = (z − λ1)(z − λ2) · · · (z − λk)q. Damit ist der
Induktionsschritt gezeigt und das Lemma bewiesen. �

VI.2.5. Proposition. Sei K ein Körper und 0 6= p ∈ K[z] ein Polynom
vom Grad n. Dann hat p höchstens n verschiedene Nullstellen in K. Bezeichnen
λ1, . . . , λk ∈ K alle, paarweise verschiedenen, Nullstellen von p, dann existieren
eindeutig bestimmte Zahlen n1, . . . , nk ∈ N und ein eindeutig bestimmtes Polynom
q ∈ K[z] ohne Nullstellen in K, sodass

p = (z − λ1)n1 · · · (z − λk)nkq. (VI.9)

Weiters gilt n = n1 + · · ·+ nk + deg(q) und daher auch n1 + · · ·+ nk ≤ n.

Beweis. Durch Zusammenfassen mehrfach auftretender Linearfaktoren in
Lemma VI.2.4 erhalten wir n1, . . . , nk ∈ N, ein Nullstellen-freies Polynom q ∈
K[z] und paarweise verschiedene λ1, . . . , λk ∈ K, sodass

p = (z − λ1)n1 · · · (z − λk)nkq.

Offensichtlich ist jedes λi eine Nullstelle von p. Andererseits sind dies schon alle
Nullstellen von p, denn aus p(λ) = 0 folgt (λ− λ1)n1 · · · (λ− λk)nkq(λ) = 0, also
λ = λi für ein i, da ja q(λ) 6= 0. Für den Grad von p erhalten wir

n = deg(p) = n1 + · · ·+ nk + deg(q) ≥ n1 + · · ·+ nk.

Insbesondere folgt k ≤ n, also kann p höchstens n verschiedene Nullstellen haben.
Um die Eindeutigkeit von ni und q zu beweisen werden wir folgende Kürzungs-

regel verwenden: Ist sr = sr̃, wobei s, r, r̃ ∈ K[z] und s 6= 0, dann gilt schon r = r̃.
Dies folgt sofort aus der Eindeutigkeitsaussage in Lemma VI.2.1.

Sei nun p = (z − λ1)
ñ1 · · · (z − λk)

ñk q̃ eine weitere solche Darstellung, d.h.
ñ1, . . . , ñk ∈ N und q̃ ∈ K[z] Nullstellen-frei. O.B.d.A. sei ñ1 ≥ n1. Wenden wir
oben erwähnte Kürzungsregel mit s = (z − λ1)n1 auf

(z − λ1)n1 · · · (z − λk)nkq = p = (z − λ1)ñ1 · · · (z − λk)ñk q̃
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an, so erhalten wir

(z − λ2)n2 · · · (z − λk)nkq = (z − λ1)ñ1−n1(z − λ2)ñ2 · · · (z − λk)ñk q̃.

Da die linke Seite für z = λ1 nicht verschwindet, muss dies auch für die rechte
Seite gelten. Daraus folgt ñ1 = n1 und dann

(z − λ2)n2 · · · (z − λk)nkq = (z − λ2)ñ2 · · · (z − λk)ñk q̃.

Induktiv fortfahrend, erhalten wir ni = ñi, für jedes i und schließlich q = q̃. �

VI.2.6. Definition (Algebraische Vielfachheit). Sei 0 6= p ∈ K[z] ein Poly-
nom vom Grad n und p = (z − λ1)n1 · · · (z − λk)nkq wie in Proposition VI.2.5.
Dann wird ni die algebraische Vielfachheit der Nullstelle λi genannt. Beachte,
dass dies nach der Eindeutigkeitsaussage in Proposition VI.2.5 wohldefiniert ist.

Sei 0 6= p ∈ K[z] ein Polynom vom Grad n. Nach Proposition VI.2.5 ist die
Summe der algebraischen Vielfachheiten aller Nullstellen von p höchstens n. Dies
wird oft auch so formuliert: p hat höchstens nNullstellen, wenn diese entsprechend
ihrer Vielfachheit gezählt werden. Wir sagen das Polynom p zerfällt (über K) in
Linearfaktoren, wenn es sich in der Form

p = c(z − λ1) · · · (z − λn) (VI.10)

schreiben lässt, wobei λ1, . . . , λn ∈ K und c ∈ K. Dies ist also genau dann der Fall,
wenn das Polynom q in Proposition VI.2.5 konstant ist, d.h. wenn die Summe der
algebraischen Vielfachheiten aller Nullstellen gleich n ist. Ein Polynom vom Grad
n zerfällt daher in Linearfaktoren, wenn es genau n Nullstellen (mit Vielfachheit
gezählt) besitzt. In diesem Fall ist die Darstellung (VI.10) bis auf Permutation
der Linearfaktoren eindeutig, und λ1, . . . , λn, sind alle Nullstellen von p, wobei
diese ihrer algebraischen Vielfachheit entsprechend oft auftreten.

VI.2.7. Beispiel. Betrachte das reelle Polynom p ∈ R[z],

p = z6 − 5z5 + 10z4 − 12z3 + 11z2 − 7z + 2.

Durch Erraten von Nullstellen und Polynomdivision erhalten wir

p = (z − 1)3(z − 2)(z2 + 1).

Das Polynom p hat daher zwei reelle Nullstellen, λ1 = 1 mit Vielfachheit 3 und
λ2 = 2 mit Vielfachheit 1. Es zerfällt über R nicht in Linearfaktoren, denn z2+1
besitzt keine reelle Nullstelle. Fassen wir p als komplexes Polynom auf, p ∈ C[z],
dann gilt

p = (z − 1)3(z − 2)(z − i)(z + i).

Über C zerfällt p daher in Linearfaktoren. Zu den bereits genannten reellen Null-
stellen kommen nun noch zwei komplexe Nullstellen, λ3 = i und λ4 = −i, jeweils
mit Vielfachheit 1, hinzu.
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VI.2.8. Definition (Algebraisch abgeschlossene Körper). Ein Körper K wird
algebraisch abgeschlossen genannt, falls jedes nicht konstante Polynom p ∈ K[z]
eine Nullstelle λ ∈ K besitzt, p(λ) = 0.

Aus Proposition VI.2.5 erhalten wir sofort:

VI.2.9.Proposition. Über einem algebraisch abgeschlossenen Körper zerfällt
jedes nicht-triviale Polynom vom Grad n in Linearfaktoren und besitzt genau n
Nullstellen, wenn diese ihrer Vielfachheit entsprechend oft gezählt werden.

Der Körper Q ist nicht algebraisch abgeschlossen, denn das Polynom p =
z2 − 2 besitzt keine Nullstelle in Q. Auch der Körper R ist nicht algebraisch
abgeschlossen, denn das Polynom p = z2 + 1 besitzt keine reelle Nullstelle.

VI.2.10. Satz (Fundamentalsatz der Algebra). Der Körper C ist algebraisch
abgeschlossen.

Beweis. Sei also p = p0 + p1z + · · ·+ pnz
n ein komplexes Polynom, pi ∈ C,

n ≥ 1 und pn 6= 0. Es ist zu zeigen, dass z ∈ C existiert, für das p(z) = 0 gilt.
Wir leiten zunächst folgende Abschätzung her: Es existieren reelle Zahlen

0 < m ≤M und R ≥ 0, sodass

m|z|n ≤ |p(z)| ≤M |z|n, für alle z ∈ C mit |z| ≥ R. (VI.11)

Wir zeige, dass m := |pn|/2, M :=
∑n

i=0 |pi| und R := max{1, 2M/|pn|} die
gewünschte Eigenschaft haben. Sei dazu z ∈ C mit |z| ≥ R. Insbesondere gilt
daher |z| ≥ 1. Mit der Dreiecksungleichung erhalten wir sofort:

|p(z)| =
∣
∣
∣

n∑

i=0

piz
i
∣
∣
∣ ≤

n∑

i=0

|pi||zi| =
n∑

i=0

|pi||z|i ≤
n∑

i=0

|pi||z|n =M |z|n.

Analog haben wir

∣
∣pnz

n − p(z)
∣
∣ =

∣
∣
∣−

n−1∑

i=0

piz
i
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣

n−1∑

i=0

piz
i
∣
∣
∣ ≤

n−1∑

i=0

|pi||z|n−1 ≤M |z|n−1 ≤ |pn|
2
|z|n,

wobei wir am Ende |z| ≥ R ≥ 2M/|pn|, d.h. M ≤ |pn|
2
|z|, verwendet haben.

Zusammen mit der Dreiecksungleichung,

|pn||z|n = |pnzn| = |pnzn − p(z) + p(z)| ≤ |pnzn − p(z)| + |p(z)|,
folgt daraus

|p(z)| ≥ |pn||z|n − |pnzn − p(z)| ≥ |pn||z|n − |pn|
2
|z|n = |pn|

2
|z|n = m|z|n.

Damit ist also die Abschätzung (VI.11) gezeigt.
Daraus werden wir nun ableiten, dass z0 ∈ C existiert, sodass

|p(z)| ≥ |p(z0)|, für alle z ∈ C. (VI.12)
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Dies bedeutet gerade, dass die stetige Funktion f : C → R, f(z) := |p(z)|, ein
globales Minimum besitzt. Sei dazu R̃ := max{R, n

√

|p(0)|/m}. Da die abge-

schlossene Scheibe {z ∈ C : |z| ≤ R̃} kompakt ist, nimmt f darauf ein Minimum
an, d.h. es existiert z0 ∈ C, sodass

|p(z)| ≥ |p(z0)|, für alle z ∈ C mit |z| ≤ R̃.

Es gilt aber auch

|p(z)| ≥ |p(z0)|, für alle z ∈ C mit |z| ≥ R̃,

denn für diese z folgt aus (VI.11): |p(z)| ≥ m|z|n ≥ mR̃n ≥ |p(0)| ≥ |p(z0)|.
Damit ist also (VI.12) bewiesen.

Wir werden nun p(z0) = 0 zeigen, und damit den Beweis des Satzes abschlie-
ßen. Wir gehen indirekt vor und nehmen p(z0) 6= 0 an. Beachte, dass dann auch
p̃(z) = p(z+ z0)/p(z0) ein nicht-konstantes Polynom vom Grad n darstellt, es ist
daher von der Form

p̃(z) = 1 + p̃kz
k + · · ·+ p̃nz

n,

wobei k ≥ 1, p̃i ∈ C und p̃k 6= 0. Nach (VI.12) gilt für jedes z ∈ C:

|p̃(z)| = |p(z + z0)|
|p(z0)|

≥ |p(z0)||p(z0)|
= 1.

Sei nun w ∈ C mit wk = −1/p̃k,5 und betrachte das Polynom q(z) := p̃(wz).
Nach Konstruktion ist q von der Form

q(z) = 1− zk + qk+1z
k+1 + · · ·+ qnz

n, (VI.13)

wobei qi ∈ C. Aus der entsprechenden Eigenschaft von p̃ folgt sofort

|q(z)| ≥ 1, für alle z ∈ C. (VI.14)

Sei nun C :=
∑n

i=k+1 |qi| und ρ := min{1, 1/2C}. Für jedes z ∈ C mit |z| ≤ ρ
gilt daher |z| ≤ 1 und C|z| ≤ 1/2, folglich

∣
∣
∣qk+1z

k+1 + · · ·+ qnz
n
∣
∣
∣ ≤

n∑

i=k+1

|qi||z|i ≤
n∑

i=k+1

|qi||z|k+1 = C|z|k+1 ≤ 1
2
|z|k.

Zusammen mit (VI.13) erhalten wir aus der Dreiecksungleichung,

|q(z)| ≤ |1− zk|+ 1
2
|z|k, für alle z ∈ C mit |z| ≤ ρ.

Für reelle t ∈ (0, ρ] folgt daraus

|q(t)| ≤ |1− tk|+ 1
2
|t|k = 1− tk + 1

2
tk = 1− 1

2
tk < 1,

im Widerspruch zu (VI.14).
Da die Annahme p(z0) 6= 0 auf einen Widerspruch führt, muss also p(z0) = 0

gelten. Somit hat p eine Nullstelle und der Beweis ist vollständig. �

5Jedes z ∈ C besitzt eine k-te Wurzel, d.h. es existiert w ∈ C mit wk = z. Schreiben wir
z = reiθ, wobei r ≥ 0 und θ ∈ R, dann hat w = k

√
reiθ/k die gewünschte Eigenschaft.
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VI.2.11. Bemerkung (Algebraischer Abschluss). Zu jedem Körper K exi-

stiert ein algebraisch abgeschlossener Körper K̂, der K enthält und für den die
Inklusion K → K̂ mit Addition und Multiplikation verträglich ist. Dieser, i.W.
eindeutige, Körper K̂ wird der algebraische Abschluss von K genannt. Aus dem
Fundamentalsatz der Algebra folgt, dass der Körper C mit dem algebraischen
Abschluss des Körpers R übereinstimmt, in Zeichen: C = R̂. Der algebraische
Abschluss von Q ist der Körper der algebraischen Zahlen.

Wir kommen nun zur Definition des charakteristischen Polynoms einer qua-
dratischen Matrix. Wir wollen jeder Matrix A ∈Mn×n(K) ein Polynom pA ∈ K[z]
zuordnen, sodass

pA(λ) = det(A− λIn),
für jedes λ ∈ K. Aus der Leibniz’schen Formel folgt sofort, dass λ 7→ det(A−λIn)
eine Polynomfunktion bildet, d.h. es existieren pi ∈ K mit

det(A− λIn) = p0 + p1λ + · · ·+ pnλ
n,

für jedes λ ∈ K. Die Koeffizienten pi sind durch diese Bedingung aber i.A. nicht
eindeutig bestimmt, das Polynom pA kann daher nicht einfach durch p0 + p1z +
· · ·+pnzn definiert werden! Betrachten wir etwa den Körper Z2 und das Polynom
p = z+z2 ∈ Z2[z], dann gilt p(λ) = 0, für jedes λ ∈ Z2, obwohl 0 6= p ∈ Z2[z]. Für
unendliche Körper ist die Abbildung K[z] → F (K,K), die einem Polynom p die
Polynomfunktion λ 7→ p(λ) zuordnet, injektiv, siehe Korollar IV.6.27. Für unend-
liche Körper kann das charakteristische Polynom also durch pA(λ) = det(A−λIn),
λ ∈ K, definiert werden, es ist dadurch eindeutig bestimmt. I.A. müssen wir vor-
sichtiger vorgehen.

Ist P ∈ Mn×n(K[z]) eine Matrix von Polynomen, dann definieren wir deren
Determinante, det(P ) ∈ K[z], durch die Leibniz-Formel,

det(P ) :=
∑

σ∈Sn

sgn(σ)P1,σ(1) · · ·Pn,σ(n) ∈ K[z],

wobei Pij ∈ K[z] das Polynom in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von P bezeich-
net. Aus Satz V.3.6 folgt

(det(P ))(λ) = det(P (λ)), λ ∈ K, (VI.15)

wobei P (λ) ∈Mn×n(K) die Matrix mit Eintragungen P (λ)ij = Pij(λ) bezeichnet.
Für beliebige Matrizen von Polynomen, P,Q ∈Mn×n(K[z]), gilt

det(PQ) = det(P ) det(Q) ∈ K[z], (VI.16)

wobei das Produkt von Polynommatrizen analog zum gewöhnlichen Matrizen-
produkt definiert ist, (PQ)ij =

∑

k PikQkj ∈ K[z]. Über unendlichen Körpern
folgt dies aus (VI.15), für beliebige Körper siehe Aufgabe 49. Beachte, dass auch
Mn×n(K[z]) eine assoziative Algebra bildet. Indem wir Matrizen mit Eintragun-
gen in K als Matrizen konstanter Polynome auffassen erhalten wir Mn×n(K) ⊆
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Mn×n(K[z]), und dies ist mit Addition, Skalarmultiplikation, Matrizenmultipli-
kation und der Determinante verträglich.

VI.2.12. Definition (Charakteristisches Polynom einer Matrix). Unter dem
charakteristischen Polynom einer Matrix A ∈ Mn×n(K) verstehen wir das Poly-
nom pA ∈ K[z],

pA := det(A− zIn) =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)(A− zIn)1,σ(1) · · · (A− zIn)n,σ(n). (VI.17)

Dabei bezeichnet (A − zIn)ij ∈ K[z] das Polynom in der i-ten Zeile und j-ten
Spalte von A− zIn ∈Mn×n(K[z]). Für i 6= j ist (A− zIn)ij = Aij ein konstantes
Polynom und (A− zIn)ii = Aii − z hat Grad 1.

VI.2.13. Beispiel. Betrachte die Matrix A = ( 0 0
0 1 ) ∈ M2×2(Z2) über dem

Körper K = Z2. Für ihr charakteristische Polynom pA ∈ Z2[z] gilt

pA = det(A− zI2) = det

(
0− z 0
0 1− z

)

= −z(1 − z) = z + z2.

Beachte pA(λ) = 0, für jedes λ ∈ Z2, denn pA(0) = 0+02 = 0 und pA(1) = 1+12 =
0. Das charakteristische Polynom ist jedoch nicht trivial, 0 6= pA ∈ Z2[z].

VI.2.14. Lemma. Sei A ∈Mn×n(K). Dann gilt:

(a) pA(λ) = det(A− λIn), für alle λ ∈ K.
(b) deg(pA) = n. Bezeichnen wir die Koeffizienten mit pA = p0+p1z+ · · ·+pnzn,

dann gilt pn = (−1)n, pn−1 = (−1)n−1 tr(A) und p0(A) = det(A).
(c) pS−1AS = pA, für jedes S ∈ GLn(K).
(d) Ist A ∈ Mn×n(K), B ∈ Mm×m(K) und C ∈ M(n+m)×(n+m)(K) eine Blockma-

trix der Form C = ( A ∗
0 B ), dann gilt pC = pApB.

(e) Für das charakteristische Polynom einer Dreiecksmatrix,

D =








λ1 ∗ · · · ∗
λ2

. . .
...

. . . ∗
λn







,

gilt pD = (λ1 − z)(λ2 − z) · · · (λn − z).
Beweis. Behauptung (a) folgt aus (VI.15), denn

pA(λ) =
(
det(A− zIn)

)
(λ) = det(A− λIn).

Daraus erhalten wir auch p0 = pA(0) = det(A− 0In) = det(A). Weiters hat

(A− zIn)1,σ(1) · · · (A− zIn)n,σ(n)
höchstens Grad n− 2, falls id 6= σ ∈ Sn. Für id = σ ∈ Sn gilt

(A− zIn)1,σ(1) · · · (A− zIn)n,σ(n) = (−1)nzn + (−1)n−1(A11 + · · ·+Ann)z
n−1 + q,
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wobei q ∈ K[z] und deg(q) ≤ n − 2. Mit (VI.17) erhalten wir also deg(pA) = n,
pn = (−1)n und pn−1 = (−1)n−1 tr(A). Behauptung (c) folgt aus (VI.16), denn

pS−1AS = det(S−1AS − zIn) = det
(
S−1(A− zIn)S

)

= det(S)−1 det(A− zIn) det(S) = det(A− zIn) = pA.

Um (d) einzusehen, beobachten wir zunächst, dass

(C − zI)1,σ(1) · · · (C − zI)n+m,σ(n+m) = 0,

falls ein i > n existert, für das σ(i) ≤ n gilt. In der Definition von pC ist daher nur
über jene Permutationen σ ∈ Sn+m zu summieren, für die σ({n+1, . . . , n+m}) ⊆
{n+1, . . . , n+m} gilt. Solche Permutationen müssen aber auch σ({1, . . . , n}) ⊆
{1, . . . , n} genügen und können daher mit Sn ×Sm identifiziert werden. Somit

pC =
∑

σ∈Sn+m

sgn(σ)(C − zI)1,σ(1) · · · (C − zI)n+m,σ(n+m)

=
∑

τ∈Sn,π∈Sm

sgn(τ) sgn(π)

n∏

i=1

(C − zI)i,τ(i)
m∏

j=1

(C − zI)n+j,n+π(j)

=
∑

τ∈Sn,π∈Sm

sgn(τ) sgn(π)

n∏

i=1

(A− zI)i,τ(i)
m∏

j=1

(B − zI)j,π(j)

=
∑

τ∈Sn

sgn(τ)
n∏

i=1

(A− zI)i,τ(i)
∑

π∈Sm

sgn(π)
m∏

j=1

(B − zI)j,π(j) = pApB

Behauptung (e) lässt sich mittels Induktion nach n aus (d) herleiten. Wir geben
einen anderen, direkteren Beweis. Beachte, dass wegen der Dreiecksform von D
offensichtlich (D − zIn)1,σ(1) · · · (D − zIn)n,σ(n) = 0, für jedes id 6= σ ∈ Sn. Aus
(VI.17) folgt daher

pD = (D − zIn)11 · · · (D − zIn)nn = (λ1 − z) · · · (λn − z),
womit auch (e) gezeigt wäre. �

VI.2.15. Bemerkung. Nach Lemma VI.2.14(c) haben ähnliche Matrizen das
selbe charakteristische Polynom, d.h. jeder Koeffizient pi des charakteristischen
Polynoms pA = p0+p1z+· · ·+pnzn einer MatrixA ∈Mn×n(K) bleibt unverändert,
wenn wir A durch eine ähnliche Matrix B = S−1AS, S ∈ GLn(K) ersetzen. Für
die Koeffizienten pn−1 und p0 bedeutet dies gerade tr(S−1AS) = tr(A) bzw.
det(S−1AS) = det(A), vgl. Lemma VI.2.14(b).

VI.2.16. Definition (Charakteristisches Polynom eines Endomorphismus).
Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und ϕ : V → V linear. Unter dem
charakteristischen Polynom von ϕ verstehen wir das charakteristische Polynom
der Matrix [ϕ]BB , wobei B eine geordnete Basis von V bezeichnet. Beachte, dass
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dies nach Lemma VI.2.14(c) nicht von der Basis B abhängt und daher wohldefi-
niert ist. Wir bezeichnen das charakteristische Polynom von ϕ mit pϕ ∈ K[z].

VI.2.17. Bemerkung. Ist A ∈ Mn×n(K) und bezeichnet ϕ : Kn → Kn,
ϕ(x) = Ax, die damit assoziierte lineare Abbildung, dann gilt pϕ = pA, denn
bezüglich der Standardbasis B von Kn gilt [ϕ]BB = A.

VI.2.18. Proposition. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, ϕ : V → V
linear und pϕ ∈ K[z] das charakteristische Polynom von ϕ. Dann gilt:

(a) pϕ(λ) = det(ϕ− λ idV ), für alle λ ∈ K.
(b) Die Eigenwerte von ϕ sind genau die Nullstellen von pϕ, für das Spektrum

von ϕ gilt daher: σ(ϕ) = {λ ∈ K : pϕ(λ) = 0}.
(c) deg(pϕ) = n. Bezeichnen wir die Koeffizienten mit pϕ = p0+p1z+ · · ·+pnzn,

dann gilt pn = (−1)n, pn−1 = (−1)n−1 tr(ϕ) und p0 = det(ϕ).
(d) pψ−1ϕψ = pϕ, für jeden linearen Isomorphismus ψ : W → V .
(e) pλ idV = (λ− z)n, für jedes λ ∈ K.
(f) Sei W ein Teilraum von V , sodass ϕ(W ) ⊆W . Bezeichnet ϕ|W : W →W die

Einschränkung und ϕ̄ : V/W → V/W , ϕ̄([v]) = [ϕ(v)] die induzierte lineare
Abbildung auf dem Quotientenraum, dann gilt pϕ = pϕ|W pϕ̄.

Beweis. Behauptung (a) folgt sofort aus Lemma VI.2.14(a). Ist nämlich B
eine Basis von V und λ ∈ K, dann gilt

pϕ(λ) = p[ϕ]BB
(λ) = det([ϕ]BB − λIn) = det

(
[ϕ− λ idV ]BB

)
= det(ϕ− λ idV ).

Zusammen mit Proposition VI.1.3 erhalten wir daraus auch (b). Aussagen (c)
folgt aus Lemma VI.2.14(b), denn det([ϕ]BB) = det(ϕ) und tr([ϕ]BB) = tr(ϕ),
vgl. Aufgabe 23. Behauptung (d) folgt aus Lemma VI.2.14(c), denn für jede
Basis C von W ist S := [ψ]BC ∈ GLn(K) und [ψ−1ϕψ]CC = [ψ]CB[ϕ]BB [ψ]BC =
S−1[ϕ]BBS, also

pψ−1ϕψ = p[ψ−1ϕψ]CC
= pS−1[ϕ]BBS = p[ϕ]BB

= pϕ.

Behauputng (e) folgt aus Lemma VI.2.14(e), denn [λ idV ]BB = λIn, also pλ idV =
p[λ idV ]BB

= pλIn = (λ− z)n. Es bleibt daher nur noch (f) zu zeigen. Wir wählen
dazu eine Basis B′ = (b1, . . . , bm) von W und ergänzen sie zu einer Basis B =
(b1, . . . , bm, bm+1, . . . , bn) von V . Bezeichnet π : V → V/W die kanonische Pro-
jektion, dann bildet B̄ := (π(bm+1), . . . , π(bn)) eine Basis von V/W , siehe Korol-
lar II.6.7, und es gilt:

[ϕ]BB =

(
[ϕ|W ]B′B′ ∗

0 [ϕ̄]B̄B̄

)

. (VI.18)

Um dies einzusehen beginnen wir mit der Definition der Matrix [ϕ]BB ,

ϕ(bj) =
n∑

i=1

([ϕ]BB)ijbi. (VI.19)
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Für j ≤ m ist bj ∈ W und nach Voraussetzung an ϕ daher auch ϕ(bj) ∈ W .
Daraus folgt

([ϕ]BB)ij =

{

([ϕ|W ]B′B′)ij für j ≤ m und i ≤ m

0 für j ≤ m und i > m.

Dies erklärt die linken beiden Blöcke in (VI.18). Sei nun j > m. Wenden wir auf
(VI.19) die Projektion π : V → V/W an, so folgt

ϕ̄(π(bj)) = π(ϕ(bj)) =

n∑

i=1

([ϕ]BB)ijπ(bi) =

n∑

i=m+1

([ϕ]BB)ijπ(bi),

denn π(bi) = 0, für alle i ≤ m. Daraus erhalten wir ([ϕ]BB)ij = ([ϕ̄]B̄B̄)i−m,j−m für
alle i, j > m, also den rechten unteren Block in (VI.18). Mit Lemma VI.2.14(d)
erhalten wir aus (VI.18) nun pϕ = p[ϕ]BB

= p[ϕ|W ]B′B′
p[ϕ̄]B̄B̄

= pϕ|W pϕ̄. �

VI.2.19. Definition (Algebraische Vielfachheit von Eigenwerten). Sei V ein
endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ϕ : V → V linear. Unter der algebrai-
schen Vielfachheit eines Eigenwerts λ von ϕ verstehen wir die Vielfachheit der
Nullstelle λ des charakteristsichen Polynoms pϕ, vgl. Proposition VI.2.18(b). Für
Matrizen A ∈ Mn×n(K) definieren wir die algebraische Vielfachheit der Eigen-
werte über die assoziierte lineare Abbildung, Kn → Kn, x 7→ Ax. Offensichtlich
stimmt dies mit der algebraischen Vielfachheit der Nullstelle λ von pA überein.

VI.2.20. Beispiel. Algebraische und geometrische Vielfachheit eines Eigen-
werts sind i.A. verschieden. Betrachte dazu die Matrix

A =







3 0 0 0
0 3 0 0
0 0 5 1
0 0 0 5







mit charakteristischen Polynom pA = (3 − z)2(5 − z)2. Diese Matrix hat zwei
Eigenwerte, λ1 = 3 und λ2 = 5. Beide haben algebraische Vielfachheit 2. Auch
die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts λ1 = 3 ist 2, denn der zugehörige
Eigenraum wird von den beiden Einheitsvektoren e1 und e2 aufgespannt, Eλ1 =
ker(A − 3I4) = 〈e1, e2〉. Die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts λ2 = 5
ist allerdings nur 1, denn der entsprechende Eigenraum ker(A − 5I4) = 〈e3〉 ist
1-dimensional.

VI.2.21. Proposition. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und
ϕ : V → V linear. Dann ist die algebraische Vielfachheit jedes Eigenwerts von ϕ
mindestens so groß wie seine geometrische Vielfachheit.

Beweis. Sei λ ein Eigenwert von ϕ, bezeichne W = ker(ϕ− λ idV ) den ent-
sprechenden Eigenraum und m = dim(W ) die geometrische Vielfachheit von λ.
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Es gilt daher ϕ|W = λ idW , insbesondere ist W invariant unter ϕ. Es bezeich-
ne ϕ̄ : V/W → V/W , ϕ̄([v]) = [ϕ(v)], die induzierte lineare Abbildung. Nach
Proposition VI.2.18(e)&(f) gilt für die charakteristischen Polynome

pϕ = pϕ|W pϕ̄ = (λ− z)mpϕ̄,
die algebraische Vielfachheit von λ ist daher mindestens m. �

Aus der vorangehenden Proposition folgt sofort, dass auch für quadratische
Matrizen die algebraische Vielfachheit jedes Eigenwerts mindestens so groß wie
seine geometrische Vielfachheit ist.

VI.2.22. Satz. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Eine lineare
Abbildung ϕ : V → V ist genau dann diagonalisierbar, wenn ihr charakteristisches
Polynom über K in Linearfaktoren zerfällt und die algebraische Vielfachheit jedes
Eigenwerts mit seiner geometrischen Vielfachheit übereinstimmt.

Beweis. Es bezeichne p das charakteristische Polynom von ϕ. Zerfällt p in
Linearfaktoren, dann stimmt die Summe der algebraischen Vielfachheiten aller
Nullstellen von p mit deg(p) = dim(V ) überein. Somit ist die Summe der alge-
braischen Vielfachheiten aller Eigenwerte von ϕ gleich dim(V ). Stimmen darüber
hinaus die algebraischen mit den geometrischen Vielfachheit überein, dann ist
also auch die Summe der geometrischen Vielfachheiten aller Eigenwerte gleich
dim(V ). Nach Satz VI.1.18 ist ϕ in diesem Fall diagonalisierbar. Die umgekehrte
Implikation folgt sofort aus Lemma VI.2.14(e). �

VI.2.23. Definition (Triangulierbarkeit). Sei V ein endlich-dimensionaler
K-Vektorraum. Eine lineare Abbildung ϕ : V → V wird triangulierbar genannt,
falls eine geordnete Basis B von V existiert, sodass die Matrixdarstellugn von ϕ
bezüglich B obere Dreiecksgestalt hat, d.h.

[ϕ]BB =








λ1 ∗ · · · ∗
0 λ2

. . .
...

...
. . .

. . . ∗
0 · · · 0 λn







.

Eine quadratische Matrix A ∈ Mn×n(K) wird triangulierbar genannt, wenn die
damit assoziierte lineare Abbildung Kn → Kn, x 7→ Ax, triangulierbar ist.

Eine quadratische Matrix ist genau dann triangulierbar, wenn sie ähnlich zu
einer oberen Dreiecksmatrix ist. Eine lineare Abbildung ϕ : V → V ist genau
dann triangulierbar wenn ihre Matrixdarstellug bezüglich einer (und dann jeder)
Basis triangulierbar ist. Offensichtlich ist jede diagonalisierbare lineare Abbildung
auch triangulierbar. Umgekehrt muss eine triangulierbare Abbildung bzw. Matrix
nicht diagonalisierbar sein. Beispielsweise ist die Matrix ( λ 1

0 λ ) triangulierbar aber
nicht diagonalisierbar, vgl. Beispiel VI.1.12. Nicht jede Matrix ist triangulierbar.
Etwa hat die reelle Matrix ( 0 −1

1 0 ) keinen einzigen reellen Eigenwert und kann
daher über R nicht triangulierbar sein.
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VI.2.24. Satz. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Eine lineare
Abbildung ϕ : V → V ist genau dann triangulierbar, wenn ihr charakteristisches
Polynom über K in Linearfaktoren zerfällt.

Beweis. Aus Lemma VI.2.14(e) folgt sofort, dass das charakteristische Poly-
nom einer triangulierbaren Matrix in Linearfaktoren zerfällt. Für die umgekehrte
Implikation sei nun ϕ eine lineare Abbildung, deren charakteristisches Polynom
in Linearfaktoren zerfällt. Wir werden nun mittels Induktion nach der Dimensi-
on von V zeigen, dass ϕ triangulierbar ist. Der Induktionsanfang, dim(V ) = 1,
ist trivial, denn jede 1 × 1-Matrix hat obere Dreiecksgestalt. Für den Indukti-
onsschritt sei nun dim(V ) ≥ 2. Da das charakteristische Polynom pϕ in Line-
arfaktoren zerfällt, existiert eine Nullstelle λ ∈ K, d.h. pϕ(λ) = 0. Nach Pro-
position VI.2.18(b) ist λ Eigenwert von ϕ. Sei 0 6= b1 ∈ V ein entsprechender
Eigenvektor, d.h. ϕ(b1) = λ1b1, und bezeichne W := 〈b1〉 den davon aufgespann-
ten 1-dimensionalen Teilraum. Nach Proposition VI.2.18(f) gilt

pϕ = pϕ|W pϕ̄ = (λ− z)pϕ̄,

wobei pϕ̄ das charakteristische Polynom der linearen Abbildung ϕ̄ : V/W →
V/W , ϕ̄([v]) = [ϕ(v)], bezeichnet. Daraus schließen wir, dass auch pϕ̄ in Line-
arfaktoren zerfällt. Nach Induktionsvoraussetzung ist ϕ̄ also triangulierbar, denn
dim(V/W ) = dim(V ) − 1 < dim(V ). Es existiert daher eine geordnete Basis
B̄ = (b̄2, . . . , b̄n) von V/W , sodass [ϕ̄]B̄B̄ obere Dreiecksgestalt hat:

[ϕ̄]B̄B̄ =





∗ · · · ∗
. . .

...
∗



 .

Wählen wir b2, . . . , bn ∈ V mit [bi] = b̄i, dann bildet B = (b1, b2, . . . , bn) eine
Basis von V , siehe Korollar II.6.7. Nach Konstruktion hat [ϕ]BB die Form

[ϕ]BB =

(
λ ∗
0 [ϕ̄]B̄B̄

)

=







λ ∗ · · · ∗
∗ · · · ∗

. . .
...
∗






,

denn ϕ(b1) = λb1 + 0b2 + · · ·+ 0bn und, für j ≥ 2,

ϕ̄(b̄j) = ϕ̄([bj ]) = [ϕ(bj)] =
[ n∑

i=1

([ϕ]BB)ijbi

]

=

n∑

i=1

([ϕ]BB)ij[bi] =

n∑

i=2

([ϕ]BB)ij b̄i,

da [b1] = 0 ∈ V/W , folglich ([ϕ]BB)ij = ([ϕ̄]B̄B̄)i−1,j−1, für alle i, j ≥ 2. Somit ist
ϕ also triangulierbar. �
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VI.2.25. Korollar. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum über K und
ϕ : V → V eine lineare Abbildung deren charakteristisches Polynom in Line-
arfaktoren zerfällt, d.h.

pϕ = p0 + p1z + · · ·+ pnz
n = (λ1 − z) · · · (λn − z), (VI.20)

wobei λ1, . . . , λn die Eigenwerte von ϕ bezeichnen und ihrer algebraischen Viel-
fachheit entsprechend oft aufgelistet sind. Dann gilt

σ(q(ϕ)) = q(σ(ϕ))

für jedes Polynom q ∈ K[z]. Weiters ist

(−1)n−jpn−j =
∑

1≤i1<···<ij≤n
λi1 · · ·λij ,

für jedes 1 ≤ j ≤ n. Insbesondere gilt

tr(ϕ) = λ1 + · · ·+ λn und det(ϕ) = λ1 · · ·λn,
d.h. die Summe der Eigenwerte stimmt mit der Spur überein und ihr Produkt
liefert die Determinante.

Beweis. Nach Satz VI.2.24 ist ϕ triangulierbar. Die erste Behauptung über
das Spektrum von q(ϕ) folgt daher aus Proposition VI.1.23. Die Formeln für pj er-
halten wir durch Ausmultiplizieren der rechten Seite von (VI.20). Für j = n erhal-
ten wir daraus det(ϕ) = p0 = λ1 · · ·λn, und für j = 1 auch tr(ϕ) = (−1)n−1pn−1 =
λ1 + · · · + λn, vgl. Proposition VI.2.18(c). Diese Formeln für die Spur und die
Determinante lassen sich, nach Wahl einer Basis in der ϕ obere Dreiecksgestalt
hat, auch direkt ablesen, denn bezüglich einer solchen Basis stimmen die Diago-
naleinträge mit den Eigenwerten überein. �

Für algebraisch abgeschlossene Körper erhalten wir daher:

VI.2.26. Korollar. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum über einem al-
gebraisch abgeschlossenen Körper K. Dann ist jede lineare Abbildung ϕ : V → V
triangulierbar. Weiters gilt σ(q(ϕ)) = q(σ(ϕ)), für jedes Polynom q ∈ K[z]. Be-
zeichnen λ1, . . . , λn die Eigenwerte von ϕ, ihrer algebraischen Vielfachheit ent-
sprechend oft angeführt, dann gilt tr(ϕ) = λ1+ · · ·+ λn sowie det(ϕ) = λ1 · · ·λn.

VI.3. Jordan’sche Normalform. Sei V ein endlich dimensionaler Vektor-
raum über K, und ϕ : V → V eine lineare Abbildung, deren charakteristisches
Polynom in Linearfaktoren zerfällt. Nach Satz VI.2.24 ist ϕ daher triangulierbar,
d.h. es existiert eine Basis B von V , sodass [ϕ]BB obere Dreiecksgestalt hat. In
diesem Abschnitt werden wir sehen, dass sich die Matrix [ϕ]BB durch geschick-
te Wahl der Basis B noch erheblich vereinfachen lässt. Wie wir bereits weiter
oben am Beispiel A = ( 0 1

0 0 ) beobachtet haben, wird ϕ i.A. nicht diagonalisierbar
sein, d.h. es ist nicht immer möglich [ϕ]BB auf Diagonalgestalt zu bringen. Wir
beginnen mit der sogenannten Primärzerlegung.
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VI.3.1.Definition (Verallgemeinerte Eigenräume). Sei V ein endlich-dimen-
sionaler K-Vektorraum, ϕ : V → V linear und λ ein Eigenwert von ϕ. Unter dem
verallgemeinerten Eigenraum von ϕ zum Eigenwert λ verstehen wir den Teilraum

Ẽλ :=
{
v ∈ V

∣
∣ ∃N ∈ N : (ϕ− λ idV )N (v) = 0

}
=
⋃

N≥1

ker
(
(ϕ− λ idV )N

)
.

Beachte, dass Ẽλ wegen der offensichtlichen Inklusionen ker
(
(ϕ − λ idV )

N
)
⊆

ker
(
(ϕ−λ idV )N+1

)
tatsächlich einen Teilraum von V bildet, der den Eigenraum

zum Eigenwert λ enthält, Eλ ⊆ Ẽλ. Unter den verallgemeinerten Eigenräumen
einer Matrix A ∈ Mn×n(K) verstehen wir die verallgemeinerten Eigenräume der
damit assoziierten linearen Abbildung, Kn → Kn, x 7→ Ax.

VI.3.2. Beispiel. Die reelle Matrix

A =





5 1 0
0 5 1
0 0 5





hat charakteristisches Polynom p = (5 − z)3 und daher nur einen Eigenwert,
λ = 5, mit algebraischer Vielfachheit 3. Der entsprechende Eigenraum, E5 =
ker(A− 5I) = 〈e1〉, ist ein dimensional. Da

A− 5I3 =
(

0 1 0
0 0 1
0 0 0

)

, (A− 5I3)
2 =

(
0 0 1
0 0 0
0 0 0

)

, (A− 5I3)
3 =

(
0 0 0
0 0 0
0 0 0

)

,

ist der verallgemeinerte Eigenraum, Ẽ5 = ker((A− 5)3) = K3, echt größer als E5.

VI.3.3. Beispiel. Die reelle Matrix

A =

( 3 1
3 0
3 1
3 0
5 0
5

)

hat charakteristisches Polynom p = (3−z)4(5−z)2, also zwei Eigenwerte, nämlich
λ1 = 3 mit algebraischer Vielfachheit 4 und λ2 = 5 mit algebraischer Vielfachheit
2. Aus

A− 3I5 =

( 0 1
0 0
0 1
0 0
2 0
2

)

, (A− 3I5)
2 =

( 0 0
0 0
0 0
0 0
4 0
4

)

,

erhalten wir E3 = ker(A−3I) = 〈e1, e3〉 und Ẽ3 = ker
(
(A−3I)2

)
= 〈e1, e2, e3, e4〉,

der verallgemeinerte Eigenraum ist daher echt größer als der Eigenraum. Ebenso,

A− 5I5 =





−2 1
−2 0

−2 1
−2

0 0
0



 , (A− 5I5)
2 =

( 4 ∗
4 0
4 ∗
4
0 0
0

)

,

und daher E5 = Ẽ5 = ker(A − 5I) = 〈e5, e6〉, für diesen Eigenwert stimmt der
verallgemeinerte Eigenraum also mit dem Eigenraum überein.

Wir untersuchen zunächst verallgemeinerte Eigenräume zum Eigenwert 0.
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VI.3.4. Lemma. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum über einem Körper
K und ϕ : V → V linear. Dann existiert N ∈ {0, . . . , n}, sodass

ker(ϕN) = ker(ϕN+1).

Es gilt dann für jedes k ∈ N,

ker(ϕN) = ker(ϕN+k) und img(ϕN) = img(ϕN+k).

Darüber hinaus gilt

V = ker(ϕN)⊕ img(ϕN),

und diese Zerlegung ist invariant unter ϕ, d.h.

ϕ
(
ker(ϕN)

)
⊆ ker(ϕN) und ϕ

(
img(ϕN)

)
⊆ img(ϕN).

Weiters ist die Einschräkung ϕ|ker(ϕN ) : ker(ϕN) → ker(ϕN ) triangulierbar mit 0

als einzigem Eigenwert, und die Einschränkung ϕ|img(ϕN ) : img(ϕN) → img(ϕN)
ist invertierbar. Bezeichnet m die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts 0 von
ϕ, so ist

dim
(
ker(ϕN)

)
= m, ker(ϕN) = ker(ϕm) und img(ϕN) = img(ϕm).

Schließlich existiert eine Basis B von V , sodass

[ϕ]BB =

(
A 0
0 C

)

, A =








0 ∗ · · · ∗
0 0

. . .
...

...
. . .

. . . ∗
0 · · · 0 0







∈Mm×m(K), C ∈ GLn−m(K).

Beweis. Betrachte die aufsteigende Kette von Teilräumen:

{0} = ker(idV ) = ker(ϕ0) ⊆ ker(ϕ1) ⊆ ker(ϕ2) ⊆ · · · ⊆ ker(ϕn) ⊆ ker(ϕn+1) ⊆ V.

Indirekt angenommen ker(ϕN) 6= ker(ϕN+1), für alle N ∈ {0, . . . , n}. Dann gilt

dim ker(ϕN ) < dimker(ϕN+1), N = 0, 1, . . . , n,

wir erhalten

0 = dimkerϕ0 < dimkerϕ1 < dimkerϕ2 < · · · < dim kerϕn < dim kerϕn+1,

und somit dim ker(ϕn+1) ≥ n + 1. Da dies dim ker(ϕn+1) ≤ dim(V ) = n wider-
spricht, muss also ein N ∈ {0, . . . , n} mit ker(ϕN) = ker(ϕN+1) existieren.

Wir zeigen nun ker(ϕN ) = ker(ϕN+k) mittels Induktion nach k. Der Induk-
tionsanfang, k = 0, ist trivial. Für den Induktionsschritt sei nun k ≥ 1. Da
offensichtlich ker(ϕN ) ⊆ ker(ϕN+k), genügt es die umgekehrte Inklusion,

ker(ϕN) ⊇ ker(ϕN+k),

zu zeigen. Sei dazu v ∈ ker(ϕN+k). Dann gilt ϕN+1(ϕk−1(v)) = ϕN+k(v) = 0, also
ϕk−1(v) ∈ ker(ϕN+1) = ker(ϕN) und daher v ∈ ker(ϕN+k−1) = ker(ϕN), wobei
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wir im letzten Gleichheitszeichen, die Induktionsvoraussetzung verwendet haben.
Damit ist ker(ϕN) = ker(ϕN+k) gezeigt. Insbesondere gilt

dim(ker(ϕN)) = dim(ker(ϕN+k))

und wegen der Dimensionsformel, dim(V ) = dim(ker(ϕl)) + dim(img(ϕl)), auch

dim(img(ϕN)) = dim(img(ϕN+k))

für alle k ∈ N. Da img(ϕN+k) ⊆ img(ϕN) folgt img(ϕN) = img(ϕN+k).
Wir zeigen nun

ker(ϕN) ∩ img(ϕN) = {0}. (VI.21)

Sei dazu v ∈ ker(ϕN) ∩ img(ϕN). Dann existiert w ∈ V , sodass v = ϕN (w).
Somit ϕN+N(w) = ϕN (v) = 0, also w ∈ ker(ϕN+N) = ker(ϕN). Dies bedeutet
v = ϕN(w) = 0. Damit ist (VI.21) gezeigt. Zusammen mit der Dimensionsformel

dim(V ) = dim(ker(ϕN)) + dim(img(ϕN))

folgt, dass V direkte Summe der Teilräume ker(ϕN) und img(ϕN) ist. Die Inva-
rianz der Zerlegung ist offensichtlich, denn ϕ(ker(ϕN)) ⊆ ker(ϕN−1) ⊆ ker(ϕN)
und ϕ(img(ϕN)) = img(ϕN+1) = img(ϕN). Daraus folgt auch, dass die Ein-
schränkung ϕ|img(ϕN ) : img(ϕN)→ img(ϕN) surjektiv, also invertierbar ist. Wähle
eine Basis b1, . . . , bk1 von ker(ϕ), ergänze sie zu einer Basis b1, . . . , bk1 , . . . , bk2
von ker(ϕ2), ergänze weiter zu einer Basis b1, . . . , bk1 , . . . , bk2 , . . . , bk3 von ker(ϕ3),
u.s.w. bis wir bei einer Basis B̃ := (b1, . . . , bk) von ker(ϕN) angelangt sind, wobei
k := dim(ker(ϕN)). Bezüglich dieser Basis hat ϕ|ker(ϕN ) folgende Blockdiagonal-
gestalt:

A := [ϕ|ker(ϕN )]B̃B̃ =








0 ∗ · · · ∗
0 0

. . .
...

...
. . .

. . . ∗
0 · · · 0 0







∈Mk×k(K). (VI.22)

Dies zeigt, dass die Einschränkung ϕ|ker(ϕN ) triangulierbar ist mit 0 als einzigem

Eigenwert. Sei nun bk+1, . . . , bn eine Basis von img(ϕN), und betrachte die Basis
B := (b1, . . . , bn) von V . Da ϕ auf img(ϕN) invertierbar ist, gilt

[ϕ]BB =

(
A 0
0 C

)

mit obigem A und C ∈ GLn−k(K). Insbesondere ist 0 nicht Eigenwert von C.
Nach Lemma VI.2.14(d) gilt pϕ = pApC , also muss der Eigenwert 0 von A al-
gebraische Vielfachheit m haben, und wir erhalten k = m, vgl. (VI.22). Daraus
folgt nun auch Am = 0, also [ϕm]BB = ( 0 0

0 Cm ) mit Cm ∈ GLn−m(K). Daraus lesen
wir ker(ϕN) = ker(ϕm) und img(ϕN) = img(ϕm) ab. Damit ist der Beweis des
Lemmas vollständig. �
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Aus dem vorangehenden Lemma erhalten wir sofort eine analoge Aussage
über verallgemeinerte Eigenräume zu beliebigen Eigenwerten:

VI.3.5. Lemma. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum über einem Körper
K und ϕ : V → V linear. Weiters sei λ Eigenwert von ϕ mit algebraischer Viel-
fachheit m und verallgemeinerten Eigenraum Ẽλ. Dann gilt

dim(Ẽλ) = m und Ẽλ = ker
(
(ϕ− λ idV )m

)
.

Weiters existiert ein invarianter komplementärer Teilraum W , d.h.

V = Ẽλ ⊕W, ϕ(Ẽλ) ⊆ Ẽλ, ϕ(W ) ⊆W.

Darüber hinaus ist die Einschränkung ϕ|Ẽλ
: Ẽλ → Ẽλ triangulierbar mit λ als

einzigen Eigenwert, und λ ist kein Eigenwert der Einschräkung ϕ|W : W → W ,
d.h.

σ(ϕ|Ẽλ
) = {λ} und σ(ϕ|W ) = σ(ϕ) \ {λ}.

Schließlich existiert eine Basis B von V , sodass

[ϕ]BB =

(
A 0
0 C

)

, A =








λ ∗ · · · ∗
0 λ

. . .
...

...
. . .

. . . ∗
0 · · · 0 λ







∈Mm×m(K), (VI.23)

und C ∈M(n−m)×(n−m)(K) mit σ(C) = σ(ϕ) \ {λ}.
Beweis. Beachte, dass 0 Eigenwert der linearen Abbildung

ϕ− λ idV : V → V

ist und algebraische Vielfachheit m besitzt. Wenden wir Lemma VI.3.4 auf diese
lineare Abbildung an, so folgt dim(Ẽλ) = m, Ẽλ = ker

(
(ϕ − λ idV )m

)
, und der

Teilraum W := img
(
(ϕ− λ idV )m

)
bildet ein Komplement,

V = Ẽλ ⊕W.
Da beide Teilräume unter ϕ−λ idV invariant sind, sind sie auch invariant unter ϕ,
d.h. ϕ(Ẽλ) ⊆ Ẽλ und ϕ(W ) ⊆W . Nach Lemma ist (ϕ− λ idV )|Ẽλ

triangulierbar
mit 0 als einzigen Eigenwert. Somit ist auch ϕ|Ẽλ

triangulierbar mit λ als einzigen
Eigenwert, insbesondere gilt σ(ϕ|Ẽλ

) = {λ}. Nach Lemma ist (ϕ−λ idV )|W inver-
tierbar, folglich ist λ kein Eigenwert von ϕ|W , d.h. λ /∈ σ(ϕ|W ). Aus der Invarianz
der Zerlegung folgt σ(ϕ) = σ(ϕ|Ẽλ

) ∪ σ(ϕ|W ), also σ(ϕ|W ) = σ(ϕ) \ {λ}. Sei nun
B eine Basis von V wie in Lemma VI.3.4, d.h.

[ϕ− λ idV ]BB =

(
Ã 0

0 C̃

)

, Ã =








0 ∗ · · · ∗
0 0

. . .
...

...
. . .

. . . ∗
0 · · · 0 0







∈Mm×m(K),
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und C̃ ∈ GLn−m(K). Dann hat [ϕ]BB die Form (VI.23), wobei A = Ã+ λIm und

C = C̃ + λIn−m. �

VI.3.6. Bemerkung. Betrachte nochmals die Matrix A aus Beispiel VI.3.3.
Sie hat λ = 3 als Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 4. Nach dem vor-
angehenden Lemma muss Ẽ3 = ker

(
(A − 3I)4

)
gelten. Weiter oben haben wir

gesehen, dass in diesem Fall sogar Ẽ3 = ker
(
(A − 3I)2

)
gilt. I.A. ist daher die

algebraische Vielfachheit, m, eines Eigenwerts λ, nicht die minimale Zahl mit
Ẽλ = ker

(
(A− λI)m

)
.

VI.3.7. Satz (Primärzerlegung). Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum über
einem Körper K und ϕ : V → V linear. Weiters bezeichnen λ1, . . . , λk alle (paar-
weise verschiedenen) Eigenwerte, m1, . . . , mk ihre algebraischen Vielfachheiten

und Ẽλ1 , . . . , Ẽλk die entsprechenden verallgemeinerten Eigenräume. Dann gilt

dim(Ẽλi) = mi und Ẽλi = ker
(
(ϕ− λi idV )mi

)
, (VI.24)

für alle i = 1, . . . , k. Darüber hinaus existiert ein invarianter TeilraumW , sodass

V = Ẽλ1 ⊕ · · · ⊕ Ẽλk ⊕W, ϕ(Ẽλi) ⊆ Ẽλi , ϕ(W ) ⊆W. (VI.25)

Die Einschränkung ϕ|Ẽλi
: Ẽλi → Ẽλi ist triangulierbar mit λi als einzigen Eigen-

wert, und ϕ|W hat keine Eigenwerte, also

σ(ϕ|Ẽλi
) = {λi} und σ(ϕ|W ) = ∅.

Schließlich existiert eine Basis B von V , sodass

[ϕ]BB =








A1 0 · · · 0

0
. . .

. . .
...

...
. . . Ak 0

0 · · · 0 A







,wobei Ai =








λi ∗ · · · ∗
0 λi

. . .
...

...
. . .

. . . ∗
0 · · · 0 λi







∈Mmi×mi

(K)

und A ∈Mm×m(K) keine Eigenwerte besitzt, σ(A) = ∅, undm = n−m1−· · ·−mk.
Zerfällt das charakteristische Polynom von ϕ in Linearfaktoren (etwa weil K

algebraisch abgeschlossen ist), dann ist W = {0}, V = Ẽλ1 ⊕ · · · ⊕ Ẽλk und der
letzte Block in der Matrixdarstellung, A, tritt nicht auf, d.h. m = 0.

Beweis. Wir gehen mittels Induktion nach der Anzahl der verschiedenen
Eigenwerte vor. Der Induktionsanfang, σ(ϕ) = ∅, ist trivial. Für den Induk-
tionsschritt sei nun λ ein Eigenwert von ϕ. Nach Lemma VI.3.5 existiert ein
komplementärer Teilraum W ′, sodass

V = Ẽλ1 ⊕W ′, ϕ(Ẽλ1) ⊆ Ẽλ1 , ϕ(W ′) ⊆W ′. (VI.26)

Bezeichnet ϕ′ := ϕ|W ′ : W ′ →W ′ die Einschränkung, so gilt weiters

σ(ϕ|Ẽλ1
) = {λ1} und σ(ϕ′) = {λ2, . . . , λn}.
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Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein Teilraum W von W ′, sodass

W ′ = Ẽ ′
λ2
⊕ · · · ⊕ Ẽ ′

λk
⊕W, ϕ′(Ẽ ′

λi
) ⊆ Ẽ ′

λi
, ϕ′(W ) ⊆W, σ(ϕ′|W ) = ∅,

wobei Ẽ ′
λi

die verallgemeinerten Eigenräume von ϕ′ bezeichnen. Offensichtlich

ist Ẽ ′
λi
⊆ Ẽλi , es gilt aber auch die umgekehrte Inklusion, Ẽλi ⊆ Ẽ ′

λi
, für jedes

i = 2, . . . , k. Sei dazu v ∈ Ẽλi und N so, dass (ϕ − λi idV )Nv = 0. Bezeichnet
v = e + w′ die eindeutige Zerlegung mit e ∈ Ẽλ1 und w′ ∈ W ′, dann folgt
(ϕ−λi idV )Ne = 0 = (ϕ−λi idV )Nw′ wegen der Invarianz der Zerlegung (VI.26).
Da λi nicht Eigenwert von ϕ|Ẽλ1

ist, muss e = 0 gelten, und daher v = w′ ∈ Ẽ ′
λi
.

Dies zeigt Ẽ ′
λi

= Ẽλi , und daher die invariante Zerlegung (VI.25). Zerfällt das
charakteristische Polynom in Linearfaktoren, dann muss W = {0} gelten, da ja

σ(ϕ′|W ) = ∅. Wählen wir Basen von Ẽλi wie in Lemma VI.3.5 und vereinigen
diese mit einer Basis von W , so erhalten wir eine Basis B von V bezüglich der
die Matrixdarstellung [ϕ]BB die gewünschte Form hat. �

Daraus erhalten wir sofort:

VI.3.8. Korollar. Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum über einem
Körper K und ϕ : V → V linear. Weiters bezeichnen λ1, . . . , λk alle (paarweise
verschiedenen) Eigenwerte und Ẽλ1 , . . . , Ẽλk die entsprechenden verallgemeiner-
ten Eigenräume. Dann sind äquivalent:

(a) Das charakteristische Polynom pϕ zerfällt über K in Linearfaktoren.

(b) V = Ẽλ1 ⊕ · · · ⊕ Ẽλk .
(c) dim(V ) =

∑k
i=1 dim(Ẽλi).

VI.3.9. Beispiel. Wir wollen die Primärzerlegung der Matrix

A =









5 1 1 0 0
−4 1 −2 0 0
0 0 3 0 0
0 0 6 6 1
0 0 −6 −1 4









bestimmen. Für das charakteristische Polynom erhalten wir

p = det









5− z 1 1 0 0
−4 1− z −2 0 0
0 0 3− z 0 0
0 0 6 6− z 1
0 0 −6 −1 4− z









= det





5− z 1 1
−4 1− z −2
0 0 3− z



 det

(
6− z 1
−1 4− z

)

= (3− z)3(5− z)2,
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also σ(A) = {3, 5}. Dann ist

A− 5I =









0 1 1 0 0
−4 −4 −2 0 0
0 0 −2 0 0
0 0 6 1 1
0 0 −6 −1 −1









, (A− 5I)2 =









−4 −4 −4 0 0
16 12 8 0 0
0 0 4 0 0
0 0 −12 0 0
0 0 12 0 0









,

also

E5 = ker(A− 5I) =

〈(
0
0
0
1
−1

)〉

, Ẽ5 = ker
(
(A− 5I)2

)
=

〈(
0
0
0
1
−1

)

,

(
0
0
0
0
1

)〉

,

siehe (VI.24). Analog

A− 3I =









2 1 1 0 0
−4 −2 −2 0 0
0 0 0 0 0
0 0 6 3 1
0 0 −6 −1 1









, (A− 3I)2 =









0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 12 8 4
0 0 −12 −4 0









,

also

E3 = ker(A− 3I) =

〈(
1
−2
0
0
0

)

,

(
0
1
−1
3
−3

)〉

,

und

Ẽ3 = ker
(
(A− 3I)2

)
=

〈(
1
−2
0
0
0

)

,

(
0
1
−1
3
−3

)

,

(
1
0
0
0
0

)〉

.

Bezeichnen wir die gewonnene Basis von V mit

B =

(
0
0
0
1
−1

)

,

(
0
0
0
0
1

)

,

(
1
−2
0
0
0

)

,

(
0
1
−1
3
−3

)

,

(
1
0
0
0
0

)

und die entsprechende Basiswechselmatrix mit

S = TEB =









0 0 1 0 1
0 0 −2 1 0
0 0 0 −1 0
1 0 0 3 0
−1 1 0 −3 0









dann gilt

[A]BB = S−1AS =









5 1 0 0 0
0 5 0 0 0
0 0 3 0 2
0 0 0 3 0
0 0 0 0 3









,

die gesuchte Primärzerlegung von A.
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VI.3.10. Satz (Caley–Hamilton). Sei V ein endlich dimensionaler Vektor-
raum über einem Körper K und ϕ : V → V eine lineare Abbildung mit charakte-
ristischem Polynom p. Dann gilt p(ϕ) = 0.

Beweis. Wir werden dies nur für algebraisch abgeschlossene Körper zeigen,
der allgemeine Fall lässt sich dann durch Übergang zum algebraischen Abschluss
von K beweisen. Sei also K algebraisch abgeschlossen. Es bezeichnen λ1, . . . , λk
alle verschiedenen Eigenwerte, m1, . . . , mk ihre algebraischen Vielfachheiten und
Ẽλi die entsprechenden verallgemeinerten Eigenräume. Für das charakteristische
Polynom gilt dann p = (λ1 − z)m1 · · · (λk − z)mk , und daher

p(ϕ) = (λ1 idV −ϕ)m1 · · · (λk idV −ϕ)mk .

Nach Satz VI.3.7 ist

V = Ẽλ1 ⊕ · · · ⊕ Ẽλk und ϕ(Ẽλi) ⊆ Ẽλi .

Schränken wir p(ϕ) : V → V auf den Teilraum Ẽλk ⊆ V ein, erhalten wir

p(ϕ)|Ẽλk
= (λ1 idV −ϕ)m1 · · · (λk idV −ϕ)mk |Ẽλk

︸ ︷︷ ︸

=0

= 0,

siehe (VI.24). Da die Faktoren (λi idV −ϕ)mi miteinander kommutieren, gilt auch

p(ϕ)|Ẽλi
= (λ1 idV −ϕ)m1 · · · (λi idV −ϕ)mi |Ẽλi

︸ ︷︷ ︸

=0

= 0,

und wir erhalten analog

p(ϕ)|Ẽλi
= 0, i = 1, . . . , k.

Nachdem die Teilräume Ẽλ1 , . . . , Ẽλk ganz V aufspannen, folgt p(ϕ) = 0. �

VI.3.11. Bemerkung. Ist A ∈ Mn×n(K) und bezeichnet p das charakteristi-
sche Polynom von A, dann gilt p(A) = 0. Dies folgt sofort aus aus Satz VI.3.10,
siehe auch Aufgabe 60. Etwa hat die Matrix

A =





1 −2 −2
2 6 4
−1 −2 0





charakteristisches Polynom p = −z3 + 7z2 − 16z + 12 = (2 − z)2(3 − z) und es
gilt tatsächlich

p(A) = −A3 + 7A2 − 16A+ 12I3

= −
( −11 −38 −38

38 84 76
−19 −38 −30

)

+ 7
(−1 −10 −10

10 24 20
−5 −10 −6

)

− 16
(

1 −2 −2
2 6 4
−1 −2 0

)

+ 12
(

1 0 0
0 1 0
0 0 1

)

=
(

11 38 38
−38 −84 −76
19 38 30

)

+
( −7 −70 −70

70 168 140
−35 −70 −42

)

+
( −16 32 32

−32 −96 −64
16 32 0

)

+
(

12 0 0
0 12 0
0 0 12

)

=
(

0 0 0
0 0 0
0 0 0

)

.
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VI.3.12. Bemerkung. Es scheint verlockend, den Beweis von Satz VI.3.10
wie folgt kürzer zu führen: Da p(z) = det(A − zIn) ist p(A) = det(A − AIn) =
det(A − A) = det(0) = 0. Dies ist jedoch kein korrekter Beweis! Das Problem
liegt beim vermeintlichen Gleichheitszeichen, p(A) = det(A−AIn), denn auf der
linken Seite steht eine Matrix, p(A), wohingegen auf der rechten Seite der Skalar
det(A−AIn) steht.

VI.3.13. Definition (Nilpotente Abbildungen). Sei V ein endlich dimensio-
naler K-Vektorraum. Eine lineare Abbildung ϕ : V → V wird nilpotent genannt,
falls N ∈ N existiert, sodass ϕN = 0. Eine Matrix A ∈ Mn×n(K) wird nilpo-
tent genannt, wenn die damit assoziierte lineare Abbildung Kn → Kn, x 7→ Ax,
nilpotent ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn AN = 0, für ein N ∈ N.

Aus den vorangehenden Betrachtungen folgt sofort:

VI.3.14. Proposition. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum über einem
Körper K und ϕ : V → V eine lineare Abbildung. Dann sind äquivalent:

(a) ϕ ist nilpotent.
(b) Ẽ0 = V .
(c) ϕn = 0.
(d) Es existieren ineinander geschachtelte Teilräume (Flagge)

{0} = V0 ⊆ V1 ⊆ V2 ⊆ · · · ⊆ Vr = V,

sodass ϕ(Vi) ⊆ Vi−1, für alle i = 1, . . . , r.
(e) Es existiert eine Basis B von V , bezüglich der die Matrixdarstellung von ϕ

strikte obere Dreiecksgestalt hat, d.h.

[ϕ]BB =








0 ∗ · · · ∗
0 0

. . .
...

...
. . .

. . . ∗
0 · · · 0 0








Ist K algebraisch abgeschlossen, dann ist dies weiters äquivalent zu

(f) σ(ϕ) ⊆ {0}.
Eine Folge (strikt) geschachtelter Teilräume wie in (d) ist durch

{0} = ker(ϕ0) ( ker(ϕ1) ( ker(ϕ2) ( · · · ( ker(ϕr) = V

gegeben, wobei r die kleinste Zahl mit ϕr = 0 bezeichnet (Nilpotenzindex). Eine
Basis wie in (e) lässt sich gewinnen, indem wir mit einer Basis von ker(ϕ) begin-
nen, diese zu einer Basis von ker(ϕ2) ergänzen, weiter zu einer Basis von ker(ϕ3)
ergänzen, u.s.w. bis wir schließlich bei einer Basis von V landen.

VI.3.15. Korollar. Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum über einem
Körper K und ϕ : V → V eine lienare Abbildung deren charakteristisches Poly-
nom in Linearfaktoren zerfällt. Dann existiert eine eindeutig bestimmte diagona-
lisierbare lineare Abildung ψ : V → V und eine eindeutig bestimmte nilpotente
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lineare Abbildung ν : V → V , sodass

ϕ = ψ + ν und ψν = νψ.

Darüber hinaus haben ϕ und ψ das selbe charakteristische Polynom, also die
gleichen Eigenwerte und algebraischen Vielfachheiten.

Beweis. Die Existenz von ψ und ν folgt aus der Primärzerlegung. Ist B eine
Basis von V bezüglich der [ϕ]BB von der Form in Satz VI.3.7 ist, dann definieren
wir [ψ]BB (und damit ψ) durch die Diagonaleinträge von [ϕ]BB und ν := ϕ− ψ.
Eine einfache Überlegung zeigt, dass diese linearen Abbildungen alle gewünschten
Eigenschaften haben.

Es bleibt daher nur noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Seien dazu ψ : V → V
diagonalisierbar und ν : V → V nilpotent, sodass ϕ = ψ+ν und ψν = νψ. Da die
verallgemeinerten Eigenräume von ϕ ganz V aufspannen, genügt es ψ|Ẽλ

= λ idẼλ

für jeden Eigenwert λ von ϕ zu zeigen, denn dadurch sind ψ und dann auch
ν = ϕ−ψ eindeutig festgelegt. Da ψ und ν kommutieren gilt auch ϕψ = ψϕ und
ϕν = νϕ und daher, siehe Aufgabe 61,

ψ(Ẽλ) ⊆ Ẽλ und ν(Ẽλ) ⊆ Ẽλ.

Beachte, dass ν|Ẽλ
und ϕ|Ẽλ

− λ idẼλ
beide nilpotent sind. Da sie kommutieren

ist auch ihre Differenz, ψ|Ẽλ
− λ idẼλ

= ϕ|Ẽλ
− λ id |Ẽλ

− ν|Ẽλ
nilpotent, siehe

Aufgabe 62. Andererseits ist ψ|Ẽλ
−λ idẼλ

auch diagonalisierbar, siehe Aufgabe 63.
Somit ist ψ|Ẽλ

−λ idẼλ
diagonalisierbar und nilpotent, also Null, siehe Aufgabe 64.

Wir erhalten ψ|Ẽλ
= λ idẼλ

. �

Nach Korollar VI.3.15, lässt sich jede Matrix A ∈ Mn×n(K), deren charakte-
ristisches Polynom in Linearfaktoren zerfällt, in der Form A = D+N schreiben,
wobei D ∈ Mn×n(K) diagonalisierbar, N ∈Mn×n(K) nilpotent, und DN = ND.
Die Matrizen D und N sind durch diese Eigenschaften eindeutig bestimmt, die
Eigenwerte von A und D, und deren algebraische Vielfachheiten, stimmen übe-
rein.

VI.3.16. Satz. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und ϕ : V → V eine
nilpotente lineare Abbildung. Dann existieren Vektoren v1, . . . , vl ∈ V und Zahlen
r1 ≥ r2 ≥ · · · ≥ rl ≥ 1, sodass ϕri(vi) = 0, für jedes i = 1, . . . , l, und so, dass

v1, ϕ(v1), . . . , ϕ
r1−1(v1), v2, ϕ(v2), . . . , ϕ

r2−1(v2), . . . , vl, ϕ(vl), . . . , ϕ
rl−1(vl)

eine Basis von V bildet. Bezeichnet B diese Basis in umgekehrter Reihenfolge,
dann ist die Matrixdartsellung von der Form

[ϕ]BB =











0 ε1 0 · · · 0

0 0 ε2
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
...

. . . 0 εn−1

0 · · · · · · 0 0











(VI.27)
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für gewisse εi ∈ {0, 1}. Es gilt in diesem Fall

n = r1 + · · ·+ rl und l = dimkerϕ = 1 + ♯{i | εi = 0}.
Eine solche Basis kann durch Lösen linearer Gleichungssysteme algorithmisch
konstruiert werden (siehe den Beweis unten).

Beweis. Sei r1 die kleinste Zahl, sodass ϕr1 = 0 und ϕr1−1 6= 0. Es existiert
daher v1 ∈ V , sodass ϕr1(v1) 6= 0. Wir zeigen zunächst, dass die Vektoren

v1, ϕ(v1), ϕ
2(v1), . . . , ϕ

r1−1(v1) (VI.28)

linear unabhängig in V sind. Seien dazu λi ∈ K mit

λ0v1 + λ1ϕ
1(v1) + λ2ϕ

2(v1) + · · ·+ λr1−1ϕ
r1−1(v1) = 0.

Da ϕr1(v1) = 0, erhalten wir durch sukzessives Anwenden von ϕ, das System

λ0v1 + λ1ϕ
1(v1) + λ2ϕ

2(v1) + · · ·+ λr1−1ϕ
r1−1(v1) = 0

λ0ϕ
1(v1) + λ1ϕ

2(v1) + · · ·+ λr1−2ϕ
r1−1(v1) = 0

λ0ϕ
2(v1) + · · ·+ λr1−3ϕ

r1−1(v1) = 0

...

λ0ϕ
r1−2(v1) + λ1ϕ

r1−1(v1) = 0

λ0ϕ
r1−1(v1) = 0

Da ϕr1−1(v1) 6= 0 folgt daraus λ0 = λ1 = · · · = λr1−1 = 0 in dem wir Glei-
chungssystem von unten nach oben inspizieren. Dies zeigt, dass (VI.28) linear
unabhängig sind. Bezeichne den davon aufgespannten Teilraum mit

U :=
〈
v1, ϕ(v1), ϕ

2(v1), . . . , ϕ
r1−1(v1)

〉
.

Beachte, dass U invariant unter ϕ ist, d.h. ϕ(U) ⊆ U . Die Abbildung ϕ
induziert daher eine Abbildung auf dem Quotientenraum,

ϕ̄ : V̄ → V̄ , ϕ̄([v]) = [ϕ(v)], V̄ := V/U.

Beachte ϕ̄r1 = 0, denn ϕ̄r1([v]) = [ϕr1(v)] = [0] = 0, für jedes v ∈ V . Insbesondere
ist auch ϕ̄ : V̄ → V̄ nilpotent. Mittels Induktion nach der Dimension von V
dürfen wir daher annehmen, dass Zahlen r1 ≥ r2 ≥ · · · ≥ rl ≥ 1 und Vektoren
v̄2, . . . , v̄l ∈ V̄ existieren, sodass ϕ̄ri(v̄i) = 0 für jedes i = 2, . . . , l, und so, dass

v̄2, ϕ̄(v̄2), . . . , ϕ̄
r2−1(v̄2), . . . , v̄l, ϕ̄(v̄l), . . . , ϕ̄

rl−1(v̄l) (VI.29)

eine Basis von V̄ bildet. Wähle Repräsentanten ṽ2, . . . , ṽl ∈ V , d.h. v̄i = [ṽi]. Es
folgt [ϕri(ṽi)] = ϕ̄ri(v̄i) = 0, also ϕri(ṽi) ∈ U . Es existieren daher µi,j ∈ K, sodass

ϕri(ṽi) =

r1−1∑

j=0

µi,jϕ
j(v1), i = 2, . . . , l. (VI.30)
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Anwenden von ϕr1−ri liefert, unter Verwendung von ϕr1 = 0,

0 = ϕr1(ṽi) = ϕr1−ri
(
ϕri(ṽi)

)
=

r1−1∑

j=0

µi,jϕ
r1−ri+j(v1)

=

r1−1+r1−ri∑

j=r1−ri

µi,j−r1+riϕ
j(v1) =

r1−1∑

j=r1−ri

µi,j−r1+riϕ
j(v1)

Aus der linearen Unabhängigkeit des Systems (VI.28) folgt µi,0 = µi,1 = · · · =
µi,ri−1 = 0. Zusammen mit (VI.30) erhalten wir also

ϕri(ṽi) =

r1−1∑

j=ri

µi,jϕ
j(v1), i = 2, . . . , l.

Setzen wir

vi := ṽi −
r1−1∑

j=ri

µi,jϕ
j−ri(v1),

dann gilt somit

ϕri(vi) = 0 und v̄i = [vi], i = 2, . . . , l.

Beachte, dass

v2, ϕ(v2), . . . , ϕ
r2−1(v2), . . . , vl, ϕ(vl), . . . , ϕ

rl−1(vl) (VI.31)

unter der kanonischen Projektion V → V̄ , v 7→ [v], bijektiv auf die Basis (VI.29)
abgebildet wird. Somit ist (VI.31) linear unabhängig in V und bildet die Basis
eines zu U komplementären Teilraums. Da v1, ϕ(v1), . . . , ϕ

r1−1(v1) eine Basis von
U ist, bildet

v1, ϕ(v1), . . . , ϕ
r1−1(v1), v2, ϕ(v2), . . . , ϕ

r2−1(v2), . . . , vl, ϕ(vl), . . . , ϕ
rl−1(vl)

also eine Basis von V . Damit ist der erste Teil des Satzes gezeigt. Die verbleiben-
den Aussagen sind nun offensichtlich. �

Für nilpotente Matrizen A ∈ Mn×n(K), besagt der vorangehende Satz, dass
eine invertierbare Matrix S ∈ GLn(K) und Skalare εi ∈ {0, 1} existieren, sodass
S−1AS die Form (VI.27) hat.

VI.3.17. Beispiel. Die Matrix

A =










0 1 0 0 0 0
2 0 1 0 0 0
0 −2 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 −1 2 0 1
0 −3 0 0 0 0
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ist nilpotent, denn

A2 =










2 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
−4 0 −2 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0
−6 0 −3 0 0 0










, A3 =










0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 −2 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 −3 0 0










, A4 = 0.

Wir wollen eine invertierbare Matrix S finden, sodass S−1AS die Gestalt (VI.27)
hat. Wir gehen wie im Beweis des vorangehenden Satzes vor. Da A3 6= 0 und
A4 = 0 ist r1 = 4. Es ist v1 so zu wählen, dass A3v1 6= 0. Wir verwenden v1 = e4
und erhalten A4v1 = 0 sowie

v1 =

( 0
0
0
1
0
0

)

, Av1 =

( 0
0
1
0
2
0

)

, A2v1 =





0
1
0
0
−1
0



 , A3v1 =





1
0
−2
0
0
−3



 .

Nach dem Beweis des Satzes oben, sind diese Vektoren linear unabhängig und
spannen daher einen 4-dimensionalen Teilraum U auf. Um den Nilpotenzindex der
induzierten Abbildung auf dem Quotientenraum K6/U zu bestimmen, beobachten
wir, dass img(A2) zur Gänze in U liegt, aber img(A) 6⊆ U , somit r2 = 2. Es ist
daher ṽ2 so zu bestimmen, dass Aṽ2 6∈ U . Wir entscheiden uns für ṽ2 = e1 und
erhalten

ṽ2 =

( 1
0
0
0
0
0

)

, Aṽ2 =

( 0
2
0
0
1
0

)

, A2ṽ2 =





2
0
−4
0
0
−6



 = 2A3v1 ∈ U.

Setzen wir v2 := ṽ2 − 2Av1, dann gilt A2v2 = 0 und

v2 =





1
0
−2
0
−4
0



 , Av2 =

( 0
0
0
0
3
0

)

.

Wir erhalten eine Basis B und die entsprechende Basiswechselmatrix S,





1
0
−2
0
0
−3



 ,





0
1
0
0
−1
0



 ,

( 0
0
1
0
2
0

)

,

( 0
0
0
1
0
0

)

,

( 0
0
0
0
3
0

)

,





1
0
−2
0
−4
0



 ,

︸ ︷︷ ︸

B

S =










1 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0
−2 0 1 0 0 −2
0 0 0 1 0 0
0 −1 2 0 3 −4
−3 0 0 0 0 0










,
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mit der gewünschten Eigenschaft:

S−1AS =










0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0










.

VI.3.18. Definition (Jordanblock). Unter dem Jordanblock der Größe m ∈
N mit Eigenwert λ ∈ K verstehen wir die Matrix

Jm(λ) :=








λ 1

λ
. . .
. . . 1

λ







∈Mm×m(K).

VI.3.19. Satz (Jordan Zerlegung). Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum
über einem Körper K und ϕ : V → V eine lineare Abbildung, deren charakteristi-
sches Polynom über K in Linearfaktoren zerfällt. Weiters bezeichnen λ1, . . . , λk
alle (paarweise verschiedenen) Eigenwerte von ϕ und m1, . . . , mk ihre algebrai-
sche Vielfachheiten und n1, . . . , nk ihre geometrischen Vielfachheiten. Dann exi-
stiert eine Basis B von V , sodass die Matrixdarstellung von ϕ folgende Blockdia-
gonalgestalt besitzt:

[ϕ]BB =
















Jm1,1
(λ1)

. . .
Jm1,n1

(λ1)
. . .

Jmk,1
(λk)

. . .

Jmk,nk
(λk)
















.

Dabei sind mi,j ∈ N und mi,1 + · · ·+mi,ni
= mi, für jedes i = 1, . . . , k. Für die

Anzahl der Jordanblöcke zum Eigenwert λi und Größe mindestens r gilt

♯
{
j
∣
∣ mi,j ≥ r

}
= dimker

(
(ϕ− λi idV )r

)
− dimker

(
(ϕ− λi idV )r−1

)
.

Insbesondere ist diese Matrixdarstellung von ϕ, bis auf die Reihenfolge der Jor-
danblöcke, eindeutig betsimmt. Sie wird die Jordan’sche Normalform von ϕ ge-
nannt.

Beweis. Bezeichnen Ẽλi = ker
(
(ϕ − λi idV )

mi
)
die verallgemeinerten Ei-

genräume von ϕ, so haben wir nach Satz VI.3.7 eine invariante Zerlegung,

V = Ẽλ1 ⊕ · · · ⊕ Ẽλk , ϕ(Ẽλi) ⊆ Ẽλi ,
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und die Einschränkung ϕ|Ẽλi
ist triangulierbar mit einzigem Eigenwert λi. Somit

ist die Einschränkung ϕ|Ẽλi
− λi idẼλi

: Ẽλi → Ẽλi nilpotent. Nach Satz VI.3.16

existiert daher eine Basis Bi von Ẽλi und Zahlen εi,j ∈ {0, 1}, sodass

[
ϕ|Ẽλi

− λi idẼλi

]

BiBi
=









0 εi,1

0
. . .
. . . εi,mi−1

0









.

Folglich:

[
ϕ|Ẽλi

]

BiBi
=









λi εi,1

λi
. . .
. . . εi,mi−1

λi









.

Beachte,

ni = dim(Eλi) = dim
(
ker(ϕ− λi idV )

)

= dim
(

ker
(
ϕ|Ẽλi

− λi idẼλi

))

= 1 + ♯{j | εi,j = 0}.

Es existieren daher Zahlen mi,1, . . . , mi,ni
∈ N, sodass mi,1+ · · ·+mi,ni

= mi und

[
ϕ|Ẽλi

]

BiBi
=






Jmi,1
(λi)

. . .
Jmi,ni

(λi)






︸ ︷︷ ︸

mi ×mi

, Jmi,j
(λi) =








λi 1

λi
. . .
. . . 1

λi








︸ ︷︷ ︸

mi,j ×mi,j

.

Die Vereinigung B := B1, . . . , Bk bildet daher eine Basis von V , bezüglich der ϕ
die gewünschte Form hat. Daraus erhalten wir sofort

dim
(
ker(ϕ− λi idV )r

)
= dim

(

ker
(
ϕ|Ẽλi

− λi idẼλi

)r
)

= dimker

( Jmi,1
(0)

...
Jmi,ni

(0)

)r

= ♯{j | mi,j ≥ 1}+ · · ·+ ♯{j | mi,j ≥ r},

und daher ♯
{
j
∣
∣ mi,j ≥ r

}
= dimker

(
(ϕ−λi idV )r

)
−dimker

(
(ϕ−λi idV )r−1

)
. �

Für Matrizen A ∈ Mn×n(K), deren charakteristisches Polynom über K in
Linearfaktoren zerfällt, besagt der vorangehende Satz gerade, dass eine invertier-
bare Matrix S ∈ GLn(K) existiert, sodass S−1AS wie die Matrix in Satz VI.3.19
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aussieht. Eine mögliche Jordan’sche Normalform ist etwa:

















3 1
3 1

3 1
3

3 1
3

3
5 1

5
5


















wobei, wie bisher, alle nicht spezifizierten Eintragungen Null sind.

VI.3.20.Korollar. Zwei Matrizen A,B ∈Mn×n(K), deren charakteristische
Polynome in Linearfaktoren zerfallen, sind genau dann ähnlich, wenn ihre Jor-
dan’schen Normalformen, bis auf die Reihenfolge der Jordanblöcke, gleich sind.
Dies ist genau dann der Fall, wenn A und B die selben Eigenwerte, λ1, . . . , λk,
haben und für jedes i = 1, . . . , k und jedes r die folgende Relation gilt:

dim ker
(
(A− λiIn)r

)
= dimker

(
(B − λiIn)r

)
.

VI.3.21. Bemerkung. Durch die geometrischen und algebraischen Vielfach-
heiten der Eigenwerte ist die Jordan’sche Normalform noch nicht eindeutig fest-
gelegt. Etwa haben die beiden Matrizen

A =










7 1
7 0

7 1
7 1

7 1
7










und B =










7 1
7 1

7 0
7 1

7 1
7










beide nur einen Eigenwert, nämlich λ = 7 mit algebraischer Vielfachheit 6 und
geometrischer Vielfachheit 2. Die beiden Matrizen sind jedoch nicht ähnlich, da
ihre Jordan’schen Normalformen verschieden sind, es gibt daher keine invertier-
bare Matrix S ∈ GL6(K), sodass S−1AS = B. Dass A und B nicht ähnlich sein
können, folgt auch direkt aus (B − 7I)3 = 0 und (A− 7I)3 6= 0.

VI.3.22. Beispiel. Wir wollen die Jordan’sche Normalform der Matrix

A =












7 1 0 −1 0 0 −15
0 7 0 0 −1 −2 0
0 0 7 1 0 0 7
0 0 0 7 1 2 0
0 0 0 0 7 0 −2
0 0 0 0 0 7 1
0 0 0 0 0 0 7
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bestimmen. Wir setzen N := A− 7In und berechnen

N =






0 1 0 −1 0 0 −15
0 0 0 0 −1 −2 0
0 0 0 1 0 0 7
0 0 0 0 1 2 0
0 0 0 0 0 0 −2
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0




 , N2 =





0 0 0 0 −2 −4 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 2 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0



 , N3 = 0.

Somit dim ker(N) = 3, dim ker(N2) = 6 und dimker(N r) = 0, für r ≥ 3. Nach
Satz VI.3.19 hat die Jordan’sche Normalform von A daher 3 Jordanblöcke der
Größen 3, 2, 2, und muss somit folgende Gestalt haben:

J =












7 1
7 1

7
7 1

7
7 1

7












(VI.32)

Um auch eine Matrix S mit S−1AS = J zu bestimmen gehen wir wie im Beweis
von Satz VI.3.16 vor. Da N2 6= 0 und N3 = 0, ist r1 = 3. Es daher v1 so zu
wählen, dass N2v1 6= 0. Wir verwenden v1 = e5 und erhalten:

v1 =





0
0
0
0
1
0
0



 , Nv1 =





0
−1
0
1
0
0
0



 , N2v1 =





−2
0
1
0
0
0
0



 , N3v1 = 0.

Da img(N2) ⊆ U1 := 〈v1, Nv1, N2v1〉 aber img(N) 6⊆ U1 ist r2 = 2. Es daher v2
so zu wählen, dass Nv2 /∈ U1 und N

2v2 = 0. Wir verwenden v2 = e2 und erhalten

v2 =





0
1
0
0
0
0
0



 , Nv2 =





1
0
0
0
0
0
0



 , N2v2 = 0.

Da img(N) 6⊆ 〈v1, Nv1, N2v1, v2, Nv2〉, ist auch r3 = 2. Es ist daher v3 so zu
wählen, dass Nv3 /∈ 〈v1, Nv1, N2v1, v2, Nv2〉 und N2v3 = 0. Wir verwenden v3 =
e7 und erhalten

v3 =





0
0
0
0
0
0
1



 , Nv3 =





−15
0
7
0
−2
1
0



 , N2v3 = 0.

Insgesamt erhalten wir folgende Basis und Transformationsmatrix:




−2
0
1
0
0
0
0



 ,





0
−1
0
1
0
0
0



 ,





0
0
0
0
1
0
0



 ,





1
0
0
0
0
0
0



 ,





0
1
0
0
0
0
0



 ,





−15
0
7
0
−2
1
0



 ,





0
0
0
0
0
0
1





︸ ︷︷ ︸

B

S =






−2 0 0 1 0 −15 0
0 −1 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 7 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 −2 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1
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Nach Konstruktion gilt S−1AS = J , siehe (VI.32).

VI.3.23. Beispiel. Betrachte die Folge 0, 0, 1, 6, 24, 80, 240, 672 . . . Genauer:

x0 = 0, x1 = 0, x2 = 1, xn = 6xn−1 − 12xn−2 + 8xn−3, n ≥ 3.

Wir wollen eine explizite Formel für xn herleiten. Setzen wir

vn :=





xn
xn+1

xn+2



 , A :=





0 1 0
0 0 1
8 −12 6



 ,

dann gilt vn+1 = Avn und daher vn = Anv0. Da das gesuchte xn den ersten Eintrag
von vn bildet, genügt es also A

n zu berechnen. Das charakteristische Polynom von
A ist p = (2− z)3, die Matrix hat also nur einen Eigenwert, nämlich 2. Es gilt

A− 2I =





−2 1 0
0 −2 1
8 −12 4



 , (A− 2I)2 =





4 −4 1
8 −8 2
16 −16 4



 , (A− 2I)3 = 0,

und daher

b1 =





0
0
1



 , (A− 2I)b1 =





0
1
4



 , (A− 2I)2b1 =





1
2
4





Daraus lesen wir die Jordan’sche Normalform von A ab:

S−1AS =





2 1 0
0 2 1
0 0 2



 wobei S =





1 0 0
2 1 0
4 4 1



 , S−1 =





1 0 0
−2 1 0
4 −4 1



 .

Damit können wir die Potenzen von A bestimmen, siehe Aufgabe 67,

An = S





2 1 0
0 2 1
0 0 2





n

S−1 = S





2n n2n−1
(
n
2

)
2n−2

0 2n n2n−1

0 0 2n



S−1

Somit

vn = Anv0 = S





2n n2n−1
(
n
2

)
2n−2

0 2n n2n−1

0 0 2n









0
0
1



 = S





(
n
2

)
2n−2

n2n−1

2n



 =






(
n
2

)
2n−2

(
n+1
2

)
2n−1

(
n+2
2

)
2n




 .

Der erste Eintrag liefert die gesuchte explizite Formel für xn,

xn =

(
n

2

)

2n−2 =
n(n− 1)

2
2n−2 = n(n− 1)2n−3.
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VI.4. Reelle Normalformen. Wir wollen hier die Primärzerlegung des
vorangehenden Abschnitts verfeinern und anschließend die reelle Jordan’sche Nor-
malform besprechen. Wir beginnen mit der Primfaktorzerlegung von Polynomen.

VI.4.1. Definition (Teiler). Seien p, q ∈ K[z] zwei Polynome. Wir sagen p
teilt q, und schreiben p|q, falls ein Polynom s ∈ K[z] existiert, sodass q = sp.
Jedes solche Polynom p wird als Teiler von q bezeichnet.

Jedes nicht-triviale konstante Polynom 0 6= c ∈ K[z] teilt jedes andere Po-
lynom p ∈ K[z], denn p = c(c−1p), wobei c−1p ∈ K[z]. Auch gilt cp|p für jedes
Polynom p und jede Konstante 0 6= c ∈ K, denn p = c−1(cp). Solche Teiler, d.h.
konstante Polynome und konstante Vielfache von p, werden als triviale Teiler von
p bezeichnet.

VI.4.2. Definition (Irreduzible Polynome). Ein Polynom p mit deg(p) ≥ 1
wird irreduzibel genannt, wenn es neben den trivialen Teilern (konstante Polyno-
me und konstante Vielfache von p) keine weiteren Teiler besitzt.

VI.4.3. Beispiel. Jedes Polynom ersten Grades ist irreduzibel, denn für den
Grad gilt deg(p1p2) = deg(p1)+deg(p2). Das Polynom p = z2+1 ∈ R[z] ist nicht
irreduzibel, denn es zerfällt über R nicht in Linearfaktoren.

VI.4.4. Definition (Teilerfremde Polynome). Polynome p1, . . . , pk ∈ K[z]
werden teilerfremd oder relativ prim genannt, falls sie neben den konstanten
Polynomen keine weiteren gemeinsamen Teiler besitzen, d.h. q|p1, . . . , q|pk ist
nur für konstante Polynome q möglich.

VI.4.5. Lemma. Polynome p1, . . . , pk ∈ K[z] sind genau dann teilerfremd,
wenn Polynome q1, . . . , qk ∈ K[z] existieren, sodass

q1p1 + · · ·+ qkpk = 1.

Beweis. Gilt q1p1 + · · ·+ qkpk = 1 und ist s ∈ K[z] ein gemeinsamer Teiler
aller pi, d.h. s|p1, . . . , s|pk, dann folgt s|1, also muss s konstant sein. Dies zeigt,
dass p1, . . . , pk teilerfremde Polynome sind. Für die andere Implikation betrachte

J :=
{
q1p1 + · · ·+ qkpk

∣
∣ qi ∈ K[z]

}
.

Da wenigstens ein pi 6= 0 gilt J 6= {0}. Sei nun 0 6= a ∈ J mit minimalem
Grad, d.h. deg(a) ≤ deg(b), für alle 0 6= b ∈ J . Wir zeigen nun, dass a jedes
der Polynome pi teilt, i = 1, . . . , k. Da a ∈ J existieren q1, . . . , qk ∈ K[z] mit
a = q1p1 + · · ·+ qkpk. Nach Lemma VI.2.1 existieren r, s ∈ K[z] mit p1 = sa + r
und deg(r) < deg(a). Somit

r = (1− sq1)p1 − · · · − sqkpk ∈ J,
und wegen der Minimalität von deg(a), also r = 0. Wir schließen p1 = sa und
daher a|p1. Völlig analog lässt sich a|pi für jedes i = 1, . . . , k zeigen. Als ge-
meinsamer Teiler der teilerfremden Polynome p1, . . . , pk muss a konstant sein.
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Wir erhalten somit 1 = a−1a = a−1(q1p1 + · · · + qkpk) = q̃1p1 + · · · + q̃kpk mit
q̃i = a−1qi ∈ K[z]. �

VI.4.6. Lemma (Irreduzible Polynome sind prim). Seien q1, q2 ∈ K[z] beliebige
Polynome und p ∈ K[z] irreduzibel, sodass p|q1q2. Dann gilt p|q1 oder p|q2.

Beweis. Wir nehmen an, dass p nicht q1 teilt und werden p|q2 zeigen. Be-
achte, dass p und q1 teilerfremd sind, denn wegen der Irreduzibilität von p sind
alle nicht konstanten Teiler von p von der Form cp mit 0 6= c ∈ K, diese können
aber nicht q1 teilen, da q1 nicht von p geteilt wird. Nach Lemma VI.4.5 existieren
daher a, b ∈ K[z], sodass ap + bq1 = 1. Wir erhalten apq2 + bq1q2 = q2, also p|q2,
denn p teilt offensichtlich den ersten Summanden, apq2, aber auch den zweiten,
bq1q2, denn nach Voraussetzung gilt p|q1q2. �

VI.4.7. Definition (Normierte Polynome). Ein Polynom 0 6= p ∈ K[z] wird
normiert oder monisch genannt, falls es führenden Koeffizient 1 hat, d.h. wenn
es von der Form p = zn + pn−1z

n−1 + · · ·+ p1z + p0 ist, pi ∈ K.

VI.4.8. Proposition (Eindeutige Primfaktorzerlegung). Sei p ∈ K[z] ein
Polynom mit deg(p) ≥ 1. Dann existieren paarweise verschiedene irreduzible nor-
mierte Polynome q1, . . . , qk ∈ K[z], m1, . . . , mk ∈ N und 0 6= c ∈ K, sodass

p = cqm1

1 · · · qmk

k

Diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig.

Beweis. Ist p irreduzibel und bezeichnet 0 6= c ∈ K den führenden Koeffizi-
enten von p, dann ist q = c−1p ein normiertes irreduzibles Polynom und p = cq
die gesuchte Darstellung. Ist p nicht irreduzibel, dann existieren p1, p2 ∈ K[z] mit
deg(pi) ≥ 1, sodass p = p1p2 und daher auch deg(pi) < deg(p). Mittels Induktion
nach deg(p) dürfen wir daher annehmen, dass normierte irreduzible Polynome qi
und 0 6= ci ∈ K existieren, sodass p1 = c1q1 · · · ql und p2 = c2ql+1 · · · qn. Fassen wir
in p = p1p2 = c1c2q1 · · · qn gleiche Faktoren zu Potenzen zusammen, so erhalten
wir die gewünschte Darstellung von p mit c = c1c2. Damit ist die Existenz der
Primfaktorzerlegung bewiesen.

Um auch die Eindeutigkeit der Darstellung zu zeigen, seien nun qi, q̃i normierte
irreduzible Polynome und 0 6= c ∈ K, 0 6= c̃ ∈ K, sodass

cq1 · · · ql = c̃q̃1 · · · q̃n.
Aus der Normiertheit der qi und q̃i folgt c = c̃ und daher

q1 · · · ql = q̃1 · · · q̃n.
Nach Lemma VI.4.6 teilt q1 wenigstens eines der Polynome q̃i. O.B.d.A. q1|q̃1. Da
q1 und q̃1 beide normiert und irreduzibel sind, folgt q1 = q̃1. Mit Hilfe der schon
früher verwendeten Kürzungsregel schließen wir q2 · · · ql = q̃2 · · · q̃n. Induktiv fort-
fahrend erhalten wir l = n und, nach Umnummerieren der q̃i, auch qi = q̃i. �
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VI.4.9. Beispiel (Irreduzible Polynome über alg. abg. K). Ist K algebraisch
abgeschlossen, dann zerfällt jedes nicht konstante Polynom in Linearfaktoren,
also sind die irreduzible Polynome über K genau die Polynome mit Grad 1. Die
eindeutige Primfaktorzerlegung eines Polynoms p ∈ K[z] mit deg(p) ≥ 1 ist daher
von der Form

p = c(z − λ1)m1 · · · (z − λk)mk ,

wobei λ1, . . . , λk die Nullstellen, m1, . . . , mk ihre algebraischen Vielfachheiten und
0 6= c ∈ K den führenden Koeffizienten von p bezeichnen.

VI.4.10. Beispiel (Irreduzible Polynome über R). Neben den Polynomen
ersten Grades, siehe Beispiel VI.4.3,

q = c(z − λ), c, λ ∈ K, c 6= 0, (VI.33)

gibt es noch einen zweiten Typ irreduzibler reeller Polynome, nämlich

q = c
(
(z − α)2 + β2

)
, c, λ, α, β ∈ R, β > 0, c 6= 0. (VI.34)

Dieses Polynom q besitzt zwei konjugiert komplexe Nullstellen, λ = α ± iβ, hat
keine reelle Nullstelle, und ist daher irreduzibel. Jedes irreduzible reelle Polynom,
p, ist von der Form (VI.33) oder (VI.34). Hat p eine reelle Nullstelle, dann muss
es von der Form (VI.33) sein. Hat p keine reelle Nullstelle, dann existiert nach
dem Fundamentalsatz der Algebra eine komplexe Nullstelle, p(µ) = 0, wobei

µ ∈ C \ R. Da p reelle Koeffizienten hat, folgt p(µ̄) = p(µ) = 0, also ist µ̄ eine
weitere Nullstelle von p, die verschieden von µ ist. Es existiert daher ein Polynom
c ∈ C[z], sodass p = c(z − µ)(z − µ̄). Schreiben wir µ = α + iβ, dann gilt
(z − µ)(z − µ̄) = (z − α)2 + β2. Da dies ein reelles Polynom ist, folgt c ∈ R[z],
und wegen der Irreduzibilität von p muss c daher konstant sein. Somit hat p die
Gestalt (VI.34). Die Primfaktorzerlegung eines beliebigen reellen Polynoms p mit
deg(p) ≥ 1 ist daher von der Form

p = c(z − λ1)m1 · · · (z − λk)mk
(
(z − α1)

2 + β2
1

)m̃1 · · ·
(
(z − αl)2 + β2

l

)m̃l

wobei c, λi, αi, βi ∈ R, βi > 0 und c 6= 0. Dabei sind λ1, . . . , λk die reellen Null-
stellen, m1, . . . , mk ihre algebraischen Vielfachheiten, α1 + iβ1, . . . , αl + iβl die
komplexen Nullstellen mit positivem Imaginärteil und m̃1, . . . , m̃l ihre algebrai-
schen Vielfachheiten. Fassen wir p als komplexes Polynom auf, dann gilt

p = c(z − λ1)m1 · · · (z − λk)mk
(
z − (α1 + iβ1)

)m̃1
(
z − (α1 − iβ1)

)m̃1

· · ·
(
z − (αl + iβl)

)m̃l
(
z − (αl − iβl)

)m̃l

d.h. die komplexen Nullstellen α1 − iβ1, . . . , αl − iβl haben die gleichen algebrai-
schen Vielfachheiten, m̃1, . . . , m̃k, wie die dazu komplex konjugierten Nullstellen.

VI.4.11. Satz (Primärzerlegung). Sei V ein endlich dimensionaler K-Vek-
torraum, ϕ : V → V linear und p ∈ K[z] ein Polynom mit deg(p) ≥ 1, sodass
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p(ϕ) = 0. Bezeichnet p = cpm1

1 · · · pmk

k die eindeutige Primfaktorzerlegung von p,
dann zerfällt V in eine invariante direkte Summe:

V = ker
(
pm1

1 (ϕ)
)
⊕ · · · ⊕ ker

(
pmk

k (ϕ)
)
, ϕ

(
ker(pmi

i (ϕ)
)
⊆ ker

(
(pmi

i (ϕ))
)
.

Beweis. Bezeichne p̂i := p/pmi

i = pm1

1 · · ·pmi−1

i−1 p
mi+1

i+1 · · · pmk

k ∈ K[z]. Da die
Polynome p̂1, . . . , p̂k teilerfremd sind, existieren Polynome qi ∈ K[z], sodass 1 =
q1p̂1+ · · ·+ qkp̂k. Setzen wir πi := (qip̂i)(ϕ) : V → V , i = 1, . . . , k, so erhalten wir

idV = π1 + · · ·+ πk. (VI.35)

Für i 6= j ist a := p/(pmi

i p
mj

j ) ∈ K[z] und ap = p2/(pmi

i p
mj

j ) = p̂ip̂j, also aqiqjp =
qip̂iqj p̂j und daher πi ◦ πj = (qip̂i)(ϕ) ◦ (qj p̂j)(ϕ) = (qip̂iqj p̂j)(ϕ) = (aqiqjp)(ϕ) =
(aqiqj)(ϕ) ◦ p(ϕ) = 0. Zusammen mit (VI.35) folgt

π2
i = πi und πi ◦ πj = 0, i 6= j.

Nach Proposition VI.1.16 erhalten wir die Zerlegung

V = img(π1)⊕ · · · ⊕ img(πk), ϕ
(
img(πi)

)
⊆ img(πi),

wobei die Invarianz aus ϕ ◦ πi = (zqip̂i)(ϕ) = (qip̂iz)(ϕ) = πi ◦ ϕ folgt. Es bleibt

img(πi) = ker
(
pmi

i (ϕ)
)

zu zeigen. Da pmi

i qip̂i = qip folgt pmi

i (ϕ) ◦ πi = (pmi

i qip̂i)(ϕ) = (qip)(ϕ) = qi(ϕ) ◦
p(ϕ) = 0 und daher die Inklusion img(πi) ⊆ ker

(
pmi

i (ϕ)
)
. Da die Polynome pmi

i

und qip̂i teilerfremd sind, existieren Polynome b, c ∈ K[z], sodass 1 = bpmi

i +cqip̂i,
also idV = b(ϕ) ◦ pmi

i (ϕ) + πi ◦ c(ϕ), woraus wir auch die umgekehrte Inklusion,
ker
(
pmi

i (ϕi)
)
⊆ img(πi), erhalten. �

VI.4.12. Bemerkung. Ist ϕ : V → V linear und bezeichnen λ1, . . . , λk ∈ K

alle verschiedenen Eigenwerte von ϕ, dann hat die eindeutige Primfaktorzerlegung
des charakteristischen Polynoms von ϕ die Form

p = c(z − λ1)m1 · · · (z − λk)mkpm̃1

1 · · ·pm̃l

l ,

wobei m1, . . . , mk die algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte bezeichnen.
Die Zerlegung aus Satz VI.4.11,

V =

Ẽλ1
︷ ︸︸ ︷

ker
(
(ϕ− λ1 idV )m1

)
⊕ · · · ⊕

Ẽλk
︷ ︸︸ ︷

ker
(
(ϕ− λk idV )mk

)

⊕ ker
(
pm̃1

1 (ϕ)
)
⊕ · · · ⊕ ker

(
pml

l (ϕ)
)

︸ ︷︷ ︸

W

verfeinert die Zerlegung aus Satz VI.3.7.
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VI.4.13. Beispiel. Die reelle Matrix

A =







0 1 7 0
−1 0 2 4
0 0 0 2
0 0 −2 0







hat charakteristisches Polynom p = (z2 + 1)(z2 + 4) und daher keine reellen
Eigenwerte. Es gilt:

ker(A2 + I4) = ker

(
0 0 2 18
0 0 −15 4
0 0 −3 0
0 0 0 −3

)

=

〈(
1
0
0
0

)

,

(
0
1
0
0

)〉

ker(A2 + 4I4) = ker

(
3 0 2 18
0 3 −15 4
0 0 0 0
0 0 0 0

)

=

〈(−2
15
3
0

)

,

( −18
−4
0
3

)〉

Somit

S−1AS =







0 1
−1 0

0 2
−2 0






, S =







1 0 −2 −18
0 1 15 −4
0 0 3 0
0 0 0 3






.

VI.4.14. Definition. Für α, β ∈ R mit β > 0 definieren wir den reellen
Jordanblock zum komplexen Eigenwert α+ iβ durch

J2m(α, β) :=













α −β
β α

I2

α −β
β α

. . .

. . . I2
α −β
β α













∈M2m×2m(R)

Das charakteristische Polynom eines solchen Jordanblocks ist

p =
(
(z − α)2 + β2

)m
=
(
z − (α + iβ)

)m(
z − (α− iβ)

)m

und hat daher zwei komplex konjugierte Nullstellen, λ = α± iβ, beide mit alge-
braischer Vielfachheit m.

VI.4.15. Lemma. Sei V ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum und
ϕ : V → V linear mit charakteristischem Polynom

p =
(
(z − α)2 + β2

)m
,

wobei α, β ∈ R und β > 0. Dann existiert eine Basis B von V , sodass die
Matrixdarstellung [ϕ]BB folgende Blockdiagonalgestalt hat:

[ϕ]BB =





J2m1
(α, β)

. . .
J2mn(α, β)
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Dabei sind m1, . . . , mn ∈ N und m1 + · · ·+mn = m. Für die Anzahl der auftre-
tenden Jordanblöcke gilt weiters:

2♯{j | mj ≥ r} = dimker
((

(ϕ− α idV )
2 + β2 idV

)r
)

− dimker
((

(ϕ− α idV )
2 + β2 idV

)r−1
)

Beweis. O.B.d.A. sei V = R2m und ϕ durch eine Matrix A ∈ M2m×2m(R)
gegeben, ϕ(x) = Ax. Wir fassen A nun als komplexe Matrix auf, A ∈M2m×2m(C),
und betrachten die damit assoziierte komplex lineare Abbildung ϕC : C

2m → C2m,
ϕC(x) := Ax. Für ihr charakteristisches Polynom gilt

p = (z − λ)m(z − λ̄)m.
wobei λ := α+ iβ und λ̄ = α− iβ. Nach Satz VI.3.7 gilt

C2m = Ẽλ ⊕ Ẽλ̄. (VI.36)

Da A reelle Eintragungen hat gilt

Ẽλ = Ẽλ̄ und Ẽλ̄ = Ẽλ, (VI.37)

denn für x ∈ Ẽλ ist (A− λI2m)mx = 0, also

(A− λ̄I2m)mx̄ = (Ā− λ̄Ī2m)mx̄ = (A− λI2m)mx = 0̄ = 0,

und daher x̄ ∈ Ẽλ̄. Nach Satz VI.3.19 existieren eine Basis c1, . . . , cm von Ẽλ und
εj ∈ {0, 1}, sodass

Acj = λcj + εj−1cj−1, j = 1, . . . , m,

wobei ε0 := 0. Da Ā = A und ε̄j = εj , folgt daraus

Ac̄j = λ̄c̄j + εj−1c̄j−1, j = 1, . . . , m.

Setzen wir

bj :=
1
2
(cj + c̄j), b′j :=

1
2i
(cj − c̄j), j = 1, . . . , m,

so gilt

b̄j = bj , b̄′j = b′j , cj = bj + ib′j , c̄j = bj − ib′j ,

sowie

λcj =
(
αbj − βb′j

)
+ i
(
βbj + αb′j

)
.

Durch einfache Rechnung folgt

Abj = αbj + βb′j + εj−1bj−1, Ab′j = −βbj + αb′j + εj−1b
′
j−1. (VI.38)

Wegen (VI.37) bildet c̄1, . . . , c̄m eine Basis von Ẽλ̄, also ist c1, . . . , cm, c̄1, . . . , c̄m
eine Basis von C2m, siehe (VI.36). Da bj + ib′j = cj und bj − ib′j = c̄j ist auch

B = b1, b
′
1, b2, b

′
2, . . . , bm, b

′
m
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eine Basis von C2m. Nach (VI.38) gilt

[ϕC]BB =















α −β
β α

ε1I2

α −β
β α

. . .

. . . εm−1I2

α −β
β α















Da b̄j = bj und b̄
′
j = b′j liegen alle Basisvektoren von B in R2m ⊆ C2m, also bildet

B auch eine Basis des reellen Vektorraums R2m und [ϕ]BB = [ϕC]BB hat die
gewünschte Gestalt. Die Formel für die Anzahl der verschiedenen Jordanblöcke
folgt aus, siehe Aufgabe 72,

dim ker
((

(ϕ− α idV )
2 + β2 idV

)r
)

= 2♯{j | mj ≥ 1}+ · · ·+ 2♯{j | mj ≥ r}. �

VI.4.16. Satz (Reelle Jordan’sche Normalform). Sei V ein endlich dimensio-
naler reeller Vektorraum, ϕ : V → V linear und

p = (z − λ1)m1 · · · (z − λk)mk
(
(z − α1)

2 + β2
1

)m̃1 · · ·
(
(z − αl)2 + β2

l

)m̃l

die eindeutige Primfaktorzerlegung des charakteristischen Polynoms von ϕ, wobei
λi, αi, βi ∈ R und βi > 0. Dann existiert eine Basis B von V , sodass [ϕ]BB Block-
diagonalgestalt hat, wobei entlang der Diagonale folgende Jordanblöcke stehen:

Jm1,1
(λ1), . . . , Jm1,n1

(λ1), . . . , Jmk,1
(λk), . . . , Jmk,nk

(λk),

J2m̃1,1
(α1, β1), . . . , J2m̃1,ñ1

(α1, β1), . . . , J2m̃l,1
(αl, βl), . . . , J2m̃l,ñl

(αl, βl).

Dabei sind mi,j , m̃i,j, ni, ñi ∈ N und es gilt

mi,1 + · · ·+mi,ni
= mi sowie m̃i,1 + · · ·+ m̃i,ñi

= m̃i.

Für die Anzahl der auftretenden Jordanblöcke gilt weiters:

♯{j | mi,j ≥ r} = dimker
(
(ϕ− λi idV )r

)
− dimker

(
(ϕ− λi idV )r−1

)

2♯{j | m̃i,j ≥ r} = dimker
((
(ϕ− αi idV )2 + β2

i idV
)r)

− dim ker
((
(ϕ− αi idV )2 + β2

i idV
)r−1)

Insbesondere ist diese Matrixdarstellung, [ϕ]BB, bis auf die Reihenfolge der Jor-
danblöcke eindeutig bestimmt. Zwei lineare Abbildungen zwischen reellen Vek-
torräumen sind genau den ähnlich, wenn ihre Jordan’schen Normalformen, bis
auf die Reihenfolge der Jordanblöcke, übereinstimmen.

Beweis. Nach dem Satz von Caley–Hamilton gilt p(ϕ) = 0. Aufgrund der
Primärzerlegung in Satz VI.4.11 genügt es daher Abbildungen mit charakteristi-
schem Polynom p = (z − λ)m bzw. p = ((z − α)2 + β2)m zu betrachten. Erstere
haben wir in Satz VI.3.19 behandelt, die anderen in Lemma VI.4.15. �
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VI.4.17. Korollar. Sei V ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum und
ϕ : V → V linear. Dann existiert eine Basis B von V , sodass die Matrixdarstel-
lung [ϕ]BB fast obere Dreiecksgestalt hat, soll heißen,

[ϕ]BB =


















λ1 ∗ ∗ ∗ · · · · · · · · · ∗
. . .

. . .
. . .

. . .
...

λk ∗ ∗ ∗ ...

α1 −β1 ∗ . . .
...

β1 α1 ∗ . . . ∗
. . . ∗ ∗

αl −βl
βl αl


















wobei λ1, . . . , λk, α1 + iβ1, . . . , αl + iβl alle komplexen Eigenwerte mit nicht ne-
gativen Imaginärteil, ihrer algebraischen Vielfachheit entsprechend oft gelistet,
bezeichnen, λi, αi, βi ∈ R, βi > 0. In anderen Worten:

pϕ = (z − λ1) · · · (z − λk)
(
(z − α1)

2 + β2
1

)
· · ·
(
(z − αl)2 + β2

l

)
.

VI.4.18. Bemerkung (Minimalpolynom). Sei A ∈ Mn×n(K) eine quadrati-

sche Matrix. Da dim(Mn×n(K)) = n2, sind die Matrizen In, A, A
2, A3, . . . , An

2

linear abhängig in Mn×n(K). Es existieren daher Skalare q0, . . . , qn2 ∈ K, die

nicht alle verschwinden, sodass
∑n2

i=0 qiA
i = 0. Für q :=

∑n2

i=0 qiz
i gilt daher

0 6= q ∈ K[z] und q(A) = 0. Somit ist

JA :=
{
p ∈ K[z]

∣
∣ p(A) = 0

}
6= {0}.

Offensichtlich bildet JA einen Teilraum von K[z], und für jedes p ∈ JA und
r ∈ K[z] gilt auch rp ∈ JA, denn (rp)(A) = r(A)p(A) = r(A)0 = 0. Solche
Teilräume werden Ideale genannt. Sei nun 0 6= mA ∈ JA normiert mit minimalem
Grad, d.h. deg(mA) ≤ deg(p), für jedes 0 6= p ∈ JA. Es gilt dann

JA =
{
smA

∣
∣ s ∈ K[z]

}
,

denn zu p ∈ JA existieren s, r ∈ K[z] mit p = smA + r und deg(r) < deg(mA),
folglich r = p− smA ∈ JA, und wegen der Minimalität von deg(mA) muss r = 0
gelten, also p = smA. Solche Ideale, die von einem Element, mA, erzeugt wer-
den, heißen Hauptideale. Das Argument oben zeigt, dass jedes Ideal von K[z]
ein Hauptideal ist. Insbesondere sehen wir, dass das Polynom mA eindeutig be-
stimmt ist, es wird das Minimalpolynom von A genannt. Nach dem Satz von
Caley–Hamilton liegt auch das charakteristische Polynom von A in diesem Ideal,
pA ∈ JA, es wird daher vom Minimalpolynom geteilt, mA|pA.



VII. Euklidische und unitäre Vektorräume

Wir werden in diesem Abschnitt Vektorräume, die mit einem inneren Produkt
(Skalarprodukt) ausgestattet sind, untersuchen. Als prototypisches Beispiel dient
das bekannte standard Euklidische innere Produkt auf Rn,

〈x, y〉 = xty = x1y1 + · · ·+ xnyn, x, y ∈ Rn.

Damit lassen sich Längen von Vektoren, Winkel zwischen Vektoren, orthogonale
Komplemente, Isometrien (d.h. Längen und Winkel bewahrende lineare Abbil-
dungen), u.v.a.m. definieren und studieren. Folgende Eigenschaften dieses inneren
Produkts haben sich als wesentlich herausgestellt:

(a) Bilinearität: Die Abbildung 〈−,−〉 : Rn × Rn → R, 〈x, y〉 = xty, ist bilinear,
d.h. linear in jeder der beiden Eintragungen. Es gilt daher 〈x + x′, y〉 =
〈x, y〉 + 〈x′, y〉, 〈x, y + y′〉 = 〈x, y〉 + 〈x, y′〉 und 〈λx, y〉 = λ〈x, y〉 = 〈x, λy〉,
für alle x, x′, y, y′ ∈ Rn und λ ∈ K.

(b) Symmetrie: 〈x, y〉 = 〈y, x〉, für alle x, y ∈ Rn.
(c) Positivität: 〈x, x〉 > 0, für alle 0 6= x ∈ Rn.

VII.1. Symmetrische Bilinearformen. Eine naheliegende Verallgemeine-
rung der Eigenschaften (a) und (b) oben führt zum Begriff der symmetrischen
Bilinearform auf allgemeinen Vektorräumen.

VII.1.1. Definition (Symmetrische Bilinearformen). Sei V ein Vektorraum
über einem Körper K. Unter einer Bilinearform auf V verstehen wir eine Abbil-
dung

β : V × V → K,

die linear in jeder Eintragung ist, d.h.

β(v + v′, w) = β(v, w) + β(v′, w), β(λv, w) = λβ(v, w)

und

β(v, w + w′) = β(v, w) + β(v, w′), β(v, λw) = λβ(v, w),

für alle v, v′, w, w′ ∈ V und λ ∈ K. Gilt darüber hinaus

β(v, w) = β(w, v),

so wird β eine symmetrische Bilinearform genannt.

VII.1.2. Bemerkung. Ist β : V × V → K linear in der ersten Eintragung
und symmetrisch, dann muss es auch linear in der zweiten Eintragung sein, siehe
Aufgabe 80.

Die Menge der Bilinearformen auf V bildet einen Vektorraum bezüglich der
Operationen

(β1 + β2)(v, w) := β1(v, w) + β2(v, w), (λβ)(v, w) = λβ(v, w).
193
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Dabei sind β, β1, β2 Bilinearformen auf V , λ ∈ K und v, w ∈ V . Die Menge der
symmetrischen Bilinearformen auf V bildet einen Teilraum und ist daher selbst
ein Vektorraum über K, siehe Aufgabe 79.

VII.1.3. Beispiel (Mit Matrizen assoziierte Bilinearformen auf Kn). Jede
quadratische Matrix A ∈Mn×n(K) liefert eine Bilinearform auf Kn,

βA : K
n ×Kn → K, βA(x, y) := xtAy,

denn (x1 + x2)
tAy = xt1Ay+ xt2Ay, x

tA(y1+ y2) = xtAy1 + xtAy2 und (λx)tAy =
λ(xtAy) = xtA(λy). Beachte, dass die Matrix A durch die Bilinearform βA ein-
deutig bestimmt ist, denn Aij = βA(ei, ej). Diese Bilinearform βA ist genau
dann symmetrisch, wenn die Matrix A symmetrisch ist, d.h. At = A, denn
βA(y, x) = ytAx = (ytAx)t = xtAty = βAt(x, y). Umgekehrt lässt sich jede
(symmetrische) Bilinearform β : Kn×Kn → K durch eine (symmetrische) Matrix
A beschreiben, denn für alle x, y ∈ Kn gilt

β(x, y) = β
( n∑

i=1

xiei,
n∑

j=1

yjej

)

=
n∑

i,j=1

xiyjβ(ei, ej) =
n∑

i,j=1

xiyjAij = βA(x, y),

also β = βA, wobei Aij := β(ei, ej). Beachte auch βA+A′ = βA + βA′ und βλA =
λβA, d.h. die Zuordnung A ↔ βA liefert einen linearen Isomorphismus zwischen
dem Vektorraum der (symmetrischen) (n × n)-Matrizen und dem Vektorraum
der (symmetrischen) Bilinearformen auf Kn. Inbesondere hat der Vektorraum
der Bilinearformen auf Kn Dimension n2 und der Teilraum der symmetrischen
Bilinearformen auf Kn hat Dimension n(n+ 1)/2.

VII.1.4. Beispiel. Das Euklidische innere Produkt, 〈−,−〉 : Rn × Rn → R,

〈x, y〉 =
n∑

i=1

xiyi = xty = xt
(

1
...

1

)

y,

ist eine symmetrische Bilinearform auf Rn.

VII.1.5. Beispiel. Die Lorentz Metrik, g : R4 × R4 → R,

g(x, y) = −x0y0 + x1y1 + x2y2 + x3y3 = xt
( −1

1
1
1

)

y,

ist eine symmetrische Bilinearform auf R4.

VII.1.6. Beispiel. Die Abbildung

β : Mm×n(K)×Mm×n(K)→ K, β(A,B) := tr(AtB)

ist eine symmetrische Bilinearform auf dem Vektorraum der Matrizen,Mm×n(K).

VII.1.7. Beispiel. Sei I ⊆ R ein kompaktes Intervall und bezeichnen C0(I;R)
den Vektorraum der stetigen Funktionen auf I. Dann bildet

β : C0(I;R)× C0(I,R)→ R, β(f, g) :=

∫

I

f(t)g(t)dt,
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eine symmetrische Bilinear form auf C0(I;R).

VII.1.8. Definition (Matrixdarstellung). Sei β : V × V → K eine Biline-
arform auf einem n-dimensionalen K-Vektorraum V . Ist B = (b1, . . . , bn) eine
geordnete Basis von V , dann wird die Matrix [β]B ∈Mn×n(K),

(
[β]B

)

ij
:= β(bi, bj), 1 ≤ i, j ≤ n,

als Matrixdarstellung von β bezüglich der Basis B bezeichnet.

VII.1.9. Proposition. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Jede ge-
ordnete Basis B von V liefert einen linearen Isomorphismus, β ↔ [β]B, zwischen
dem Vektorraum der (symmetrischen) Bilinearformen auf V und dem Vektor-
raum der (symmetrischen) (n×n)-Matrizen. Insbesondere ist β durch die Matrix
[β]B eindeutig bestimmt,

β(v, w) = [v]tB[β]B[w]B, v, w ∈ V,
und zu jeder (symmetrischen) (n×n)-Matrix A existiert eine eindeutig bestimm-
te (symmetrische) Bilinearform β auf V , sodass [β]B = A. Ist C eine weitere
geordnete Basen von V , dann gilt

[β]B = T tCB[β]CTCB,

wobei TCB ∈ GLn(K) die Matrix zum Basiswechsel von B nach C bezeichnet.

Beweis. Die Zuordnung β 7→ [β]B ist linear, d.h. für Bilinearformen β, β1, β2
auf V und λ ∈ K gilt

[β1 + β2]B = [β1]B + [β2]B und [λβ]B = λ[β]B,

denn
(
[β1 + β2]B

)

ij
= (β1 + β2)(bi, bj) = β1(bi, bj) + β2(bi, bj) =

(
[β1]B

)

ij
+

(
[β2]B

)

ij
=
(
[β1]B + [β2]B

)

ij
, und analog

(
[λβ]B

)

ij
=
(
λ[β]B

)

ij
.

Für v =
∑n

i=1([v]B)ibi und w =
∑n

j=1([w]B)jbj gilt weiters

β(v, w) = β
( n∑

i=1

([v]B)ibi,

n∑

j=1

([w]B)jbj

)

=

n∑

i,j=1

([v]B)i([w]B)jβ(bi, bj)

=

n∑

i,j=1

([v]B)i([w]B)j([β]B)ij = [v]tB[β]B[w]B,

also ist die Zuordnung β 7→ [β]B injektiv. Um auch die Surjektivität einzusehen,
sei nun A ∈Mn×n(K). Definieren wir β : V ×V → K durch β(v, w) := [v]tBA[w]B,
so ist β offensichtlich bilinear und [β]B = A. Dies zeigt, dass die Zuordnung
β 7→ [β]B auch surjektiv, also ein Isomorphismus ist. Offensichtlich ist die Matrix
[β]B genau dann symmetrisch, wenn die Bilinearform β symmetrisch ist. Für jede
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weitere geordnete Basis C haben wir [v]C = TCB[v]B und [w]C = TCB[w]B, somit

[v]tB[β]B[w]B = β(v, w) = [v]tC [β]C [w]C

=
(
TCB[v]B

)t
[β]C

(
TCB[w]B

)
= [v]tB

(

T tCB[β]CTCB

)

[w]B,

also [β]B = T tCB[β]CTCB. �

VII.1.10. Bemerkung. Beachte, dass sich die Matrix einer Bilinearform bei
Basiswechsel anders transformiert, als die Matrix einer linearen Abbildung. Sind
B,C zwei Basen von V und ist ϕ : V → V linear, dann gilt [ϕ]BB = T−1

CB[ϕ]CCTCB,
wohingegen [β]B = T tCB[β]CTCB, für jede Bilinearform β auf V .

VII.1.11. Bemerkung (Orthogonale Gruppe). Ist β : V × V → K eine sym-
metrische Bilinearform, dann bildet

O(V, β) :=
{
ϕ ∈ GL(V )

∣
∣ ∀v, w ∈ V : β(ϕ(v), ϕ(w)) = β(v, w)

}

eine Gruppe. Ist V endlich dimensional, B eine Basis von V und A := [β]B, dann
schränkt sich der Gruppenisomorphismus GL(V ) ∼= GLn(K), ϕ ↔ [ϕ]BB, siehe
Bemerkung IV.6.17, zu einem Gruppenisomorphismus,

O(V, β) ∼=
{
X ∈ GLn(K)

∣
∣ X tAX = A

}
,

ein. Dies folgt aus Proposition VII.1.9, denn

β(ϕ(v), ϕ(w)) = [ϕ(v)]tB[β]B[ϕ(w)]B

=
(
[ϕ]BB[v]B

)t
[β]B

(
[ϕ]BB[w]B

)
= [v]tB

(

[ϕ]tBB [β]B[ϕ]BB

)

[w]B

und β(v, w) = [v]tB[β]B[w].

Jede Bilinearform β : V × V → K definiert eine lineare Abbildung

β̌ : V → V ∗, β̌(v)(w) := β(v, w),

und jede linear Abbildung V → V ∗ ist von dieser Form für eine eindeutig be-
stimmte Bilinearform β. Die Bilinearform β ist genau dann symmetrisch, wenn
die Komposition

V
ι−→ V ∗∗ β̌t

−→ V ∗

mit β̌ übereinstimmt, denn (β̌t(ι(v)))(w) = ι(v)(β̌(w)) = β̌(w)(v). Dabei be-
zeichnet ι die kanonische Inklusion aus Proposition III.4.13 und β̌t die zu β̌ duale
Abbildung. Ist V endlich dimensional, B eine Basis von V und B∗ die duale Basis
von V ∗, dann gilt

[β]B = [β̌]tB∗B, (VII.1)

denn β̌(bi) =
∑n

j=1 β̌(bi)(bj)b
∗
j =

∑n
j=1 β(bi, bj)b

∗
j =

∑n
j=1([β]B)ijb

∗
j , wobei B =

(b1, . . . , bn) und B
∗ = (b∗1, . . . , b

∗
n).
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VII.1.12. Definition (Rang und Kern). Sei V ein endlich dimensionaler K-
Vektorraum und β : V × V → K eine symmetrische Bilinearform. Der Teilraum

ker(β) :=
{
v ∈ V

∣
∣ ∀w ∈ V : β(v, w) = 0

}
= ker

(
β̌ : V → V ∗)

wird Kern oder Radikal der symmetrischen Bilinearform genannt. Unter dem
Rang von β verstehen wir den Rang der linearen Abbildung β̌ : V → V ∗, d.h.

rank(β) := rank
(
β̌ : V → V ∗) = rank

(
[β]B

)
,

wobei B eine beliebige Basis von V bezeichnet, siehe (VII.1). Beachte

dim ker(β) + rank(β) = dim(V ), (VII.2)

denn dim ker(β̌) + dim img(β̌) = dim(V ) nach Korollar IV.2.9.

VII.1.13. Proposition. Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum über
einem Körper K und β : V ×V → K eine symmetrische Bilinearform. Dann sind
äquivalent:

(a) Zu jedem 0 6= v ∈ V existiert w ∈ V , sodass β(v, w) 6= 0.
(b) Die lineare Abbildung β̌ : V → V ∗, β̌(v) = β(v,−), ist ein Isomorphismus.
(c) ker(β) = {0}.
(d) rank(β) = dim(V ).
(e) Für eine (und dann jede) Basis B von V ist die Matrix [β]B invertierbar.

Beweis. Die Äquivalenz (a)⇔(c) ist offensichtlich. Da dim(V ∗) = dim(V )
erhalten wir (b)⇔(c)⇔(d) aus Korollar IV.2.11. Die Äquivalenz (b)⇔(e) folgt
aus (VII.1). �

VII.1.14. Definition (Nicht degenerierte Bilinearformen). Eine Bilinearform
auf einem endlich dimensionalen Vektorraum wird nicht-degeneriert genannt,
wenn sie die äquivalenten Eigenschaften in Proposition VII.1.13 hat. Eine sym-
metrische Matrix A ∈ Mn×n(K) wird nicht-degeneriert genannt, falls die damit
assozierte symmetrische Bilinearform βA : K

n×Kn → K, βA(x, y) = xtAy, nicht-
degeneriert ist. Nach Proposition VII.1.13 ist dies genau dann der Fall, wenn A
invertierbar ist.

VII.1.15. Beispiel. Das Euklidische innere Produkt aus Beispiel VII.1.4 ist
nicht-degeneriert. Auch die Lorentz Metrik aus Beispiel VII.1.5 ist nicht-degene-
riert. Ebenso ist die Bilinearform aus Beispiel VII.1.6 nicht-degeneriert. Für die
Bilinearform aus Beispiel VII.1.7 gilt ker(β) = {0}, aber β̌ : C0(I,R)→ C0(I,R)∗

ist nicht surjektiv. Für jedes x ∈ I ist nämlich evx : C
0(I,R)→ R, evx(g) := g(x),

ein lineares Funktional, aber es existiert kein f ∈ C0(I,R), sodass evx(g) =
∫

I
f(t)g(t)dt, für alle g ∈ C0(I,R).

VII.1.16. Bemerkung. Ist β : V × V → K eine nicht-degenerierte Bilinear-
form auf einem endlich dimensionalen Vektorraum, V , dann gilt

O(V, β) =
{
ϕ ∈ end(V )

∣
∣ ∀v, w ∈ V : β(ϕ(v), ϕ(w)) = β(v, w)

}
,
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d.h. eine lineare Abbildung, die β bewahrt, ist automatisch invertierbar. Aus
β(ϕ(v), ϕ(w)) = β(v, w) folgt nämlich ker(ϕ) ⊆ ker(β), also ker(ϕ) = {0} und
daher ϕ ∈ GL(V ).

Ist β : V ×V → K eine (symmetrische) Bilinearform undW ⊆ V ein Teilraum,
dann ist offensichtlich auch die Einschränkung

β|W : W ×W → K, β|W (w,w′) := β(w,w′), w, w′ ∈ W,
eine (symmetrische) Bilinearform auf W .

VII.1.17. Proposition. Sei β : V × V → K eine symmetrische Bilinearform
auf einem endlich dimensionalen Vektorraum V . Ist W ein zu ker(β) komple-
mentärer Teilraum, dann ist β|W nicht-degeneriert. Es existiert daher eine Basis
B von V , sodass [β]B = ( A 0

0 0 ), wobei A ∈Mk×k(K) invertierbar und

k = rank(β) = max
{
dim(W )

∣
∣ W Teilraum von V , s.d. β|W nicht-deg.

}
.

Beweis. SeiW ein zu ker(β) komplementärer Teilraum, d.h. V =W⊕ker(β).
Sei nun w ∈ ker(β|W ), d.h. w ∈ W und β(w,w′) = 0, für alle w′ ∈ W . Ande-
rerseits haben wir auch β(w, u) = 0, für alle u ∈ ker(β). Da sich jedes v ∈ V
in der Form v = u + w′ schreiben lässt, folgt β(w, v) = 0, für alle v ∈ V , also
w ∈ ker(β). Da w ∈ W , folgt w ∈ W ∩ ker(β) = {0}, also w = 0. Dies zeigt
ker(β|W ) = {0}, nach Proposition VII.1.13 ist β|W daher nicht-degeneriert. Ist

B̃ = (b1, . . . , bk) eine Basis von W und bk+1, . . . , bn eine Basis von ker(β), dann
bildet B = (b1, . . . , bn) eine Basis von V und [β]B = ( A 0

0 0 ), wobei A ∈ Mk×k(K).
Weiters ist A = [β|W ]B̃ invertierbar, denn β|W ist nicht-degeneriert, siehe Propo-
sition VII.1.13. Daraus, oder via (VII.2), folgt nun auch k = rank(β) und

rank(β) ≤ max
{
dim(W )

∣
∣ W Teilraum von V , s.d. β|W nicht-deg.

}
. (VII.3)

Ist W ein beliebiger Teilraum von V , sodass β|W nicht-degeneriert ist, dann muss
W ∩ ker(β) = {0} gelten, und daher dim(W ) ≤ dim(V )− dimker(β) = rank(β),
siehe (VII.2). Somit gilt in (VII.3) auch die umgekehrte Ungleichheit. �

VII.1.18. Definition (Quadratische Formen). Ist β : V × V → K eine sym-
merische Bilienarform, dann wird die Abbildung

q : V → K, q(v) := β(v, v),

als die mit β assoziierte quadratische Form bezeichnet.

Beachte, dass die quadratische Form einer symmetrischen Bilinearform homo-
gen vom Grad zwei ist, d.h.

q(λv) = λ2q(v), λ ∈ K, v ∈ V.
Gilt 0 6= 2 ∈ K, dann kann die Bilinearform β aus der quadratischen Form q
mit Hilfe der sogenannten Polarisierungsidentität zurückgewonnen werden, siehe
Proposition VII.1.22 unten. Wir haben die Bedingung 0 6= 2 ∈ K schon öfters
angetroffen und wollen diese nun formalisieren.
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VII.1.19. Definition (Charakteristik eines Körpers). Unter der Charakteri-
stik eines Körpers K verstehen wir die kleinste Zahl k ∈ N, sodass

k = 1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

k Summanden

= 0 ∈ K.

Existiert keine solche Zahl k, d.h. ist 0 6= k ∈ K, für jedes k ∈ N, dann wird die
Charakteristik von K als 0 definiert. Wir werden die Charakteristik von K mit
char(K) bezeichnen.

VII.1.20. Beispiel. Es gilt char(Q) = char(R) = char(C) = 0 und char(Zp) =
p, für jede Primzahl p. In einem Körper K gilt 0 6= 2 ∈ K genau dann, wenn
char(K) 6= 2.

VII.1.21. Bemerkung. Ist die Charakteristik eines Körpers nicht 0, so muss
sie eine Primzahl sein. Ist nämlich char(K) = nm mit n,m ∈ N, dann gilt 0 =
nm ∈ K, also o.B.d.A. 0 = n ∈ K und daher n = char(K), m = 1. Dies zeigt,
dass char(K) keine echten Teiler besitzt und daher eine Primzahl ist.

VII.1.22. Proposition (Polarisierungsformel). Sei V ein Vektorraum über
einem Körper mit char(K) 6= 2 und β : V × V → K eine symmetrische Bilinear-
form mit assoziierter quadratischer Form q(v) = β(v, v). Dann gilt

β(v, w) = 1
2

(
q(v + w)− q(v)− q(w)

)
= 1

4

(
q(v + w)− q(v − w)

)
,

d.h. β kann aus q zurückgewonnen werden.

Beweis. Aus der Bilinearität und Symmetrie von β folgt

β(v + w, v + w) = β(v, v) + 2β(v, w) + β(w,w),

also
2β(v, w) = q(v + w)− q(v)− q(w).

Nach Voraussetzung ist 0 6= 2 ∈ K, und wir erhalten die erste Polarisierungsfor-
mel. Ersetzen wir in der letzten Gleichung w durch −w, erhalten wir

−2β(v, w) = q(v − w)− q(v)− q(w),
denn β(v,−w) = −β(v, w) und q(−w) = q(w). Subtraktion der letzten beiden
Gleichungen liefert

4β(v, w) = q(v + w)− q(v − w),
und somit auch die zweite Polarisierungsformel. Beachte, dass wegen char(K) 6= 2
auch 4 6= 0 ∈ K. �

VII.1.23. Beispiel. Betrachte den Körper K = Z2 und die mit der Matrix
A = ( 0 1

1 0 ) assoziierte symmetrische Bilinearform, β : K2 × K2 → K, β(x, y) =
xtAy = x1y2 + x2y1. Für die assoziierte quadratische Form gilt q(x) = β(x, x) =
x1x2 + x2x1 = 2x1x2 = 0. In diesem Fall kann die Bilinearform β also nicht aus
der zugehörigen quadratischen Form rekonstruiert werden. Die Voraussetzung
char(K) 6= 2 in Proposition VII.1.22 kann daher nicht ersatzlos gestrichen werden.
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VII.1.24. Bemerkung. Sei K ein Körper mit char(K) 6= 2 und β : V × V →
K eine symmetrische Bilinearform mit assoziierter quadratischer Form q(v) =
β(v, v). Dann gilt

O(V, β) =
{
ϕ ∈ GL(V )

∣
∣ ∀v ∈ V : q(ϕ(v)) = q(v)

}
.

Dies folgt sofort aus der Polarisierungsidentität in Proposition VII.1.22 und der
Linearität von ϕ, siehe Bemerkung VII.1.11 für die Definition von O(V, β).

VII.1.25. Satz. Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum über einem
Körper K mit char(K) 6= 2. Weiters sei β : V × V → K eine symmetrische
Bilinearform. Dann existieren eine geordnete Basis B von V , sodass [β]B Diago-
nalgestalt hat. Ist K ein Körper indem jedes Element mindestens eine Quadrat-
wurzel besitzt (etwa jeder algebraisch abgeschlossene Körper), dann kann B so
gewählt werden, dass [β]B =

(
Ik 0
0 0

)
, wobei k = rank(β).

Beweis. Wir führen den Beweis mittels Induktion nach der Dimension von
V . Der Induktionsanfang, dim(V ) = 1, ist trivial. Nun zum Induktionsschritt.
Ist β = 0, so hat jede Basis von V die gewünschte Eigenschaft. O.B.d.A. sei also
β 6= 0. Nach Proposition VII.1.22 existiert b1 ∈ V , sodass a1 := β(b1, b1) 6= 0.
Beachte, dass

W := {v ∈ V | β(b1, v)} = ker
(
β(b1,−) : V → K

)

eine Hyperebene in V ist, die b1 nicht enthält. Somit V = 〈b1〉 ⊕W . Wenden wir
die Induktionsvoraussetzung auf die symmetrische Bilinearform β|W an, erhalten
wir eine Basis b2, . . . , bn von W , sodass β(bi, bj) = aiδij , 2 ≤ i, j ≤ n. Beachte,
dass dies auch für i = 1 oder j = 1 richtig bleibt, β(bi, bj) = aiδij , 1 ≤ i, j ≤ n.
Somit ist B = (b1, . . . , bn) eine Basis von V und [β]B hat Diagonalgestalt. Dies
zeigt den ersten Teil des Satzes.

Sei nun K ein Körper in dem jedes Element eine Quadratwurzel besitzt und
k := rank(β). Durch Umnummerieren der Basisvektoren können wir ai 6= 0 für
i = 1, . . . , k und ak+1 = · · · = an = 0 erreichen. Setzen wir nun

b̃i :=

{
1√
ai
bi für i = 1, . . . , k

bi für i = k + 1, . . . , n

dann ist B̃ := (b̃1, . . . , b̃n) eine Basis von V und [β]B̃ =
(
Ik 0
0 0

)
. �

VII.1.26. Korollar. Sei V ein n-dimensionaler komplexer Vektorraum und
β : V ×V → C eine nicht-degenerierte symmetrische Bilinearform. Dann existiert
eine Basis B von V , sodass [β]B = In, d.h.

β(v, w) = [v]tB[w]B, v, w ∈ V.
Jede solche Basis liefert einen Gruppenisomorphismus,

O(V, β) ∼= On(C) := {A ∈Mn×n(C)
∣
∣ AtA = In

}
, ϕ↔ [ϕ]BB.
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Beweis. Die erste Behauptung folgt sofort aus Satz VII.1.25. Die zweite Aus-
sage erhalten wir aus den Bemerkungen VII.1.11 und VII.1.16. �

Zwei symmetrische Matrizen A,A′ ∈ M sym
n×n(K) werden kongruent genannt,

falls S ∈ GLn(K) existiert, sodass StAS = A′. Dies definiert eine Äquiva-
lenzrelation auf der Menge der symmetrischen Matrizen, M sym

n×n(K) := {A ∈
Mn×n(K) : At = A}, siehe Aufgabe 87. Ist K ein algebraisch abgeschlossener
Körper (oder, allgemeiner, ein Körper in dem jedes Element eine Quadratwurzel
besitzt) mit char(K) 6= 2 und ist A ∈ M sym

n×n(K) eine symmetrische Matrix, dann
existiert eine invertierbare Matrix S ∈ GLn(K), sodass StAS =

(
Ik 0
0 0

)
, wobei

k = rank(A). Dies folgt sofort aus Satz VII.1.25 durch Betrachten der Biline-
arform βA : K

n × Kn → K, βA(x, y) = xtAy. Aus diesen Erläuterungen folgt,
dass zwei symmetrische Matrizen über einem Körper K wie oben, genau dann
kongruent sind, wenn sie gleichen Rang haben. Insbesondere erhalten wir:

VII.1.27. Korollar. Zwei symmetrische komplexe (n × n)-Matrizen sind
genau dann kongruent wenn sie gleichen Rang haben.

VII.1.28. Beispiel. Betrachte die symmetrische Matrix

A =





1 −2 −3
−2 5 7
−3 7 11



 ∈M sym
3×3 (C)

Nach Korollar VII.1.26 existiert eine Basis B von C3, sodass [βA]B = I3, denn
rank(A) = 3. Um eine solche Basis zu bestimmen gehen wir wie im Beweis von
Satz VII.1.25 vor. Da βA(e1, e1) = et1Ae1 = 1 6= 0 können wir b1 = e1 als ersten
Basisvektor verwenden,

b1 =
(

1
0
0

)

, βA(b1, b1) = bt1Ab1 = 1.

Es ist nun b2 so zu bestimmen, dass βA(b1, b2) = 0 und βA(b2, b2) = 1. Wir
entscheiden uns für

b2 =
(

2
1
0

)

, βA(b1, b2) = bt1Ab2 = 0, βA(b2, b2) = bt2Ab2 = 1.

Für den letzten Basisvektor, b3, muss βA(b1, b3) = βA(b2, b3) = 0 und βA(b3, b3) =
1 gelten. Wir verwenden

b3 =
(

1
−1
1

)

, βA(b1, b3) = 0, βA(b2, b3) = 0, βA(b3, b3) = 1.

Nach Konstruktion ist B = (b1, b2, b3) eine Basis von C3 mit [βA]B = I3. Für die
Basiswechselmatrix,

S := TEB =
(

1 2 1
0 1 −1
0 0 1

)

gilt daher StAS = T tEB[βA]ETEB = [βA]B = I3,
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wobei E = (e1, e2, e3) die Standardbasis von C3 bezeichnet. Alternativ, können
wir die assoziierte quadratische Form,

qA

(
x
y
z

)

=
(
x
y
z

)t ( 1 −2 −3
−2 5 7
−3 7 11

)(
x
y
z

)

= x2 + 5y2 + 11z2 − 4xy − 6xz + 14yz,

durch Ergänzen auf vollständige Quadrate auf die Form

qA

(
x
y
z

)

= (x− 2y − 3z)2 + y2 + 2z2 + 2yz = (x− 2y − 3z)2 + (y + z)2 + z2

bringen. Dies zeigt qA(v) = (Tv)tTv = vtT tTv für alle v ∈ C3, wobei

T :=
(

1 −2 −3
0 1 1
0 0 1

)

.

Durch Polarisieren erhalten wir vtAw = βA(v, w) = vtT tTw, also A = T tT oder
(T−1)tAT−1 = I3. Tatsächlich gilt, aufgrund unserer Wahlen, T−1 = S.

Über dem Körper K = R ist die Situation ein wenig komplizierter.

VII.1.29. Definition (Definitheit). Eine symmetrische Bilinearform auf ei-
nem reellen Vektorraum, β : V × V → R, und die damit assoziierte quadratische
Form, q : V → R, q(v) = β(v, v), heißen:

(a) positiv semidefinit, in Zeichen β ≥ 0, falls β(v, v) ≥ 0, für alle v ∈ V .
(b) positiv definit, in Zeichen β > 0, falls β(v, v) > 0, für alle 0 6= v ∈ V .
(c) negativ semidefinit, in Zeichen β ≤ 0, falls β(v, v) ≤ 0, für alle v ∈ V .
(d) negativ definit, in Zeichen β < 0, falls β(v, v) < 0, für alle 0 6= v ∈ V .
(e) indefinit, falls es v, w ∈ V gibt, sodass β(v, v) > 0 und β(w,w) < 0.

Eine symmetrische Matrix A ∈Mn×n(R) wird positiv bzw. negativ (semi) definit
genannt, falls die damit assozierte symmetrische Bilinearform βA : R

n×Rn → R,
βA(x, y) = xtAy, positiv bzw. negativ (semi)definit ist, d.h.: A ≥ 0 falls xtAx ≥ 0
für alle x ∈ Rn; A > 0 falls xtAx > 0 für alle 0 6= x ∈ Rn; A ≤ 0 falls xtAx ≤ 0
für alle x ∈ Rn; und A < 0 falls xtAx < 0 für alle 0 6= x ∈ Rn.

VII.1.30. Bemerkung. Beachte, dass eine symmetrische Bilinearform β ge-
nau dann negativ (semi)definit ist, wenn die symmetrische Bilinearform −β po-
sitiv (semi)definit ist. Jede positiv definite symmetrische Bilinearform hat tri-
vialen Kern und ist daher nicht-degeneriert. Dasselbe gilt für negativ definite
symmetrische Bilinearformen. Ist β eine positiv definite symmetrische Bilinear-
form auf V und W ⊆ V ein Teilraum, dann ist auch die Einschränkung β|W
positiv definit und daher nicht-degeneriert. Beachte, dass die Einschränkung ei-
ner nicht-degenerierten symmetrischen Bilinearform sehr wohl degeneriert sein
kann. Schränken wir etwa die Lorentz Metrik g aus Beispiel VII.1.5 auf den 1-
dimensionalen Teilraum W := 〈e0 + e1〉 ⊆ R4 ein, so erhalten wir g|W = 0.
Nicht-triviale Teilräume W 6= {0} mit β|W = 0 werden isotrop genannt.

VII.1.31. Bemerkung (Konvexität). Seien β und β ′ zwei positiv definite
symmetrische Bilinearformen auf einem reellen Vektorraum V . Für 0 ≤ λ ≤ 1 ist
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dann auch λβ + (1− λ)β ′ eine positiv definite symmetrische Bilinearform auf V ,
denn für jedes 0 6= v ∈ V gilt:

(
λβ + (1− λ)β ′)(v, v) = λ β(v, v)

︸ ︷︷ ︸

>0

+(1− λ) β ′(v, v)
︸ ︷︷ ︸

>0

> 0.

Die Menge der positiv definiten symmetrischen Bilinearformen bildet daher eine
konvexe6 Teilmenge im Vektorraum aller symmetrischen Bilinearformen auf V .
Auch die Menge der positiv semidefiniten symmetrischen Bilinearformen ist eine
konvexe Teilmenge. Analoge Aussagen gelten für negativ (semi)definite symme-
trische Bilinearformen. Beachte, dass die Menge der nicht-degenerierten symme-
trischen Bilinerformen nicht konvex ist.

VII.1.32. Beispiel. Das Euklidische innere Produkt aus Beispiel VII.1.4 ist
positiv definit, denn für jedes 0 6= x ∈ Rn gilt

〈x, x〉 = x21 + · · ·+ x2n > 0.

Auch die symmetrische Bilinearform aus Beispiel VII.1.6 ist positiv definit, denn
für jedes 0 6= A ∈Mm×n(R) gilt

tr(AtA) =
n∑

j=1

m∑

i=1

A2
ij > 0.

Auch die symmetrische Bilinearform aus Beispiel VII.1.7 ist positiv definit, denn
für jedes 0 6= f ∈ C0(I,R) gilt

∫

I

f 2(t)dt > 0.

Die symmetrische Bilinearform β(x, y) = xt
(
Ip 0
0 0

)
y, ist positiv semidefinit, denn

für jedes x ∈ Rn gilt

β(x, x) = xt
(
Ip 0
0 0

)
x = x21 + · · ·+ x2p ≥ 0.

Die Lorentz Metrik aus Beispiel VII.1.5 ist indefinit, denn g(e0, e0) < 0 und
g(e1, e1) > 0.

VII.1.33. Beispiel. Die symmetrische Bilinearform β(x, y) = xt
(

1 −1
−1 2

)
y ist

positiv definit, denn

q ( x1x2 ) = β
(
( x1x2 ) , (

x1
x2 )
)
= x21 − 2x1x2 + 2x22 = (x1 − x2)2 + x22 > 0,

für alle 0 6= ( x1x2 ) ∈ R2.

6Eine Teilmenge A eines Vektorraums wird konvex genannt, wenn sie folgende Eigenschaft
besitzt: ∀x, y ∈ A∀λ ∈ [0, 1] : λx+ (1− λ)y ∈ A. Dies bedeutet, dass für je zwei Punkte x und
y in A auch die Strecke von x nach y zur Gänze in A liegt.
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VII.1.34. Beispiel. Die symmetrische Bilinearform β(x, y) = xt
(

1 −2
−2 2

)
y ist

indefinit, denn

q ( x1x2 ) = β
(
( x1x2 ) , (

x1
x2 )
)
= x21 − 4x1x2 + 2x22 = (x1 − 2x2)

2 − 2x22,

also β(( 1
0 ) , (

1
0 )) = 1 > 0 und β(( 2

1 ) , (
2
1 )) = −2 < 0.

VII.1.35. Satz (Trägheitssatz von Sylvester). Sei V ein n-dimensionaler re-
eller Vektorraum und β : V × V → R eine symmetrische Bilinearform. Dann
existiert eine geordnete Basis B von V , sodass

[β]B =





Ip
−Iq

0



 .

Dabei ist p+ q = rank(β) und

p = max
{
dim(W )

∣
∣ W Teilraum von V mit β|W > 0

}
, (VII.4)

q = max
{
dim(W )

∣
∣ W Teilraum von V mit β|W < 0

}
. (VII.5)

Insbesondere sind die Zahlen p und q unabhängig von der Basis B.

Beweis. Nach Satz VII.1.25 existiert eine Basis B̃ = (b̃1, . . . , b̃n) von V ,

sodass β(b̃i, b̃j) = aiδij , wobei a1, . . . , ap > 0, ap+1, . . . , ap+q < 0 und ap+q+1 =
· · · = an = 0. Setzen wir

bi :=







1√
ai
b̃i für i = 1, . . . , p,

1√−ai b̃i für i = p+ 1, . . . , p+ q,

b̃i für i = p+ q + 1, . . . , n,

so ist B = (b1, . . . , bn) eine Basis von V mit der gewünschten Eigenschaft,

[β]B =





Ip
−Iq

0



 .

Betrachten wir die Teilräume V ′ := 〈b1, . . . bp〉 und V ′′ := 〈bp+1, . . . , bn〉, so gilt

V = V ′ ⊕ V ′′, β|V ′ > 0 und β|V ′′ ≤ 0.

Da dim(V ′) = p erhalten wir insbesondere

p ≤ max
{
dim(W )

∣
∣ W Teilraum von V mit β|W > 0

}
. (VII.6)

Sei nun W ein beliebiger Teilraum von V mit β|V > 0. Dann gilt

W ∩ V ′′ = {0},
denn für v ∈ W ∩ V ′′ ist β(v, v) = 0 und daher v = 0. Daraus erhalten wir

dim(W ) + dim(V ′′) = dim(W + V ′′) ≤ dim(V ) = n,

also dim(W ) ≤ n − dim(V ′′) = p. Zusammen mit (VII.6) erhalten wir (VII.4).
Die Formel (VII.5) lässt sich analog zeigen, oder aus (VII.4) für −β ablesen. �
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VII.1.36. Definition (Signatur). Das Paar (p, q) in Satz VII.1.35 wird als
Signatur der symmetrischen Bilinearform β bezeichnet.7 Unter der Signatur einer
symmetrischen Matrix A bzw. der Signatur einer quadratischen Form verstehen
wir die Signatur der damit assoziierten symmetrischen Bilinearform.

VII.1.37. Beispiel. Das Euklidische innere Produkt aus Beispiel VII.1.4 hat
Signatur (n, 0). Die Lorentz Metrik aus Beispiel VII.1.5 hat Signatur (3,−1). Die
symmetrische Matrix

A =

(
0 Ip
Ip 0

)

hat Signatur (p, p), denn

StAS =
(
Ip 0
0 −Ip

)

mit S = 1√
2

(
Ip −Ip
Ip Ip

)

.

VII.1.38. Korollar. Zwei reelle symmetrische (n× n)-Matrizen sind genau
dann kongruent, wenn sie gleiche Signatur haben.

VII.1.39. Korollar. Sei β : V × V → R eine positiv definite symmetrische
Bilinearform auf einem n-dimensionalen reellen Vektorraum V . Dann existiert
eine Basis B von V , sodass [β]B = In, d.h.

β(v, w) = [v]tB[w]B, v, w ∈ V.
Jede solche Basis liefert einen Gruppenisomorphismus,

O(V, β) ∼= On := {A ∈Mn×n(R)
∣
∣ AtA = In

}
, ϕ↔ [ϕ]BB.

Beweis. Die erste Behauptung folgt sofort aus Satz VII.1.35. Die zweite Aus-
sage erhalten wir aus den Bemerkungen VII.1.11 und VII.1.16. �

VII.1.40. Beispiel. Wir wollen die Signatur der mit symmetrischen Matrix

A =
(

4 2 −2
2 −3 −7
−2 −7 −8

)

assoziierten symmetrischen Bilinearform βA(v, w) = vtAw auf R3 bestimmen.
Durch Ergänzen auf vollständige Quadrate erhalten wir

q
(
x
y
z

)

= 4x2 − 3y2 − 8z2 + 4xy − 4xz − 14yz

= (2x+ y − z)2 − 4y2 − 9z2 − 12yz = (2x+ y − z)2 − (2y + 3z)2.

Die Signatur von βA ist daher (1, 1). Obige Rechnung zeigt,

vtAv = q(v) = (Tv)t
(

1
−1

0

)

(Tv), mit T =
(

2 1 −1
0 2 3
0 0 1

)

,

also

A = T t
(

1
−1

0

)

T,

7Manchmal wird auch die Differenz, p− q, als Signatur von β bezeichnet.
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und daher

StAS =
(

1
−1

0

)

, wobei S = T−1 =





1
2
−1

4
5
4

0 1
2
−3

2
0 0 1



 .

VII.1.41. Definition (Hauptminoren). Unter dem k-ten Hauptminor einer
symmetrischen Matrix A ∈M sym

n×n(R), verstehen wir den Skalar

det





a11 · · · a1k
...

...
ak1 · · · akk



 ,

wobei aij die Eintragung der Matrix A bezeichnen, 1 ≤ k ≤ n.

VII.1.42. Satz (Sylvester Kriterium). Sei V ein endlich dimensionaler reeller
Vektorraum. Eine symmetrische Bilinearform β : V × V → R ist genau dann
positiv definit, wenn alle Hauptminoren der Matrix [β]B positiv sind, bezüglich
einer (und dann jeder) Basis B von V .

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass eine positiv definite symmetrische Biline-
arform positive Hauptminoren hat. Sei dazu β eine positiv definite symmetrische
Bilinearform auf V . Nach Satz VII.1.35 existiert eine Basis B = (b1, . . . , bn) von
V , sodass [β]B = In. Es gilt daher det([β]B) > 0. Ist C eine weiter Basis von
V , und bezeichnet S = TCB ∈ GLn(R) die Basiswechselmatrix, dann haben wir
[β]C = St[β]BS, siehe Proposition VII.1.9, also auch

det([β]C) = det
(
St[β]BS

)
= det(St) det([β]B) det(S) = det(S)2 det([β]B) > 0,

denn det(S) 6= 0. Dies zeigt det([β]B) > 0, für jede Basis B von V . Sei nun k ∈
{1, . . . , k} und bezeichne W := 〈b1, . . . , bk〉 den von den ersten k Basisvektoren

aufgespannten Teilraum. Dann ist β|W positiv definit, B̃ = (b1, . . . , bk) ist eine
Basis von W und aus dem eben Gezeigten folgt det([β|W ]B̃) > 0. Beachte, dass
det([β|W ]B̃) gerade der k-te Hauptminor von [β]B ist, denn

[β]B =

(
[β|W ]B̃ ∗
∗ ∗

)

.

Somit sind also alle Hauptminoren von [β]B positiv.
Für die umgekehrte Implikation sei nun B eine Basis von V , sodass alle Haupt-

minoren der Matrix [β]B positiv sind. Wir werden nun mittels Induktion nach
dim(V ) zeigen, dass β positiv definit ist. Der Induktionsanfang, dim(V ) = 1, ist
trivial. Für den Induktionsschritt betrachten wir die Basis C = (c1, . . . , cn) von
V , wobei

c1 := b1, ci := bi −
β(bi, b1)

β(b1, b1)
b1, i = 2, . . . , n. (VII.7)
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Beachte, dass β(b1, b1) > 0, da der erste Hauptminor von [β]B positiv ist. Die
Transformationsmatrix zum Basiswechsel hat die Gestalt

S = TBC =








1 ∗ · · · ∗
1

. . .
...

. . . ∗
1







.

Ist X eine Matrix so schreiben wir X(k) für die linke obere (k × k)-Untermatrix
von X , d.h. der k-te Hauptminor von X ist det(X(k)). Aus [β]C = St[β]BS und
der speziellen Gestalt von S folgt

(
[β]C

)

(k)
= St(k)

(
[β]B

)

(k)
S(k),

und daher

det
((

[β]C
)

(k)

)

= det
(
St(k)

)

︸ ︷︷ ︸

=1

det
((

[β]B
)

(k)

)

det
(
S(k)

)

︸ ︷︷ ︸

=1

= det
((

[β]B
)

(k)

)

.

Dies zeigt, dass [β]C die selben Hauptminoren wie [β]B hat. Insbesondere sind
auch alle Hauptminoren von [β]C positiv. Wir betrachten nun den TeilraumW :=
〈c2, . . . , cn〉 mit Basis C̃ := (c2, . . . , cn). Nach Konstruktion der Basis C, siehe
(VII.7), gilt

[β]C =

(
β(b1, b1) 0

0 [β|W ]C̃

)

.

Da β(b1, b1) > 0 sind auch alle Hauptminoren von [β|W ]C̃ positiv. Nach Induk-
tionsvoraussetzung ist daher β|W > 0. Ist nun v ∈ V beliebig, dann existieren
λ ∈ K und w ∈ W , sodass v = λb1 + w und wir erhalten

β(v, v) = β
(
λb1 + w, λb1 + w

)
= λ2 β(b1, b1)

︸ ︷︷ ︸

>0

+2λ β(b1, w)
︸ ︷︷ ︸

=0

+ β(w,w)
︸ ︷︷ ︸

≥0

≥ 0

wobei Gleichheit nur eintreten kann, wenn λ = 0 und β(w,w) = 0, d.h. nur wenn
v = 0. Dies zeigt, dass β positiv definit ist. �

VII.1.43. Korollar. Sei V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum. Eine
symmetrische Bilinearform β : V × V → R ist genau dann negativ definit, wenn
alle Hauptminoren der Matrix −[β]B positiv sind, bezüglich einer (und dann jeder)
Basis B von V . Dies ist genau dann der Fall, wenn

(−1)k det





a11 · · · a1k
...

...
ak1 · · · akk



 > 0,

für jedes k = 1, . . . , n, wobei aij die Eintragungen der Matrix [β]B bezeichnen.

Beweis. Dies folgt aus Satz VII.1.35, da β < 0 ⇔ −β > 0 und [−β]B =
−[β]B. Beachte auch det(−C) = (−1)k det(C), für jede (k × k)-Matrix C. �
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VII.1.44. Beispiel. Betrachte die symmetrische Matrix

A =
( −1 2 3

2 −5 −7
3 −7 −11

)

∈M sym
3×3 (R).

Für ihre Hauptminoren erhalten wir

det(−1) = −1 < 0, det
(−1 2

2 −7

)
= 3 > 0, det

( −1 2 3
2 −5 −7
3 −7 −11

)

= −1 < 0,

also ist die Matrix A nach Korollar VII.1.43 negativ definit. Alternativ können
wir die assoziierte quadratische Form,

q
(
x
y
z

)

=
(
x
y
z

)t ( −1 2 3
2 −5 −7
3 −7 −11

)(
x
y
z

)

= −x2 − 5y2 − 11z2 + 4xy + 6xz − 14yz,

auf vollständige Quadrate ergänzen,

q
(
x
y
z

)

= −(x− 2y − 3z)2 − y2 − 2z2 − 2yz = −(x− 2y − 3z)2 − (y + z)2 − z2,
und daraus schließen, dass sie negativ definit ist.

VII.1.45. Bemerkung (Lokale Extrema). Sei U ⊆ Rn eine offene Teilmenge,
f : U → R eine C2-Funktion und y ∈ U ein kritischer Punkt von f , d.h.

Dyf =
(
∂f
∂x1

(y), . . . , ∂f
∂xn

(y)
)
= 0.

Da ∂2f
∂xi∂xj

= ∂2f
∂xj∂xi

ist die Hessesche Matrix,

Hyf =






∂2f
∂x1∂x1

(y) · · · ∂2f
∂x1∂xn

(y)
...

...
∂2f

∂xn∂x1
(y) · · · ∂2f

∂xn∂xn
(y)




 ,

symmetrisch. Aus der Analysisvorlesung wissen wir: Ist die Hessesche positiv
definit,Hyf > 0, dann ist y ein lokales Minimum von f . Analog folgt ausHyf < 0,
dass y ein lokales Maximum von f ist.

VII.1.46.Definition (Sesquilinearformen). Sei V ein komplexer Vektorraum.
Unter einer Sesquilinearform auf V verstehen wir eine Abbildung

h : V × V → C,

die komplex linear in der zweiten Eintragung und komplex anti-linear in der
ersten Eintragung ist, d.h. es gilt

h(v, w + w′) = h(v, w) + h(v, w′), h(v, λw) = λh(v, w),

und
h(v + v′, w) = h(v, w) + h(v′, w), h(λv, w) = λ̄h(v, w),

für alle v, v′, w, w′ ∈ V und λ ∈ C. Unter einer Hermiteschen Form auf V ver-
stehen wir eine Sesquilinearform h auf V , die symmetrisch in folgendem Sinn ist:
für alle v, w ∈ V gilt:

h(w, v) = h(v, w).
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VII.1.47.Bemerkung. Die Menge aller Sesquilinearformen auf V bildet einen
komplexen Vektorraum bezüglich der Operationen

(h+ h′)(v, w) := h(v, w) + h′(v, w) und (λh)(v, w) := λh(v, w).

Dabei bezeichnen h und h′ zwei Sesquilinearformen auf V , v, w ∈ V und λ ∈
C. Die Menge der Hermiteschen Formen ist kein komplexer Teilraum, denn für
eine Hermitesche Form, h, ist h̃ := ih keine Hermitesche Form, da ja h̃(w, v) =

ih(w, v) = ih(v, w) = −h̃(v, w). Die Hermiteschen Formen bilden jedoch einen
reellen Teilraum, d.h. für Hermitesche Formen h, h′ auf V und λ ∈ R sind auch
h+ h′ sowie λh Hermitesche Formen auf V .

Ist A ∈Mm×n(C) eine komplexe Matrix, dann wird A∗ := Āt ∈Mn×m(C) als
die zu A adjungierte Matrix bezeichnet, d.h. (A∗)ij = Aji. Etwa gilt

(
1 2i −7i
2 1−i −1−3i

)∗
=
(

1 2
−2i 1+i

7i −1+3i

)

.

Für die Adjungierte gelten folgende Rechenregeln, siehe Aufgabe 94:

(a) (A+B)∗ = A∗ +B∗, für alle A,B ∈Mm×n(C).
(b) (λA)∗ = λ̄A∗, für alle A ∈Mm×n(C) und λ ∈ C.
(c) (AB)∗ = B∗A∗, für alle A ∈Mm×n(C) und B ∈Mn×l(C).

Eine quadratische Matrix A ∈ Mn×n(C) wird Hermitesch oder selbstadjungiert
genannt, wenn A∗ = A. Die Menge der selbstadjungierten Matrizen bildet einen
reellen, aber keinen komplexen, Teilraum von Mn×n(C).

VII.1.48. Beispiel (Sesquilinearform einer Matrix). Jedes A ∈Mn×n(C) de-
finiert eine Sesquilinearform hA auf Cn,

hA : C
n × Cn → C, hA(x, y) = x∗Ay, x, y ∈ Cn,

denn (x1 + x2)
∗Ay = x∗1Ay + x∗2Ay, (λx)

∗Ay = λ̄x∗Ay, x∗A(y1 + y2) = x∗Ay1 +
x∗Ay2 und x∗A(λy) = λx∗Ay, für x, x1, x2, y, y1, y2 ∈ Cn und λ ∈ C. Die Zuord-
nung A ↔ hA liefert einen linearen Isomorphismus zwischen Mn×n(C) und dem
komplexen Vektorraum aller Sesquilinearformen auf Cn. Die Sesquilinearform hA
ist genau dann eine Hermitesche Form, wenn A∗ = A gilt.

VII.1.49.Definition (Matrixdarstellung). Sei h : V ×V → K eine Sesquiline-
arform auf einem n-dimensionalen komplexen Vektorraum V . Ist B = (b1, . . . , bn)
eine geordnete Basis von V , dann wird die Matrix [h]B ∈Mn×n(C),

(
[h]B

)

ij
:= h(bi, bj), 1 ≤ i, j ≤ n,

als Matrixdarstellung von h bezüglich der Basis B bezeichnet.

VII.1.50. Proposition. Sei V ein n-dimensionaler komplexer Vektorraum.
Jede geordnete Basis B von V liefert einen linearen Isomorphismus, h ↔ [h]B,
zwischen dem Vektorraum der Sesquilinearformen auf V und Mn×n(C). Insbe-
sondere ist h durch die Matrix [h]B eindeutig bestimmt,

h(v, w) = [v]∗B[h]B[w]B, v, w ∈ V,
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und zu jedem A ∈Mn×n(C) existiert eine eindeutig bestimmte Sesquilinearform h
auf V mit, sodass [h]B = A. Darüber hinaus ist h genau dann Hermitesch, wenn
[h]∗B = [h]B. Ist C eine weitere geordnete Basis von V , dann gilt

[β]B = T ∗
CB[β]CTCB,

wobei TCB ∈ GLn(C) die Matrix zum Basiswechsel von B nach C bezeichnet.

Beweis. Analog zum Beweis von Proposition VII.1.9. �

VII.1.51.Bemerkung (Unitäre Gruppe). Ist h : V ×V → C eine Hermitesche
Form, dann bildet

U(V, h) :=
{
ϕ ∈ GL(V )

∣
∣ ∀v, w ∈ V : h(ϕ(v), ϕ(w)) = h(v, w)

}

eine Gruppe. Ist V endlich dimensional, B eine Basis von V und A := [h]B, dann
schränkt sich der Gruppenisomorphismus GL(V ) ∼= GLn(C), ϕ ↔ [ϕ]BB, siehe
Bemerkung IV.6.17, zu einem Gruppenisomorphismus,

U(V, h) ∼=
{
X ∈ GLn(C)

∣
∣ X∗AX = A

}
,

ein. Dies folgt aus Proposition VII.1.50, denn

h(ϕ(v), ϕ(w)) = [ϕ(v)]∗B[h]B[ϕ(w)]B

=
(
[ϕ]BB[v]B

)∗
[h]B

(
[ϕ]BB[w]B

)
= [v]∗B

(

[ϕ]∗BB[h]B[ϕ]BB

)

[w]B

und h(v, w) = [v]∗B[h]B[w].

VII.1.52. Definition (Quadratische Form). Ist h : V × V → C eine Her-
mitesche Form, dann wird q : V → R ⊆ C, q(v) := h(v, v), als die mit h
assoziierte quadratische Form bezeichnet. Beachte, dass h(v, v) reell ist, denn

h(v, v) = h(v, v). Auch ist q homogen vom Grad zwei, d.h.

q(λv) = |λ|2q(v), λ ∈ C, v ∈ V.
VII.1.53. Proposition (Polarisierungsidentität). Sei h : V × V → C eine

Hermitsche Form und q(v) = h(v, v) die damit assoziierte quadratische Form.
Dann gilt

h(v, w) = 1
4

(
q(v + w)− q(v − w)

)
− i1

4

(
q(v + iw)− q(v − iw)

)
.

Insbesondere kann die Hermitesche Form h aus der quadratischen Form q zurück-
gewonnen werden.

Beweis. Durch direktes Nachrechnen, siehe Aufgabe 95. �

VII.1.54. Bemerkung. Aus der Polarisierungsidentität erhalten wir

U(V, h) =
{
ϕ ∈ GL(V )

∣
∣ ∀v ∈ V : q(ϕ(v)) = q(v)

}
,

wobei q(v) = h(v, v) die mit h assoziierte quadratische Form bezeichnet.
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VII.1.55. Definition (Definitheit). Eine Hermitesche Form auf einem kom-
plexen Vektorraum, h : V × V → C, und die assoziierte quadratische Form,
q : V → R, q(v) = h(v, v), heißen:

(a) positiv semidefinit, in Zeichen h ≥ 0, falls h(v, v) ≥ 0, für alle v ∈ V .
(b) positiv definit, in Zeichen h > 0, falls h(v, v) > 0, für alle 0 6= v ∈ V .
(c) negativ semidefinit, in Zeichen h ≤ 0, falls h(v, v) ≤ 0, für alle v ∈ V .
(d) negativ definit, in Zeichen h < 0, falls h(v, v) < 0, für alle 0 6= v ∈ V .
(e) indefinit, falls es v, w ∈ V gibt, sodass h(v, v) > 0 und h(w,w) < 0.

Eine Hermitesche Matrix A = A∗ wird positiv bzw. negativ (semi)definit genannt,
falls die assoziierte Hermitesche Form, hA : C

n×Cn → R, hA(x, y) = x∗Ay, positiv
bzw. negativ (semi)definit ist, d.h. A ≥ 0 falls x∗Ax ≥ 0 für alle x ∈ Cn; A > 0
falls x∗Ax > 0 für alle 0 6= x ∈ Cn; A ≤ 0 falls x∗Ax ≤ 0 für alle x ∈ Cn; und
A < 0 falls x∗Ax < 0 für alle 0 6= x ∈ Cn.

VII.1.56. Beispiel. Das standard innere Produkt auf Cn,

〈x, y〉 = x̄1y1 + · · ·+ x̄nyn = x∗y = x∗
(

1
...

1

)

y, x, y ∈ Cn,

ist eine positiv definite Hermitesche Form auf Cn, denn

〈x, x〉 =
n∑

i=1

x̄ixi =

n∑

i=1

|xi|2 > 0,

für jedes 0 6= x ∈ Cn.

VII.1.57. Beispiel. Die Abbildung

〈−,−〉 : Mm×n(C)×Mm×n(C)→ C, 〈A,B〉 := tr(A∗B)

ist eine positiv definite Hermitesche Form auf Mm×n(C), denn

tr(A∗A) =

n∑

j=1

m∑

i=1

ĀijAij =

n∑

j=1

m∑

i=1

|Aij |2 > 0

für jedes 0 6= A ∈Mm×n(C).

VII.1.58. Beispiel. Ist I ⊆ R ein kompaktes Interval und bezeichnet C0(I,C)
den Vektorraum der stetigen, komplexwertigen Funktionen auf I, dann ist

〈−,−〉 : C0(I,C)× C0(I,C)→ C, 〈f, g〉 :=
∫

I

f(t)g(t)dt,

eine positiv definite Hermitesche Form auf C0(I,C), denn

〈f, f〉 =
∫

I

f(t)f(t) dt =

∫

I

|f(t)|2dt > 0,

für jedes 0 6= f ∈ C0(I,C).



212 VII. EUKLIDISCHE UND UNITÄRE VEKTORRÄUME

VII.1.59. Satz (Trägheitssatz von Sylvester). Sei V ein n-dimensionaler kom-
plexer Vektorraum und h : V × V → R eine Hermitesche Form. Dann existiert
eine geordnete Basis B von V , sodass

[h]B =





Ip
−Iq

0



 .

Für jede solche Basis gilt

p = max
{
dim(W )

∣
∣ W Teilraum von V mit h|W > 0

}
,

q = max
{
dim(W )

∣
∣ W Teilraum von V mit h|W < 0

}
.

Insbesondere sind die Zahlen p und q unabhängig von der Basis B. Das Paar
(p, q) wird als Signatur der Hermiteschen Form h bezeichnet.

Eine Hermitesche Form auf einem n-dimensionalen komplexen Vektorraum
ist genau dann positiv deifnit, wenn sie Signatur (n, 0) hat. Sie ist genau dann
negativ definit, wenn sie Signatur (0, n) hat. Die Menge der positiv definiten
Hermiteschen Formen ist konvex, und auch die Menge der negativ definiten Her-
miteschen Formen ist konvex.

VII.1.60. Korollar. Zwei Hermitesche (n×n)-Matrizen A und B haben ge-
nau dann gleiche Signatur, wenn eine invertierbare Matrix S ∈ GLn(C) existiert,
sodass B = S∗AS.

VII.1.61. Korollar. Sei h : V × V → C eine positiv definite Hermitesche
Form auf einem n-dimensionalen komplexen Vektorraum V . Dann existiert eine
Basis B von V , sodass [h]B = In, d.h.

h(v, w) = [v]∗B[w]B, v, w ∈ V.

Jede solche Basis liefert einen Gruppenisomorphismus,

U(V, β) ∼= Un := {A ∈Mn×n(C)
∣
∣ A∗A = In

}
, ϕ↔ [ϕ]BB.

VII.1.62. Satz (Sylvester Kriterium). Sei V ein endlich dimensionaler kom-
plexer Vektorraum. Eine Hermitesche Form h : V ×V → R ist genau dann positiv
definit, wenn alle Hauptminoren der Matrix [h]B positiv sind, bezüglich einer (und
dann jeder) Basis B von V .

Beweis. Analog zum Beweis von Satz VII.1.42. �

VII.1.63. Beispiel. Wir wollen die Signatur der mit

A =

(
1 1 + i

1− i 1

)
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assoziierten Hermiteschen Form hA(v, w) = v∗Aw auf C2 bestimmen. Durch
Ergänzen auf vollständige Quadrate erhalten wir

q

(
x
y

)

=

(
x
y

)∗(
1 1 + i

1− i 1

)(
x
y

)

= x̄x+ ȳy + (1 + i)x̄y + (1− i)ȳx

=
(
x+ (1 + i)y

)(
x+ (1 + i)y

)
− ȳy,

die Hermitesche Form hA hat daher Signatur (1, 1). Aus obiger Rechnung folgt

v∗Av = q(v) = (Tv)∗
(
1 0
0 −1

)

(Tv) mit T =

(
1 1 + i

0 1

)

,

also A = T ∗ ( 1 0
0 −1 ) T , siehe Proposition VII.1.53, und daher

S∗AS =

(
1 0
0 −1

)

, wobei S = T−1 =

(
1 −1 − i

0 1

)

.

VII.2. Innere Produkte.

VII.2.1. Definition (Euklidische Vektorräume). Unter einem inneren Pro-
dukt auf einem reellen Vektorraum V verstehen wir eine positiv definite symme-
trische Bilineaform auf V , d.h. eine Abbildung 〈−,−〉 : V ×V → R, mit folgenden
Eigenschaften:

(a) 〈v + v′, w〉 = 〈v, w〉+ 〈v′, w〉, 〈λv, w〉 = λ〈v, w〉, für alle v, v′, w ∈ V , λ ∈ R.
(b) 〈v, w + w′〉 = 〈v, w〉+ 〈v, w′〉, 〈v, λw〉 = λ〈v, w〉, für alle v, w, w′ ∈ V , λ ∈ R.
(c) 〈w, v〉 = 〈v, w〉, für alle v, w ∈ V .
(d) 〈v, v〉 > 0, für alle 0 6= v ∈ V .

Ein reeller Vektorraum, der mit einem inneren Produkt ausgestattet ist, wird
Euklidischer Vektorraum genannt.8

VII.2.2. Definition (Unitäre Vektorräume). Unter einem inneren Produkt
auf einem komplexen Vektorraum V verstehen wir eine positiv definite Hermi-
tesche Form auf V , d.h. eine Abbildung 〈−,−〉 : V × V → C, mit folgenden
Eigenschaften:

(a) 〈v + v′, w〉 = 〈v, w〉+ 〈v′, w〉, 〈λv, w〉 = λ̄〈v, w〉, für alle v, v′, w ∈ V , λ ∈ C.
(b) 〈v, w + w′〉 = 〈v, w〉+ 〈v, w′〉, 〈v, λw〉 = λ〈v, w〉, für alle v, w, w′ ∈ V , λ ∈ C.

(c) 〈w, v〉 = 〈v, w〉, für alle v, w ∈ V .
(d) 〈v, v〉 > 0, für alle 0 6= v ∈ V .

Ein komplexer Vektorraum, der mit einem inneren Produkt ausgestattet ist, wird
unitärer Vektorraum genannt.9

Ist 〈−,−〉 ein inneres Produkt auf einem reellen oder komplexen Vektorraum,
so schreiben wir

‖v‖ :=
√

〈v, v〉, v ∈ V.
8Diese Forderungen sind redundant, etwa lässt sich (b) sofort aus (a) und (c) folgern.
9Auch hier folgt (b) aus (a) und (c).
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Beachte, dass die Wurzel wohldefiniert ist, da 〈v, v〉 ≥ 0. Beachte auch, dass
‖v‖2 = 〈v, v〉 = q(v) gerade die mit 〈−,−〉 assoziierte quadratische Form ist. Aus
den Propositionen VII.1.22 und VII.1.53 erhalten wir daher:

VII.2.3. Proposition (Polarisierungsidentitäten).
a) Für je zwei Vektoren v und w eines Euklidischen Vektorraums gilt:

〈v, w〉 = 1
2

(
‖v + w‖2 − ‖v‖2 − ‖w‖2

)
= 1

4

(
‖v + w‖2 + ‖v − w‖2

)
.

b) Für je zwei Vektoren v und w eines unitären Vektorraums gilt:

〈v, w〉 = 1
4

(

‖(v + w‖2 − ‖v − w‖2 − i‖v + iw‖2 + i‖v − iw‖2
)

.

VII.2.4. Beispiel. Der Vektorraum Rn mit dem standard inneren Produkt,

〈−,−〉 : Rn × Rn → R, 〈x, y〉 = x1y1 + · · ·+ xnyn,

ist ein Euklidischer Vektorraum mit Norm

‖x‖2 = |x1|2 + · · ·+ |xn|2

VII.2.5. Beispiel. Der Vektorraum Cn mit dem standard inneren Produkt,

〈−,−〉 : Cn × Cn → C, 〈x, y〉 = x̄1y1 + · · ·+ x̄nyn,

ist ein unitärer Vektorraum mit Norm

‖x‖2 = |x1|2 + · · ·+ |xn|2.
VII.2.6. Beispiel. Der Vektorraum der stetigen Funktionen auf einem kom-

pakten Intervall, C0(I,C), wir durch das innere Produkt,

〈f, g〉 =
∫

I

f(t)g(t)dt,

zu einem unitären Vektorraum mit Norm

‖f‖2 =
∫

I

|f(t)|2dt.

VII.2.7. Beispiel. Der Vektorraum der quadratsummierbaren Folgen,

l2 :=
{
x : N→ C

∣
∣
∑

n∈N |xn|2 <∞
}
,

ein Teilraum des Vektorraums aller Folgen, wird durch das innere Produkt

〈x, y〉 :=
∑

n∈N
x̄nyn, x, y ∈ l2(N), (VII.8)

zu einem unitären Vektorraum mit Norm

‖x‖2 =
∑

n∈N
|xn|2.

Mit Hilfe der Cauchy–Schwarz Ungleichung, siehe Proposition VII.2.9 unten, lässt
sich zeigen, dass die Reihe (VII.8) absolut konvergent ist.
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VII.2.8. Proposition (Satz von Pythagoras). Sei V ein Euklidischer oder
unitärer Vektorraum. Sind v, w ∈ V mit 〈v, w〉 = 0 so gilt

‖v + w‖2 = ‖v‖2 + ‖w‖2.

Beweis. Aus der Bilinearität des inneren Produkts folgt sofort

‖v + w‖2 = 〈v + w, v + w〉 = 〈v, v〉+ 〈v, w〉+ 〈w, v〉+ 〈w,w〉,= ‖v‖2 + ‖w‖2,

denn nach Voraussetzung ist 〈v, w〉 = 0 und daher auch 〈w, v〉 = 〈v, w〉 = 0. �

VII.2.9. Proposition (Cauchy–Schwarz Ungleichung). Sei V ein Euklidi-
scher oder unitärer Vektorraum mit innerem Produkt 〈−,−〉. Dann gilt

∣
∣〈v, w〉

∣
∣ ≤ ‖v‖‖w‖, (VII.9)

für alle v, w ∈ V . Gleichheit tritt in (VII.9) genau dann ein, wenn v und w linear
abhängig sind.

Beweis. O.B.d.A. sei v 6= 0. Setzen wir ṽ := 〈v,w〉
‖v‖2 v und w̃ = w− ṽ, dann gilt

w = ṽ + w̃, 〈ṽ, w̃〉 = 0, und ‖ṽ‖2 = |〈v, w〉|
2

‖v‖2 . (VII.10)

Die erste Gleichung ist trivial, die dritte folgt aus

‖ṽ‖2 = 〈ṽ, ṽ〉 =
〈〈v, w〉
‖v‖2 v,

〈v, w〉
‖v‖2 v

〉

=
〈v, w〉
‖v‖2

〈v, w〉
‖v‖2 〈v, v〉 =

|〈v, w〉|2
‖v‖2 ,

und die zweite via

〈ṽ, w̃〉 = 〈ṽ, w〉 − 〈ṽ, ṽ〉 =
〈〈v, w〉
‖v‖2 v, w

〉

− ‖ṽ‖2

=
〈v, w〉
‖v‖2 〈v, w〉 − ‖ṽ‖

2 =
|〈v, w〉|2
‖v‖2 − ‖ṽ‖2 = 0.

Aus den Relationen in (VII.10) und Proposition VII.2.8 erhalten wir

‖w‖2 = ‖ṽ + w̃‖2 = ‖ṽ‖2 + ‖w̃‖2 ≥ ‖ṽ‖2 = |〈v, w〉|
2

‖v‖2

also (VII.9). Gleichheit kann nur eintreten, wenn w̃ = 0 gilt, d.h. wenn w ein
Vielfaches von v ist. �

VII.2.10. Proposition (Dreiecksungleichung). Sei V ein Euklidischer oder
unitärer Vektorraum. Dann gilt für alle v, w ∈ V ,

‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖.
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Beweis. Aus der Bilinearität des inneren Produkts und der Cauchy–Schwarz
Ungleichung in Proposition VII.2.9 erhalten wir:

‖v + w‖2 = 〈v + w, v + w〉
= 〈v, v〉+ 〈v, w〉+ 〈w, v〉+ 〈w,w〉
= ‖v‖2 + 〈v, w〉+ 〈v, w〉+ ‖w‖2

= ‖v‖2 + 2Re〈v, w〉+ ‖w‖2

≤ ‖v‖2 + 2|〈v, w〉|+ ‖w‖2

≤ ‖v‖2 + 2‖v‖‖w‖+ ‖w‖2

=
(
‖v‖+ ‖w‖

)2
.

Mit der Monotonie der Wurzel folgt daher ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖. �

VII.2.11. Definition (Norm). Sei V ein reeller oder komplexer Vektorraum.
Unter einer Norm auf V verstehen wir eine Abbildung ‖−‖ : V → Rmit folgenden
Eigenschaften:

(a) ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖, für alle v, w ∈ V . (Dreiecksungleichung)
(b) ‖λv‖ = |λ|‖v‖, für alle v ∈ V und λ ∈ R bzw. λ ∈ C.
(c) ∀v ∈ V : ‖v‖ = 0⇒ v = 0.10

Unter einem normierten Vektorraum verstehen wir einen Vektorraum, der mit
einer Norm ausgestattet ist. Beachte, ‖v‖ ≥ 0 für alle v ∈ V , denn aus (a) und
(b) folgt 0 = ‖0‖ = ‖v − v‖ ≤ ‖v‖+ ‖(−1)v‖ = 2‖v‖.

VII.2.12. Proposition. Sei V ein Euklidischer oder unitärer Vektorraum mit
innerem Produkt 〈−,−〉. Dann ist ‖v‖ =

√

〈v, v〉 eine Norm auf V , für die die
Parallelogrammgleichung gilt, d.h. für alle v, w ∈ V haben wir

‖v + w‖2 + ‖v − w‖2 = 2
(
‖v‖2 + ‖w‖2

)
.

Beweis. Die Dreiecksungleichung haben wir in Proposition VII.2.10 gezeigt.
Weiters gilt

‖λv‖2 = 〈λv, λv〉 = λ̄λ〈v, v〉 = |λ|2‖v‖2 =
(
|λ|‖v‖

)2
,

also auch ‖λv‖ = |λ|‖v‖. Ist ‖v‖ = 0, dann gilt 〈v, v〉 = 0, also v = 0 wegen
der positiv Definitheit des inneren Produkts. Aus der Bilinearität des inneren
Produkts erhalten wir:

‖v + w‖2 = 〈v + w, v + w〉 = ‖v‖2 + ‖w‖2 + 〈v, w〉+ 〈w, v〉
‖v − w‖2 = 〈v − w, v − w〉 = ‖v‖2 + ‖w‖2 − 〈v, w〉 − 〈w, v〉

Aufaddieren liefert die Parallelogrammgleichung. �

VII.2.13. Definition (Metrische Räume). Unter einer Metrik auf einer Men-
ge X verstehen wir eine Abbildung d : X ×X → R mit folgenden Eigenschaften:

10Aus (b) folgt sofort ‖0‖ = 0, es gilt daher ∀v ∈ V : ‖v‖ = 0⇔ v = 0.
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(a) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), für alle x, y, z ∈ X . (Dreiecksungleichung)
(b) d(x, y) = d(y, x), für alle x, y ∈ X . (Symmetrie)
(c) d(x, y) = 0⇔ x = y.

Unter einem metrischen Raum verstehen wir eine Menge X , die mit einer Metrik
ausgestattet ist. Beachte d(x, y) ≥ 0 für alle x, y ∈ X , denn aus (a), (b) und (c)
folgt 0 = d(x, x) ≤ d(x, y) + d(y, x) = 2d(x, y).

VII.2.14.Proposition. Ist V ein normierter Raum, dann definiert d(v, w) :=
‖w − v‖ eine Metrik auf V .

Beweis. Die Dreiecksungleichung folgt aus Definition VII.2.11(a),

d(u, w) = ‖w − u‖ = ‖w − v + v − u‖ ≤ ‖w − v‖+ ‖v − u‖ = d(v, w) + d(u, v).

Symmetrie folgt aus Definition VII.2.11(b),

d(v, w) = ‖w − v‖ = ‖(−1)(v − w)‖ = |(−1)|‖v − w‖ = ‖v − w‖ = d(w, v).

Schließlich gilt d(v, w) = 0 genau dann wenn ‖w− v‖ = 0, d.h. genau dann wenn
w − v = 0, siehe Definition VII.2.11(c). �

VII.2.15. Bemerkung. Nicht jede Norm kommt von einem inneren Produkt.
Etwa definiert

‖x‖p :=
(
|x1|p + · · ·+ |xn|p

)1/p

für jedes 1 ≤ p < ∞ eine Norm auf Rn bzw. Cn, die aber nur im Fall p = 2 der
Parallelogrammgleichung genügt. Ist I ein kompaktes Intervall, so ist

‖f‖p :=
(∫

I

|f(t)|pdt
)1/p

eine Norm auf dem Vektorraum der stetigen Funktionen, C0(I,C) bzw. C0(I,R),
die im Fall p 6= 2 nicht der Parallelogrammgleichung genügt. Auch die Supre-
mumsnormen

‖x‖∞ := max{|x1|, . . . , |xn|} bzw. ‖f‖∞ := max
t∈I
|f(t)|

aufCn bzw. C0(I,C) sind Normen die nicht der Parallelogrammgleichung genügen
und daher nicht von einem inneren Produkt stammen. Ein weiteres wichtiges Bei-
spiel ist die sogenannte Operatornorm linearer Abbildungen ϕ : V → W zwischen
Euklidischen oder unitären Vektorräumen,

‖ϕ‖ := sup
06=v∈V

‖ϕ(v)‖
‖v‖ = sup

v∈V, ‖v‖=1

‖ϕ(v)‖.

Es lässt sich zeigen, dass im Fall dim(V ) < ∞ dieses Supremum endlich ist
und eine Norm auf L(V,W ) definiert, die i.A. nicht die Parallelogrammgleichung
erfüllt.
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VII.2.16. Definition (Winkel). Ist V ein Euklidischer Vektorraum und sind

v, w ∈ V , v 6= 0 6= w, dann gilt nach Proposition VII.2.9 −1 ≤ 〈v,w〉
‖v‖‖w‖ ≤ 1, es

existiert daher ein eindeutiges α ∈ [0, π], sodass11

cos(α) =
〈v, w〉
‖v‖‖w‖ .

Diese Zahl α wird als Winkel zwischen v und w bezeichnet.

VII.2.17. Proposition. Seien v 6= 0 6= w zwei Vektoren eines Euklidischen
Vektorraums und α ∈ [0, π] der Winkel zwischen v und w. Dann gilt:

(a) α = 0, genau dann wenn λ > 0 existiert, sodass w = λv.
(b) α = π/2, genau dann wenn 〈v, w〉 = 0.
(c) α = π, genau dann wenn λ < 0 existiert, sodass w = λv.

Beweis. Ist w = λv mit λ ∈ R, dann folgt λ 6= 0 und

cos(α) =
〈v, w〉
‖v‖‖w‖ =

〈v, λv〉
‖v‖‖λv‖ =

λ〈v, v〉
|λ|‖v‖‖v‖ =

λ

|λ| .

Im Fall λ > 0 erhalten wir cos(α) = 1 und daher α = 0. Im Fall λ < 0 erhalten
wir cos(α) = −1, also α = π. Seien nun v 6= 0 6= w beliebig und α = 0 oder
α = π, d.h. cos(α) = ±1. Dann gilt

∣
∣〈v, w〉

∣
∣ = ‖v‖‖w‖, nach Proposition VII.2.9

existiert daher λ ∈ R mit w = λv. Dies zeigt (a) und (c). Behauptung (b) ist
trivial, cos(π/2) = 0. �

VII.2.18. Bemerkung (Cosinussatz). Sind v 6= 0 6= w zwei Vektoren in einem
Euklidischen Vektorraum und bezeichnet α den Winkel zwischen v und w, so gilt

‖v − w‖2 = ‖v‖2 + ‖w‖2 − 2 cos(α)‖v‖‖w‖,
siehe Aufgabe 101.

VII.2.19. Definition (Orthogonalität). Sei V ein Euklidischer oder unitärer
Vektorraum. Zwei Vektoren v, w ∈ V werden orthogonal genannt, falls 〈v, w〉 = 0.
Wir schreiben in diesem Fall v ⊥ w. Ein Vektor v ∈ V wird normiert genannt,
falls ‖v‖ = 1. Unter einem Orthonormalsystem in V verstehen wir ein System
von Vektoren vi ∈ V , i ∈ I, sodass 〈vi, vj〉 = δij , für alle i, j ∈ I. Eine Orthonor-
malbasis von V ist ein Orthonormalsystem, dass eine Basis von V bildet.

VII.2.20. Beispiel. Die Standardbasen von Rn und Cn sind Orthonormalba-
sen bezüglich der standard inneren Produkte, siehe Beispiel VII.2.4 und VII.2.5.
Für jedes θ ∈ R bilden die beiden Vektoren,

b1 =

(
cos θ
sin θ

)

und b2 =

(
− sin θ
cos θ

)

,

eine Orthonormalbasis von R2.

11Der Cosinus schränkt sich zu einer Bijektion cos : [0, π]→ [−1, 1] ein.
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Eine Basis, B, eines endlich dimensionalen Euklidischen oder unitären Vektor-
raums, V , ist also genau dann eine Orthonormalbasis, wenn die Matrixdarstellung
des inneren Produkts bezüglich B durch die Einheitsmatrix gegeben ist, d.h.

〈v, w〉 = [v]∗B[w]B, bzw. ‖v‖2 = [v]∗B[v]B, v, w ∈ V. (VII.11)

Nach den Ergebnissen des vorangehenden Abschnitts besitzt jeder endlich dimen-
sionale Euklidische (Korollar VII.1.39) oder unitäre (Korollar VII.1.26) Vektor-
raum daher eine Orthonormalbasis.

Ein System von Vektoren b1, . . . , bn in Rn ist genau dann eine Orthonormal-
basis, wenn die Matrix A = (b1| · · · |bn) orthogonal ist, d.h.

A ∈ On = {A ∈ Mn×n(R) : A
tA = In},

denn (AtA)ij = btibj = 〈bi, bj〉. Etwa ist
(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

,

für jedes θ ∈ R, eine orthogonale Matrix. Beachte, dass jedes A ∈ On invertierbar
ist, A−1 = At, es gilt daher auch AAt = In. Im vorangehenden Abschnitt haben
wir gesehen, dass On eine Untergruppe von GLn(R) bildet, sie wird die orthogona-
le Gruppe genannt, ihre Elemente werden als orthogonale Matrizen bezeichnet. Es
gilt det(A) = ±1, für jede orthogonale Matrix A ∈ On, vgl. Aufgabe 109. Die De-
terminante liefert einen surjektiven Gruppenhomomorphismus, det : On → {±1},
wobei {±1} bezüglich Multiplikation als (abelsche) Gruppe aufgefasst wird. Sein
Kern,

SOn := {A ∈ On : det(A) = 1},
bildet eine Untergruppe von On, die als spezielle orthogonale Gruppe bezeichnet
wird. Es lässt sich zeigen, dass On und SOn kompakte Teilmengen von Mn×n(R)
sind, vgl. Aufgabe 108.

Analog ist ein System von Vektoren b1, . . . , bn in Cn genau dann eine Ortho-
normalbasis, wenn die Matrix A = (b1| · · · |bn) unitär ist, d.h.

A ∈ Un = {A ∈Mn×n(C) : A
∗A = In},

denn (A∗A)ij = b∗i bj = 〈bi, bj〉. Jedes A ∈ Un ist invertierbar, A−1 = A∗, es gilt
daher auch AA∗ = In. Im vorangehenden Abschnitt haben wir gesehen, dass Un
eine Untergruppe von GLn(C) bildet, sie wird die unitäre Gruppe genannt, ih-
re Elemente werden als unitäre Matrizen bezeichnet. Es gilt | det(A)| = 1, für
jede unitäre Matrix A ∈ Un. Die Determinante liefert einen surjektiven Grup-
penhomomorphismus, det : Un → S1 := {z ∈ C : |z| = 1}, wobei S1 bezüglich
Multiplikation als (abelsche) Gruppe aufgefasst wird. Sein Kern,

SUn := {A ∈ Un : det(A) = 1},
bildet eine Untergruppe von Un, die als spezielle unitäre Gruppe bezeichnet wird.
Es lässt sich zeigen, dass Un und SUn kompakte Teilmengen von Mn×n(C) =
Cn2

= R4n2

sind.
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VII.2.21. Lemma. Jedes Orthonormalsystem eines Euklidischen oder unitären
Vektorraums ist linear unabhängig.

Beweis. O.B.d.A. genügt es endliche Orthonormalsysteme zu betrachten.
Sei also v1, . . . , vn, ein Orthonormalsystem in V . Weiters seien λi Skalare, sodass
λ1v1 + · · ·+ λnvn = 0. Für jedes i = 1, . . . , n, erhalten wir

0 = 〈vi, 0〉 = 〈vi, λ1v1 + · · ·+ λnvn〉 = λ1〈vi, v1〉+ · · ·+ λn〈vi, vn〉 = λi,

denn 〈vi, vj〉 = δij , für alle 1 ≤ i, j ≤ n. Dies zeigt, dass v1, . . . , vn linear un-
abhängig sind. �

VII.2.22. Proposition. Sei B = (b1, . . . , bn) eine Orthonormalbasis eines
endlich dimensionalen Euklidischen oder unitären Vektorraums V . Dann gilt

v =

n∑

i=1

〈bi, v〉bi bzw. [v]B =





〈b1, v〉
...

〈bn, v〉



 ,

und daher auch

‖v‖2 =
n∑

i=1

|〈bi, v〉|2 und 〈v, w〉 =
n∑

i=1

〈bi, v〉〈bi, w〉,

für alle v, w ∈ V .

Beweis. Da B eine Basis von V bildet, existieren Skalare λ1, . . . , λn, sodass
v = λ1b1 + · · ·+ λnbn. Es folgt

〈bi, v〉 =
〈
bi,
∑n

j=1 λjbj
〉
=
∑n

j=1 λj〈bi, bj〉 =
∑n

j=1 λjδij = λi.

Die verbleibenden Behauptungen folgen aus (VII.11). �

VII.2.23. Satz (Gram–Schmidt Orthonormalisierungsverfahren). Sei V ein
Euklidischer oder unitärer Vektorraum und v1, . . . , vn linear unabhängig in V .
Dann bilden die rekursiv definierten Vektoren

bi :=
vi −

∑i−1
j=1〈bj , vi〉bj

∥
∥vi −

∑i−1
j=1〈bj , vi〉bj

∥
∥
, 1 ≤ i ≤ n, (VII.12)

ein Orthonormalsystem von V , das den selben Teilraum wie v1, . . . , vn aufspannt.
Insbesondere ist der Nenner in (VII.12) stets verschieden von Null. Ist v1, . . . , vn
eine Basis von V , dann bildet b1, . . . , bn eine Orthonormalbasis von V .

Beweis. Wir führen den Beweis mittels Induktion nach n. Der Induktions-
anfang, n = 1, ist trivial, denn aus v1 6= 0 folgt ‖v1‖ 6= 0, also ist b1 =

v1
‖v1‖ wohl-

definiert, ‖b1‖ = 1 und 〈b1〉 = 〈v1〉. Für den Induktionsschritt dürfen wir nun
annehmen, dass b1, . . . , bn−1 ein wohldefiniertes Orthonormalsystem bildet, für
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das 〈b1, . . . , bn−1〉 = 〈v1, . . . , vn−1〉 gilt. Betrachten wir b̃n := vn −
∑n−1

j=1 〈bj, vn〉bj ,
dann gilt zunächst

〈b1, . . . , bn−1, b̃n〉 = 〈b1, . . . , bn−1, vn〉 = 〈v1, . . . , vn−1, vn〉,
wegen der linearen Unabhängigkeit der Vektoren v1, . . . , vn muss daher b̃n 6=
0 sein. Daher ist bn = b̃n

‖b̃n‖
wohldefiniert und 〈b1, . . . , bn〉 = 〈v1, . . . , vn〉. Nach

Konstruktion ist ‖bn‖ = 1 und

〈bk, b̃n〉 = 〈bk, vn〉 −
n−1∑

j=1

〈bj , vn〉 〈bk, bj〉
︸ ︷︷ ︸

=δkj

= 〈bk, vn〉 − 〈bk, vn〉 = 0, 1 ≤ k < n,

also auch 〈bk, bn〉 = 1
‖b̃n‖
〈bk, b̃n〉 = 0, für alle 1 ≤ k < n. �

VII.2.24. Korollar. a) Jeder endlich dimensionale Euklidische oder unitäre
Vektorraum besitzt eine Orthonormalbasis.

b) Jedes Orthonormalsystem eines endlich dimensionalen Euklidischen oder
unitären Vektorraums kann zu einer Orthonormalbasis erweitert werden.

Beweis. Sei also v1, . . . , vk ein Orthonormalsystem in V . Wir ergänzen zu
einer Basis, v1, . . . , vk, vk+1, . . . , vn von V und wenden darauf das Gram–Schmidt
Orthonormalisierungsverfahren an. Dies liefert eine Orthonormalbasis b1, . . . , bn
von V . Da v1, . . . , vk ein Orthonormalsystem bildet gilt bi = vi für i = 1, . . . , k,
vgl. (VII.12). Dies zeigt (b). Behauptung (a) ist ein Spezialfall (k = 0), wir haben
die Existenz von Orthonormalbasen aber bereits im vorangehenden Abschnitt
(mit ähnlichen Methoden) gezeigt, vgl. die Korollare VII.1.39 und VII.1.26. �

VII.2.25.Beispiel. Betrachte den Euklidischen Vektorraum R3 mit dem stan-
dard inneren Produkt und die von den Vektoren

v1 =





3
4
0



 , v2 =





6
8
7





aufgespannte Ebene W = 〈v1, v2〉 in R3. Wir wollen eine Orthonormalbasis von
W bestimmen. Mit Hilfe des Gram–Schmidt Orthonormalisierungsverfahrens er-
halten wir

b1 =
v1
‖v1‖

=
1

5





3
4
0





b̃2 = v2 − 〈b1, v2〉b1 =





6
8
7



− 50

25





3
4
0



 =





0
0
7



 , b2 =
b̃2

‖b̃2‖
=





0
0
1





Nach Satz VII.2.23 bildet daher b1, b2 eine Orthonormalbasis von W .
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VII.2.26.Beispiel. Betrachte den Euklidischen Vektorraum R4 mit dem stan-
dard inneren Produkt und den von den Vektoren

v1 =







0
1
2
3






, v2 =







1
2
3
0






, v3 =







3
0
1
2







aufgespannten Teilraum W = 〈v1, v2, v3〉 von R4. Wir wollen eine Orthonormal-
basis von W bestimmen. Mit Hilfe des Gram–Schmidt Orthonormalisierungsver-
fahrens erhalten wir

b1 =
v1
‖ṽ1‖

=
1√
14







0
1
2
3







b̃2 = v2−〈b1, v2〉b1 =







1
2
3
0






− 8

14







0
1
2
3







=
1

7







7
10
13
−12






, b2 =

b̃2

‖b̃2‖
=

1√
462







7
10
13
−12







b̃3 = v3 − 〈b1, v3〉b1 − 〈b2, v3〉b2 =







3
0
1
2






− 8

14







0
1
2
3






− 10

462







7
10
13
−12







=
1

33







94
−26
−14
18







b3 =
b̃3

‖b̃3‖
=

1

4
√
627







94
−26
−14
18







Nach Satz VII.2.23 ist daher b1, b2, b3 eine Orthonormalbasis von W .

VII.2.27. Beispiel. Wir betrachten R3 mit dem inneren Produkt

〈x, y〉 = xtAy, wobei A =





1 −2 1
−2 5 −4
1 −4 6



 . (VII.13)

Aus dem Sylvester Kriterium folgt sofort, dass dies tatsächlich positiv definit
ist. Wir wollen eine Orthonormalbasis von R3 bestimmen und wenden dazu das
Gram–Schmidt Orthonormalisierungsverfahren auf die Standardbasis e1, e2, e3 an.

b1 =
e1
‖e1‖

=





1
0
0
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denn ‖e1‖2 = et1Ae1 = 1.

b̃2 = e2 − 〈b1, e2〉b1 =





0
1
0



 + 2





1
0
0



 =





2
1
0



 , b2 =
b̃2

‖b̃2‖
=





2
1
0



 ,

denn 〈b1, e2〉 = bt1Ae2 = −2 und ‖b̃2‖2 = b̃t2Ab̃2 = 1.

b̃3 = e3 − 〈b1, e3〉b1 − 〈b2, e3〉b2 =





0
0
1



−





1
0
0



+ 2





2
1
0



 =





3
2
1



 ,

b3 =
b̃3

‖b̃3‖
=





3
2
1



 ,

denn 〈b1, e3〉 = bt1Ae3 = 1, 〈b2, e3〉 = bt2Ae3 = −2 und ‖b̃3‖2 = b̃t3Ab̃3 = 1.
Nach Satz VII.2.23 ist daher b1, b2, b3 eine Orthonormalbasis von R3 bezüglich
des inneren Produkts (VII.13).

VII.2.28. Korollar (QR-Zerlegung).
a) Jede invertierbare Matrix A ∈ GLn(R) lässt sich auf eindeutige Weise in

der Form A = QR schreiben, wobei Q ∈ On und R ∈ Mn×n(R) eine (invertierba-
re) obere Dreiecksmatrix mit positiven Diagonaleinträgen ist.

b) Jede invertierbare Matrix A ∈ GLn(C) lässt sich auf eindeutige Weise in
der Form A = QR schreiben, wobei Q ∈ Un und R ∈Mn×n(C) eine (invertierba-
re) obere Dreiecksmatrix mit positiven (reellen) Diagonaleinträgen ist.

Beweis. Wir zeigen nur (b), der erste Teil lässt sich völlig analog bewei-
sen. Da die Matrix A = (v1| · · · |vn) invertierbar ist, bilden ihre Spalten v1, . . . , vn
eine Basis von Cn. Wenden wir darauf das Gram–Schmidt Orthonormalisierungs-
verfahren an, erhalten wir eine Orthonormalbasis b1, . . . , bn von Cn und Skalare
r1i, . . . , rii ∈ C, sodass

vi = r1ib1 + · · ·+ riibi und rii > 0, (VII.14)

für alle i = 1, . . . , n, siehe (VII.12). Die Matrix Q := (b1| · · · |bn) ist unitär, denn
(Q∗Q)ij = b∗i bj = 〈bi, bj〉 = δij , also Q

∗Q = In. Offensichtlich ist

R =





r11 · · · r1n
. . .

...
rnn





eine obere Dreiecksmatrix mit positiven reellen Diagonaleinträgen. Die Gleichun-
gen (VII.14) besagen gerade A = QR.

Um die Eindeutigkeit der Darstellung einzusehen, seien nun Q1, Q2 ∈ Un und
R1, R2 zwei obere Dreiecksmatrizen mit positiven reellen Diagonaleinträgen mit

Q1R1 = Q2R2.



224 VII. EUKLIDISCHE UND UNITÄRE VEKTORRÄUME

Es gilt daher

R = Q,

wobei Q := (Q2)
−1Q1 ∈ Un und R := R2(R1)

−1 eine obere Dreiecksmatrix mit
positiven reellen Diagonaleinträgen ist.12 Daraus erhalten wir R∗R = Q∗Q = In,
also R∗ = R−1. Beachte, dass R∗ eine untere Dreiecksmatrix ist und R−1 eine
obere Dreiecksmatrix ist. Aus der vorangehenden Gleichheit schließen wir, dass
R eine Diagonalmatrix sein muss. Aus R∗R = In folgt, dass alle Diagonaleinträge
Absolutbetrag 1 haben. Da sie alle positiv und reell sind muss R = In gelten,
d.h. R1 = R2. Somit auch Q = In und Q1 = Q2. �

VII.2.29. Beispiel. Wir wollen die QR-Zerlegung der Matrix

A =







0 1 1 2
0 0 0 1
2 1 3 −1
0 0 3 1







bestimmen. Wir wenden also das Gram–Schmidt Orthonormalisierungsverfahren
auf die Basis

v1 =







0
0
2
0






, v2 =







1
0
1
0






, v3 =







1
0
3
3






, v4 =







2
1
−1
1







an und erhalten:

b1 =
v1
‖v1‖

=







0
0
1
0






, b2 =

v2 − 〈b1, v2〉b1
‖v2 − 〈b1, v2〉b1‖

=







1
0
0
0







b3 =
v3 − 〈b1, v3〉b1 − 〈b2, v3〉b2
‖v3 − 〈b1, v3〉b1 − 〈b2, v3〉b2‖

=







0
0
0
1







b4 =
v4 − 〈b1, v4〉b1 − 〈b2, v4〉b2 − 〈b3, v4〉b3
‖v4 − 〈b1, v4〉b1 − 〈b2, v4〉b2 − 〈b3, v4〉b3‖

=







0
1
0
0







12Die Menge der reellen bzw. komplexen oberen Dreiecksmatrizen mit positiven Diagonal-
einträgen bildet eine Untergruppe von GLn(R) bzw. GLn(C), vgl. Aufgabe 112.
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Somit ist A = QR wobei

Q = (b1|b2|b3|b4) =







0 1 0 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 0 1 0






, R = Q−1A = QtA =







2 1 3 −1
0 1 1 2
0 0 3 1
0 0 0 1






.

VII.2.30. Definition (Orthogonales Komplement). Sei V ein Euklidischer
oder unitärer Vektorraum und X ⊆ V eine Teilmenge. Unter dem orthogonalen
Komplement von X verstehen wir den Teilraum

X⊥ :=
{
v ∈ V

∣
∣ ∀x ∈ X : 〈x, v〉 = 0

}
=
⋂

x∈X
ker
(
〈x,−〉

)
.

VII.2.31. Lemma. Sei V ein Euklidischer oder unitärer Vektorraum. Weiters
seien X, Y,X1, X2 Teilmengen und W,W1,W2 Teilräume von V . Dann gilt:

(a) {0}⊥ = V .
(b) X ⊆ X⊥⊥.
(c) X ⊆ Y dann Y ⊥ ⊆ X⊥.
(d) (X1 ∪X2)

⊥ = X⊥
1 ∩X⊥

2 .
(e) 〈X〉⊥ = X⊥.
(f) W ∩W⊥ = {0}.
(g) (W1 +W2)

⊥ =W⊥
1 ∩W⊥

2 .

Beweis. Die erste Aussage (a) ist trivial. Behauptung (b) folgt sofort aus:
〈x, v〉 = 0 ⇔ 〈v, x〉 = 0. Die Aussagen (c) und (d) sind trivial. Ad (e): Die eine
Inklusion, 〈X〉⊥ ⊆ X⊥, folgt aus (c), denn X ⊆ 〈X〉. Um auch die umgekehrte
Inklusion, X⊥ ⊆ 〈X〉⊥, einzusehen, sei v ∈ X⊥ und w ∈ 〈X〉. Es existieren
daher xi ∈ X und Skalare λi, sodass w = λ1v1 + · · ·+ λnxn. Mit der Bilinearität
des inneren Produkts erhalten wir 〈v, w〉 = λ1〈v, x1〉 + · · · + λn〈v, xn〉 = 0, da
ja 〈v, xi〉 = 0. Dies zeigt v ∈ 〈X〉⊥, für jedes v ∈ X⊥, also X⊥ ⊆ 〈X〉⊥. Ad
(f): Für v ∈ W ∩W⊥ gilt 〈v, v〉 = 0 und daher v = 0. Behauptung (g) ist eine
Konsequenz von (d) und (e), dennW1+W2 = 〈W1∪W2〉 und daher (W1+W2)

⊥ =
〈W1 ∪W2〉⊥ = (W1 ∪W2)

⊥ =W⊥
1 ∩W⊥

2 . �

VII.2.32. Satz (Orthogonalprojektion). Ist V ein Euklidischer oder unitärer
Vektorraum und W ein endlich dimensionaler Teilraum von V , dann gilt

V =W ⊕W⊥. (VII.15)

Der mit dieser Zerlegung assoziierte Projektor, p : V →W , wird Orthogonalpro-
jektion auf W genannt. Ist b1, . . . , bk eine Orthonormalbasis von W , so gilt

p(v) =
k∑

i=1

〈bi, v〉bi, v ∈ V. (VII.16)
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Für jedes v ∈ V ist p(v) der eindeutig bestimmte Punkt in W mit kleinstem
Abstand zu v, d.h. es gilt

d(p(v), v) ≤ d(w, v),

für jedes w ∈ W , und Gleichheit tritt nur dann ein, wenn w = p(v). Der Punkt
p(v) ∈ W mit kleinstem Abstand zu v ist daher durch v − p(v) ∈ W⊥ eindeutig
charakterisiert.

Beweis. Sei b1, . . . , bk eine Orthonormalbasis von W , vgl. Korollar VII.2.24.
Für die durch (VII.16) definierte lineare Abbildung p : V → W gilt p|W = idW ,
siehe Proposition VII.2.22, also ist p ist ein Projektor mit img(p) =W . Für seinen
Kern erhalten wir aus der linearen Unabhängigkeit der Vektoren b1, . . . , bk,

ker(p) =
k⋂

i=1

b⊥i = {b1, . . . , bk}⊥ = 〈b1, . . . , bk〉⊥ = W⊥,

vgl. Lemma VII.2.31(e). Dies zeigt (VII.15) und (VII.16), vgl. Proposition II.5.8.
Nach dem Satz von Pythagoras, siehe Proposition VII.2.8, gilt für jedes w ∈ W ,

‖v − w‖2 = ‖v − p(v) + p(v)− w‖2 = ‖v − p(v)‖2 + ‖p(v)− w‖2 ≥ ‖v − p(v)‖2,
denn v−p(v) ∈ ker(p) =W⊥ und p(v)−w ∈ W , also

〈
v−p(v), p(v)−w

〉
= 0. Dies

zeigt d(w, v) ≥ d(p(v), v). Gleichheit kann nur dann eintreten, wenn ‖p(v)−w‖2 =
0, d.h. w = p(v) gilt. �

VII.2.33. Korollar. Ist V ein endlich dimensionaler Euklidischer oder uni-
tärer Vektorraum dann gilt für jeden Teilraum W von V :

(a) dim(W⊥) = dim(V )− dim(W ).
(b) W⊥⊥ = W .
(c) W⊥ = {0} ⇒W = V .
(d) (W1 ∩W2)

⊥ = W⊥
1 +W⊥

2 , für je zwei Teilräume W1 und W2 von V .

Beweis. Behauptung (a) folgt aus (VII.15) und einer bekannten Dimensions-
formel. Daraus erhalten wir auch dim(W⊥⊥) = dim(W ), also (b), da jaW ⊆W⊥⊥

nach Lemma VII.2.31(b). Behauptung (c) folgt dann aus {0}⊥ = V , siehe Lem-
ma VII.2.31(a). Aus Lemma VII.2.31(g) erhalten wir

(W⊥
1 +W⊥

2 )⊥ =W⊥⊥
1 ∩W⊥⊥

2 =W1 ∩W2

und daher (W1 ∩W2)
⊥ = (W⊥

1 +W⊥
2 )⊥⊥ = W⊥

1 +W⊥
2 , womit auch (d) gezeigt

wäre. �

Ist W ein endlich dimensionaler Teilraum eines Euklidischen oder unitären
Vektorraums V , und ist v ∈ V , dann wird

d(v,W ) := min
w∈W

d(v, w) = d
(
v, p(v)

)
= ‖v − p(v)‖ =

∥
∥
∥v −

k∑

i=1

〈bi, v〉bi
∥
∥
∥
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der Abstand von v zum Teilraum W genannt. Dabei bezeichnet p : V → W die
Orthogonalprojektion aus Satz VII.2.32 und b1, . . . , bk ist eine beliebige Ortho-
normalbasis von W . Offensichtlich gilt d(v,W ) = 0 genau dann, wenn v ∈ W .

VII.2.34. Beispiel. Wir wollen die Orthogonalprojektion auf den Teilraum

W = 〈





3
3
6



 ,





3
7
−2



〉

von R3 bestimmen, wobei R3 mit dem standard inneren Produkt versehen sei.
Wir bestimmen zunächst eine Orthonormalbasis von W in dem wir das Gram–
Schmidt Orthonormalisierungsverfahren auf die beiden Vektoren

v1 =





3
3
6



 und v2 =





3
7
−2





anwenden. Dies liefert

b1 =
v1
‖v1‖

=
1√
54





3
3
6



 =
1√
6





1
1
2



 ,

b̃2 = v2 − 〈b1, v2〉b1 =





3
7
−2



− 6

6





1
1
2



 =





2
6
−4



 = 2





1
3
−2



 ,

b2 =
b̃2

‖b̃2‖
=

1√
14





1
3
−2



 .

Somit ist b1, b2 eine Orthonormalbasis von W , die Orthogonalprojektion auf W
ist daher

p(v) = 〈b1, v〉b1 + 〈b2, v〉b2 = BBtv, wobei B = (b1|b2) =





1/
√
6 1/

√
14

1/
√
6 3/

√
14

2/
√
6 −2

√
14



 .

Bezüglich der Standardbasis E von R3 gilt daher

[p]EE = BBt =
1

42





10 16 8
16 34 −4
8 −4 40



 .
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VII.3. Normale und selbstadjungierte Operatoren.

VII.3.1. Lemma. Sei V ein Euklidischer oder unitärer Vektorraum. Dann
definiert

♭ : V → V ∗, ♭(v) := 〈v,−〉, (VII.17)

eine injektive reell lineare Abbildung, die im unitären Fall darüber hinaus komplex
anti-linear ist, d.h. ♭(λv) = λ̄♭(v). Ist V endlich dimensional, dann ist (VII.17)
ein reell linearer Isomorphismus, insbesondere existiert zu jedem α ∈ V ∗ ein
eindeutiger Vektor a ∈ V , sodass ♭(a) = α, d.h. 〈a, v〉 = α(v), für alle v ∈ V .

Beweis. Da das innere Produkt linear in der zweiten Eintragung ist, ist
(VII.17) wohldefiniert. Die reelle Linearität von ♭ folgt daraus, dass das inne-
re Produkt reell linear in der ersten Eintragung ist. Es gilt ker(♭) = {0}, denn
aus ♭(v) = 0 folgt 0 = ♭(v)(v) = 〈v, v〉 = ‖v‖2 also v = 0. Dies zeigt, dass ♭ eine
injektive Abbildung ist. Im endlich dimensionalen Fall gilt dimR(V ) = dimR(V

∗),
nach Korollar IV.2.11 ist ♭ in diesem Fall also auch surjektiv. �

VII.3.2. Proposition (Adjungierte Abbildung). Sei ϕ : V → W eine linea-
re Abbildung zwischen endlich dimensionalen Euklidischen oder unitären Vek-
torräumen. Dann existiert eine eindeutige lineare Abbildung ϕ∗ : W → V , sodass

〈ϕ∗(w), v〉 = 〈w, ϕ(v)〉, (VII.18)

für alle v ∈ V und w ∈ W . Diese Abbildung ϕ∗ wird als die zu ϕ adjungierte
Abbildung bezeichnet, sie macht folgendes Diagramm kommutativ:

W

∼=♭W
��

ϕ∗

// V

♭V∼=
��

W ∗ ϕt

// V ∗

d.h. es gilt ♭V ◦ ϕ∗ = ϕt ◦ ♭W ,

wobei ♭V und ♭W die (komplex antilinearen) Isomorphismen aus Lemma VII.3.1
und ϕt : W ∗ → V ∗ die duale Abbildung aus Proposition III.4.3 bezeichnen. Für
jede weitere lineare Abbildung ψ : W → U gilt

ϕ∗∗ = ϕ, (ψ ◦ ϕ)∗ = ϕ∗ ◦ ψ∗, und id∗
V = idV .

Für zwei lineare Abbildungen ϕ1, ϕ2 : V →W und jeden Skalar λ haben wir

(ϕ1 + ϕ2)
∗ = ϕ∗

1 + ϕ∗
2, und (λϕ)∗ = λ̄ϕ∗.

Sind B und C Orthonormalbasen von V bzw. W , dann gilt

[ϕ∗]BC = [ϕ]∗CB. (VII.19)

Schließlich ist

ker(ϕ∗) = img(ϕ)⊥ und img(ϕ∗) = ker(ϕ)⊥. (VII.20)



VII.3. NORMALE UND SELBSTADJUNGIERTE OPERATOREN 229

Beweis. Für alle v ∈ V und w ∈ W gilt

〈ϕ∗(w), v〉 = ♭V (ϕ
∗(w))(v)

und
〈w, ϕ(v)〉 = ♭W (w)(ϕ(v)) =

(
ϕt(♭W (w))

)
(v).

Die Bedingung (VII.18) ist daher zu

♭V ◦ ϕ∗ = ϕt ◦ ♭W
äquivalent. Somit wird durch ϕ∗ := ♭−1

V ◦ϕt◦♭W eine AbbildungW → V definiert,
die (VII.18) genügt, und diese ist dadurch eindeutig bestimmt. Als Komposition
reell linearer Abbildungen ist ϕ∗ reell linear. Im unitären Fall gilt weiters

ϕ∗(λv) = ♭−1
V

(
ϕt(♭W (λv))

)
= ♭−1

V

(
ϕt(λ̄♭W (v))

)

= ♭−1
V

(
λ̄ϕt(♭W (v))

)
= λ♭−1

V

(
ϕt(♭W (v))

)
= λϕ∗(v),

d.h. ϕ∗ : W → V ist auch komplex linear. Aus (VII.18) erhalten wir 〈ϕ∗(w), v〉 =
〈w, ϕ(v)〉, es gilt daher auch

〈v, ϕ∗(w)〉 = 〈ϕ(v), w〉, v ∈ V, w ∈ W. (VII.21)

Somit 〈ϕ∗∗(v), w〉 = 〈ϕ(v), w〉, für alle v ∈ V und w ∈ W , also ϕ∗∗ = ϕ. Die
Gleichung id∗

V = idV ist trivial. Aus
〈
(ψ ◦ ϕ)∗(w), v

〉
= 〈w, (ψ ◦ ϕ)(v)〉 = 〈w, ψ(ϕ(v))〉

= 〈ψ∗(w), ϕ(v)〉 = 〈ϕ∗(ψ∗(w)), v〉 =
〈
(ϕ∗ ◦ ψ∗)(w), v

〉
,

erhalten wir (ψ ◦ ϕ)∗ = ϕ∗ ◦ ψ∗. Analog folgt aus
〈
(ϕ1 + ϕ2)

∗(w), v
〉
= 〈w, (ϕ1 + ϕ2)(v)〉 = 〈w, ϕ1(v) + ϕ2(v)〉

= 〈w, ϕ1(v)〉+ 〈w, ϕ2(v)〉 = 〈ϕ∗
1(w), v〉+ 〈ϕ∗

2(w), v〉
= 〈ϕ∗

1(w) + ϕ∗
2(w), v

〉
=
〈
(ϕ∗

1 + ϕ∗
2)(w), v

〉

die Gleichung (ϕ1 + ϕ2)
∗ = ϕ∗

1 + ϕ∗
2. Für jeden Skalar λ gilt

〈
(λϕ)∗(w), v

〉
= 〈w, (λϕ)(v)〉 = 〈w, λϕ(v)〉

= λ〈w, ϕ(v)〉 = λ〈ϕ∗(w), v〉 = 〈λ̄ϕ∗(w), v〉 = 〈(λ̄ϕ∗)(w), v
〉

also (λϕ)∗ = λ̄ϕ∗. Sind B = (b1, . . . , bn) und C = (c1, . . . , cm) Orthonormalbasen
von V bzw. W , dann gilt,

ϕ(bi) =
m∑

j=1

〈cj , ϕ(bi)〉cj, also
(
[ϕ]CB

)

ji
= 〈cj, ϕ(bi)〉,

siehe Proposition VII.2.22. Analog haben wir

ϕ∗(cj) =
n∑

i=1

〈bi, ϕ∗(cj)〉bi, also
(
[ϕ∗]BC

)

ij
= 〈bi, ϕ∗(cj)〉.
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Es gilt daher
(
[ϕ∗]BC

)

ij
= 〈bi, ϕ∗(cj)〉 = 〈ϕ∗(cj), bi〉 = 〈cj, ϕ(bi)〉 = ([ϕ]CB)ji =

(
[ϕ]∗CB

)

ij
,

also [ϕ∗]BC = [ϕ]∗CB. Für jedes w ∈ W gilt:

w ∈ ker(ϕ∗)⇔ ϕ∗(w) = 0

⇔ ∀v ∈ V : 〈ϕ∗(w), v〉 = 0

⇔ ∀v ∈ V : 〈w, ϕ(v)〉 = 0

⇔ ∀u ∈ img(ϕ) : 〈w, u〉 = 0

⇔ w ∈ img(ϕ)⊥,

und somit ker(ϕ∗) = img(ϕ)⊥. Wenden wir dies auf ϕ∗ an, erhalten wir

ker(ϕ) = ker(ϕ∗∗) = img(ϕ∗)⊥,

und daher auch ker(ϕ)⊥ = img(ϕ∗)⊥⊥ = img(ϕ∗), nach Korollar VII.2.33(b). �

VII.3.3. Definition (Selbstadjungierte Abbildungen). Eine lineare Abbil-
dung ϕ : V → V auf einem endlich dimensionalen Euklidischen oder unitären
Vektorraum V wird selbstadjungiert genannt, falls ϕ∗ = ϕ gilt, d.h. wenn

〈ϕ(v), w〉 = 〈v, ϕ(w)〉, für alle v, w ∈ V .

Im Euklidischen Fall werden selbstadjungierte Abbildungen auch als symmetri-
sche Abbildungen bezeichnet.

Eine lineare Abbildung ϕ : V → V auf einem endlich dimensionalen unitären
Vektorraum V ist genau dann selbstadjungiert, wenn ihre Matrixdarstellung,
[ϕ]BB, bezüglich einer (und dann jeder) Orthonormalbasis B von V selbstadjun-
giert ist, d.h. wenn [ϕ]∗BB = [ϕ]BB gilt. Dies folgt sofort aus (VII.19). Inbesondere
ist eine Matrix A ∈Mn×n(C) genau dann selbstadjungiert, d.h. A∗ = A, wenn die
lineare Abbildung Cn → Cn, x 7→ Ax, bezüglich dem standard inneren Produkt
auf Cn selbstadjungiert ist, denn die Standardbasis ist eine Orthonormalbasis. Die
Menge der selbstadjungierten Abbildungen V → V bildet einen reellen aber kei-
nen komplexen Teilraum von L(V, V ). Die Komposition (nicht kommutierender)
selbstadjungierter Abbildungen wird i.A. nicht selbstadjungiert sein.

Eine lineare Abbildung ϕ : V → V auf einem endlich dimensionalen Eukli-
dischen Vektorraum V ist genau dann symmetrisch, wenn ihre Matrixdarstel-
lung, [ϕ]BB, bezüglich einer (und dann jeder) Orthonormalbasis B von V sym-
metrisch ist, d.h. wenn [ϕ]tBB = [ϕ]BB gilt, siehe (VII.19). Inbesondere ist ei-
ne Matrix A ∈ Mn×n(R) genau dann symmetrisch, wenn die lineare Abbildung
Rn → Rn, x 7→ Ax, bezüglich dem standard inneren Produkt auf Rn symmetrisch
ist. Die Menge der symmetrischen Abbildungen V → V bildet einen Teilraum von
L(V, V ). Die Komposition (nicht kommutierender) symmetrischer Abbildungen
wird i.A. nicht symmetrisch sein.
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VII.3.4. Beispiel. Ist ϕ : V → V eine beliebige lineare Abbildung auf einem
Euklidischen oder unitären Vektorraum V , so ist ϕϕ∗ : V → V selbstadjungiert,
denn aus den Rechenregeln in Proposition VII.3.2 folgt (ϕϕ∗)∗ = ϕ∗∗ϕ∗ = ϕϕ∗.

VII.3.5. Beispiel. Sei ϕ : V → V eine beliebige lineare Abbildung auf ei-
nem Euklidischen oder unitären Vektorraum V . Dann ist 1

2
(ϕ + ϕ∗) : V → V

selbsadjungiert, denn mit den Rechenregeln aus Proposition VII.3.2 erhalten wir:
(
1
2
(ϕ+ ϕ∗)

)∗
= 1

2
(ϕ+ ϕ∗)∗ = 1

2
(ϕ∗ + ϕ∗∗) = 1

2
(ϕ∗ + ϕ) = 1

2
(ϕ+ ϕ∗).

Offensichtlich ist
ϕ = 1

2
(ϕ+ ϕ∗) + 1

2
(ϕ− ϕ∗),

für die lineare Abbildung 1
2
(ϕ− ϕ∗) : V → V gilt

(
1
2
(ϕ− ϕ∗)

)∗
= 1

2
(ϕ− ϕ∗)∗ = 1

2
(ϕ∗ − ϕ∗∗) = 1

2
(ϕ∗ − ϕ) = −1

2
(ϕ− ϕ∗).

Lineare Abbildungen ψ : V → V , für die ψ∗ = −ψ gilt, werden anti-selbstad-
jungiert oder schiefsymmetrisch genannt. Jede lineare Abbildung ϕ : V → V
lässt sich daher (in eindeutiger Weise) als Summe einer selbstadjungierten und
einer anti-selbstadjungierten linearen Abbildung schreiben. Die Abbildung ϕ 7→
1
2
(ϕ+ϕ∗) ist eine reell lineare Projektion auf den Teilraum der selbstadjungierten

linearen Abbildungen, und ϕ 7→ 1
2
(ϕ − ϕ∗) ist die komplementäre (reell lineare)

Projektion auf den Teilraum der anti-selbstadjungierten linearen Abbildungen.

VII.3.6. Beispiel. Ist W ein Teilraum eines endlich dimensionalen Euklidi-
schen oder unitären Vektorraums V , dann ist die Orthogonalprojektion, p : V →
W ⊆ V , siehe Satz VII.2.32, selbstadjungiert. Um dies einzusehen, sei b1, . . . , bk
eine Orthonormalbasis von W = img(p) und bk+1, . . . , bn eine Orthonormalbasis
von ker(p) = W⊥. Es ist dann B = (b1, . . . , bn) eine Orthonormalbasis von V , für
die [p]BB =

(
Ik 0
0 0

)
gilt. Somit ist [p]BB = [p]∗BB und p also selbstadjungiert. Auch

die Spiegelung an W längs W⊥,

σ : V → V, σ = 2p− idV ,

ist selbstadjungiert, denn σ∗ = (2p−idV )∗ = 2p∗−id∗
V = 2p−idV = σ. Alternativ

lässt sich dies auch an der Matrixdarstellung von σ ablesen, denn bezüglich der

Orthonormalbasis B oben gilt [σ]BB =
(
Ik 0
0 −In−k

)

, also [σ]∗BB = [σ]BB .

VII.3.7. Lemma. Sei ϕ : V → V eine selbstadjungierte lineare Abbildung auf
einem endlich dimensionalen unitären Vektorraum, ϕ∗ = ϕ. Dann sind alle Ei-
genwerte von ϕ reell.

Beweis. Sei also 0 6= v ∈ V ein Eigenvektor zum Eigenwert λ ∈ C, d.h.
ϕ(v) = λv. Dann gilt

λ‖v‖2 = λ〈v, v〉 = 〈v, λv〉 = 〈v, ϕ(v)〉
= 〈ϕ∗(v), v〉 = 〈ϕ(v), v〉 = 〈λv, v〉 = λ̄〈v, v〉 = λ̄‖v‖2,

also λ = λ̄, da ja ‖v‖2 6= 0. Dies ziegt, dass λ reell ist. �
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VII.3.8.Definition (Normale Abbildungen). Sei V ein endlich dimensionaler
Euklidischer oder unitärer Vektorraum. Eine lineare Abbildung ϕ : V → V wird
normal genannt, wenn ϕ∗ϕ = ϕϕ∗.

Offensichtlich ist jede selbstadjungierte Abbildung normal. Auch jede anti-
selbstadjungierte lineare Abbildung ist normal. Die Summe oder das Produkt
zweier (nicht kommutierender) normaler Abbildungen wird i.A. nicht normal sein.

VII.3.9. Lemma. Für eine lineare Abbildung ϕ : V → V auf einem endlich
dimensionalen Euklidischen oder unitären Vektorraum sind folgende Aussagen
äquivalent:

(a) ϕ ist normal, d.h. ϕ∗ϕ = ϕϕ∗.
(b) 〈ϕ(v), ϕ(w)〉 = 〈ϕ∗(v), ϕ∗(w)〉, für alle v, w ∈ V .
(c) ‖ϕ(v)‖ = ‖ϕ∗(v)‖, für alle v ∈ V .
(d) Es gilt [ϕ]∗BB[ϕ]BB = [ϕ]BB [ϕ]

∗
BB, für eine (und dann jede) Orthonormalbasis

B von V .

Beweis. Die Äquivalenz (a)⇔(b) folgt aus

〈(ϕ∗ϕ)(v), w〉 = 〈ϕ∗(ϕ(v)), w〉 = 〈ϕ(v), ϕ(w)〉
und

〈(ϕϕ∗)(v), w〉 = 〈ϕ(ϕ∗(v)), w〉 = 〈ϕ∗(v), ϕ∗(w)〉,
vgl. (VII.18) und (VII.21). Die Äquivalenz (b)⇔(c) folgt aus der Polarisierungs-
identität, siehe Proposition VII.1.53 bzw. VII.1.22, denn 〈ϕ(v), ϕ(w)〉 ist eine
Hermitesche (symmetrische) Form auf V mit assoziierter quadratischer Form
‖ϕ(v)‖2, und 〈ϕ∗(v), ϕ∗(w)〉 ist eine Hermitesche (symmetrische) Form auf V
mit assoziierter quadratischer Form ‖ϕ∗(v)‖2. Die Äquivalenz (a)⇔(d) folgt aus

[ϕ∗ϕ]BB = [ϕ∗]BB[ϕ]BB = [ϕ]∗BB[ϕ]BB

und

[ϕϕ∗]BB = [ϕ]BB[ϕ
∗]BB = [ϕ]BB[ϕ]

∗
BB,

vgl. Proposition VII.3.2. �

VII.3.10. Lemma. Sei V ein endlich dimensionaler Euklidischer oder unitärer
Vektorraum und ϕ : V → V normal, d.h. ϕ∗ϕ = ϕϕ∗. Dann gilt:

(a) ker(ϕ) = ker(ϕ∗).
(b) Ist 0 6= v ∈ V Eigenvektor zum Eigenwert λ von ϕ, dann ist v auch Eigen-

vektor von ϕ∗ mit Eigenwert λ̄. Es gilt daher Eϕ
λ = Eϕ∗

λ̄
(c) Sind λ 6= µ zwei verschiedene Eigenwerte von ϕ, dann stehen die entspre-

chenden Eigenräume orthogonal aufeinander, Eλ ⊥ Eµ, d.h. für alle v ∈ Eλ
und w ∈ Eµ gilt 〈v, w〉 = 0.

Beweis. Aus Lemma VII.3.9(c) erhalten wir sofort (a). Um (b) einzusehen,
beobachten wir zunächst, dass auch ϕ− λ idV : V → V eine normale Abbildung
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ist, denn λ idV ist normal und kommutiert mit ϕ, mit den Rechenregeln aus
Proposition VII.3.2 folgt daher:

(
ϕ− λ idV

)∗(
ϕ− λ idV ) = ϕ∗ϕ− (λ idV )

∗ϕ− ϕ∗(λ idV ) + (λ idV )
∗(λ idV )

= ϕϕ∗ − ϕ(λ idV )∗ − (λ idV )ϕ
∗ + (λ idV )(λ idV )

∗

=
(
ϕ− λ idV )

(
ϕ− λ idV

)∗
.

Aus (a) erhalten wir nun

Eϕ
λ = ker

(
ϕ− λ idV

)
= ker

(
(ϕ− λ idV )∗

)
= ker

(
ϕ∗ − λ̄ idV

)
= Eϕ∗

λ̄
,

und daher (b). Um (c) einzusehen, seien nun λ 6= µ zwei verschiedene Eigenwerte
von ϕ. Weiters seien v ∈ Eλ und w ∈ Eµ, d.h. ϕ(v) = λv und ϕ(w) = µw. Nach
(b) gilt daher auch ϕ∗(v) = λ̄v. Wir erhalten somit

µ〈v, w〉 = 〈v, µw〉 = 〈v, ϕ(w)〉 = 〈ϕ∗(v), w〉 = 〈λ̄v, w〉 = ¯̄λ〈v, w〉 = λ〈v, w〉,
folglich (µ− λ)〈v, w〉 = 0 und daher 〈v, w〉 = 0, da ja µ− λ 6= 0. �

VII.3.11. Satz (Spektralsatz für normale Operatoren). Sei V ein endlich di-
mensionaler unitärer Vektorraum. Eine lineare Abbildung ϕ : V → V ist genau
dann normal, wenn eine Orthonormalbasis B von V existiert, sodass [ϕ]BB Dia-
gonalgestalt hat.

Beweis. Sei zunächst B eine Orthonormalbasis von V , sodass [ϕ]BB Dia-
gonalgestalt hat. Dann gilt offensichtlich [ϕ]∗BB[ϕ]BB = [ϕ]BB [ϕ]

∗
BB, nach Lem-

ma VII.3.9 ist ϕ daher normal.
Sei nun umgekehrt ϕ : V → V eine normale lineare Abbildung, d.h. ϕ∗ϕ =

ϕϕ∗. Wir werden nun mittels Induktion nach dim(V ) zeigen, dass eine Ortho-
normalbasis B von V existiert bezüglich der [ϕ]BB Diagonalgestalt hat. Der
Induktionsanfang, dim(V ) = 0 ist trivial. Für den Induktionsschritt sei nun
dim(V ) ≥ 1. Da C algebraisch abgeschlossen ist, existiert ein Eigenwert λ ∈ C
von ϕ. Offensichtlich ist der Eigenraum Eλ invariant unter ϕ, d.h. ϕ(Eλ) ⊆ Eλ.
Da ϕ mit ϕ∗ kommutiert, ist Eλ aber auch unter ϕ∗ invariant, denn für je-
des v ∈ Eλ gilt ϕ(ϕ∗(v)) = ϕ∗(ϕ(v)) = ϕ∗(λv) = λϕ∗(v), also ϕ∗(v) ∈ Eλ
und somit ϕ∗(Eλ) ⊆ Eλ. Daraus folgt nun, dass auch das orthogonale Kom-
plement, E⊥

λ , invariant unter ϕ und ϕ∗ ist: für alle w ∈ E⊥
λ und v ∈ Eλ gilt

nämlich 〈ϕ∗(w), v〉 = 〈w, ϕ(v)〉 = 0 da ϕ(v) ∈ Eλ, also ϕ∗(w) ∈ E⊥
λ und daher

ϕ∗(E⊥
λ ) ⊆ E⊥

λ ; analog haben wir 〈v, ϕ(w)〉 = 〈ϕ∗(v), w〉 = 0 da ϕ∗(v) ∈ Eλ, also
ϕ(w) ∈ E⊥

λ und daher auch ϕ(E⊥
λ ) ⊆ E⊥

λ . Somit ist

V = Eλ ⊕ E⊥
λ

eine unter ϕ und ϕ∗ invariante orthogonale Zerlegung, vgl. Satz VII.2.32. Für die
Adjungierte der Einschränkung, ϕ|E⊥

λ
: E⊥

λ → E⊥
λ , erhalten wir daraus ϕ|∗

E⊥
λ

=

ϕ∗|E⊥
λ
. Insbesondere ist auch ϕ|E⊥

λ
: E⊥

λ → E⊥
λ eine normale Abbildung,

ϕ|∗E⊥
λ
ϕ|E⊥

λ
= ϕ∗|E⊥

λ
ϕ|E⊥

λ
= (ϕ∗ϕ)|E⊥

λ
= (ϕϕ∗)|E⊥

λ
= ϕ|E⊥

λ
ϕ∗|E⊥

λ
= ϕ|E⊥

λ
ϕ|∗E⊥

λ
.
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Nach Induktionsvoraussetzung existiert daher eine Orthonormalbasis B′′ von E⊥
λ ,

sodass [ϕ|E⊥
λ
]B′′B′′ Diagonalgestalt hat, denn dim(E⊥

λ ) = dim(V ) − dim(Eλ) <

dim(V ), siehe Korollar VII.2.33(a). Bezeichnet B′ eine beliebige Orthonormalba-
sis von Eλ, so gilt [ϕ|Eλ

]B′B′ = λIk, wobei k = dim(Eλ), denn ϕ|Eλ
= λ idEλ

.
Folglich ist B = B′ ∪B′′ eine Orthonormalbasis von V , und

[ϕ]BB =

(
[ϕ|Eλ

]B′B′ 0
0 [ϕ|E⊥

λ
]B′′B′′

)

=

(
Ik 0
0 [ϕ|E⊥

λ
]B′′B′′

)

hat Diagonalgestalt. �

VII.3.12. Korollar (Spektralzerlegung). Sei ϕ : V → V eine normale Ab-
bildung auf einem endlich dimensionalen unitären Vektorraum V . Dann ist ϕ
diagonalisierbar und Eigenräume zu verschiedenen Eigenwerten stehen orthogo-
nal aufeinander. Bezeichnen λ1, . . . , λk die Eigenwerte von ϕ, dann zerfällt V in
eine orthogonale direkte Summe der Eigenräume,

V = Eλ1 ⊕ · · · ⊕Eλk ,
und es gilt

ϕ = λ1π1 + · · ·+ λkπk,

wobei πi : V → Eλi ⊆ V die Orthogonalprojektion auf den Eigenraum zum Eigen-
wert λi bezeichnet. Diese Projektionen genügen den Relationen:

idV = π1 + · · ·+ πk, π∗
i = πi = π2

i , πiπj = 0 = πjπi, i 6= j.

Insbesondere gilt dies alles für selbstadjungierte ϕ, in diesem Fall sind darüber
hinaus alle Eigenwerte reell.

Beweis. Dies folgt sofort aus Satz VII.3.11, siehe auch Lemma VII.3.10(c),
Satz VI.1.18, Proposition VI.1.16(e), Aufgabe 115 und Lemma VII.3.7. �

Für Matrizen erhalten wir daraus:

VII.3.13. Korollar. Sei A ∈ Mn×n(C) eine normale Matrix, d.h. A∗A =
AA∗. Dann existiert eine unitäre Matrix U ∈ Un, sodass U−1AU = U∗AU Dia-
gonalgestalt hat. Insbesondere sind normale Matrizen diagonalisierbar und Ei-
genräume zu verschiedenen Eigenwerten stehen orthogonal aufeinander. Ist A
selbstadjungiert, dann sind darüber hinaus alle Eigenwerte von A, und auch die
Einträge der Diagonalmatrix U−1AU , reell.

Beweis. Betrachte Cn mit dem standard inneren Produkt, 〈x, y〉 = x∗y.
Nach Lemma VII.3.9 ist ϕ : Cn → Cn, ϕ(x) := Ax, eine normale Abbildung.
Nach Satz VII.3.11 existiert daher eine Orthonormalbasis B = (b1, . . . , bn) von
Cn, sodass [ϕ]BB eine Diagonalmatrix ist. Die unitäre Matrix U := (b1| · · · |bn)
hat daher die gewünschte Eigenschaft. Bezeichnet nämlich E die Standardbasis
so gilt [ϕ]EE = A, U = TEB und U−1AU = T−1

EB[ϕ]EETEB = [ϕ]BB. �
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VII.3.14. Satz (Spektralsatz für symmetrische Operatoren). Sei V ein end-
lich dimensionaler Euklidischer Vektorraum. Eine lineare Abildung ϕ : V → V ist
genau dann selbstadjungiert (symmetrisch) wenn eine Orthonormalbasis B von
V existiert, sodass [ϕ]BB Diagonalgestalt hat.

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass jede symmetrische Abbildung ϕ : V → V
einen (reellen) Eigenwert besitzt. Sei dazu B eine Orthonormalbasis von V . Dann
ist A = [ϕ]BB ∈ Mn×n(R) eine symmetrische Matrix, At = A. Fassen wir A als
komplexe Matrix auf, A ∈ Mn×n(C), so gilt A∗ = A. Nach Korollar VII.3.13
besitzt A daher einen reellen Eigenwert, also hat auch ϕ : V → V einen re-
ellen Eigenwert. Damit lässt sich der Satz nun völlig analog zum Beweis von
Satz VII.3.11 zeigen. �

VII.3.15. Korollar (Spektralzerlegung). Sei ϕ : V → V eine selbstadjun-
gierte (symmetrische) Abbildung auf einem endlich dimensionalen Euklidischen
Vektorraum V . Dann ist ϕ diagonalisierbar und Eigenräume zu verschiedenen
Eigenwerten stehen orthogonal aufeinander. Bezeichnen λ1, . . . , λk die (reellen)
Eigenwerte von ϕ, dann zerfällt V in eine orthogonale direkte Summe der Ei-
genräume,

V = Eλ1 ⊕ · · · ⊕Eλk ,
und es gilt

ϕ = λ1π1 + · · ·+ λkπk,

wobei πi : V → Eλi ⊆ V die Orthogonalprojektion auf den Eigenraum zum Eigen-
wert λi bezeichnet. Diese Projektionen genügen den Relationen:

idV = π1 + · · ·+ πk, π∗
i = πi = π2

i , πiπj = 0 = πjπi, i 6= j.

VII.3.16. Korollar. Sei A ∈ Mn×n(R) symmetrisch, d.h. At = A. Dann
existiert eine orthogonale Matrix U ∈ On, sodass U

−1AU = U tAU Diagonalge-
stalt hat. Insbesondere sind reelle symmetrische Matrizen stets diagonalisierbar
und Eigenräume zu verschiedenen Eigenwerten stehen orthogonal aufeinander.

VII.3.17. Beispiel. Die symmetrische reelle Matrix

A =





0 1 1
1 0 1
1 1 0





hat charakteristisches Polynom p = det(A−zI3) = −z3+3z+2 = −(z+1)2(z−2).
Nach Korollar VII.3.16 existiert daher eine orthogonale Matrix U ∈ O3, sodass

U−1AU = U tAU =





−1
−1

2



 . (VII.22)
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Wir wollen nun eine solche Matrix U bestimmen. Für die Eigenräume erhalten
wir zunächst

E−1 = ker(A+ I3) = ker





1 1 1
1 1 1
1 1 1



 = 〈





1
−1
0



 ,





0
1
−1



〉

und

E2 = ker(A− 2I3) = ker





−2 1 1
1 −2 1
1 1 −2



 = 〈





1
1
1



〉.

Durch Anwenden des Gram–Schmidt Orthonormalisierungsverfahrens erhalten
wir Orthonormalbasen der Eigenräume,

E−1 = 〈





1/
√
2

−1/
√
2

0



 ,





1/
√
6

1/
√
6

−2/
√
6



〉 und E2 = 〈





1/
√
3

1/
√
3

1/
√
3



〉.

Folglich ist

U =





1/
√
2 1/

√
6 1/

√
3

−1/
√
2 1/

√
6 1/

√
3

0 −2/
√
6 1/

√
3





eine orthogonale Matrix, die (VII.22) erüllt.

VII.3.18. Beispiel. Normale reelle Matrizen sind i.A. nicht diagonalisierbar.
Etwa ist die reelle Matrix (

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

normal aber nicht selbstadjungiert, θ ∈ R\πZ. Da ihre Eigenwerte, cos θ± i sin θ,
nicht reell sind kann sie über R nicht diagonalisierbar sein.

VII.4. Isometrien. Isometrien sind Längen und Winkel bewahrende lineare
Abbildungen.

VII.4.1. Definition (Isometrien). Eine lineare Abbildung zwischen Euklidi-
schen oder unitären Vektorräumen, ϕ : V → W , wird Isometrie genannt, falls

〈ϕ(v1), ϕ(v2)〉 = 〈v1, v2〉,
für alle v1, v2 ∈ V .

Offensichtlich ist die Komposition von Isometrien wieder eine Isometrie. Be-
achte auch, dass Isometrien stets injektiv sind, denn aus ϕ(v) = 0 folgt 0 =
〈ϕ(v), ϕ(v)〉 = 〈v, v〉 = ‖v‖2, also v = 0.

VII.4.2. Lemma. Für eine lineare Abbildung ϕ : V → W zwischen endlich
dimensionalen Euklidischen oder unitären Vektorräumen sind folgende Aussagen
äquivalent:

(a) ϕ ist eine Isometrie.
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(b) ϕ∗ϕ = idV .
(c) ‖ϕ(v)‖ = ‖v‖, für alle v ∈ V .
(d) Für eine (und dann jede) Orthonormalbasis b1, . . . , bn von V bilden die Vek-

toren ϕ(b1), . . . , ϕ(bn) ein Orthonormalsystem in W .

Ist dim(V ) = dim(W ), so sind diese Bedingungen auch zu folgender äquivalent:

(e) ϕϕ∗ = idW .

Beweis. Aus 〈ϕ(v1), ϕ(v2)〉 = 〈(ϕ∗ϕ)(v1), v2〉 erhalten wir sofort die Äqui-
valenz (a)⇔(b). Aus der Polarisierungsidentität folgt die Äquivalenz (a)⇔(c),
denn 〈ϕ(v1), ϕ(v2)〉 ist eine Hermitesche/symmetrische Form auf V mit assoziier-
ter quadratischer Form ‖ϕ(v)‖2, und 〈v1, v2〉 ist eine Hermitesche/symmetrische
Form auf V mit assoziierter quadratischer Form ‖v‖2. Die Implikation (a)⇒(d)
ist offensichtlich. Um auch (d)⇒(b) einzusehen, sei nun B = (b1, . . . , bn) eine

Orthonormalbasis von V , sodass C̃ = (ϕ(b1), . . . , ϕ(bn)) ein Orthonormalsystem
in W bildet. Ergänzen wir C̃ zu einer Orthonormalbasis C von W , dann gilt also
[ϕ]CB = ( In0 ). Wir erhalten

[ϕ∗ϕ]BB = [ϕ∗]BC [ϕ]CB = [ϕ]∗CB[ϕ]CB =
(
In|0

)
(
In
0

)

= In = [idV ]BB,

also ϕ∗ϕ = idV . Damit ist die Äquivalenz der ersten vier Aussagen gezeigt.
Sei nun dim(V ) = dim(W ) und ϕ : V → W eine Isometrie. Da Isometrien

stets injektiv sind, folgt aus Dimensionsgründen, dass ϕ ein Isomorphismus mit
Inverser ϕ−1 = ϕ∗ ist. Es gilt daher auch ϕϕ∗ = ϕϕ−1 = idW . Dies zeigt die
Implikation (a)⇒(e). Analog folgt aus ϕϕ∗ = idW zunächst ϕ−1 = ϕ∗ und dann
ϕ∗ϕ = ϕ−1ϕ = idV . Damit ist auch (e)⇒(b) gezeigt. �

Nach dem vorangehenden Lemma bildet die Menge der Isometrien eines end-
lich dimensionalen unitären Vektorraums V ,

U(V ) := {ϕ : V → V | ϕ∗ϕ = idV } = {ϕ : V → V | ϕϕ∗ = idV },
bezüglich Komposition von Abbildungen eine Gruppe, die die unitäre Gruppe
des unitären Vektorraums V genannt wird. Wir werden Isometrien ϕ : V → V
auch als unitäre Abbildungen bezeichnen. Eine lineare Abbildung ϕ : V → V ist
genau dann unitär, wenn [ϕ]BB eine unitäre Matrix ist, bezüglich einer (und dann
jeder) Orthonormalbasis B von V . Jede Orthonormalbasis B von V liefert einen
Gruppenisomorphismus

U(V ) ∼= Un, ϕ↔ [ϕ]BB,

wobei n = dim(V ) und

Un = {A ∈Mn×n(C) | A∗A = In} = {A ∈Mn×n(C) | AA∗ = In}.
Beachte, dasss unitäre Abbildungen stets normal sind.
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Analog bildet die Menge der Isometrien eines endlich dimensionalen Euklidi-
schen Vektorraums V ,

O(V ) := {ϕ : V → V | ϕ∗ϕ = idV } = {ϕ : V → V | ϕϕ∗ = idV },
eine Gruppe, die als orthogonale Gruppe von V bezeichnet wird. Wir werden
Isometrien ϕ : V → V auch als orthogonale Abbildungen bezeichnen. Eine lineare
Abbildung ϕ : V → V ist genau dann orthogonal, wenn [ϕ]BB eine orthogonale
Matrix ist, bezüglich einer (und dann jeder) Orthonormalbasis B von V . Jede
Orthonormalbasis B von V liefert einen Gruppenisomorphismus

O(V ) ∼= On, ϕ↔ [ϕ]BB,

wobei n = dim(V ) und

On = {A ∈Mn×n(R) | AtA = In} = {A ∈Mn×n(R) | AAt = In}.
Beachte, dass orthogonale Abbildungen stets normal sind.

VII.4.3. Beispiel (Spiegelungen). Sei V ein endlich dimensionaler Euklidi-
scher oder unitärer Vektorraum und W ⊆ V ein Teilraum. Es bezeichne σ : V →
V , die Spiegelung an W längs W⊥, d.h. σ = 2p − idV , wobei p die Orthogonal-
projektion auf W bezeichnet. Wir haben weiter oben bereits gesehen, dass diese
Spiegelung selbstadjungiert ist, σ∗ = σ. Offensichtlich gilt aber auch σ2 = idV ,
und daher σ∗σ = idV . Jede solche orthogonale Spiegelung ist daher eine Isometrie,
also unitär bzw. orthogonal.

VII.4.4. Beispiel (Drehungen). Sei V ein endlich dimensionaler Euklidischer
Vektorraum, E ⊆ V ein 2-dimensionaler orientierter Teilraum und θ ∈ R. Wei-
ters sei b1, b2 eine positiv orientierte Orthonormalbasis von E. Wir ergänzen zu
einer Orthonormalbasis B = (b1, b2, b3, . . . , bn) von V und definieren eine lineare
Abbildung

ρθE : V → V, durch [ρθE ]BB :=





cos θ − sin θ
sin θ cos θ

In−2



 .

Es lässt sich zeigen, dass dies nicht von der Wahl der Orthonormalbasis abhängt,
vgl. Aufgabe 121. Offensichtlich ist ρθE eine orthogonale Abbildung, (ρθE)

∗ρθE =
idV , denn die definierende Matrix ist orthogonal. Die Abbildung ρθE ist eine Dre-
hung in E um den Winkel θ, die Punkte in E⊥ werden festgelassen.

VII.4.5. Korollar. Sei V ein endlich dimensionaler unitärer Vektorraum
und ϕ : V → V unitär. Dann existiert eine Orthonormalbasis B von V , sodass
[ϕ]BB eine Diagonalmatrix ist, deren Diagonaleinträge alle Absolutbetrag Eins
haben. Insbesondere ist ϕ diagonalisierbar, alle Eigenwerte haben Absolutbetrag
Eins, und Eigenräume zu verschiedenen Eigenwerten stehen normal aufeinander.
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Beweis. Sei λ ∈ C ein Eigenwert von ϕ und 0 6= v ∈ V ein entsprechender
Eigenvektor, d.h. ϕ(v) = λv. Mit Lemma VII.4.2 folgt

|λ|‖v‖ = ‖λv‖ = ‖ϕ(v)‖ = ‖v‖,

also |λ| = 1. Somit haben alle Eigenwerte einer unitären Abbildung Absolutbetrag
Eins. Da unitäre Abbildungen auch normal sind, ϕ∗ϕ = idV = ϕϕ∗, folgt das
Korollar daher aus Satz VII.3.11 bzw. Korollar VII.3.12. �

Orthogonale Abbildungen sind i.A. nicht diagonalisierbar, etwa ist die durch
die Matrix

A =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

definierte Drehung, R2 → R2, x 7→ Ax, für θ ∈ R \ Z nicht diagonalisierbar, da
ihre Eigenwerte, cos θ ± i sin θ, nicht reell sind.

Für jeden Einheitsvektor a ∈ V , ‖a‖ = 1, eines Euklidischen Vektorraums
bezeichnen wir mit σa : V → V die Spiegelung an der Hyperebene a⊥ längs 〈a〉,

σa : V → V, σa(v) = v − 2〈a, v〉a, v ∈ V.

Dies ist eine orthogonale Abbildung, σa ∈ O(V ), denn σ2
a = idV und σ∗

a = σa.

VII.4.6. Satz. Sei ϕ : V → V eine orthogonale Abbildung auf einem n-
dimensionalen Euklidischen Vektorraum, d.h. ϕ∗ϕ = idV . Dann existieren 0 ≤
k ≤ n und normierte Vektoren a1, . . . , ak ∈ V , sodass

ϕ = σa1 ◦ · · · ◦ σak
d.h. ϕ lässt sich als Komposition von höchstens n orthogonalen Spiegelungen an
Hyperebenen schreiben.

Beweis. Wir führen den Beweis mittels Induktion nach n. Der Induktions-
anfang, n = 0, ist trivial. Für den Induktionsschritt dürfen wir o.B.d.A. ϕ 6= idV
annehmen. Es existiert daher 0 6= w ∈ V , sodass ϕ(w) 6= w. Die mit dem Ein-
heitsvektor

a :=
ϕ(w)− w
‖ϕ(w)− w‖

assoziierte Spiegelung genügt σa(w) = ϕ(w), denn aus

〈w + ϕ(w), w − ϕ(w)〉 = ‖w‖2 − ‖ϕ(w)‖2
︸ ︷︷ ︸

=0

−〈w, ϕ(w)〉+ 〈ϕ(w), w〉
︸ ︷︷ ︸

=0

= 0

erhalten wir

w = 1
2
(w + ϕ(w)) + 1

2
(w − ϕ(w)),
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wobei 1
2
(w + ϕ(w)) ∈ a⊥ und 1

2
(w − ϕ(w)) ∈ 〈a〉, also

σa(w) = σa
(
1
2
(w + ϕ(w)) + 1

2
(w − ϕ(w))

)

= σa
(
1
2
(w + ϕ(w))

)
+ σa

(
1
2
(w − ϕ(w))

)

= 1
2
(w + ϕ(w))− 1

2
(w − ϕ(w))

= ϕ(w).

Somit ist ψ := σ−1
a ϕ ∈ O(V ) und ψ(w) = w. Wegen der Orthogonalität von ψ

ist auch die Hyperebene W := w⊥ invariant unter ψ, und die Einschränkung,
ψ|W : W → W , ist offensichtlich wieder orthogonal, d.h. ψ|W ∈ O(W ). Nach
Induktionsvoraussetzung existieren 0 ≤ k ≤ n und a2, . . . , ak ∈ W , sodass ψ|W =
σWa2 · · ·σWak , wobei σWai : W → W die Spiegelungen in W bezeichnen. Da σai |W =

σWai , σai(w) = w und ψ(w) = w gilt daher auch ψ = σa2 · · ·σak und wir erhalten
die gewünschte Darstellung, ϕ = σaψ = σaσa2 · · ·σak . �

VII.4.7. Satz. Sei V ein endlich dimensionaler Euklidischer Vektorraum und
f : V → V eine beliebige Abbildung, sodass d(f(v), f(w)) = d(v, w), für alle
v, w ∈ V . Dann ist f eine affine Isometrie, d.h. es existiert ϕ ∈ O(V ) und b ∈ V ,
sodass f(v) = ϕ(v) + b, für alle v ∈ V .

Beweis. Sei b := f(0) und ϕ : V → V , ϕ(v) := f(v)− b. Es genügt zu zeigen,
dass ϕ eine lineare orthogonale Abbildung ist. Nach Voraussetzung an f gilt

‖ϕ(w)− ϕ(v)‖ = ‖w − v‖, für alle v, w ∈ V , (VII.23)

denn ‖ϕ(w)− ϕ(v)‖ = ‖f(w)− f(v)‖ = d(f(v), f(w)) = d(v, w) = ‖w − v‖. Da
ϕ(0) = 0, gilt daher auch

‖ϕ(v)‖ = ‖v‖, für alle v ∈ V . (VII.24)

Die Polarisierungsidentität in Proposition VII.2.3 lässt sich in der Form

−2〈v, w〉 = ‖w − v‖2 − ‖v‖2 − ‖w‖2,
schreiben, aus (VII.23) und (VII.24) erhalten wir daher

〈ϕ(v), ϕ(w)〉 = 〈v, w〉, für alle v, w ∈ V , (VII.25)

denn −2〈ϕ(v), ϕ(w)〉 = ‖ϕ(w)−ϕ(v)‖2−‖ϕ(v)‖2−‖ϕ(w)‖2 = ‖w−v‖2−‖v‖2−
‖w‖2 = −2〈v, w〉. Sei nun b1, . . . , bn eine Orthonormalbasis von V . Nach (VII.25)
ist daher auch ϕ(b1), . . . , ϕ(bn) eine Orthonormalbasis von V . Es gilt daher

ϕ(v) =

n∑

i=1

〈ϕ(bi), ϕ(v)〉ϕ(bi) =
n∑

i=1

〈bi, v〉ϕ(bi),

folglich ist ϕ eine lineare Abbildung. Da ϕ die Orthonormalbasis b1, . . . , bn auf
die Orthonormalbasis ϕ(b1), . . . , ϕ(bn) abbildet, ist ϕ auch orthogonal. �
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VII.5. Positivität.

VII.5.1. Definition (Positivität). Eine selbstadjungierte lineare Abbildung
ϕ : V → V auf einem Euklidischen oder untären Vektorraum V heißt semipositiv,
falls

〈v, ϕ(v)〉 ≥ 0,

für alle v ∈ V . Wir schreiben in diesem Fall ϕ ≥ 0. Gilt sogar

〈v, ϕ(v)〉 > 0,

für alle 0 6= v ∈ V , so wird ϕ positiv genannt und wir schreiben ϕ > 0.

VII.5.2. Lemma. Für eine lineare Abbildung ϕ : V → V auf einem endlich
dimensionalen Euklidischen Vektorraum V sind äquivalent:

(a) ϕ ist (semi)positiv.
(b) 〈v, ϕ(w)〉 ist eine positiv (semi)definite symmetrische Bilinearform auf V .
(c) Die Matrix [ϕ]BB ist positiv (semi)definit, für eine (und dann jede) Ortho-

normalbasis B von V .

Für eine lineare Abbildung ϕ : V → V auf einem endlich dimensionalen unitären
Vektorraum V sind äquivalent:

(a) ϕ ist (semi)positiv.
(b) 〈v, ϕ(w)〉 ist eine positiv (semi)definite Hermitesche Form auf V .
(c) Die Matrix [ϕ]BB ist positiv (semi)definit, für eine (und dann jede) Ortho-

normalbasis B von V .

Beweis. Wir werden dies nur für unitäre Vektorräume V zeigen, der Eukli-
dische Fall lässt sich völlig analog behandeln. Eine lineare Abbildung ϕ : V → V
ist genau dann selbstadjungiert, wenn h(v, w) = 〈v, ϕ(w)〉 eine Hermitesche
Form auf V definiert, denn offensichtlich ist 〈v, ϕ(w)〉 linear in w und es gilt

h(w, v) = 〈w, ϕ(v)〉 = 〈ϕ(v), w〉 = 〈v, ϕ∗(w)〉. Daraus erhalten wir sofort die
Äquivalenz (a)⇔(b). Ist B = (b1, . . . , bn) eine Orthonormalbasis von V , dann gilt
[h]B = [ϕ]BB, denn nach Proposition VII.2.22 haben wir

ϕ(bj) =
n∑

i=1

〈bi, ϕ(bj)〉bi =
n∑

i=1

h(bi, bj)bi,

und daher
(
[ϕ]BB

)

ij
= h(bi, bj) =

(
[h]B

)

ij
. Dies zeigt die Äquivalenz (b)⇔(c),

vgl. Definition VII.1.29. �

VII.5.3. Beispiel. Für a ∈ M1×1(C) = C betrachte die lineare Abbildung
ψa : C→ C, ψa(x) = ax. Diese Abbildung ist genau dann selbstadjungiert, wenn
a ∈ R. Sie ist genau dann (semi)positiv, wenn a > 0 bzw. a ≥ 0 gilt. Die
Abbildung ψa ist genau dann unitär, wenn |a| = 1.
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VII.5.4. Beispiel. Die lineare Abbildung

ψ : R3 → R3, ψ(x) = Ax, wobei A =





3 1 1
1 4 1
1 1 5





ist positiv (bezüglich des standard inneren Produkts auf R3), denn die Matrix A
ist symmetrisch und positiv definit, da

3 > 0,

∣
∣
∣
∣

3 1
1 4

∣
∣
∣
∣
= 11 > 0,

∣
∣
∣
∣
∣
∣

3 1 1
1 4 1
1 1 5

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 50 > 0,

vgl. das Sylvesterkriterium in Satz VII.1.42.

VII.5.5. Lemma. Seien ϕ, ϕ1 und ϕ2 lineare Abbildungen auf einem endlich
dimensionalen Euklidischen oder unitären Vektorraum V und λ ∈ R. Dann gilt:

(a) Ist ϕ1 ≥ 0 und ϕ2 ≥ 0, dann auch ϕ1 + ϕ2 ≥ 0.
(b) Ist ϕ1 ≥ 0 und ϕ2 > 0, dann auch ϕ1 + ϕ2 > 0.
(c) Ist λ ≥ 0 und ϕ ≥ 0, dann auch λϕ ≥ 0.
(d) Ist λ > 0 und ϕ > 0, dann auch λϕ > 0.
(e) Ist ϕ ≥ 0 und ψ : V → W linear, dann auch ψϕψ∗ ≥ 0.
(f) Ist ϕ > 0 und ψ : V →W surjektiv und linear, dann auch ψϕψ∗ > 0.
(g) Ist ϕ ≥ 0 und −ϕ ≥ 0, dann gilt schon ϕ = 0.
(h) Es gilt ϕ > 0 genau dann wenn ϕ ≥ 0 und ϕ injektiv (invertierbar) ist.

Insbesondere ist die Menge der (semi)positiven Abbildungen auf V konvex.

Beweis. Ist ϕ1 ≥ 0 und ϕ2 ≥ 0, dann ist ϕ1 + ϕ2 als Summe zweier selbst-
adjungierter Abbildungen wieder selbstadjungiert und es gilt 〈v, (ϕ1 + ϕ2)(v)〉 =
〈v, ϕ1(v)〉+ 〈v, ϕ2(v)〉 ≥ 0, also ϕ1+ϕ2 ≥ 0. Ist ϕ2 > 0, dann erhalten wir analog
ϕ1 + ϕ2 > 0. Dies zeigt die ersten beiden Aussagen. Sei nun λ ≥ 0 und ϕ ≥ 0.
Dann ist auch λϕ selbstadjungiert und wir erhalten 〈v, (λϕ)(v)〉 = λ〈v, ϕ(v)〉 ≥ 0,
also λϕ ≥ 0. Ist λ > 0 und ϕ > 0 dann erhalten wir mit dem gleichen Ar-
gument λϕ > 0. Behauptung (e) folgt aus

(
ψϕψ∗)∗ = ψ∗∗ϕ∗ψ∗ = ψϕψ∗ und

〈(ψϕψ∗)(w), w〉 = 〈ϕ(ψ∗(w)), ψ∗(w)〉 ≥ 0, für alle w ∈ W . Für surjektives ψ is
ψ∗ injektiv und wir erhalten wir daraus auch (f). Um auch (g) einzusehen, sei nun
ϕ ≥ 0 und −ϕ ≥ 0, d.h. 〈v, ϕ(v)〉 = 0, für alle v ∈ V . Mit der Polarisierungsiden-
tität folgt 〈w, ϕ(v)〉 = 0, für alle v, w ∈ V , und daher ϕ = 0. Ad (h): Ist ϕ > 0,
dann auch ker(ϕ) = {0}, also ϕ : V → V injektiv und daher invertierbar. �

Positivität erlaubt es auf der Menge der selbstadjungierten Abbildungen ei-
ne Ordnungsrelation zu definieren. Sind ϕ1, ϕ2 : V → V zwei selbstadjungierte
Abbildungen dann schreiben wir ϕ2 ≥ ϕ1 falls ϕ2 − ϕ1 ≥ 0. Mit Hilfe des voran-
gehenden Lemmas erhalten wir sofort:

(a) ϕ ≥ ϕ.
(b) Ist ϕ1 ≥ ϕ2 und ϕ2 ≥ ϕ1, dann gilt schon ϕ1 = ϕ2.
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(c) Ist ϕ1 ≥ ϕ2 und ϕ2 ≥ ϕ3, dann auch ϕ1 ≥ ϕ3.
(d) Ist ϕ1 ≥ ϕ̃1 und ϕ2 ≥ ϕ̃2, dann auch ϕ1 + ϕ2 ≥ ϕ̃1 + ϕ̃2.
(e) Ist λ ≥ 0 ein Skalar und ϕ ≥ ψ, dann auch λϕ ≥ λψ.
(f) Ist ψ linear und ϕ2 ≥ ϕ1, dann auch ψϕ2ψ

∗ ≥ ψϕ1ψ
∗.

Dadurch wird die Menge der selbstadjungierten Abbildungen nur teilweise ge-
ordnet, i.A. sind zwei selbstadjungierte Abbildungen ϕ und ψ nicht vergleichbar,
etwa gilt für A = ( 1 0

0 −1 ) weder A ≥ 0 noch 0 ≥ A. Auch ist diese partielle Ord-
nung nicht mit der Multiplikation verträglich, d.h. aus ϕ ≥ 0 und ψ ≥ 0 lässt sich
nicht ϕψ ≥ 0 schließen, letztere Abbildung wird ja i.A. nicht einmal selbstad-
jungiert sein. Allerdings sind die semipositiven selbstadjungierten Abbildungen
genau jene, die sich als Quadrate schreiben lassen. Genauer haben wir:

VII.5.6. Satz. Für eine lineare Abildung ϕ : V → V auf einem endlich di-
mensionalen Euklidischen oder unitären Vektorraum V sind äquivalent:

(a) ϕ ist semipositiv.
(b) ϕ ist selbstadjungiert und alle Eigenwerte sind größer oder gleich Null.
(c) Es existiert eine Orthonormalbasis B von V , sodass [ϕ]BB eine Diagonalma-

trix ist, deren Diagonaleinträge alle größer oder gleich Null sind.
(d) Es existiert eine semipositive Abbildung ρ : V → V , sodass ρ2 = ϕ.
(e) Es existiert eine selbstadjungierte Abbildung ρ : V → V mit ρ2 = ϕ.
(f) Es existiert eine lineare Abbildung ρ : V → V mit ρ∗ρ = ϕ.

Für ϕ ≥ 0 ist die semipositive Abbildung ρ∗ = ρ ≥ 0 in (d) eindeutig bestimmt
und wird mit

√
ϕ oder ϕ1/2 bezeichnet. Ist ϕ ≥ 0 dann gilt:

(g) Ist ϕ = λ1π1 + · · · + λkπk die Spektralzerlegung von ϕ, so ist die Spektral-
zerlegung von

√
ϕ durch

√
ϕ =

√
λ1π1 + · · · +

√
λkπk gegeben. Insbesondere

ist λ genau dann Eigenwert von ϕ wenn
√
λ Eigenwert von

√
ϕ ist und die

entsprechenden Eigenräume stimmen überein.
(h) img(

√
ϕ) = img(ϕ)

(i) ker(
√
ϕ) = ker(ϕ).

(j) ϕ > 0⇔√ϕ > 0.

(k) Ist ψ : V → W eine Isometrie, so gilt
√
ψϕψ∗ = ψ

√
ϕψ∗.

(l) Ist ψ : V → V linear und ψϕ = ϕψ, dann auch ψ
√
ϕ =
√
ϕψ.

Beweis. Ad (a)⇒(b): Sei also ϕ ≥ 0 und λ Eigenwert von ϕ. Es existiert
daher 0 6= v ∈ V mit ϕ(v) = λv, wir erhalten

λ‖v‖2 = λ〈v, v〉 = 〈v, λv〉 = 〈v, ϕ(v)〉 ≥ 0,

und somit λ ≥ 0. Die Implikation (b)⇒(c) folgt aus dem Spektralsatz, siehe
Satz VII.3.11. Ad (c)⇒(d): Sei also B eine Orthonormalbasis von V , sodass

[ϕ]BB =





a1
. . .

an



 und ai ≥ 0.
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Definieren wir ρ : V → V durch

[ρ]BB :=





√
a1

. . . √
an



 ,

dann gilt offensichtlich ρ∗ = ρ ≥ 0 und ρ2 = ϕ. Die Implikationen (d)⇒(e)
und (e)⇒(f) sind trivial. Nun zu (f)⇒(a): Jede Abbildung der Form ϕ = ρ∗ρ
ist selbstadjungiert, ϕ∗ = (ρ∗ρ)∗ = ρ∗ρ∗∗ = ρ∗ρ = ϕ, und semipositiv, denn
〈v, ϕ(v)〉 = 〈v, (ρ∗ρ)(v)〉 = 〈ρ(v), ρ(v)〉 ≥ 0. Damit ist die Äquivalenz der Eigen-
schaften (a) bis (f) gezeigt.

Um die Eindeutigkeit der Wurzel zu zeigen, sei ψ : V → V mit ψ ≥ 0 und
ψ2 = ϕ. Dann gilt ψϕ = ψψ2 = ψ2ψ = ϕψ, also bewahrt ψ jeden Eigenraum von
ϕ. Bezeichne die Einschränkung von ψ auf einen solchen Eigenraum mit ψi :=
ψ|Eϕ

λi

: Eϕ
λi
→ Eϕ

λi
. Beachte ψ∗

i = ψi ≥ 0 und ψ2
i = λi idEϕ

λi

. Da ψi diagonalisierbar

ist, folgt daraus ψi =
√
λi idEϕ

λi

, also ψ|Eϕ
λi

=
√
ϕ|Eϕ

λi

. Da dies für jeden Eigenraum

gilt, folgt ψ =
√
ϕ, die Wurzel ist daher eindeutig.

Die verbleibenden Eigenschaften der Wurzel sind nun offensichtlich. �

Wir definieren die Wurzel einer positiven Matrix mit Hilfe der damit assozi-
ierten linearen Abbildung.

VII.5.7. Beispiel. Für Diagonalmatrizen mit positiven Einträgen gilt:




λ1
. . .

λn





1/2

=






√
λ1

. . . √
λn




 , λi ≥ 0.

VII.5.8. Beispiel. Wir wollen die Wurzel der positiven Matrix

A =

(
10 6
6 10

)

berechnen. Wir bestimmen zunächst eine orthogonale Matrix U ∈ O2 und eine
Diagonalmatrix D, sodass A = UDU−1:

U =
1√
2

(
1 −1
1 1

)

, D =

(
16 0
0 4

)

, A = UDU−1 = UDU t.

Es gilt daher

√
A =

√
UDU−1 = U

√
DU−1 = U

√
DU t = U

(
4 0
0 2

)

U t =

(
3 1
1 3

)

.

VII.5.9. Beispiel. Wir wollen die Wurzel der positiven Matrix

A =





3 1 −2
1 3 −2
−2 −2 6
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bestimmen. Wir berechnen zunächst eine orthogonale Matrix U ∈ O3 und eine
Diagonalmatrix D, sodass A = UDU−1 = UDU t:

U =





1/
√
3 −1/

√
2 1/

√
6

1/
√
3 1/

√
2 1/

√
6

1/
√
3 0 −2/

√
6



 , D =





2
2

8



 .

Für die Wurzel von A erhalten wir

√
A = U

√
DU t = U





√
2 √

2

2
√
2



U t =

√
2

6





7 1 −2
1 7 −2
−2 −2 10



 .

VII.5.10. Satz (Polarzerlegung). Sei ϕ : V → W eine lineare Abbildung zwi-
schen endlich dimensionalen Euklidischen oder unitären Vektorräumen.

(a) Ist dim(V ) ≤ dim(W ), dann lässt sich ϕ in der Form ϕ = ψρ schreiben,
wobei ρ : V → V semipositiv und ψ : V → W eine Isometrie ist. Dabei ist ρ
eindeutig bestimmt, ρ =

√
ϕ∗ϕ. Ist ϕ injektiv, dann gilt ρ > 0 und ψ = ϕρ−1,

in diesem Fall ist also auch ψ eindeutig bestimmt.
(b) Ist dim(V ) ≥ dim(W ), dann lässt sich ϕ in der Form ϕ = ρψ∗ schreiben,

wobei ρ : W → W semipositiv und ψ : W → V eine Isometrie ist. Dabei
ist ρ eindeutig bestimmt, ρ =

√
ϕϕ∗. Ist ϕ surjektiv, dann gilt ρ > 0 und

ψ = ϕ∗ρ−1, in diesem Fall ist also auch ψ eindeutig bestimmt.

Beweis. Ad (a): Ist ϕ = ψρ eine Darstellung wie in (a), dann folgt

ϕ∗ϕ = (ψρ)∗(ψρ) = ρ∗ψ∗ψρ = ρ∗ρ = ρ2,

also ρ =
√
ϕ∗ϕ. Ist ϕ injektiv, dann gilt ker(ρ) = ker(ϕ∗ϕ) = ker(ϕ) = 0, also ist

ρ invertierbar und ψ = ϕρ−1. Damit sind die Eindeutigkeitsaussagen gezeigt.
Um die Existenz der Darstellung zu zeigen, sei zunächst ϕ : V → W injektiv.

Dann ist ρ :=
√
ϕ∗ϕ invertierbar und wir definieren ψ := ϕρ−1. Da ρ selbstad-

jungiert ist, gilt auch (ρ−1)∗ = ρ−1 und somit

ψ∗ψ = (ϕρ−1)∗(ϕρ−1) = ρ−1ϕ∗ϕρ−1 = ρ−1ρ2ρ−1 = idV ,

also ist ψ eine Isometrie. Damit ist die Existenz der gesuchten Zerlegung für
injektive ϕ gezeigt.

Sei nun ϕ : V → W beliebig. Da die Einschränkung ϕ|ker(ϕ)⊥ : ker(ϕ)⊥ → W
injektiv ist, erhalten wir aus dem eben Bewiesenen eine (semi)positive Abbildung

ρ̃ : ker(ϕ)⊥ → ker(ϕ)⊥ und eine Isometrie ψ̃ : ker(ϕ)⊥ →W , sodass

ψ̃ρ̃ = ϕ|ker(ϕ)⊥ . (VII.26)

Aus bekannten Dimensionsformeln folgt

dim ker(ϕ) = dimV − dim img(ϕ)

= dimV − dimW + dim img(ϕ)⊥ ≤ dim img(ϕ)⊥,



246 VII. EUKLIDISCHE UND UNITÄRE VEKTORRÄUME

denn nach Voraussetzung ist dimV − dimW ≤ 0. Es existiert daher eine Or-
thonormalbasis v1, . . . , vk von ker(ϕ) und ein Orthonormalsystem w1, . . . , wk von

img(ϕ)⊥. Die Abbildung ψ̃ : ker(ϕ)⊥ → W lässt sich daher zu einer Isometrie

ψ : V →W fortsetzen, ψ|ker(ϕ)⊥ = ψ̃, ψ(vi) = wi, i = 1, . . . , k. Aus (VII.26) folgt:

ψιρ̃ = ϕ|ker(ϕ)⊥ ,
wobei ι : ker(ϕ)⊥ → V die kanonische Inklusion bezeichnet. Daraus erhalten wir

ψιρ̃π = ϕ,

wobei π : V → ker(ϕ)⊥ die Orthogonalprojektion bezeichnet. Es bleibt nur noch
zu zeigen, dass die Abbildung ρ := ιρ̃π : V → V semipositiv ist. Da jedoch π = ι∗,
folgt dies aus Lemma VII.5.5(e).

Wir erhalten (b) indem wir (a) auf ϕ∗ : W → V anwenden. �

VII.5.11. Korollar (Polarzerlegung für Matrizen).
a) Jede Matrix A ∈ Mn×n(C) lässt sich in der Form A = UR schreiben,

wobei R∗ = R ≥ 0 und U ∈ Un. Dabei ist R eindeutig bestimmt, R =
√
A∗A.

Für invertierbares A gilt R > 0 und U = AR−1, in diesem Fall ist also auch U
eindeutig bestimmt.

b) Jede Metraix A ∈ Mn×n(R) lässt sich in der Form A = UR schreiben,

wobei R = Rt ≥ 0 und U ∈ On. Dabei ist R eindeutig bestimmt, R =
√
AtA.

Für invertierbares A gilt R > 0 und U = AR−1, in diesem Fall ist also auch U
eindeutig bestimmt.

VII.5.12. Beispiel. Ist 0 6= a ∈ C, dann hat die Polarzerlegung der Matrix
A = (a) ∈M1×1(C) die Form:

A = UR, U =
(
a
|a|
)
, R = (|a|).

Die Polarzerlegung von Matrizen kann daher als Verallgemeinerung der klassi-
schen Polardarstellung verstanden werden.

VII.5.13. Beispiel. Die Polarzerlegung einer Diagonalmatrix

A =





a1
. . .

an



 , ai ∈ C,

ist A = UR, wobei

U =






a1
|a1|

. . .
an
|an|




 und R =





|a1|
. . .

|an|



 .

Ist aj = 0, dann ist aj/|aj| nicht definiert und der entsprechende Diagonaleintrag
in U kann beliebig (mit Absolutbetrag Eins) gewählt werden.
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VII.5.14. Beispiel. Wir wollen die Polarzerlegung der invertierbaren Matrix

A =

(
13 −15
9 5

)

bestimmen. Wir berechnen

A∗A =

(
13 9
−15 5

)(
13 −15
9 5

)

= 50

(
5 −3
−3 5

)

.

Durch Bestimmen einer Orthonormalbasis von Eigenvektoren der Matrix A∗A
erhalten wir eine orthogonale Matrix V ∈ O2 und eine Diagonalmatrix D, sodass:

A∗A = V DV −1 = V DV t, V =
1√
2

(
1 1
1 −1

)

, D = 100

(
1

4

)

.

Für die Wurzel folgt

R = (A∗A)1/2 = V D1/2V t

=
1√
2

(
1 1
1 −1

)

10

(
1

2

)
1√
2

(
1 1
1 −1

)

= 5

(
3 −1
−1 3

)

.

Nach Konstruktion ist

U := AR−1 =

(
13 −15
9 5

)
1

40

(
3 1
1 3

)

=
1

5

(
3 −4
4 3

)

eine orthogonale Matrix, und daher A = UR die gesuchte Polarzerlegung von A.

VII.5.15. Satz (Singulärwertzerlegung). Sei ϕ : V → W eine lineare Abbil-
dung zwischen Euklidischen oder unitären Vektorräumen endlicher Dimension.
Dann existieren eine Orthonormalbasis B von V , eine Orthonormalbasis C von
W und σ1, . . . , σk > 0, sodass

[ϕ]CB =







σ1 0 ··· 0

...
...

...
σk 0 ··· 0

0 ··· 0 0 ··· 0
...

...
...

...
0 ··· 0 0 ··· 0






. (VII.27)

Dabei sind σ1, . . . , σk, die sogenannten Singulärwerte von ϕ, bis auf ihre Rei-
henfolge eindeutig bestimmt. Es gilt nämlich k = rank(ϕ∗ϕ) = rank(ϕϕ∗) und
σ2
1, . . . , σ

2
k sind die nicht-trivialen Eigenwerte von ϕ∗ϕ und gleichzeitig auch die

nicht-trivialen Eigenwerte von ϕϕ∗.
Darüber hinaus ist σ > 0 genau dann Singulärwert von ϕ, wenn Einheits-

vektoren v ∈ V und w ∈ W existieren, ‖v‖ = 1 = ‖w‖, sodass ϕ(v) = σw und
ϕ∗(w) = σv.

Beweis. Da ϕ∗ϕ ≥ 0, existiet eine Orthonormalbasis B = (b1, . . . , bn) aus
Eigenvektoren, d.h. (ϕ∗ϕ)(bi) = λibi, und für die Eigenwerte gilt λi ≥ 0. Durch
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Umbenennen der Basiselemente können wir daher λ1, . . . , λk > 0 und λk+1 =
· · · = λn = 0 erreichen. Wir setzen

σi :=
√

λi und ci :=
1
σi
ϕ(bi), i = 1, . . . , k.

Beachte, dass die Vektoren c1, . . . , ck ein Orthonormalsystem in W bilden, denn

〈ci, cj〉 = 1
σiσj
〈ϕ(bi), ϕ(bj)〉 = 1

σiσj
〈bi, (ϕ∗ϕ)(bj)〉
= 1

σiσj
〈bi, λjbj〉 = λj

σiσj
〈bi, bj〉 = λj

σiσj
δij = δij .

Dieses lässt sich zu einer Orthonormalbasis, C = (c1, . . . , ck, ck+1, . . . , cm) von W
ergänzen. Nach Konstruktion hat die Matrixdarstellung von ϕ die Form (VII.27).
Die restlichen Behauptungen sind nun offensichtlich. �

Für Matrizen erhalten wir daraus:

VII.5.16. Korollar (Singulärwertzerlegung für Matrizen).
a) Jede reelle Matrix A ∈Mm×n(R) lässt sich in der Form A = UΣV t schrei-

ben, wobei U ∈ Om, V ∈ On und Σ wie in (VII.27).
b) Jede komplexe Matrix A ∈ Mm×n(C) lässt sich in der Form A = UΣV ∗

schreiben, wobei U ∈ Um, V ∈ Un und Σ wie in (VII.27).

Beweis. Wir zeigen nur b), der reelle Fall lässt sich analog behandeln. Es
bezeichne ψ : Cn → Cm, ψ(x) = Ax, die mit A assoziierte lineare Abbildung.
Nach Satz VII.5.15 existieren eine Orthonormalbasis B = (b1, . . . , bn) von Cn und
eine Orthonormalbasis C = (c1, . . . , cm) von Cm, sodass die Matrixdarstellung
Σ := [ψ]CB die Gestalt (VII.27) hat. Da B und C Orthonormalbasen bilden, sind
die Basiswechselmatrizen V := TEB = (b1| · · · |bn) und U := TẼC = (c1| · · · |cm)
unitär, wobei E die Standardbasis con Cn und Ẽ die Standardbasis von Cm

bezeichnen. Es gilt daher A = [ψ]ẼE = TẼC [ψ]CBT
−1
EB = UΣV −1 = UΣV ∗. �

Beachte, dass die orthogonalen/unitären Matrizen U und V i.A. nicht eindeu-
tig bestimmt sind.

VII.5.17. Beispiel. Wir wollen eine Singulärwertzerlegung der Matrix

A =







1 0 0
0 1 1
0 −1 −1
0 0 0







bestimmen. Wir gehen genau wie im Beweis des vorangehenden Satzes vor und
berechnen zunächst:

A∗A =





1 0 0
0 2 2
0 2 2



 .
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Es ist dann

b1 =





1
0
0



 , b2 =





0

1/
√
2

1/
√
2



 , b3 =





0

1/
√
2

−1/
√
2





eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A∗A mit Eigenwerten 1, 4, 0. Somit

σ1 = 1, σ2 = 2, c1 =
1
σ1
Ab1 =







1
0
0
0






, c2 =

1
σ2
Ab2 =







0

1/
√
2

−1/
√
2

0






.

Wir ergänzen dies durch

c3 =







0

1/
√
2

1/
√
2

0






, c4 =







0
0
0
1







zu einer Orthonormalbasis und erhalten die Singulärwertzerlegung

A =







1 0 0 0

0 1/
√
2 1/

√
2 0

0 −1/
√
2 1/

√
2 0

0 0 0 1













1 0 0
0 2 0
0 0 0
0 0 0











1 0 0

0 1/
√
2 1/

√
2

0 1/
√
2 −1/

√
2





∗

.

Wir wollen diesen Abschnitt mit einigen Bemerkungen zu anderen Funktionen
von Matrizen beenden. Wir erläutern dies an einem der wichtigsten Beispiele, der
Exponentialfunktion. Für jede quadratische Matrix A setzen wir:

exp(A) = eA =
∞∑

n=0

1

n!
An. (VII.28)

Mit Hilfe der weiter oben besprochenen Operatornorm erhalten wir
∞∑

n=0

1

n!
||An‖ ≤

∞∑

n=0

1

n!
‖A‖n = e‖A‖ <∞

also konvergiert die Reihe (VII.28) für jede quadratische Matrix A und es gilt

‖eA‖ ≤ e‖A‖.

Etwa gilt für Diagonalmatrizen:

exp





a1
. . .

an



 =





ea1

. . .
ean



 .

Für jede invertierbare Matrix U haben wir:

eUAU
−1

= UeAU−1. (VII.29)
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I.A. ist eAB 6= eAeB, für kommutierende A und B gilt jedoch Gleichheit. Insbe-
sondere ist t 7→ etA ein Gruppenhomomorphismus:

e(s+t)A = esAetA, (eA)−1 = e−A und d
dt
etA = AetA.

Für jedes v0 ist daher v(t) = etAv0 die Lösung des Systems gewöhnlicher Diffe-
rentialgleichung v′(t) = Av(t) zum Anfangswert v(0) = v0.

VII.5.18. Beispiel. Wir wollen etA bestimmen, wobei

A =

(
0 −1
1 0

)

.

Durch Berechnung einer Eigenbasis von A erhalten wir die Darstellung:

A =

(
0 −1
1 0

)

=

(
1 1
−i i

)(
i 0
0 −i

)(
1 1
−i i

)−1

Mit (VII.29) daher

etA =

(
1 1
−i i

)(
eti 0
0 e−ti

)(
1 1
−i i

)−1

=

(
eti+e−ti

2
−eti−e−ti

2i
eti−e−ti

2i
eti+e−ti

2

)

=

(
cos t − sin t
sin t cos t

)

,

d.h. etA ist eine Drehung um den Winkel t.

Analog lassen sich konvergente Potenzreihe, f(z) =
∑

n anz
n, auf quadratische

Matrizen anwenden, f(A) :=
∑

n anA
n. So lässt sich etwa der Gleichung

eiA = cos(A) + i sin(A),

auch für quadratische Matrizen A Sinn geben. Basisunabhängig, d.h. für Endo-
morphismen ϕ eines endlich dimensionalen Vektorraums: f(ϕ) =

∑

n anϕ
n.

VII.6. Moore–Penrose Pseudoinverse. Sei ϕ : V → W eine lineare Ab-
bildung zwischen endlich dimensionalen Euklidischen oder unitären Vektorräum-
en. Dann ist die Einschränkung,

ϕ|ker(ϕ)⊥ : ker(ϕ)⊥
∼=−→ img(ϕ)

invertierbar und wir definieren ihre sogenannte Moore–Penrose Pseudoinverse,
ϕ+ : W → V , durch

ϕ+|img(ϕ) := ϕ|−1
ker(ϕ)⊥

und ϕ+|img(ϕ)⊥ := 0.

VII.6.1. Satz (Moore–Penrose Pseudoinverse). Sei ϕ : V → W eine linea-
re Abbildung zwischen endlich dimensionalen Euklidischen oder unitären Vek-
torräumen. Dann hat die Pseudoinverse, ϕ+ : W → V , folgende vier Eigenschaf-
ten und ist dadurch eindeutig charakterisiert:

(a) ϕϕ+ϕ = ϕ.
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(b) ϕ+ϕϕ+ = ϕ+.
(c) ϕϕ+ ist selbstadjungiert, d.h. (ϕϕ+)∗ = ϕϕ+.
(d) ϕ+ϕ ist selbstadjungiert, d.h. (ϕ+ϕ)∗ = ϕ+ϕ.

Darüber hinaus gilt:

(e) ϕ∗ϕϕ+ = ϕ∗.
(f) ϕ+ϕϕ∗ = ϕ∗.
(g) ϕϕ+ ist die Orthogonalprojektion auf img(ϕ) = ker(ϕ∗)⊥.
(h) ϕ+ϕ ist die Orthogonalprojektion auf img(ϕ∗) = ker(ϕ)⊥.
(i) ker(ϕ+) = ker(ϕ∗) = img(ϕ)⊥.
(j) img(ϕ+) = img(ϕ∗) = ker(ϕ)⊥.
(k) Ist ϕ invertierbar, dann gilt ϕ+ = ϕ−1.
(l) Ist ϕ surjektiv, so ist ϕϕ+ = idW und ϕ+ = ϕ∗(ϕϕ∗)−1.

(m) Ist ϕ injektiv, so ist ϕ+ϕ = idV und ϕ+ = (ϕ∗ϕ)−1ϕ∗.
(n) Ist ψ : U → V surjektiv und ϕ : V →W injektiv, dann gilt (ϕψ)+ = ψ+ϕ+ =

ψ∗(ψψ∗)−1(ϕ∗ϕ)−1ϕ∗ = ψ∗(ϕ∗ϕψψ∗)−1ϕ∗.
(o) (λϕ)+ = λ−1ϕ+, für alle 0 6= λ ∈ K.
(p) (ϕ∗)+ = (ϕ+)∗

(q) Sei b1, . . . , bk eine Basis von ker(ϕ)⊥ und bk+1, . . . , bn eine Basis von ker(ϕ).
Weiters sei c1, . . . , ck eine Basis von img(ϕ) und ck+1, . . . , cm eine Basis von
img(ϕ)⊥. Dann gilt

[ϕ]CB =

(
A 0
0 0

)

und [ϕ+]BC =

(
A−1 0
0 0

)

.

wobei A eine invertierbare (k × k)-Matrix bezeichnet.

Beweis. Nach Konstruktion ist ϕϕ+|img(ϕ) = idimg(ϕ) und ϕϕ+|img(ϕ)⊥ = 0,
also stimmt ϕϕ+ mit der Orthogonalprojektion auf img(ϕ) überein. Dies zeigt (a),
(c) und (g). Nach Konstruktion gilt ϕ+ϕ|ker(ϕ)⊥ = idker(ϕ)⊥ und offensichtlich auch
ϕ+ϕ|ker(ϕ) = 0. Daraus schließen wir, dass ϕ+ϕ mit der Orthogonalprojektion auf
ker(ϕ)⊥ übereinstimmt. Dies zeigt (b), (d) und (h). Behauptung (e) folgt aus (a)
und (c). Analog erhalten wir (f) sofort aus (a) und (d). Auch (i), (j), (k), (o)
und (q) folgen sofort aus der Definition. Behauptung (l) folgt aus (g) und (f),
denn für surjektives ϕ ist ϕϕ∗ invertierbar. Analog erhalten wir aus (h) und (e)
sofort (m), denn für injektives ϕ ist ϕ∗ϕ invertierbar. Ad (n): In diesem Fall gilt
ker(ϕψ) = ker(ψ) und img(ϕψ) = img(ϕ) und aus unserer Definition folgt sofort
(ϕψ)+ = ψ+ϕ+. Die anderen Formeln für ψ+ϕ+ folgen dann aus (l) und (m).

Wir verifizieren nun, dass die Pseudoinverse durch die Eigenschaften (a) bis
(d) eindeutig bestimmt ist. Sei dazu ϕ̃+ : W → V , sodass (a) bis (d) auch für ϕ̃+

statt ϕ+ gelten. Setzen wir p := ϕ̃+ϕ, so folgt p2 = p = p∗ und ker(p) = ker(ϕ)
aus (a) und (d). Somit ist p die Orthogonalprojektion auf ker(ϕ), also

ϕ̃+ϕ = p = ϕ+ϕ.
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Analog erhalten wir für q := ϕϕ̃+ aus (a) und (c) sofort q2 = q = q∗ und
img(q) = img(ϕ), also ist q die Orthogonalprojektion auf img(ϕ) und daher

ϕϕ̃+ = q = ϕϕ+.

Mit (d) folgt

ϕ̃+ = ϕ̃+ϕϕ̃+ = ϕ+ϕϕ̃+ = ϕ+ϕϕ+ = ϕ+,

womit die Eindeutigkeitsaussage gezeigt wäre.
Ad (p): Aus (a) bis (d) erhalten wir ϕ∗(ϕ+)∗ϕ∗ = ϕ∗, (ϕ+)∗ϕ∗(ϕ+)∗ = (ϕ+)∗,

und ϕ∗(ϕ+)∗ sowie (ϕ+)∗ϕ∗ sind selbstadjungiert. Aus der eben bewiesenen Ein-
deutigkeit der Pseudoinversen folgt daher (ϕ∗)+ = (ϕ+)∗. �

Für Matrizen erhalten wir daraus:

VII.6.2. Korollar. Sei K = R oder K = C. Für jede Matrix A ∈Mm×n(K)
existiert eine eindeutig bestimmte Matrix A+ ∈ Mn×m(K) mit folgenden vier
Eigenschaften:

(a) AA+A = A
(b) A+AA+ = A+

(c) (AA+)∗ = AA+

(d) (A+A)∗ = A+A

Diese Pseudoinverse A+ hat die zu den in Satz VII.6.1 analogen Eigenschaften.

(e) A∗AA+ = A∗

(f) A+AA∗ = A∗

(g) AA+ ist die Matrix der Orthogonalprojektion auf img(A) = ker(A∗)⊥.
(h) A+A ist die Matrix der Orthogonalprojektion auf img(A∗) = ker(A)⊥.
(i) ker(A+) = ker(A∗) = img(A)⊥.
(j) img(A+) = img(A∗) = ker(A)⊥.
(k) Ist A invertierbar, dann gilt A+ = A−1.
(l) Ist rank(A) = m, so gilt AA+ = Im und A+ = A∗(AA∗)−1.

(m) Ist rank(A) = n, so gilt A+A = In und A+ = (A∗A)−1A∗.
(n) Ist B ∈ Mn×l(K) und rank(A) = n = rank(B), dann gilt (AB)+ = B+A+ =

B∗(BB∗)−1(A∗A)−1A∗ = B∗(A∗ABB∗)−1A∗.
(o) (λA)+ = λ−1A+, für alle Skalare 0 6= λ ∈ K.
(p) (A∗)+ = (A+)∗

VII.6.3. Beispiel. Ist A ∈ GLk(K), dann gilt:

(
A 0
0 0

)

︸ ︷︷ ︸

∈Mm×n(K)

+

=

(
A−1 0
0 0

)

︸ ︷︷ ︸

∈Mn×m(K)

.
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VII.6.4. Beispiel. Nach Korollar VII.6.2(l) gilt:

(
1 1 1
1 2 3

)

︸ ︷︷ ︸

A

+

= A∗(AA∗)−1 =





1 1
1 2
1 3











(
1 1 1
1 2 3

)




1 1
1 2
1 3











−1

=





1 1
1 2
1 3





(
3 6
6 14

)−1

=





1 1
1 2
1 3




1

6

(
14 −6
−6 3

)

=





4/3 −1/2
1/3 0
−2/3 1/2



 .

VII.6.5. Beispiel. Wir wollen die Pseudoinverse von

A =





1 0 1 0
1 2 3 4
2 2 4 4





bestimmen. Zunächst mittels Zeilenumformungen:

A =





1 0 1 0
1 2 3 4
2 2 4 4



 =





1 0 0
−1 1 0
−1 −1 1





−1



1 0 1 0
0 2 2 4
0 0 0 0





=





1 0 0
1 1 0
2 1 1









1 0 1 0
0 2 2 4
0 0 0 0



 =





1 0
1 1
2 1





(
1 0 1 0
0 2 2 4

)

=: LU

Mit Korollar VII.6.2(n) daher:

A+ = U+L+ = U∗(L∗LUU∗)−1
L∗

= U∗
{(

6 3
3 2

)(
2 2
2 24

)}−1

L∗ = U∗
(
18 84
10 54

)−1

L∗

=







1 0
0 2
1 2
0 4







1

66

(
27 −42
−5 9

)(
1 1 2
0 1 1

)

=
1

66







27 −15 12
−10 8 −2
17 −7 10
−20 16 −4






.

Als Anwendung der Pseudoinversen wollen wir nun lineare Gleichungssysteme,
Ax = y, betrachten, die sich nicht exakt lösen lassen. In solch einer Situation ist
es oft hilfreich x so zu bestimmen, dass der Euklidische Abstand, d(Ax, y) =
‖Ax− y‖, minimal wird.

VII.6.6. Satz (Methode der kleinsten Quadrate). Sei K = R oder K = C.
Weiters seien A ∈Mm×n(K), y ∈ Km und x ∈ Kn. Dann sind äquivalent:

(a) d(Ax, y) ≤ d(Ax̃, y), für alle x̃ ∈ Kn. (x liefert beste Approximation)
(b) Ax− y ⊥ img(A).
(c) A∗Ax = A∗y. (Normalgleichungen)
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(d) x ∈ A+y+ker(A), wobei A+ ∈Mn×m(K) die Pseudoinverse von A bezeichnet.

Unter allen x, die diesen Bedingungen genügen, ist x = A+y das eindeutige mit
kleinster Norm.

Beweis. Die Äquivalenz (a)⇔(b) folgt aus Satz VII.2.32. Die Äquivalenz
(b)⇔(c) folgt aus img(A)⊥ = ker(A∗), siehe Proposition VII.3.2. Ad (d)⇔(c):
Ein Vektor x ∈ Rn genügt genau dann den Normalgleichungen in (c), wenn

A∗AA+y + A∗A(x−A+y) = A∗y.

Nach Korollar VII.6.2(e) gilt A∗AA+ = A∗, also ist dies zu A∗A(x − A+y) = 0
äquivalent. Dies ist genau dann der Fall, wenn x − A+y ∈ ker(A∗A) = ker(A)
gilt, d.h. genau dann wenn x ∈ A+y + ker(A). Damit ist die Äquivalenz von (a)
bis (d) gezeigt. Ist ξ ∈ ker(A), dann gilt ξ ⊥ A+y, siehe Korollar VII.6.2(j), und
nach dem Satz von Pythagoras daher

‖A+y + ξ‖2 = ‖A+y‖2 + ‖ξ‖2 ≥ ‖A+y‖2,
wobei Gleichheit nur für ξ = 0 gilt. Dies zeigt, dass x = A+y die eindeutige
Lösung der Normalgleichungen mit kleinster Norm ist. �

VII.6.7. Beispiel (Polynomausgleich). Gegeben seien x1, . . . , xN ∈ R und
y1, . . . , yN ∈ R, sowie n ∈ N. Wir suchen ein Polynom n-ten Grades,

p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n,

sodass p(xi) möglichst nahe bei yi liegt. Genauer, die Summe der Fehlerquadrate,

N∑

i=1

∣
∣p(xi)− yi

∣
∣2,

soll minimal sein. Betrachten wir

A =







1 x0 x20 · · · xn0
1 x1 x21 · · · xn1
...

...
...

1 xN x2N · · · xnN






, a =







a0
a1
...
an







und y =







y1
y2
...
yN






,

dann gilt:

Aa =







p(x0)
p(x1)
...

p(xN )







und d(Aa, y)2 =

N∑

i=1

∣
∣p(xi)− yi

∣
∣
2

Es ist daher a ∈ Rn+1 so zu bestimmen, sodass d(Aa, y) minimal wird. Nach
Satz VII.6.6 ist dies für a = A+y der Fall. Haben wir wenigstens n + 1 verschie-
dene Werte xi vorliegen, dann hat A maximalen Rang, rank(A) = n + 1, siehe
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Satz IV.6.26. Nach Korollar VII.6.2(m) gilt in diesem Fall A+ = (A∗A)−1A∗, die
Koeffizienten des gesuchten Polynoms sind daher durch

a = (A∗A)−1A∗y

gegeben.

VII.6.8. Beispiel (Linearer Ausgleich). Es seien xi und yi wie folgt gegeben:

i 1 2 3 4 5 6 7

xi 2.5 3.1 3.1 4.2 5.1 6.7 6.7
yi 6.5 7.5 7.9 9.9 11.8 14.9 14.5

Gesucht sei ein lineares Polynom, p(x) = a + bx, sodass die Summe der Fehler-
quadrate,

7∑

i=1

∣
∣p(xi)− yi

∣
∣2

minimal wird. Nach Beispiel VII.6.7 sind die Koeffizienten durch
(
a
b

)

= (A∗A)−1A∗y =
1

126.34

(
209.978
246.91

)

=

(
1.6620073 . . .
1.9543296 . . .

)

gegeben, wobei

A =












1 2.5
1 3.1
1 3.1
1 4.2
1 5.1
1 6.7
1 6.7












und y =












6.5
7.5
7.9
9.9
11.8
14.9
14.5












.

Denn

(A∗A)−1 =

(
7 31.4

31.4 158.9

)−1

=
1

126.34

(
158.9 −31.4
−31.4 7

)

,

und

(A∗A)−1A∗ =
1

126.34

(
80.4 61.56 61.56 27.02 −1.24 −51.48 −51.48
−13.9 −9.7 −9.7 −2 4.3 15.5 15.5

)

.

Das gesuchte lineare Polynom ist daher:

p(x) = a + bx ∼ 1.66 + 1.95x.





VIII. Affine und projektive Geometrie

Wir beginnen dieses Kapitel mit einem Abschnitt, in dem wir grundlegende
Konzepte der affinen Geometrie besprechen: affine Abbildungen, affine Teilräume,
affine Hüllen, affine Unabhängigkeit, affine Koordinatensysteme. Alles lässt sich
hier sehr leicht auf den linearen Fall zurückführen. Wir vermeiden das Kozept des
affinen Raums über einem Vektorraum [11] und betrachten nur affine Abbildun-
gen zwischen Vektorräumen, bzw. affine Teilräume von Vektorräumen. Am Ende
des ersten Abschnitts geben wir einen Beweis des Fundamentalsatzes der affinen
Geometrie, siehe Satz VIII.1.32. Dieser besagt, dass affine Isomorphismen als jene
Bijektionen charakterisiert werden können, die Geraden auf Geraden abbilden.

Im zweiten Abschnitt betrachten wir dann Quadriken, d.h. Teilmengen, die
sich durch eine quadratische Gleichung beschreiben lassen. Das erste Resultat
ist eine Klassifikation aller Quadriken, bis auf affine Isomorphismen. Wir wer-
den zeigen, dass jede Quadrik in Cn bzw. Rn zu einer von endlich vielen, sehr
expliziten Normalformen affin kongruent ist. Dies ist eine grobe Klassifikation,
etwa kann jede Ellipse durch einen affinen Isomorphismus auf den Einheitskreis
abgebildet werden und ist daher zum Einheitskreis affin kongruent. Neben den
Ellipsen treffen wir hier auch Hyperbeln, Parabeln und einige weitere, degenerier-
te Fälle an. Dabei ist die komplexe Klassifikation, siehe Korollar VIII.2.10, etwas
einfacher als die reelle, siehe Korollar VIII.2.13. Dies hängt damit zusammen,
dass die Klassifikation der komplexen quadratischen Form (Rang) einfacher ist
als die Klassifikation der reellen quadratische Formen (Signatur). Anschließend
diskutieren wir die metrische Klassifikation reeller Quadriken. Wir werde sehen,
dass jede reelle Quadrik durch eine Bewegung auf eine Normalform in Hauptlage
gebracht werden kann. Die Liste der Normalformen, siehe Korollar VIII.2.19, hat
nun auch kontinuierliche Parameter, etwa können zwei Ellipsen nur dann metrisch
kongruent sein, wenn sie die gleichen Halbachsen haben.

Nachdem wir im dritten Abschnitt projektive Räume und Abbildungen be-
sprochen haben wenden wir uns im vierten Abschnitt dann den Quadriken in
projektiven Räumen zu. Die Klassifikation der projektiven Quadriken ist einfa-
cher als die Klassifikation der affinen Quadriken. Etwa sind Ellipsen, Hyperbeln
und Parabeln alle zum Kreis projektiv kongruent: wir können eine Parabel als
eine Kreis verstehen, der die Ferngerade in einem Punkt schneidet; und eine Hy-
perbel ist ein Kreis, der die Ferngerade in zwei Punkten schneidet.

Wir orientieren uns hier an der Darstellung [11], siehe aber auch [12].

VIII.1. Affine Räume und Abbildungen. Sei V ein Vektorraum über
K. Unter einer Affinkombination von v1, . . . vk ∈ V verstehen wir jeden Ausdruck
der Form

λ1v1 + · · ·+ λkvk,

wobei λ1, . . . , λk ∈ K und
∑k

i=1 λi = 1.
257
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VIII.1.1. Beispiel. Sind v1 und v2 zwei verschiedene Punkte in R3, dann
stimmt die Menge der Affinkombinationen, {λ1v1 + λ2v2 | λ1 + λ2 = 1}, mit der
Geraden durch v1 und v2 überein. Sind v1, v2, v3 ∈ R3 drei Punkte, die nicht auf
einer Geraden liegen, dann ist

{∑3
i=1 λivi

∣
∣
∑3

i=1 λi = 1
}
die von v1, v2 und v3

aufgespannte Ebene.

VIII.1.2. Definition (Affine Abbildung). Seien V und W zwei Vektorräume
über K. Eine Abbildung α : V →W wird affin genannt wenn sie mit Affinkombi-
nationen verträglich ist, d.h. wenn für alle v1, . . . , vk ∈ V und alle λ1, . . . , λk ∈ K

mit
∑k

i=1 λi = 1 gilt:

α
(
λ1v1 + · · ·λkvk

)
= λ1α(v1) + · · ·+ λkα(vk).

VIII.1.3. Lemma. Die Komposition zweier affiner Abbildungen ist affin. Die
Umkehrabbildung einer bijektiven affinen Abbildung ist affin. Insbesondere bildet

Aff(V ) :=
{
α : V → V

∣
∣ α affin und invertierbar

}

eine Gruppe.

Beweis. Seien α1 : V1 → V2 und α2 : V2 → V3 zwei affine Abbildungen, vi ∈
V1 und λi ∈ K mit

∑k
i=1 λ1 = 1. Dann gilt

(α2 ◦ α1)
(∑k

i=1 λivi
)
= α2

(
α1

(∑k
i=1 λivi

))
= α2

(∑k
i=1 λiα1(vi)

)

=
∑k

i=1 λiα2(α1(vi)) =
∑k

i=1 λi(α2 ◦ α1)(vi),

also ist auch die Komposition, α2 ◦ α1 : V1 → V3 affin.
Sei nun α : V → W eine bijektive affine Abbildung, wi ∈ W und λi ∈ K,

sodasss
∑k

i=1 λi = 1. Da α affin ist gilt:

α
(∑k

i=1 λiα
−1(wi)

)
=
∑k

i=1 λiα(α
−1(wi)) =

∑k
i=1 λiwi.

Wenden wir darauf α−1 an, erhalten wir
∑k

i=1 λiα
−1(wi) = α−1

(∑k
i=1 λwi

)
,

also ist α−1 affin. �

VIII.1.4. Beispiel. Sei ϕ : V → W linear und w ∈ W . Dann ist

α : V →W, α(v) := ϕ(v) + w,

eine affine Abbildung. Sind nämlich vi ∈ V und λi ∈ K mit
∑k

i=1 λi = 1, so gilt

α
(∑k

i=1 λivi
)
= ϕ

(∑k
i=1 λivi

)
+ w =

∑k
i=1 λiϕ(vi) + w

=
∑k

i=1 λi
(
ϕ(vi) + w

)
=
∑k

i=1 λiα(vi).

Wir werden gleich sehen, dass jede affine Abbildung von dieser Form ist.
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VIII.1.5. Lemma. Ist α : V → W eine affine Abbildung, dann existiert eine
eindeutig bestimmte lineare Abbildung φα : V →W und ein eindeutiges wα ∈ W ,
sodass

α(v) = φα(v) + wα,

für alle v ∈ V . Dabei ist wα = α(0) und φα(v) = α(v)− α(0). Weiters gilt

φα2◦α1
= φα2

φα1
und wα2◦α1

= φα2
(wα1

) + wα2
, (VIII.1)

für je zwei affine Abbildungen α1 : V1 → V2 und α2 : V2 → V3. Schließlich ist eine
affine Abbildung α genau dann invertierbar, wenn ihr linearer Teil φα invertierbar
ist, und in diesem Fall gilt:

φα−1 = φ−1
α und wα−1 = −φ−1

α (wα). (VIII.2)

Beweis. Die Eindeutigkeitsaussage ist trivial. Es ist nur zu zeigen, dass die
Abbildung φα : V → W , φα(v) := α(v)− α(0), linear ist. Sind v1, v2 ∈ V so gilt

φα(v1 + v2) = α(v1 + v2)− α(0) = α
(
1 · v1 + 1 · v2 − 1 · 0

)
− α(0)

= 1 · α(v1) + 1 · α(v2)− 1 · α(0)− α(0) = φα(v1) + φα(v2),

denn 1·v1+1·v2−1·0 ist eine Affinkombination von v1, v2 und 0, da ja 1+1−1 = 1.
Für v ∈ V und λ ∈ K erhalten wir analog

φα(λv) = α(λv)− α(0) = α
(
λv + (1− λ)0

)
− α(0)

= λα(v) + (1− λ)α(0)− α(0) = λ
(
α(v)− α(0)

)
= λφα(v),

denn λv + (1− λ)0 ist eine Affinkombination von v und 0, da ja λ+ (1− λ) = 1.
Sind α1 : V1 → V2 und α2 : V2 → V3 zwei affine Abbildungen so folgt

(α2 ◦ α1)(v) = φα2
(α1(v)) + wα2

= φα2
(φα1

(v) + wα1
) + wα2

= φα2
(φα1

(v)) + φα2
(wα1

) + wα2
.

Dies zeigt (VIII.1). Daraus folgt nun auch, dass der lineare Teil einer invertier-
baren affinen Abbildung invertierbar ist und, dass in diesem Fall (VIII.2) gilt,
denn φid = id und wid = 0. Ist umgekehrt α affin und φα invertierbar, dann ist
v 7→ φ−1

α (v)− φ−1
α (wα) die Umkehrabbildung von α, also α invertierbar. �

Nach dem vorangehenden Lemma ist

Aff(V )→ GL(V ), α 7→ φα, (VIII.3)

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Für jedes w ∈ V bezeichne τw : V →
V , τw(v) := v + w, die Translation um w. Beachte, dass dies einen injektiven
Gruppenhomomorphismus

V → Aff(V ), w 7→ τw, (VIII.4)

liefert, denn offensichtlich gilt τw1+w2
= τw1

◦ τw2
, und w = τw(0). Schließlich

stimmt der Kern von (VIII.3) mit dem Bild von (VIII.4) überein, d.h.

{α ∈ Aff(V ) : φα = idV } = {τv : v ∈ V }.
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Aus diesem Grund wird Aff(V ) als eine Gruppenerweiterung von GL(V ) bezeich-
net. Wir erhalten eine Bijektion

Aff(V ) ∼= V ×GL(V ), α↔ (wα, φα),

und dies wird ein Gruppenisomorphismus, wenn wir V × GL(V ) mit der Multi-
plikation

(w2, φ2) · (w1, φ1) :=
(
w2 + φ2(w1), φ2φ1

)

ausstatten, siehe (VIII.1).

VIII.1.6. Definition (Affine Teilräume). Eine Teilmenge A eines Vektor-
raums V wird affiner Teilraum genannt, wenn sie invariant unter Affinkombina-
tionen ist, d.h. wenn für alle ai ∈ A und λi ∈ K mit

∑k
i=1 λi = 1 auch

∑k
i=1 λiai

in A liegt.

VIII.1.7. Beispiel. Die leere Menge ist ein affiner Teilraum von V .

VIII.1.8. Beispiel. Jeder lineare Teilraum von V ist ein affiner Teilraum.

VIII.1.9. Beispiel. Sind Ai affine Teilräume von V , dann ist
⋂

iAi ein affiner
Teilraum von V .

VIII.1.10. Beispiel. Ist α : V →W eine affine Abbbildung und A ein affiner
Teilraum von W , dann ist das Urbild, α−1(A) = {v ∈ V : α(v) ∈ A}, ein affiner

Teilraum von V . Sind nämlich vi ∈ α−1(A) und λi ∈ K mit
∑k

i=1 λi = 1, dann

folgt α
(∑k

i=1 λivi
)
=
∑k

i=1 λiα(vi) ∈ A, also
∑k

i=1 λivi ∈ α−1(A).

VIII.1.11. Beispiel. Ist α : V →W eine affine Abbbildung und A ein affiner
Teilraum von V , dann ist das Bild, α(A), ein affiner Teilraum von W . Sind
nämlich wi ∈ α(A), dann existieren ai ∈ A mit α(ai) = wi, und für λi ∈ K

mit
∑k

i=1 λi = 1, erhalten wir
∑k

i=1 λiwi =
∑k

i=1 λiα(ai) = α
(∑k

i=1 λiai
)
∈ α(A).

VIII.1.12. Beispiel. Ist W ein linearer Teilraum von V und v ∈ V , dann
ist A = v + W ein affiner Teilraum von V . Dies folgt aus den vorangehenden
Beispielen, denn W ist affiner Teilraum und die Translation τv ist eine affine
Abbildung. Wir werden gleich sehen, dass jeder nicht-leere affine Teilraum von
dieser Gestalt ist.

VIII.1.13. Lemma. Ist A ein nicht-leerer affiner Teilraum von V , dann bildet

VA := {a2 − a1 | a1, a2 ∈ A}
einen linearen Teilraum von V und es gilt A = a+ VA, für jedes a ∈ A.

Beweis. Zunächst ist VA nicht leer, denn nach Voraussetzung ist A 6= ∅. Sei
a ∈ A beliebig. Sind v, w ∈ VA, dann existieren ai, bi ∈ A mit v = a2 − a1 und
w = b2 − b1, und wir erhalten

v + w =
(
1 · a2 + 1 · b2 − 1 · a

)
−
(
1 · a1 + 1 · b1 − 1 · a

)
∈ VA.
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Ist v ∈ VA und λ ∈ K, dann existieren ai ∈ A mit v = a2 − a1, also liegt auch

λv =
(
λa2 + (1− λ)a

)
−
(
λa1 + (1− λ)a

)
∈ VA.

Dies zeigt, dass VA einen linearen Teilraum von V bildet. Die Inklusion A ⊆ a+VA
ist offensichtlich. Ist v ∈ VA, dann existieren ai ∈ A mit v = a2 − a1 und wir
erhalten a+ v = 1 · a+1 · a2−1 · a1 ∈ A, also gilt auch die umgekehrte Inklusion,
a+ V ⊆ A. �

VIII.1.14. Definition (Dimension). Ein affiner Teilraum A 6= ∅ eines Vek-
torraums V wird endlich-dimensional genannt, wenn der lineare Teilraum VA
endlich-dimensional ist. In diesem Fall definieren wir die Dimension von A durch

dim(A) := dim(VA).

1-dimensionale und 2-dimensionale affine Teilräume werden Geraden bzw. Ebe-
nen genannt. Gilt dim(V ) − dim(A) = 1, dann wird A als affine Hyperebene
bezeichnet.

VIII.1.15.Beispiel. Seien A1 und A2 zwei affine Teilräume eines Vektorraums
V , sodass ∅ 6= A1 ⊆ A2. Dann gilt VA1

⊆ VA2
. Ist darüber hinaus A2 endlich-

dimensional, dann ist auch A1 endlich-dimensional und dim(A1) ≤ dim(A2). Ist
weiters dim(A1) = dim(A2), dann ist schon A1 = A2.

VIII.1.16. Beispiel. Ist A ein nicht-leerer affiner Teilraum eines endlich-
dimensionalen Vektorraums V , und k = dim(V )− dim(A), dann existieren affine
Abbildungen α1, . . . , αk : V → K, sodass

A =
{
v ∈ V

∣
∣ α1(v) = 0, . . . , αk(v) = 0

}
.

Es existieren nämlich lineare Funktionale, ϕ1, . . . , ϕk : V → K, sodass VA =
⋂k
i=1 ker(ϕi). Ist nun a ∈ A beliebig, dann haben die affinen Abildungen αi(v) :=

ϕi(v)− ϕi(a) die gewünschte Eigenschaft.

VIII.1.17. Beispiel. Ist α ∈ Aff(V ), dann gilt dim(α(A)) = dim(A) für jeden
endlich-dimensionalen affinen Teilraum A, denn der lineare Teil von α liefert einen
linearen Isomorphismus, φα : VA → Vα(A).

VIII.1.18. Beispiel. Sind A und A′ zwei endlich-dimensionale affine Teilräu-
me von V mit dim(A) = dim(A′), dann existiert α ∈ Aff(V ), sodass α(A) = A′. In
anderen Worten, je zwei affine Teilräume gleicher Dimension sind affin kongruent.
Nach den Ergebnissen über lineare Teilräume existiert zunächst φ ∈ GL(V ),
sodass φ(VA) = VA′ . Sind nun a ∈ A und a′ ∈ A′ beliebig, dann hat α(v) :=
φ(v) + a′ − φ(a) die gewünschte Eigenschaft.

VIII.1.19. Definition (Affine Hülle). Unter der affinen Hülle einer Teilmen-
ge S eines Vektorraums V verstehen wir den kleinsten affinen Teilraum von V ,
der S enthält, d.h.

〈S〉aff :=
⋂

S⊆A
A,
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wobei der Durchschnitt über alle affinen Teilräume A von V genommen wird, die
S enthalten, vgl. Beispiel VIII.1.9.

VIII.1.20.Beispiel. Sind α1, α2 : V → W zwei affine Abbildungen und S ⊆ V
eine Teilmenge, sodass α1|S = α2|S, dann gilt schon α1|〈S〉aff = α2|〈S〉aff , denn
{v ∈ V : α1(v) = α2(v)} ist ein affiner Teilraum, der S enthält.

VIII.1.21. Lemma. Die affine Hülle einer Teilmenge S ⊆ V lässt sich mittels
Affinkombinationen wie folgt beschreiben:

〈S〉aff =
{∑k

i=1 λisi
∣
∣ k ∈ N, si ∈ S, λi ∈ K,

∑k
i=1 λi = 1

}
.

Beweis. Es genügt zu zeigen, dass

A :=
{∑k

i=1 λisi
∣
∣ k ∈ N, si ∈ S, λi ∈ K,

∑k
i=1 λi = 1

}

einen affinen Teilraum von V bildet, denn offensichtlich gilt 〈S〉aff ⊇ A ⊇ S. Seien

dazu a1, . . . , al ∈ A und µ1, . . . , µl ∈ K mit
∑l

j=1 µj = 1. Es ist
∑l

j=1 µjaj ∈ A zu

zeigen. Da aj ∈ A, existieren s1j , . . . , s
kj
j ∈ S und λ1j , . . . , λ

kj
j ∈ K mit

∑kj
i=1 λ

i
j = 1

und aj =
∑kj

i=1 λ
i
js
i
j. Es folgt

l∑

j=1

µjaj =
l∑

j=1

µj

kj∑

i=1

λijs
i
j =

l∑

j=1

kj∑

i=1

µjλ
i
js
i
j ∈ A,

denn
∑l

j=1

∑kj
i=1 µjλ

i
j =

∑l
j=1 µj = 1. �

VIII.1.22. Beispiel. Ist α : V → W eine affine Abbildung und S ⊆ V eine
Teilmenge, dann gilt

α(〈S〉aff) = 〈α(S)〉aff.
denn eineseits ist α(〈S〉aff) ein affiner Teilraum, der α(S) enthält, und andererseits
ist α−1(〈α(S)〉aff) ein affiner Teilraum, der S enthält.

VIII.1.23. Lemma. Sei A 6= ∅ ein affiner Teilraum eines Vektorraums V und
a0, . . . , ak ∈ A. Dann sind äquivalent:

(a) 〈a0, . . . , ak〉aff = A
(b) Die Vektoren a1 − a0, . . . , ak − a0 bilden ein Erzeugendensystem von VA.

Beweis. Ad (a)⇒(b): Ist v ∈ VA, dann gilt v + a0 ∈ A = 〈a0, . . . , ak〉aff,
also existieren λ0, . . . , λk ∈ K mit

∑k
i=0 λi = 1, sodass v + a0 =

∑k
i=0 λiai, siehe

Lemma VIII.1.23. Es folgt v =
∑k

i=0 λi(ai−a0) =
∑k

i=1 λi(ai−a0), also erzeugen
die Vektoren a1 − a0, . . . , ak − a0 ganz VA.

Ad (b)⇒(a): Es genügt A ⊆ 〈a0, . . . , ak〉aff zu zeigen, die umgekehrte Inklusion
ist trivial. Ist a ∈ A, dann gilt a−a0 ∈ VA = 〈a1−a0, . . . , ak−a0〉, also existieren

λ1, . . . , λk ∈ K mit a − a0 =
∑k

i=1 λi(ai − a0). Wir erhalten die Darstellung

a =
∑k

i=1 λiai + (1−∑k
i=1 λi)a0, also a ∈ 〈a0, . . . , ak〉aff. �
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VIII.1.24. Beispiel. Sind A1 und A2 zwei endlich-dimensionale affine Teilräu-
me und A1∩A2 6= ∅, dann sind auch A1∩A2 und 〈A1∪A2〉aff endlich-dimensional
und es gilt

dim(A1) + dim(A2) = dim(A1 ∩ A2) + dim
(
〈A1 ∪ A2〉aff

)
.

Dies folgt aus der bekannten Formel für lineare Teilräume, da VA1∩A2
= VA1

∩VA2

und V〈A1∪A2〉aff = VA1
+VA2

. Es ist nicht möglich dem leeren affinen Teilraum eine
Dimension so zuzuordnen, dass diese Formel für beliebige endlich-dimensionale
Teilräume A1 und A2 richtig bleibt. Diese Unannehmlichkeit löst sich in der pro-
jektiven Geometrie in Wohlgefallen auf.

VIII.1.25. Definition (Affine Unabhängigkeit). Sei V ein Vektorraum. Ein
System a0, . . . , ak ∈ V wird affin unabhängig genannt wenn gilt: Sind λi, µi ∈ K,
sodass

∑k
i=0 λi = 1 =

∑k
i=0 µi und

∑k
i=0 λiai =

∑k
i=0 µiai, dann muss schon

λi = µi gelten, für jedes i = 0, . . . , k.

VIII.1.26. Lemma. Für ein System a0, . . . , ak ∈ V sind äquivalent:

(a) a0, . . . , ak sind affin unabhängig.
(b) a1 − a0, . . . , ak − a0 sind linear unabhängig.
(c) Für jedes i ∈ {0, . . . , k} gilt 〈a0, . . . , ai−1, ai+1, . . . , ak〉aff 6= 〈a0, . . . , ak〉aff.

Beweis. Ad (a)⇒(c): Indirekt angenommen es existiert i ∈ {0, . . . , k}, sodass
〈a0, . . . , ai−1, ai+1, . . . , ak〉aff = 〈a0, . . . , ak〉aff. Dann lässt sich ai = 1 · ai auch als
Affinkombination von a0, . . . , ai−1, ai+1, . . . , ak schreiben, was (a) widerspricht.

Ad (c)⇒(b): Mit Lemma VIII.1.23 erhalten wir

〈a1 − a0, . . . , ai−1 − a0, ai+1 − a0, . . . , ak − a0〉 6= 〈a1 − a0, . . . , ak − a0〉,
für jedes i ∈ {1, . . . , k}, also sind a1 − a0, . . . , ak − a0 linear unabhängig, siehe
Proposition III.2.6.

Ad (b)⇒(a): Seien also λi, µi ∈ K, sodass
∑k

i=0 λi = 1 =
∑k

i=0 µi und
∑k

i=0 λiai =
∑k

i=0 µiai. Dann gilt

k∑

i=1

λi(ai − a0) =
k∑

i=1

µi(ai − a0),

also λi = µi, für i = 1, . . . , k, wegen der linearen Unabhängigkeit der Vektoren
a1 − a0, . . . , ak − a0. Da

∑k
i=0 λi = 1 =

∑k
i=0 µi, muss auch λ0 = µ0 gelten. �

VIII.1.27. Proposition. Sei A ein k-dimensionaler affiner Teilraum eines
Vektorraums V und a0, . . . , ak ∈ A. Dann sind äquivalent:

(a) 〈a0, . . . , ak〉aff = A.
(b) a0, . . . , ak sind affin unabhängig.
(c) a1 − a0, . . . , ak − a0 ist eine Basis von VA.
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(d) Jedes a ∈ A lässt sich in eindeutiger Weise in der Form

a =

k∑

i=0

λiai

schreiben, wobei λi ∈ K und
∑k

i=0 λi = 1. (baryzentrische Koordinaten)
(e) Jedes a ∈ A lässt sich in eindeutiger Weise in der Form

a = a0 +

k∑

i=1

xi(ai − a0)

schreiben, wobei xi ∈ K. (affine Koordinaten)

Beweis. Die Äquivalenz der ersten drei Aussagen folgt aus Lemma VIII.1.23
und Lemma VIII.1.26. Offensichtlich ist (d) zu (a) und (b) äquivalent. Schließlich
ist auch (c) zu (e) äquivalent. �

VIII.1.28. Definition (Affine Koordinatensysteme). Sei A ein k-dimensio-
naler affiner Teilraum von V und a0, . . . , ak ∈ A. Sind die (äquivalenten) Eigen-
schaften in Proposition VIII.1.27 erfüllt, dann wird a0, . . . , ak als (geordnetes)
affines Koordinatensystem von A bezeichnet.

Aus den Ergebnissen über lineare Teilräume folgt, dass jeder endlich-dimen-
sionale affine Teilraum ein affines Koordinatensystem besitzt. Auch kann jede
affin unabhängige Teilmenge von A zu einem affinen Koordinatensytem ergänzt
werden. Schließlich enthält auch jede Teilmenge S mit 〈S〉aff = A ein affines
Koordinatensystem. Wir erhalten auch sofort folgende Charakterisierung der In-
vertierbarkeit affiner Abbildungen:

VIII.1.29. Proposition. Eine affine Abbildung α : V → W ist genau dann
invertierbar, wenn sie ein (und dann jedes) affine Koordinatensystem von V auf
ein affines Koordinatensytem von W abbildet.

VIII.1.30. Beispiel. Die Punkte a0, . . . , an bilden genau dann ein affines
Koordinatensytem von V , wenn folgendes gilt: Zu jedem Vektorraum W und
beliebigen w0, . . . , wn ∈ W existiert eine eindeutig bestimmte affine Abbildung
α : V → W , sodass α(ai) = wi, für alle i = 0, . . . , n.

VIII.1.31. Beispiel. Sind a0, . . . , an und a′0, . . . , a
′
n zwei affine Koordinaten-

syteme von V , dann existiert ein eindeutig bestimmtes α ∈ Aff(V ), sodass
α(ai) = a′i, für jedes i = 0, . . . , n. Insbesondere sind je zwei affine Koordina-
tensysteme affin kongruent.

Unter gewissen Voraussetzungen lassen sich die invertierbaren affinen Ab-
bildungen auch als jene Bijektionen charakterisieren, die Geraden auf Geraden
abbilden:
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VIII.1.32. Satz (Fundamentalsatz der affinen Geometrie). Sei V ein endlich
dimensionaler reeller Vektorraum mit dim(V ) ≥ 2. Dann ist jede Kollineation,
d.h. jede Bijektion α : V → V , die Geraden auf Geraden abbildet, eine affine
Abbildung.

Beweis. Seien a1 und a2 ∈ V . Es genügt

α
(
λa1 + (1− λ)a2

)
= λα(a1) + (1− λ)α(a2)

für alle λ ∈ R zu zeigen, mittels Induktion folgt dann sofort, dass α affin ist, siehe
Aufgabe 19. O.B.d.A. dürfen wir a1 6= a2 annehmen. Wegen der Injektivität von
α ist dann auch α(a1) 6= α(a2). Also muss α die Gerade durch a1 und a2 bijektiv
auf die Gerade durch α(a1) und α(a2) abbilden. Es existiert daher eine eindeutige
bijektive Abbildung χ : R→ R, sodass

α
(
λa1 + (1− λ)a2

)
= χ(λ)α(a1) +

(
1− χ(λ)

)
α(a2), λ ∈ R. (VIII.5)

Es ist also χ = idR zu zeigen. Zunächst gilt offensichtlich:

χ(0) = 0 und χ(1) = 1. (VIII.6)

Da dim(V ) ≥ 2 existiert a0 ∈ V , sodass die Punkte a0, a1, a2 affin unabhängig
sind. Beachte, dass auch α(a0), α(a1), α(a2) affin unabhängig sind, denn α(a0)
kann wegen der Injektivität von α nicht auf der Geraden durch α(a1) und α(a2)
liegen. Es gilt nun auch:

α
(
λa0 + (1− λ)a2

)
= χ(λ)α(a0) +

(
1− χ(λ)

)
α(a2), λ ∈ R. (VIII.7)

Um dies einzusehen, sei o.B.d.A. 0 6= λ 6= 1 und es bezeichne g die eindeutige
Gerade durch a := λa1+(1−λ)a2 und a′ := λa0+(1−λ)a2. Nach dem Strahlen-
satz, siehe Aufgabe 23, schneidet g die Gerade durch a0 und a1 nicht. Also hat
auch die Gerade durch α(a0) und α(a1) keinen Schnittpunkt mit α(g). Da α(g)
die Gerade durch α(a1) und α(a2) im Punkt α(a) = χ(λ)α(a1)+

(
1−χ(λ)

)
α(a2)

schneidet, folgt aus dem Strahlensatz, dass ihr Schnittpunkt mit der Geraden
durch α(a0) und α(a2) bei α(a

′) = χ(λ)α(a0) +
(
1− χ(λ)

)
α(a2) liegt. Damit ist

(VIII.7) gezeigt. Daraus schließen wir, dass (VIII.5) richtig bleibt, wenn wir a1
durch einen beliebigen Punkt a′1 auf der Geraden durch a1 und a2 ersetzen. Eine
analoge Aussage gilt für den anderen Punkt. Für je zwei Punkte a′1 und a′2 auf
der Geraden durch a1 und a2 gilt daher:

α
(
λa′1 + (1− λ)a′2

)
= χ(λ)α(a′1) +

(
1− χ(λ)

)
α(a′2), λ ∈ R.

Betrachten wir a′1 = a2 und a′2 = a1 erhalten wir daraus

χ(1− λ) = 1− χ(λ), (VIII.8)

denn:

χ(1− λ)α(a1) +
(
1− χ(1− λ)

)
α(a2) = α

(
(1− λ)a1 + (1− (1− λ))a2

)

= α(λa2 + (1− λ)a1
)

= χ(λ)α(a2) +
(
1− χ(λ)

)
α(a1)
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Für a′1 = µa1 + (1− µ)a2 und a′2 = a2 erhalten wir

χ(λµ) = χ(λ)χ(µ), (VIII.9)

denn:

χ(λµ)α(a1) +
(
1−χ(λµ)

)
α(a2)

= α
(
λµa1 + (1− λµ)a2

)

= α
(
λ(µa1 + (1− µ)a2) + (1− λ)a2

)

= χ(λ)α
(
µa1 + (1− µ)a2

)
+ (1− χ(λ))α(a2)

= χ(λ)
(
χ(µ)α(a1) + (1− χ(µ))a2

)
+ (1− χ(λ))α(a2)

= χ(λ)µ(µ)α(a1) +
(
1− χ(λ)χ(µ)

)
α(a2)

Insbesondere 1 = χ(1) = χ
(
(−1)(−1)

)
= χ(−1)χ(−1), also χ(−1) = −1, denn

wegen der Bijektivität von χ muss χ(−1) 6= χ(1) = 1 gelten. Somit auch χ(−λ) =
χ
(
(−1)λ

)
= χ(−1)χ(λ) = −χ(λ), und wegen (VIII.8) daher auch χ(1 + λ) =

1+χ(λ). Zusammen mit (VIII.9) folgt χ(λ+µ) = χ
(
λ(1+ µ

λ
)
)
= χ(λ)χ(1+ µ

λ
) =

χ(λ)
(
1 + χ(µ

λ
)
)
= χ(λ) + χ(λ)χ(µ

λ
) = χ(λ) + χ(µ), also:

χ(λ+ µ) = χ(λ) + χ(µ). (VIII.10)

Dies zeigt, dass χ ein Körperautomorphismus von R ist.
Aus (VIII.6) und (VIII.10) folgt zunächst χ(n) = χ(1+· · ·+1) = 1+· · ·+1 = n

für n ∈ N, und dann χ(n) = n, für alle n ∈ Z. Mit (VIII.9) und 0 6= m,n ∈ Z
daher n = χ(n) = χ(m n

m
) = χ(m)χ( n

m
) = mχ( n

m
), also χ(q) = q, für alle

q ∈ Q. Ist λ ≥ µ, dann existiert r ∈ R, sodass λ − µ = r2, also χ(λ) − χ(µ) =
χ(λ − µ) = χ(r2) = χ(r)2 ≥ 0, und somit auch χ(λ) ≥ χ(µ). Daraus folgt nun
χ(λ) = λ. Wäre nämlich χ(λ) > λ, dann existiert q ∈ Q mit χ(λ) > q ≥ λ, also
auch χ(q) ≥ χ(λ), im Widerspruch zu χ(q) = q. Analog lässt sich die Annahme
χ(λ) < λ auf einen Widerspruch führen. Folglich χ(λ) = λ, und der Beweis ist
vollständig. �

VIII.1.33. Satz. Sei V ein endlich dimensionaler Euklidischer Vektorraum
und α : V → V eine Abbildung. Dann sind äquivalent:

(a) d
(
α(v), α(w)

)
= d(v, w), für alle v, w ∈ V .

(b) α ist affin mit linearem Teil φα ∈ O(V ).
(c) α ist affin und für ein (und dann jedes) affine Koordinatensystem a0, . . . , an

von V gilt d
(
α(ai), α(aj)

)
= d(ai, aj), für alle 0 ≤ i, j ≤ n.

Beweis. Die nicht triviale Implikation (a)⇒(b) haben wir bereits weiter oben
gezeigt, siehe Satz VII.4.7. Die Implikationen (b)⇒(c) und (b)⇒(a) sind offen-
sichtlich. Es genügt daher (c)⇒(b) zu zeigen. Betrachte die Vektoren bi := ai−a0
und b′i := α(ai) − α(a0), 1 ≤ i ≤ n. Nach Voraussetzung ist ‖bi‖ = ‖b′i‖ und
‖bj − bi‖ = ‖b′j − b′i‖, für 1 ≤ i, j ≤ n. Daraus erhalten wir 〈bi, bj〉 = 〈b′i, b′j〉, also

〈φα(bi), φα(bj)〉 = 〈bi, bj〉, 1 ≤ i, j ≤ n, (VIII.11)
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denn φα(bi) = b′i. Nach Proposition VIII.1.27 bilden die Vektoren b1, . . . , bn eine
Basis von V . Sind v =

∑n
i=1 λivi und w =

∑n
j=1 µjbj beliebige Vektoren in V , so

〈φα(v), φα(w)〉 =
n∑

i,j=1

λiµj〈φα(bi), φα(bj)〉 =
n∑

i,j=1

λiµj〈bi, bj〉 = 〈v, w〉,

und daher φα ∈ O(V ). �

VIII.1.34. Definition (Bewegungen). Sei V ein Euklidischer Vektorraum.
Eine Abbildung α : V → V wird Bewegung genannt, wenn sie die äquivalenten
Eigenschaften in Satz VIII.1.33 hat.

Offensichtlich bildet die Menge der Bewegungen eine Untergruppe von Aff(V ),
die alle Translationen enthält.

VIII.1.35. Beispiel. Sind a0, . . . , an und a′0, . . . , a
′
n zwei affine Koordinaten-

systeme eines Euklidischen Vektorraums, sodass d(ai, aj) = d(a′i, a
′
j) für alle

0 ≤ i, j ≤ n, dann existiert eine eindeutige Bewegung α : V → V mit α(ai) = a′i,
für alle 0 ≤ i ≤ n. Insbesondere sind zwei affine Koordinatensysteme a0, . . . , an
und a′0, . . . , a

′
n genau dann metrisch kongruent, wenn d(ai, aj) = d(a′i, a

′
j) für alle

0 ≤ i, j ≤ n.

VIII.1.36. Beispiel. Sind A und A′ zwei affine Teilräume eines Euklidischen
Vektorraums mit dim(A) = dim(A′), dann existiert eine Bewegung α : V → V ,
sodass α(A) = A′. Ist nämlich φ ∈ O(V ) mit φ(VA) = VA′ und a ∈ A, a′ ∈ A′,
dann hat α(v) = φ(v− a) + a′ die gewünschte Eigenschaft. Zwei affine Teilräume
sind also genau dann metrisch kongruent, wenn sie gleiche Dimension haben.

VIII.1.37. Beispiel. Sei A 6= ∅ ein affiner Teilraum eines Euklidischen Vek-
torraums V . Unter der Spiegelung σA : V → V an A verstehen wir die Bewegung

σA(v) := σVA(v − a) + a,

wobei σVA ∈ O(V ) die orthogonale Spiegelung am linearen Teilraum VA bezeich-
net und a ∈ A beliebig ist. Beachte, dass dies nicht von der Wahl von a ∈ A
abhängt. Offensichtlich gilt σ2

A = idV und {v ∈ V : σA(v) = v} = A. Etwa ist die
Spiegelung an einem Punkt P ∈ V durch σP (v) = −(v − P ) + P gegeben.

VIII.1.38. Satz. Sei V ein n-dimensionaler Euklidischer Vektorraum. Dann
lässt sich jede Bewegung V → V als Komposition von höchstens n+1 Spiegelun-
gen an affinen Hyperebenen schreiben.

Beweis. In Satz VII.4.6 haben wir gesehen, dass sich jede orthogonale lineare
Abbildung V → V als Komposition von höchstens n Spiegelungen an Hyperebe-
nen durch den Koordinatenursprung schreiben lässt. In der Vorlesung haben wir
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dann gezeigt, dass sich jede Translation als Komposition von zwei Spiegelun-
gen an affinen Hyperebenen schreiben lässt.13 Dies zeigt aber nur, dass sich jede
Bewegung als Komposition von höchstens n+ 2 Spiegelungen schreiben lässt.

Um den Satz in voller Allgemeinheit zu beweisen sei nun α : V → V eine
Bewgung. O.B.d.A. dürfen wir α(0) 6= 0 annehmen, andernfalls ist α eine li-
neare orthogonale Abbildung und wir kommen sogar mit n Spiegelungen aus,
siehe Satz VII.4.6. Es ist dann A := 1

2
α(0) + α(0)⊥ eine affine Hyperebene, und

die Spiegelung σA bildet α(0) auf 0 ab. Somit ist σA ◦ α eine Bewegung, die
den Koordinatenursprung fixiert, d.h. eine orthogonale lineare Abbildung. Nach
Satz VII.4.6 lässt sich σA ◦α also als Komposition von höchstens n Spiegelungen
an (affinen) Hyperebenen schreiben. Folglich ist α Komposition von n+1 solchen
Spiegelungen. �

VIII.2. Affine Quadriken. Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum
über einem Körper K mit Charakteristik, char(K) 6= 2. Unter einer quadratischen
Funktion auf V verstehen wir jede Funktion, Q : V → K, die sich in der Form

Q(v) = q(v) + l(v) + c

schreiben lässt, wobei c ∈ K, l ∈ V ∗ und q eine quadratische Form auf V bezeich-
net, d.h. q(v) = b(v, v) für eine (eindeutige) symmetrische Bilinearform b auf V .
Beachte, dass q, l und c durch Q eindeutig bestimmt sind, denn c = Q(0) und
2l(v) = Q(v)−Q(−v). Unter dem Rang einer quadratischen Funktion verstehen
wir den Rang der quadratischen Form q. Im reellen Fall, K = R, wird die Signatur
von Q als die Signatur der quadratischen Form q definiert. Unter einer Quadrik
verstehen wir eine Teilmenge E von V , die sich in der Form

E = {v ∈ V : Q(v) = 0}
schreiben lässt, wobei Q eine quadratische Funktion auf V bezeichnet.

VIII.2.1. Beispiel. Für a, b > 0 und x0, y0 ∈ R bildet die durch die Gleichung
(
x− x0
a

)2

+

(
y − y0
b

)2

= 1

beschriebene Ellipse mit Mittelpunkt ( x0y0 ) eine Quadrik in R2. Analog sind auch
Hyperbeln und Parabeln Quadriken in R2.

13Dabei sind wir wie folgt vorgegangen: Sei τw : V → V , τw(v) = v + w, eine Translation,
w ∈ V . Weiters sei A1 eine affine Hyperebene, sodass VA1

= w⊥, und setze A2 := A1 +
1
2w.

Dann gilt σVA1
= σw⊥ = σVA2

. Für a1 ∈ A1 und a2 := a1 +
1
2w ∈ A2 erhalten wir

(
σA2
◦ σA1

)
(v) = σA2

(
σw⊥(v − a1) + a1

)

= σw⊥

(
σw⊥(v − a1) + a1 − a2

)
+ a2

= v − a1 + σw⊥(− 1
2w) + a1 +

1
2w

= v + 1
2w + 1

2w = τw(v),

also σA2
◦ σA1

= τw.
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VIII.2.2. Beispiel. Auch die Menge der Punkte ( xy ) ∈ R2, die der qua-
dratischen Gleichung x2 − y2 = 0 genügen bildet eine Quadrik. Da x2 − y2 =
(x − y)(x + y) besteht sie aus zwei verschiedenen Geraden durch den Koordi-
natenursprung. Noch degenerierter ist die Quadrik x2 + y2 + 1 = 0, sie enthält
nämlich gar keinen Punkt. Beachte, dass dieselbe Quadrik auch durch die Glei-
chung x2 + 1 = 0 beschrieben werden kann.

VIII.2.3. Lemma. Sei α : W → V affin. Ist Q : V → K eine quadratische
Funktion auf V , dann ist Q ◦ α eine quadratische Funktion auf W . Insbesondere
ist für jede Quadrik E in V auch α−1(E) eine Quadrik in W . Ist α invertierbar,
dann haben Q ◦ α und Q den selben Rang, und im reellen Fall auch die gleiche
Signatur.

Beweis. Es sei Q(v) = q(v)+l(v)+c und b die mit q assoziierte symmetrische
Bilinearform, q(w) = b(w,w). Weiters sei α(w) = φα(w)+ vα, wobei φα : W → V
linear und vα ∈ V . Eine einfache Rechnung zeigt Q(α(w)) = q′(w) + l′(w) + c′

wobei:

q′(w) = q(φα(w))

l′(w) = l(φα(w)) + 2b
(
vα, φα(w)

)

c′ = Q(α(0)) = q(vα) + l(vα) + c

Mit E = {v ∈ V : Q(v) = 0} ist daher auch α−1(E) = {w ∈ W : (Q ◦α)(w) = 0}
eine Quadrik. Alle weiteren Behauptungen sind nun offensichtlich. �

VIII.2.4. Proposition (Mittelpunkte). Ist Q(v) = q(v) + l(v) + c eine qua-
dratische Funktion auf V und m ∈ V , dann sind äquivalent:

(a) Q ◦ σm = Q, wobei σm : V → V die Spiegelung am Punkt m bezeichnet.
(b) Q◦ τm = q+ c′, wo τm : V → V die Translation um m bezeichnet, c′ = Q(m).
(c) Q(m+ v) = q(v) + c′, für alle v ∈ V , wobei c′ = Q(m).
(d) 2b(m, v)+ l(v) = 0, für alle v ∈ V , wobei b die mit q assoziierte symmetrische

Bilinearform bezeichnet, q(v) = b(v, v).

Jeder Punkt m, der diese äquivalenten Eigenschaften besitzt, wird als Mittelpunkt
der quadratischen Funktion Q bezeichnet. Die Menge aller Mittelpunkte, M , ist
entweder leer, oder bildet einen affinen Teilraum mit VM = ker(b) und dim(M) =
dim(V )−rank(q). Darüber hinaus ist Q auf der Menge der Mittelpunkte konstant.
Ist q nicht-degeneriert, dann besitzt Q genau einen Mittelpunkt.

Beweis. Da σm ◦ τm = τm ◦ σ0 ist (a) zu Q ◦ τm ◦ σ0 = Q ◦ τm äquivalent.
Dies bedeutet gerade, dass der lineare Teil der quadratischen Funktion Q ◦ τm
verschwindet, also (b). Die Äquivalenz (b)⇔(c) ist offensichtlich. Eine einfache
Rechnung zeigt (c)⇔(d). Die restlichen Behauptungen folgen nun aus bekannten
Eigenschaften linearer Gleichungssysteme. �

Ist V = Kn, so kann jede quadratische Funktion Q : Kn → K in der Form

Q(x) = xtAx+ btx+ c, x ∈ Kn,
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geschrieben werden, wobei At = A ∈ Mn×n(K) eine symmetrische Matrix be-
zeichnet, b ∈ Kn und c ∈ K. Die Gleichung für Mittelpunkte m ∈ Kn von Q
lautet dann 2mtA + bt = 0, oder äquivalent dazu:

2Am+ b = 0.

Ist A nicht degeneriert, dann ist der eindeutige Mittelpunkt daher durch

m = −1
2
A−1b

gegeben. Ist m ein Mittelpunkt, dann gilt

Q(m+ x) = xtAx+ c′,

wobei c′ = Q(m).

VIII.2.5. Beispiel. Die quadratische Funktion Q : R2 → R

Q ( xy ) = x2 + 2y2 − 2x− 12y + 18 =

(
x
y

)t(
1 0
0 2

)(
x
y

)

+

(
−2
−12

)t(
x
y

)

+ 18,

besitzt genau einen Mittelpunkt, nämlich

m = −1
2

(
1 0
0 2

)−1( −2
−12

)

=

(
1
3

)

.

In bei m zentrierten Koordinaten hat Q daher keinen linearen Teil,

Q
(
m+ ( xy )

)
= x2 + 2y2 − 1.

Die Menge der Punkte ( xy ) ∈ R2, für die Q ( xy ) = 0 gilt, bildet daher eine Ellipse.

VIII.2.6. Beispiel. Die quadratische Funktion Q : R2 → R

Q ( xy ) = y2 − x =

(
x
y

)t(
0 0
0 1

)(
x
y

)

+

(
−1
0

)t(
x
y

)

+ 0,

besitzt keinen Mittelpunkt, denn das Gleichungssystem 2 ( 0 0
0 1 )m + (−1

0 ) = ( 0
0 )

besitzt keine Lösung. Die Menge der Punkte ( xy ) ∈ R2, für die Q ( xy ) = 0 gilt,
bildet hier eine Parabel.

VIII.2.7. Beispiel. Betrachte die quadratische Funktion Q : R3 → R

Q
(
x
y
z

)

= x2 + y2 − 2x =
(
x
y
z

)t ( 1
1
0

)(
x
y
z

)

+
( −2

0
0

)t ( x
y
z

)

.

In diesem Fall hat die Gleichung 2Am + b einen 1-dimensionalen Lösungsraum,

die Menge der Mittelpunkte ist M =
{(

1
0
t

)

: t ∈ R
}

. Für jedes m ∈M gilt:

Q
(

m+
(
x
y
z

))

= x2 + y2 − 1.

Die Menge der Punkte
(
x
y
z

)

∈ R3, für die Q
(
x
y
z

)

= 0 gilt, bildet hier einen

kreisförmigen Zylinder mit Achse M .
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VIII.2.8. Satz (Affine Normalform quadratischer Funktionen). Sei V ein
n-dimensionaler Vektorraum über einem Körper K mit char(K) 6= 2, und sei
Q : V → K eine quadratische Funktion. Dann existiert ein affines Koordinaten-
system a0, . . . , an von V , sodass die Funktion Q̃ : Kn → K,

Q̃(x) := Q
(
a0 +

∑n
i=1 xi(ai − a0)

)

folgende Gestalt hat:

(a) Q̃(x) =
∑r

i=1 λix
2
i + c, falls Q einen Mittelpunkt besitzt, c = Q(a0).

(b) Q̃(x) =
∑r

i=1 λix
2
i + xr+1, falls Q keinen Mittelpunkt besitzt.

Dabei sind 0 6= λi ∈ K, r = rank(Q) und c ∈ K. In anderen Worten, α : Kn → V ,
α(x) := a0 +

∑n
i=1 xi(ai − a0), ist ein affiner Isomorphismus und Q ◦ α stimmt

mit einer der beiden Normalformen oben überein.
Besitzt jedes Element von K eine Quadratwurzel (etwa weil K algebraisch

abgeschlossen ist), dann kann darüber hinaus λi = 1 erreicht werden. Im reellen
Fall dürfen wir λ1 = · · · = λp = 1 und λp+1 = · · · = λp+q = −1 annehmen, wobei
(p, q) die Signatur von Q bezeichnet, p+ q = r.

Beweis. Wir betrachten zunächst den Fall, wo Q einen Mittelpunkt besitzt.
Ist a0 ein Mittelpunkt, dann gilt Q(a0+ v) = q(v)+ c, siehe Proposition VIII.2.4.
Nach Satz VII.1.25 existiert eine Basis b1, . . . , bn von V , sodass

q
(∑n

i=1 xibi
)
= λ1x

2
1 + · · ·+ λrx

2
r , (VIII.12)

wobei r = rank(q) und 0 6= λi ∈ K. Besitzt jedes Element in K eine Quadratwur-
zel, dann dürfen wir λi = 1 annehmen, siehe Satz VII.1.25. Im reellen Fall können
wir immerhin λi = ±1 erreichen, siehe Satz VII.1.35. Setzen wir ai := a0 + bi,
i = 1, . . . , n, dann bildet a0, a1, . . . , an das gesuchte affine Koordinatensystem,
siehe Proposition VIII.1.27.

Sei nun Q(v) = q(v) + l(v) + c eine quadratische Funktion, die keinen Mit-
telpunkt besitzt. Wie zuvor sei b1, . . . , bn eine Basis von V , sodass (VIII.12) und
λi 6= 0 gilt. Da Q keinen Mittelpunkt besitzt liegt das Funktional l ∈ V ∗ nicht
im Bild von b : V → V ∗, wobei b die mit q assoziierte symmetrische Bilinear-
form bezeichnet, q(v) = b(v, v), vgl. Proposition VIII.2.4(d). Da das Bild von b
durch die Elemente b∗1, . . . , b

∗
r der zu b1, . . . , bn dualen Basis aufgespannt wird,

existiert daher j > r, sodass l(bj) 6= 0. O.B.d.A. dürfen wir µ := l(br+1) 6= 0 und
l(br+2) = · · · = l(bn) = 0 annehmen. Setzen wir

ã0 := −
r∑

j=1

l(bj)

2λj
bj ,

dann gilt 2q(ã0, bi) + l(bi) = 0, für alle 1 ≤ i ≤ r, und daher

Q
(
ã0 +

∑n
i=1 xibi

)
= q
(∑n

i=1 xibi
)
+ 2b

(
ã0,
∑n

i=1 xibi
)
+ l
(∑n

i=1 xibi
)
+ c̃

= λ1x
2
1 + · · ·+ λrx

2
r + µxr+1 + c̃,
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wobei c̃ = Q(ã0). Setzen wir a0 := ã0 − c̃
µ
bk+1, dann ist

Q
(
a0 +

∑n
i=1 xibi

)
= λ1x

2
1 + · · ·+ λrx

2
r + µxr+1.

Ersetzen wir br+1 durch 1
µ
br+1 dann können wir auch µ = 1 erreichen. Sind nun

ai := a0 + bi, i = 1, . . . , n, dann bildet a0, . . . , an ein affines Koordinatensystem
mit den gewünschten Eigenschaften. �

VIII.2.9. Bemerkung. Ist Q : V → K eine quadratische Funktion und 0 6=
λ ∈ K, dann ist auch Q′ := λQ : V → K eine quadratische Funktion, und be-
schreibt die selbe Quadrik, {v ∈ V : Q(v) = 0} = {v ∈ V : Q′(v) = 0}. Die
Umkehrung gilt i.A. jedoch nicht, etwa beschreiben die Gleichungen x2 + 1 = 0
und x2 + y2 + 1 = 0 die selbe (leere) Quadrik in R2. Aber auch die Gleichungen
x2 = 0 und x = 0 beschreiben beide eine Gerade in R2 oder C2.

VIII.2.10. Korollar (Affine Normalform komplexer Quadriken). Sei V ein
n-dimensionaler komplexer Vektorraum. Dann ist jede Quadrik in V zu einer der
folgenden Quadriken in Cn affin kongruent:

(a) Typ Ar: {x21 + · · ·+ x2r = 0}, wobei 0 ≤ r ≤ n.
(b) Typ Br: {x21 + · · ·+ x2r = 1}, wobei 0 ≤ r ≤ n.
(c) Typ Cr: {x21 + · · ·+ x2r = xr+1}, wobei 0 ≤ r < n.

D.h. es existiert ein affiner Isomorphismus, V ∼= Cn, der die Quadrik in V auf
eine dieser Normalformen in Cn abbildet.

Beweis. Sei E = {v ∈ V : Q(v) = 0} eine Quadrik in V , wobei Q : V → C

eine quadratische Funktion bezeichnet. Nach Satz VIII.2.8 existiert ein affiner

Isomorphismus α : Cn
∼=−→ V , sodass

α−1(E) =
{
x ∈ Cn : x21 + · · ·+ x2r + c = 0

}

oder
α−1(E) =

{
x ∈ Cn : x21 + · · ·+ x2r + xr+1 = 0

}
,

wobei r = rank(Q). Gilt im ersten Fall c = 0, dann ist α−1(E) vom Typ Ar.

Gilt im ersten Fall c 6= 0, so ist α̃ : Cn
∼=−→ V , α̃(x) := α(

√−cx), ein affiner
Isomorphismus und nach Bemerkung VIII.2.9

α̃−1(E) =
{
x ∈ Cn : x21 + · · ·+ x2r − 1 = 0

}
,

d.h. α̃−1(E) ist vom Typ Br. Im zweiten Fall ist α̃ : Cn → Cn,

α̃(x) := α(x1, . . . , xr,−xx+1, xr+2, . . . , xn),

einen affinen Isomorphismus, sodass

α̃−1(E) =
{
x ∈ Cn : x21 + · · ·+ x2r − xr+1 = 0

}
,

d.h. α̃−1(E) ist vom Typ Cr. �

VIII.2.11. Beispiel. Jede Quadrik in C2 ist zu einer der folgenden Quadriken
affin kongruent:
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A0: {0 = 0} (die gesamte Ebene, C2)
A1: {x2 = 0} (komplexe Gerade)
A2: {x2 + y2 = 0} (zwei sich schneidende komplexe Geraden)
B0: {0 = 1} (leer)
B1: {x2 = 1} (zwei parallele komplexe Geraden)
B2: {x2 + y2 = 1} (komplexe Version des Kreises)
C0: {0 = x} (komplexe Gerade)
C1: {x2 = y} (komplexe Version der Parabel)

VIII.2.12. Beispiel. Wir wollen den Typ der komplexen Quadrik

E :=
{
( xy ) ∈ C2

∣
∣ x2 + 5y2 + 4xy + 2x+ 10y + 6 = 0

}

bestimmen. Durch Ergänzen auf vollständige Quadrate erhalten wir

x2 + 5y2 + 4xy + 2x+ 10y + 6 = (x+ 2y)2 + y2 + 2x+ 10y + 6

= (x+ 2y + 1)2 + y2 + 6y + 5

= (x+ 2y + 1)2 + (y + 3)2 − 4

= 4
{(x+ 2y + 1

2

)2

+
(y + 3

2

)2

− 1
}

Es ist daher α : C2
∼=−→ C2,

α

(
x
y

)

:=

(
(x+ 2y + 1)/2

(y + 3)/2

)

=
1

2

(
1 2
0 1

)(
x
y

)

+
1

2

(
1
3

)

,

ein affiner Isomorphismus und α(E) = {x2+ y2−1 = 0}, d.h. E ist vom Typ B2,
also affin kongruent zu einem komplexen Kreis.

VIII.2.13. Korollar (Affine Normalform reeller Quadriken). Sei V ein n-
dimensionaler reeller Vektorraum. Dann ist jede Quadrik in V zu einer der fol-
genden Quadriken in Rn affin kongruent:

(a) Typ Apq: x
2
1+ · · ·+x2p−x2p+1−· · ·−x2p+q = 0, wobei 0 ≤ q ≤ p und p+ q ≤ n.

(b) Typ Bpq: x
2
1 + · · ·+ x2p − x2p+1− · · · − x2p+q = 1, wobei 0 ≤ p, q und p+ q ≤ n.

(c) Typ Cpq: x
2
1+ · · ·+x2p−x2p+1−· · ·−x2p+q = xp+q+1, wobei 0 ≤ q ≤ p, p+q < n.

D.h. es existiert ein affiner Isomorphismus, Rn ∼= V , der die Quadrik in V auf
eine dieser Normalformen in Rn abbildet.

Beweis. Sei E = {v ∈ V : Q(v) = 0} eine Quadrik in V , wobei Q : V → R
eine quadratische Funktion bezeichnet. Nach Satz VIII.2.8 existiert ein affiner

Isomorphismus α : Rn
∼=−→ V , sodass

α−1(E) =
{
x ∈ Rn : x21 + · · ·+ x2p − x2p+1 − · · · − x2p+q + c = 0

}

oder

α−1(E) =
{
x ∈ Rn : x21 + · · ·+ x2p − x2p+1 − · · · − x2p+q + xp+q+1 = 0

}
,
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wobei (p, q) die Signatur von Q bezeichnet. Gilt im ersten Fall c = 0 und p ≥ q,
dann ist α−1(E) vom Typ Apq. Ist p < q, dann bildet α̃ : Rn → V ,

α̃(x) = α(xq+1, . . . , xq+p, x1, . . . , xq, xp+q+1, . . . , xn),

einen affinen Isomorphismus, sodass

α̃−1(E) =
{
x ∈ Rn : x21 + · · ·+ x2q − x2q+1 − · · · − x2q+p = 0

}
,

d.h. α̃−1(E) ist vom Typ Aqp. Gilt im ersten Fall c < 0, dann ist α̃ : Rn → V ,
α̃(x) := α(

√−cx), ein affiner Isomorphismus, sodass

α̃−1(E) =
{
x ∈ Rn : x21 + · · ·+ x2p − x2p+1 − · · · − x2p+q − 1 = 0

}
,

d.h. α̃−1(E) ist vom Typ Bpq. Ist c > 0, dann bildet α̃ : Rn → V ,

α̃(x) := α(
√
cxq+1, . . . ,

√
cxq+p,

√
cx1, . . . ,

√
cxq, xp+q+1, . . . , xn),

einen affinen Isomorphismus, sodass

α̃−1(E) =
{
x ∈ Rn : x21 + · · ·+ x2q − x2q+1 − · · · − x2q+p − 1 = 0

}
,

d.h. α̃−1(E) ist vom Typ Bqp. Gilt im zweiten Fall p ≥ q, so ist α̃ : Rn → Rn,

α̃(x) := α(x1, . . . , xp+q,−xp+q+1, xp+q+2, . . . , xn),

ein affiner Isomorphismus mit

α̃−1(E) =
{
x ∈ Rn : x21 + · · ·+ x2p − x2p+1 − · · · − x2p+q − xq+p+1 = 0

}
,

d.h. α̃−1(E) ist vom Typ Cpq. Ist p < q, dann bildet α̃ : Rn → Rn,

α̃(x) := α(xp+1, . . . , xp+q, x1, . . . , xp, xp+q+1, . . . , xn),

einen affinen Isomorphismus, sodass

α̃−1(E) =
{
x ∈ Rn : x21 + · · ·+ x2q − x2q+1 − · · · − x2q+p − xq+p+1 = 0

}
,

d.h. α̃−1(E) ist vom Typ Cqp. �

VIII.2.14. Beispiel. Jede Quadrik in R2 ist zu einer der folgenden Quadriken
affin kongruent:

A00: {0 = 0} (die gesamte Ebene, R2)
A10: {x2 = 0} (eine Gerade)
A20: {x2 + y2 = 0} (ein Punkt)
A11: {x2 − y2 = 0} (zwei sich schneidende Geraden)
B00: {0 = 1} (leer)
B10: {x2 = 1} (zwei parallele Geraden)
B01: {−x2 = 1} (leer)
B20: {x2 + y2 = 1} (Kreis)
B11: {x2 − y2 = 1} (Hyperbel)
B02: {−x2 − y2 = 1} (leer)
C00: {0 = x} (eine Gerade)
C10: {x2 = y} (Parabel)
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VIII.2.15. Beispiel. Wir wollen den Typ der reellen Quadrik

E :=
{
( xy ) ∈ R2 : x2 + y2 + 2xy + 2x+ 11y + 10 = 0

}

bestimmen. Durch Ergänzen auf vollständige Quadrate erhalten wir:

x2 + y2 + 2xy + 2x+ 11y + 10 = (x+ y)2 + 2x+ 11y + 10

= (x+ y + 1)2 + 9y + 9

= (x+ y + 1)2 + 9(y + 1)

= 9
{(x+ y + 1

3

)2

+ (y + 1)
}

Es ist daher, α : R2
∼=−→ R2,

α

(
x
y

)

:=

(
(x+ y + 1)/3

y + 1

)

=

(
1/3 1/3
0 1

)(
x
y

)

+

(
1/3
1

)

,

ein affiner Isomorphismus, und α(E) = {( xy ) ∈ R2 : x2 + y = 0}, d.h. E ist eine
Parabel.

VIII.2.16. Beispiel. Jede Quadrik in R3 ist zu einer der folgenden Quadriken
affin kongruent:

A00: {0 = 0} (der gesamte Raum, R3)
A10: {x2 = 0} (Ebene)
A20: {x2 + y2 = 0} (Gerade)
A11: {x2 − y2 = 0} (zwei sich schneidende Ebenen)
A30: {x2 + y2 + z2 = 0} (ein Punkt)
A21: {x2 + y2 − z2 = 0} (kreisförmiger Kegel)
B00: {0 = 1} (leer)
B10: {x2 = 1} (zwei parallele Ebenen)
B01: {−x2 = 1} (leer)
B20: {x2 + y2 = 1} (kreisförmiger Zylinder)
B11: {x2 − y2 = 1} (hyperbolischer Zylinder)
B02: {−x2 − y2 = 1} (leer)
B30: {x2 + y2 + y2 = 1} (Sphäre)
B21: {x2 + y2 − z2 = 1} (einschaliges Hyperboloid)
B12: {x2 − y2 − z2 = 1} (zweischaliges Hyperboloid)
B03: {−x2 − y2 − z2 = 1} (leer)
C00: {0 = x} (Ebene)
C10: {x2 = y} (parabolischer Zylinder)
C20: {x2 + y2 = z} (Paraboloid)
C11: {x2 − y2 = z} (hyperbolisches Paraboloid, Sattel)

VIII.2.17. Beispiel. Wir wollen den Typ der Quadrik E ⊆ R3 bestimmen,
die durch die quadratische Gleichung

4x2 − 8y2 + z2 − 4xy − 4xz − 4yz + 4x+ 4y − 6z + 5 = 0
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gegeben ist. Durch Ergänzen auf vollständige Quadrate erhalten wir:

4x2 − 8y2 + z2 − 4xy − 4xz − 4yz + 4x+ 4y − 6z + 5

= (2x− y − z)2 − 9y2 − 6yz + 4x+ 4y − 6z + 5

= (2x− y − z)2 − (3y + z)2 + z2 + 4x+ 4y − 6z + 5

= (2x− y − z + 1)2 − (3y + z)2 + z2 + 6y − 4z + 4

= (2x− y − z + 1)2 − (3y + z − 1)2 + z2 − 6z + 5

= (2x− y − z + 1)2 − (3y + z − 1)2 + (z − 3)2 − 4

= 4
{(2x− y − z + 1

2

)2

+
(z − 3

2

)2

−
(3y + z − 1

2

)2

− 1
}

Es ist daher, α : R3 → R3,

α





x
y
z



 :=





(2x− y − z + 1)/2
(z − 3)/2

(3y + z − 1)/2



 =
1

2





2 −1 −1
0 0 1
0 3 1









x
y
z



+
1

2





1
−3
−1



 ,

ein affiner Isomorphismus und α(E) = {x2 + y2 − z2 − 1 = 0}, d.h. E ist ein
einschaliges Hyperboloid.

Punkte a0, . . . , an eines Euklidischen Vektorraums V werden als affines Or-
thonormalsystem bezeichnet, falls a1−a0, . . . , an−a0 eine Orthonormalbasis von
V bilden. Dies ist genau dann der Fall, wenn Rn → V , x 7→ a0+

∑n
i=1 xi(ai−a0),

eine Bewegung ist, d.h. Längen bewahrt. Bewegungen bilden affine Orthonormal-
systeme auf affine Orthonormalsysteme ab. Umgekehrt sind je zwei affine Ortho-
normalsystem metrisch kongruent, d.h. können durch eine Bewegung ineinander
übergeführt werden.

VIII.2.18. Satz (Metrische Normalform quadratischer Funktionen). Sei V
ein n-dimensionaler Euklidischer Vektorraum und Q : V → R eine quadratische
Funktion. Dann existiert ein affines Orthonormalsystem a0, . . . , an von V , sodass
die Funktion Q̃ : Rn → R, Q̃(x1, . . . , xn) := Q

(
a0 +

∑n
i=1 xi(ai − a0)

)
folgende

Gestalt hat:

(a) Q̃(x1, . . . , xn) =
∑p

i=1 λix
2
i−
∑p+q

i=p+1 λix
2
i+c, falls Q einen Mittelpunkt besitzt.

(b) Q̃(x1, . . . , xn) =
∑p

i=1 λix
2
i −

∑p+q
i=p+1 λix

2
i + µ xp+q+1, falls Q keinen MP hat.

Dabei ist (p, q) die Signatur von Q, 0 < λ1 ≤ · · · ≤ λp, 0 < λp+1 ≤ · · · ≤ λp+q,
µ > 0 und c ∈ R. In anderen Worten, α : Rn → V , α(x) := a0+

∑n
i=1 xi(ai−a0),

ist eine Bewegung und Q ◦ α stimmt mit einer der beiden Normalformen oben
überein.

Beweis. Wir gehen genau wie im Beweis von Satz VIII.2.8 vor, können nun
aber b1, . . . , bn als Orthonormalbasis wählen, siehe Korollar VII.3.16. �
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VIII.2.19. Korollar (Metrische Normalform reeller Quadriken). Sei V ein
n-dimensionaler Euklidischer Vektorraum. Dann ist jede Quadrik in V zu einer
der folgenden Quadriken in Rn metrisch kongruent:

(a) Typ Apq:
(
x1
a1

)2

+ · · ·+
(
xp
ap

)2

−
(
xp+1

ap+1

)2

− · · · −
(
xp+q
ap+q

)2

= 0,

wobei 0 ≤ q ≤ p, p+q ≤ n, 1 = a1 ≥ · · · ≥ ap > 0, und ap+1 ≥ · · · ≥ ap+q > 0.
(b) Typ Bpq:

(
x1
a1

)2

+ · · ·+
(
xp
ap

)2

−
(
xp+1

ap+1

)2

− · · · −
(
xp+q
ap+q

)2

= 1,

wobei 0 ≤ p, 0 ≤ q, p+ q ≤ n, a1 ≥ · · · ≥ ap > 0, und ap+1 ≥ · · · ≥ ap+q > 0.
(c) Typ Cpq:

(
x1
a1

)2

+ · · ·+
(
xp
ap

)2

−
(
xp+1

ap+1

)2

− · · · −
(
xp+q
ap+q

)2

= xp+q+1,

wobei 0 ≤ q ≤ p, p+ q < n, a1 ≥ · · · ≥ ap > 0, und ap+1 ≥ · · · ≥ ap+q > 0.

D.h. es existiert eine Bewegung, Rn ∼= V , die die Quadrik in V auf eine dieser
Normalformen in Rn abbildet. Jede solche Bewegung wird als Hauptachsentrans-
formation bezeichnet.

Beweis. Sei E = {v ∈ V : Q(v) = 0} eine Quadrik in V , wobei Q : V → R
eine quadratische Funktion bezeichnet. Nach Satz VIII.2.18 existiert eine Bewe-

gung, α : Rn
∼=−→ V , sodass α−1(E) die Gestalt

{

x ∈ Rn
∣
∣
∣

(
x1
a1

)2
+ · · ·+

(xp
ap

)2 −
(xp+1

ap+1

)2 − · · · −
(xp+q

ap+q

)2
+ c = 0

}

oder
{

x ∈ Rn
∣
∣
∣

(
x1
a1

)2
+ · · ·+

(xp
ap

)2 −
(xp+1

ap+1

)2 − · · · −
(xp+q

ap+q

)2
+ µxp+q+1 = 0

}

hat, wobei a1 ≥ · · · ≥ ap > 0, ap+1 ≥ · · · ≥ ap+q > 0, c ∈ R und µ 6= 0. Dabei ist
ai = 1/

√
λi, vgl. Satz VIII.2.18. Durch einfache Manipulationen lassen sich diese

Quadriken nun auf einen der Typen Apq, Bpq oder Cpq transformieren.
Wir gehen genau wie im Beweis von Korollar VIII.2.13. Gilt im ersten Fall

c = 0 und p ≥ q, dann können wir die definierende Gleichung mit a21 multiplizieren
und sehen, dass α−1(E) vom Typ Apq. Ist p < q, dann bildet α̃ : Rn → V ,

α̃(x) = α(xq+1, . . . , xq+p, x1, . . . , xq, xp+q+1, . . . , xn), (VIII.13)

eine Bewegung, sodass

α̃−1(E) =
{

x ∈ Rn
∣
∣
∣

(
x1
ap+1

)2
+ · · ·+

( xq
ap+q

)2 −
(xq+1

a1

)2 − · · · −
(xq+p

ap

)2
= 0
}

.
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Multiplizieren wir die definierende Gleichung mit a2p+1, so sehen wir, dass α̃−1(E)
vom Typ Aqp ist. Gilt im ersten Fall c < 0, dann

α−1(E) =
{

x ∈ Rn
∣
∣
∣

(
x1
ã1

)2
+ · · ·+

(xp
ãp

)2 −
(xp+1

ãp+1

)2 − · · · −
(xp+q

ãp+q

)2 − 1 = 0
}

,

wobei ãi =
√−cai, d.h. α−1(E) ist vom Typ Bpq. Gilt c > 0, dann ist (VIII.13)

eine Bewegung, sodass

α̃−1(E) =
{

x ∈ Rn
∣
∣
∣

(
x1
ãp+1

)2
+ · · ·+

( xq
ãp+q

)2 −
(xq+1

ã1

)2 − · · · −
(xq+p

ãp

)2 − 1 = 0
}

.

wobei ãi =
√
cai, d.h. α̃

−1(E) ist vom Typ Bqp. Auch im zweiten Fall dürfen wir
o.B.d.A. p ≥ q annehmen in dem wir gegebenenfalls eine Bewegung der Form
(VIII.13) anwenden. Durch eine Bewegung der Form

α̃(x) := α(x1, . . . , xp+q,−xp+q+1, xp+q+2, . . . , xn),

können wir auch µ < 0 erreichen. Es gilt dann

α̃−1(E) =
{

x ∈ Rn
∣
∣
∣

(
x1
ã1

)2
+ · · ·+

(xp
ãp

)2−
(xp+1

ãp+1

)2− · · · −
(xp+q

ãp+q

)2− xp+q+1 = 0
}

.

wobei ãi =
√−µai, d.h. α−1(E) is vom Typ Cpq. �

VIII.2.20. Beispiel. Jede Quadrik in R2 ist zu einer der folgenden Quadriken
metrisch kongruent:

A00:
{
0 = 0

}
(die gesamte Ebene, R2)

A10:
{
x2 = 0

}
(Gerade)

A20: {x2 +
(
y
b

)2
= 0} (ein Punkt, b > 0)

A11:
{
x2 −

(
y
b

)2
= 0
}

(zwei sich schneidende Geraden, b > 0)

B00:
{
0 = 1

}
(leer)

B10:
{(

x
a

)2
= 1
}

(zwei parallele Geraden, a > 0)

B01:
{
−
(
x
a

)2
= 1
}

(leer, a > 0)

B20:
{(

x
a

)2
+
(
y
b

)2
= 1
}

(Ellipse in Hauptlage, a ≥ b > 0)

B11:
{(

x
a

)2 −
(
y
b

)2
= 1} (Hyperbel in Hauptlage, a, b > 0)

B02:
{
−
(
x
a

)2 −
(
y
b

)2
= 1} (leer, a, b > 0)

C00:
{
0 = x

}
(Gerade)

C10:
{(

x
a

)2
= y
}

(Parabel in Hauptlage, a > 0)

VIII.2.21. Beispiel. Betrachte die Quadrik

E =
{
( xy ) ∈ R2 : 13x2 + 13y2 − 10xy + 26

√
2x− 10

√
2y − 46 = 0

}
.

Wir wollen eine Bewegung R2 → R2 bestimmen, die E auf Normalform bringt.
Dazu diagonalisieren wir zunächst den quadratischen Teil der Gleichung:

(
13 −5
−5 13

)

= U

(
8 0
0 18

)

U t, wobei U =
1√
2

(
1 −1
1 1

)

∈ O2.
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Setzen wir
(
x̃
ỹ

)
:= U t ( xy ) dann folgt für den quadratischen Teil,

13x2 + 13y2 − 10xy = ( xy )
t ( 13 −5

−5 13

)
( xy ) =

(
x̃
ỹ

)t
( 8 0
0 18 )

(
x̃
ỹ

)
= 8x̃2 + 18ỹ2,

und daher mit ( xy ) = U
(
x̃
ỹ

)
=
(

(x̃−ỹ)/
√
2

(x̃+ỹ)/
√
2

)

:

13x2 + 13y2 − 10xy + 26
√
2x− 10

√
2y − 46

= 8x̃2 + 18ỹ2 + 26
√
2(x̃− ỹ)/

√
2− 10

√
2(x̃+ ỹ)/

√
2− 36ỹ − 46

= 8x̃2 + 18ỹ2 + 16x̃− 36ỹ − 46

= 8(x̃+ 1)2 + 18(ỹ − 1)2 − 72

= 72
{( x̃+ 1

3

)2

+
( ỹ − 1

2

)2

− 1
}

Somit ist α : R2 → R2,

α

(
x
y

)

:= U t

(
x
y

)

+

(
1
−1

)

=

(
x̃+ 1
ỹ − 1

)

=

(
(x+ y)/

√
2 + 1

(−x+ y)/
√
2− 1

)

,

eine Bewegung, für die

α(E) =
{
( xy ) ∈ R2 :

(
x
3

)2
+
(
y
2

)2
= 1
}

gilt. Es handelt sich also um eine Ellipse mit Halbachsen 3 und 2.

VIII.2.22. Beispiel. Jede Quadrik in R3 ist zu einer der folgenden Quadriken
metrisch kongruent:

A00:
{
0 = 0

}
(der gesamte Raum, R3)

A10:
{
x2 = 0

}
(Ebene)

A20: {x2 +
(
y
b

)2
= 0} (Gerade, b > 0)

A11:
{
x2 −

(
y
b

)2
= 0
}

(zwei sich schneidende Ebenen, b > 0)

A30: {x2 +
(
y
b

)2
+
(
z
c

)2
= 0} (ein Punkt, b, c > 0)

A21:
{
x2 +

(
y
b

)2 −
(
z
c

)2
= 0
}

(Kegel, b, c > 0)

B00:
{
0 = 1

}
(leer)

B10:
{(

x
a

)2
= 1
}

(zwei parallele Ebenen, a > 0)

B01:
{
−
(
x
a

)2
= 1
}

(leer, a > 0)

B20:
{(

x
a

)2
+
(
y
b

)2
= 1
}

(elliptischer Zylinder, a ≥ b > 0)

B11:
{(

x
a

)2 −
(
y
b

)2
= 1} (hyperbolischer Zylinder, a, b > 0)

B02:
{
−
(
x
a

)2 −
(
y
b

)2
= 1} (leer, a, b > 0)

B30:
{(

x
a

)2
+
(
y
b

)2
+
(
z
c

)2
= 1
}

(Ellipsoid, a ≥ b ≥ c > 0)

B21:
{(

x
a

)2
+
(
y
b

)2 −
(
z
c

)2
= 1} (einschal. Hyperboloid, a ≥ b > 0, c > 0)

B12:
{(

x
a

)2 −
(
y
b

)2 −
(
z
c

)2
= 1} (zweischal. Hyperboloid, a > 0, b ≥ c > 0)

B03:
{
−
(
x
a

)2 −
(
y
b

)2 −
(
z
c

)2
= 1} (leer, a ≥ b ≥ c > 0)
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C00:
{
0 = x

}
(Ebene)

C10:
{(

x
a

)2
= y
}

(parabolischer Zylinder, a > 0)

C20:
{(

x
a

)2
+
(
y
b

)2
= z
}

(elliptisches Paraboloid, a ≥ b > 0)

C11:
{(

x
a

)2 −
(
y
b

)2
= z
}

(hyperbolisches Paraboloid, Sattel, a, b > 0)

VIII.2.23. Beispiel. Betrachte die Quadrik E ⊆ R3, die durch die Gleichung

−21x2 − 5y2 − 5z2 + 30xy + 30xz − 2yz + 8
√
2y − 8

√
2z − 52 = 0

beschrieben ist. Wir wollen eine Bewegung α : R3 → R3 bestimmen, die E auf
Normalform bringt. Wir diagonalisieren zunächst den quadratischen Teil der Glei-
chung und bestimmen dazu eine orthogonale Matrix U , sodass





−21 15 15
15 −5 −1
15 −1 −5



 = U





9
−4

−36



U t,

mit einer orthogonalen Matrix,

U =





1/
√
3 0 −2/

√
6

1/
√
3 −1/

√
2 1/

√
6

1/
√
3 1/

√
2 1/

√
6



 ∈ O3.

Setzen wir
(
x̃
ỹ
z̃

)

:= U t
(
x
y
z

)

dann erhalten wir für den quadratischen Teil:

− 21x2 − 5y2 − 5z2 + 30xy + 30xz − 2yz =
(
x
y
z

)t ( −21 15 15
15 −5 −1
15 −1 −5

)(
x
y
z

)

=
(
x̃
ỹ
z̃

)t ( 9
−4

−36

)(
x̃
ỹ
z̃

)

= 9x̃2 − 4ỹ2 − 36z̃2

Verwenden wir noch
(
x
y
z

)

= U
(
x̃
ỹ
z̃

)

, dann 8
√
2(y − z) = −16

√
2ỹ und daher:

−21x2 − 5y2 − 5z2 + 30xy + 30xz − 2yz+8
√
2y − 8

√
2z − 52

= 9x̃2 − 4ỹ2 − 36z̃2 − 16ỹ − 52

= 9x̃2 − 4(ỹ + 2)2 − 36z̃2 − 36

= 36
{( x̃

2

)2

−
( ỹ + 2

3

)2

− z̃2 − 1
}

Somit ist α : R3 → R3,

α





x
y
z



 = U t





x
y
z



 +





0
2
0



 =





x̃
ỹ + 2
z̃



 =





(x+ y + z)/
√
3

(−y + z)/
√
2 + 2

(−2x+ y + z)/
√
6





eine Bewegung, sodass

α(E) =
{(

x
y
z

)

∈ R3 :
(
x
2

)2 −
(
y
3

)2 −
(
z
1

)2 − 1 = 0
}

.
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Insbesondere ist E ein zweischaliges Hyperboloid.

VIII.3. Projektive Räume und Abbildungen.

VIII.3.1. Definition (Projektiver Raum). Sei V ein endlich dimensionaler
Vektorraum über einem Körper K. Unter dem projektiven Raum P (V ) verstehen
wir die Menge aller Geraden durch den Ursprung in V , d.h.

P (V ) :=
{
L
∣
∣ L is 1-dimensionaler linearer Teilraum von V

}
.

Jeder Vektor 0 6= v ∈ V spannt einen 1-dimensionalen Teilraum 〈v〉 in V auf
und repräsentiert daher einen Punkt in 〈v〉 ∈ P (V ). Zwei Vektoren v, v′ ∈ V \ 0
spannen genau dann den selben Teilraum auf, wenn ein Skalar 0 6= λ ∈ K existiert,
sodass v′ = λv. Die Relation

v ∼ v′ := ∃λ ∈ K \ 0 : v′ = λv

ist offensichtlich eine Äquivalenzrelation auf V \ 0. Die Menge der Äquivalenz-
klassen kann in kanonischer Weise mit P (V ) identifiziert werden,

P (V ) = (V \ 0)/∼, 〈v〉 ↔ [v].

Wir werden den von einem Vektor 0 6= v ∈ V repräsentierten Punkt in P (V ) im
folgenden mit [v] bezeichnen.

Ist W ein linearer Teilraum von V , dann können wir jede Gerade in W auch
als Gerade in V auffassen, und so P (W ) als Teilmege von P (V ) betrachten. Für
zwei Teilräume W und W ′ von V gilt offensichtlich:

P (W ) = P (W ′) ⇔ W = W ′. (VIII.14)

VIII.3.2. Definition (Projektive Teilräume). Eine Teilmenge P von P (V )
wird als projektiver Teilraum von P (V ) bezeichnet, wenn sie von der Form P =
P (W ) ist, wobei W ein linearer Teilraum von V ist. Die Dimension eines projek-
tiven Teilraums P = P (W ) wird durch

dim(P ) := dim(W )− 1

definiert. Da die Bedingung P = P (W ) den Teilraum W eindeutig festlegt, vgl.
(VIII.14), ist dies wohldefiniert. 1-dimensionale projektive Teilräume heißen pro-
jektive Geraden, 2-dimensionale projektive Teilräume werden als projektive Ebe-
nen bezeichnet. Gilt dim(P ) = dim(P (V ))−1, dann wird P projektive Hyperbene
genannt.

VIII.3.3. Beispiel. Die leere Teilmenge bildet einen projektiven Teilraum von
P (V ) und es gilt dim(∅) = −1. Die 0-dimensionalen projektiven Teilräume von
P (V ) sind gerade die einpunktigen Teilmengen, d.h. jeder Punkt in P (V ), kann
als 0-dimenisonaler projektiver Teilraum aufgefasst werden. Auch P = P (V ) ist
ein projektiver Teilraum von P (V ), es gilt dim(P (V )) = dim(V )− 1.
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Sind P ⊆ P ′ ⊆ P (V ) zwei projektive Teilräume, so folgt dim(P ) ≤ dim(P ′).
Gilt Gleichheit, dim(P ) = dim(P ′), dann muss schon P = P ′ sein. Ist nämlich
P = P (W ) und P ′ = P (W ′), so folgt W ⊆ W ′ und dim(W ) = dim(W ′), also
W = W ′ und daher P = P ′.

Der Durchschnitt zweier projektiver Teilräume W und W ′ von P (V ) ist ein
projektiver Teilraum von P (V ), denn

P (W ) ∩ P (W ′) = P (W ∩W ′).

Allgemeiner bildet der Durchschnitt
⋂

i Pi beliebig vieler projektiver Teilräume,
Pi ⊆ P (V ), einen projektiven Teilraum von P (V ). Sind nämlich Wi lineare
Teilräume von V , sodass Pi = P (Wi), dann gilt

⋂

i Pi =
⋂

i P (Wi) = P (
⋂

iWi).

VIII.3.4. Definition (Projektive Hülle). Die projektive Hülle einer Teilmen-
ge S ⊆ P (V ) ist der (eindeutig bestimmte) kleinste projektive Teilraum, der S
enthält. In anderen Worten,

〈S〉proj :=
⋂

S⊆P
P,

wobei der Durchschnitt über alle projektiven Teilräume P von P (V ) genommen
wird, die S enthalten.

Sind W und W ′ zwei lineare Teilräume von V , dann gilt
〈
P (W ) ∪ P (W ′)

〉

proj
= P (W +W ′),

denn W +W ′ ist der kleinste lineare Teilraum, der W und W ′ enthält.

VIII.3.5. Proposition (Dimensionsformel). Sind P und P ′ zwei projektive
Teilräume von P (V ), dann gilt

dim(P ) + dim(P ′) = dim(P ∩ P ′) + dim
(
〈P ∪ P ′〉proj

)
.

Beweis. Nach Voraussetzung existieren lineare Teilräume W und W ′ von
V , sodass P = P (W ) und P ′ = P (W ). Weiters ist P ∩ P ′ = P (W ∩W ′) und
〈P ∪ P ′〉proj = P (W +W ′). Es gilt daher:

dim(P ) = dim(W )− 1

dim(P ′) = dim(W ′)− 1

dim(P ∩ P ′) = dim(W ∩W ′)− 1

dim
(
〈P ∪ P ′〉proj

)
= dim(W +W ′)− 1

Die Dimensionsformel folgt somit aus der Dimensionsformel, siehe Satz IV.2.1,

dim(W ) + dim(W ′) = dim(W ∩W ′) + dim(W +W ′)

für lineare Teilräume. �

Beachte, dass die analoge Dimensionsformel für affine Teilräume nur Fall nicht
disjunkter Teilräume gültig ist, vgl. Beispiel VIII.1.24.



VIII.3. PROJEKTIVE RÄUME UND ABBILDUNGEN 283

VIII.3.6. Beispiel. Zwei verschiedene Punkte (d.h. 0-dimensionale projektive
Teilräume) P 6= P ′ ∈ P (V ) spannen eine projektive Gerade auf, denn aus der
Dimensionsformel folgt

dim
(
〈P ∪ P ′〉proj

)
= 1,

da ja P ∩ P ′ = ∅, also dim(P ∩ P ′) = −1. Je zwei verschiedene Punkte in P (V )
liegen daher auf genau einer projektiven Geraden.

VIII.3.7. Beispiel. Sind P und P ′ zwei projektive Teilräume von P (V ) mit

dim(P ) + dim(P ′) ≥ dim(P (V )),

so folgt aus der Dimensionsformel dim(P ∩ P ′) ≥ 0 und daher P ∩ P ′ 6= ∅.
Insbesondere haben je zwei projektive Geraden in einer projektiven Ebene min-
destens einen Schnittpunkt. Sind die beiden Geraden verschieden, so schneiden
sie sich in genau einem Punkt, auch dies folgt aus der Dimensionsformel, denn die
projektive Hülle zweier verschiedener Geraden in einer projektiven Ebene muss
2-dimensional sein. In der affinen Geometrie ist die Situation komplizierter, da
hier Geraden auch parallel sein können.

VIII.3.8. Beispiel. Betrachte eine projektive Gerade G und eine projektive
Ebene E in einem 3-dimensionalen projektiven Raum, dim(P (V )) = 3. Aus der
Dimensionsformel erhalten wir dim(E ∩G) ≥ 0, also E ∩G 6= ∅. Eine projektive
Gerade und eine projektive Ebene im 3-dimensionalen projektiven Raum haben
daher stets mindestens einen Schnittpunkt. Liegt die Gerade G nicht zur Gänze
in E, dann schneiden sie sich in genau einem Punkt. In diesem Fall gilt nämlich
dim(〈G∪E〉proj) = 3 und daher dim(E ∩G) = 0. Auch hier ist die analoge affine
Situation komplizierter, da die Gerade parallel zur Ebene sein kann.

VIII.3.9.Beispiel. Wir betrachten zwei projektive Ebenen E und E ′ in einem
3-dimensionalen projektiven Raum, dim(P (V )) = 3. Aus der Dimensionsformel
folgt dim(E ∩ E ′) ≥ 1, d.h. der Durchschnitt E ∩ E ′ enthält eine projektive
Gerade. Sind die beiden Ebenen verschieden, E 6= E ′, dann ist ihr Durchschnitt
E ∩ E ′ eine projektive Gerade, denn in in diesem Fall gilt dim(〈E ∪ E ′〉proj) = 3
und daher dim(E ∩ E ′) = 1. Wieder ist die affine Situation komplizierter, da
Ebenen parallel sein können, dieser Fall tritt in der projektiven Geometrie nicht
auf.

Jedes lineare Funktional, α : V → K, definiert eine Teilmenge
{
[v] ∈ P (V )

∣
∣ α(v) = 0

}
= P (ker(α)).

Beachte, dass α keine Funktion auf P (V ) definiert, trotzdem ist die Nullstel-
lenmenge wohldefiniert, denn aus α(v) = 0 folgt α(λv) = 0, für jedes λ ∈ K.
Beachte, dass dies eine projektive Hyperebene bildet, falls α 6= 0. Jeder projekti-
ve Teilraum P von P (V ) lässt sich in der Form

P =
{
[v] ∈ P (V )

∣
∣ α1(v) = 0, . . . , αk(v) = 0

}
= P

( k⋂

i=1

ker(αi)
)
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schreiben, für gewisse lineare Funktionale α1, . . . , αk ∈ V ∗. Darüber hinaus kann
k = dim(P (V )) − dim(P ) gewählt werden, und eine Darstellung mit weniger
Funktionalen ist nicht möglich. Dies folgt daraus, dass jeder lineare Teilraum W
von V in der Form W =

⋂k
i=1 ker(αi) geschrieben werden kann, für geeignete

Funktionale αi, wobei k = dim(V )− dim(W ).
Wir wollen nun projektive und affine Geometrie in Zusammenhang bringen.

Dazu wählen wir eine affine Hyperebene A in V , sodass 0 /∈ A. Jeder Punkt in
A spannt daher einen 1-dimensionalen linearen Teilraum auf und definiert somit
ein Element von P (V ). Dies liefert eine injektive Abbildung

ι : A→ P (V ), ι(v) := [v],

denn verschiedene Punkte in A spannen unterschiedliche 1-dimensionale Teilräu-
me auf. Wir erhalten so aber nicht alle 1-dimensionalen Teilräume. Es gilt jedoch

P (V ) = ι(A) ⊔ P (VA),
wobei VA die zu A parallele lineare Hyperbene bezeichnet.14 Da dim(P (VA)) =
dim(P (V )) − 1, ist der affine Teil, ι(A), das Komplement einer projektiven Hy-
perebene. Beachte auch dim(A) = dim(P (V )). Der n-dimensionalen projektive
Raum P (V ) zerfällt daher in einen n-dimensionalen affinen Raum A und eine
(n − 1)-dimensionale projektive Hyperebene, P (VA), deren Elemente als Fern-
punkte bezeichnet werden. Ob ein Punkt in P (V ) Fernpunkt ist oder nicht, hängt
von der Einbettung ι, d.h. von der Wahl des Teilraums A ab. Die Punkte in P (V )
sind alle gleichberechtigt, erst die Einbettung ι macht manche zu Fernpunkten.
Beachte, dass jede projektive Hyperebene in P (V ) als Fernhyperebene einer ge-
eigneten Einbettung ι auftreten kann.

VIII.3.10. Beispiel. Die Projektive Gerade zerfällt in eine affine Gerade und
einen Fernpunkt. Die projektive Ebene zerfällt in eine affine Ebene und eine Fern-
gerade. Ein 3-dimensionaler projektiver Raum zerfällt in einen 3-dimensionalen
affinen Raum und eine projektive Fernebene.

VIII.3.11. Proposition. Bezeichne ι : A → P (V ) die mit einer affinen Hy-
perebene A in V assoziierte Einbettung, 0 /∈ A. Dann gilt:

(a) Ist P ′ ein projektiver Teilraum von P (V ), so bildet A′ = ι−1(P ′) einen affinen
Teilraum von A. Gilt A′ 6= ∅, dann ist dim(A′) = dim(P ′) und

P ′ = ι(A′) ⊔ P (VA′),

wobei VA′ den zu A′ parallelen linearen Teilraum in V bezeichnet.
(b) Ist A′ ein affiner Teilraum von A, dann existiert ein projektiver Teilraum P ′

in P (V ), sodass ι−1(P ′) = A′. Gilt A′ 6= ∅, dann ist P ′ eindeutig bestimmt,
P ′ = 〈ι(A′)〉proj = P (〈A′〉lin).
14Das Zeichen ⊔ deutet eine disjunkte Vereinigung an, d.h. es ist als P (V ) = ι(A)∪P (VA)

und ι(A) ∩ P (VA) = ∅ zu lesen.
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Beweis. Ad (a): Nach Voraussetzung existiert ein linearer Teilraum W ′ von
V , sodass P ′ = P (W ′). Offensichtlich gilt ι−1(P ′) = A ∩W ′, also bildet A′ einen
affinen Teilraum von A. Beachte, dass die affine Hülle von A ∪W ′ echt größer
als A ist, denn 0 /∈ A aber 0 ∈ W ′. Da A eine affine Hyperebene bildet, folgt
〈A∪W ′〉aff = V . Ist nun A′ 6= ∅, dann erhalten wir aus der Dimensionsformel für
affine Teilräume,

dim(A)
︸ ︷︷ ︸

=dim(V )−1

+dim(W ′) = dim(A ∩W ′)
︸ ︷︷ ︸

=dim(A′)

+dim
(
〈A ∪W ′〉aff

)

︸ ︷︷ ︸

=dim(V )

,

alos dim(A′) = dim(W ′)− 1 = dim(P (W ′)) = dim(P ′), siehe Beispiel VIII.1.24.
In diesem Fall gilt weiters P ′ ∩ P (VA) = P (W ′) ∩ P (VA) = P (W ′ ∩ VA) =
P (VW ′∩A) = P (VA′), also P ′ = ι(A′) ⊔ P (VA′).

Ad (b): Sei A′ ein affiner Teilraum von A und bezeichne P ′ := 〈ι(A′)〉proj.
Beachte P ′ = P (W ′), wobei W ′ = 〈A′〉lin. Somit ι−1(P ′) = A ∩W ′ = A′. Ist P ′′

ein weitere projektiver Teilraum mit ι−1(P ′′) = A′, so muss P ′ ⊆ P ′′ gelten, denn
P ′ ist der kleinste projektive Teilraum, der ι(A′) enthält. Ist nun A′ 6= ∅, dann
erhalten wir aus der Dimensionsformel im ersten Teil dim(P ′) = dim(P ′′) und
daher P ′ = P ′′. Somit ist auch die Eindeutigkeit des Teilraums P ′ gezeigt. �

VIII.3.12. Beispiel. Sei ι : A → P (V ) und P (V ) = ι(A) ⊔ P (VA) wie oben.
Ist ein projektiver Teilraum P von P (V ) durch lineare Gleichungen gegeben,

P =
{
[v] ∈ P (V )

∣
∣ α1(v) = 0, . . . , αk(v) = 0

}

wobei αi ∈ V ∗, dann folgt

ι−1(P ) =
{
v ∈ A

∣
∣ α1(v) = 0, . . . , αk(v) = 0

}
.

Die Einschrämkungen αi|A : A→ K liefern daher ein affines Gleichungssytem für
den affinen Teilraum ι−1(P ).

Wir werden die Notation KPn := P (Kn+1) verwenden, dim(KPn) = n. Ist
0 6= (x0, . . . , xn) ∈ Kn+1, dann bezeichnen wir den davon aufgespannten 1-
dimensionalen linearen Teilraum mit [x0 : · · · : xn] ∈ KPn. Beachte, dass

[x0 : · · · : xn] = [x′0 : · · · : x′n] ⇔ ∃λ ∈ K \ 0 : (x0, . . . , xn) = λ(x′0, . . . , x
′
n).

Die Skalare x0, . . . , xn werden als homogene Koordinaten bezeichnet, und sind
nur bis auf ein gemeinsames Vielfaches bestimmt. Die mit der affinen Hyperebene
A = e0 + 〈e1, . . . , en〉lin assoziierte Einbettung,

ι : Kn → KPn, ι(x1, . . . , xn) = [1 : x1 : · · · : xn]
wird als Standardeinbettung des affinen Raums bezeichnet. Wird erhalten die
Zerlegung

KPn = ι(Kn) ⊔KPn−1,
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wobei die Einbettung KPn−1 ⊆ KPn durch [x1 : · · · : xn] 7→ [0 : x1 : · · · : xn]
gegeben ist. Ist eine projektive Hyperebene durch eine Gleichung gegeben,

P =
{
[x0 : · · · : xn] ∈ KPn

∣
∣ a0x0 + a1x1 + · · ·+ anxn = 0

}

dann erhalten wir sofort eine affine Gleichung für den affinen Teil,

ι−1(P ) =
{
(x1, . . . , xn) ∈ Kn

∣
∣ a0 + a1x1 + · · ·+ anxn = 0

}
.

Analoges gilt für projektive Teilräume beliebiger Dimension.

VIII.3.13. Beispiel. Wir betrachten zwei Punkte p1 = ( 1
2 ) und p2 = ( 3

4 ) in
R2. Die Gerade durch p1 und p2 ist daher

g = 〈p1, p2〉aff =
{
( x1x2 ) ∈ R2 : 1 + x1 − x2 = 0

}
.

Mit Hilfe der Standardeinbettung erhalten wir zwei Punkte P1 = ι(p1) = [1 : 1 : 2]
und P2 = ι(p2) = [1 : 3 : 4] in der projektiven Ebene RP2. Die projektive Gerade
durch P1 und P2 ist

G = 〈P1, P2〉proj =
{
[x0 : x1 : x2] ∈ RP2 : x0 + x1 − x2 = 0

}
.

Der affine Teil von G stimmt mit g überein, ι−1(G) = g, die projektive Gerade
G besitzt aber auch einen Fernpunkt, G ∩ RP1 = {[0 : 1 : 1]}, die Richtung der
Geraden g. Sei nun

g′ =
{
( x1x2 ) ∈ R2 : 2 + x1 − x2 = 0

}

eine weitere affine Gerade. Beachte, g ∩ g′ = ∅, die beiden Geraden sind parallel.
Bezeichnet

G′ =
{
[x0 : x1 : x2] : 2x0 + x1 − x2 = 0

}

die entsprechende projektive Gerade, g′ = ι−1(G′), dann gilt jedoch

G ∩G′ =
{
[0 : 1 : 1]

}
.

In diesem Sinn haben g und g′ einen Schnittpunkt im Fernen, d.h. auf der Fern-
geraden. Betrachten wir eine andere Einbettung, etwa

ι̃ : R2 → RP2, ι̃ ( x0x2 ) = [x0 : 1 : x2],

dann sind die entsprechenden affinen Geraden durch andere Gleichungen gegeben:

g̃ := ι̃−1(G) =
{
( x0x2 ) : x0 + 1− x2 = 0

}
,

g̃′ := ι̃−1(G′) =
{
( x0x2 ) : 2x0 + 1− x2 = 0

}
,

ihr Schnittpunkt g̃ ∩ g̃′ =
{
( 0
1 )
}
liegt nun im affinen Teil.

VIII.3.14. Beispiel. Wir betrachten die affine Ebene

ε =
{(

x1
x2
x3

)

∈ R3 : 2 + 3x1 + 4x2 + 5x3 = 0
}

.

Die entsprechende projektive Ebene ist daher durch

E =
{
[x0 : x1 : x2 : x3] ∈ RP3

∣
∣ 2x0 + 3x1 + 4x2 + 5x4 = 0

}
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gegeben, ι−1(E) = ε. Für die Fernpunkte von E erhalten wir

E ∩ RP2 =
{
[0 : x1 : x2 : x3] ∈ RP3 : 3x1 + 4x2 + 5x3 = 0

}
.

Die projektive Ebene zerfällt daher in die affine Ebene ε und eine projektive Ge-

rade im Fernen. Betrachte nun die Gerade g = 〈
(

6
7
8

)

,
(

7
5
9

)

〉aff in R3 und bezeichne

G ⊆ RP3 die entsprechende projektive Gerade, ι−1(G) = g. Die projektive Gerade
G besteht aus der affinen Geraden g und einem Fernpunkt,

G ∩ RP2 =
{
[0 : 1 : −2 : 1]

}
.

Beachte, dass ε und g parallel sind, ε ∩ g = ∅. Es gilt jedoch
E ∩G =

{
[0 : 1 : −2 : 1]

}
,

es gibt daher einen Schnittpunkt auf der Fernebene.

Jede injektive lineare Abbildung, φ : V → V ′, induziert eine Abbildung

Pφ : P (V )→ P (V ′), Pφ([v]) := [φ(v)].

Beachte, dass dies tatsächlich wohldefiniert ist. Offensichtlich gilt

PidV = idP (V ) und Pφ′◦φ = Pφ′ ◦ Pφ,
für jede weitere injektive lineare Abbildung φ′ : V ′ → V ′′.

VIII.3.15. Definition (Projektive Abbildungen). Seien V und V ′ zwei Vek-
torräume gleicher Dimension. Eine Abbildung π : P (V ) → P (V ′) wird projektiv
genannt, wenn sie von der Form π = Pφ ist, wobei φ : V → V ′ ein linearer Iso-
morphismus ist. Unter einer Projektivität verstehen wir eine projektive Abbildung
π : P (V )→ P (V ). Die Menge aller Projektivitäten bezeichnen wir mit Pro(P (V ))
oder PGL(V ).

Beachte, dass projektive Abbildungen invertierbar sind, (Pφ)
−1 = Pφ−1 . Ins-

besondere bildet die Menge der Projektivitäten bezüglich der Komposition von
Abbildungen eine Gruppe.

VIII.3.16. Lemma. Die Abbildung GL(V ) → Pro(P (V )), φ 7→ Pφ, ist ein
surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern

{
φ ∈ GL(V ) : Pφ = idP (V )

}
=
{
λ idV : λ ∈ K \ 0

}
.

Beweis. Die Inklusion ⊇ offensichtlich. Für die umgekehrte Inklusion sei
nun φ ∈ GL(V ) so, dass Pφ = idP (V ). Es existieren daher Skalare λv ∈ K, sodass
φ(v) = λvv. Aus der Linearität erhalten wir λµvµv = φ(µv) = µφ(v) = µλvv und
daher λµv = λv, für alle 0 6= v ∈ V und 0 6= µ ∈ K. Weiters:

λv1+v2(v1 + v2) = φ(v1 + v2) = φ(v1) + φ(v2) = λv1v1 + λv2v2. (VIII.15)

Sind v1 und v2 linear unabhängig in V , dann folgt λv1 = λv1+v2 = λv2 . Daraus
lässt sich nun leicht schließen, dass die Skalare λv alle übereinstimmen. Es existiert
daher λ ∈ K, sodass φ(v) = λv, für alle v ∈ V . Somit gilt φ = λ idV , womit auch
die Inklusion ⊆ gezeigt wäre. �
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VIII.3.17. Proposition. Sind V und V ′ zwei Vektorräume gleicher Dimen-
sion, dann gilt:

(a) Ist P ein projektive Teilraum von P (V ) und π : P (V )→ P (V ′) eine projektive
Abbildung, dann bildet π(P ) einen projektiven Teilraum von P (V ′) und es gilt
dim(π(P )) = dim(P ).

(b) Sind P und P ′ projektive Teilräume gleicher Dimension in P (V ) bzw. P ′ dann
existiert eine projektive Abbildung π : P (V )→ P (V ′), sodass π(P ) = P ′.

Beweis. Sei P = P (W ) ein projektiver Teilraum von P (V ), wobei W einen
linearen Teilraum von V bezeichnet. Weiters sei π = Pφ : P (V ) → P (V ′) eine
projektive Abbildung., wobei φ : V → V ′ eine invertierbare lineare Abbildung
bezeichnet. Aufgrund der Linearität von φ gilt π(P ) = P (φ(W )). Also ist π(P )
ein projektiver Teilraum von P ′. Da φ injektiv ist haben wir auch dim(φ(W )) =
dim(W ), also dim(π(P )) = dim(P ). Damit ist (a) gezeigt.

Um (b) einzusehen, seien nunW undW ′ lineare Teilräume in V und V ′, sodass
P = P (W ) und P ′ = P (W ′). Nach Voraussetzung gilt dim(W ) = dim(W ′). Es
existiert daher eine invertierbare lineare Abbildung φ : V → V ′, sodass φ(W ) =
W ′. Für die projektive Abbildung π = Pφ gilt dann π(P ) = P ′. �

VIII.3.18. Bemerkung. Nach Proposition VIII.3.17(b) existiert eine projek-
tive Abbildung P (V )→ KPn, wobei n = dim(P (V )). Jeder projektive Raum ist
daher zu KPn projektiv äquivalent.

VIII.3.19. Proposition. Sei A ⊆ V eine affine Hyperebene, 0 /∈ A und
ι : A → P (V ) die damit assoziierte Einbettung, P (V ) = ι(A) ⊔ P (VA). Zu je-
dem affinen Isomorphismus α : A → A existiert eine eindeutige Projektivität
πα : P (V ) → P (V ), sodass πα ◦ ι = ι ◦ α.15 Darüber hinaus stimmt die Ein-
schränkung πα|P (VA) : P (VA) → P (VA) mit Pφα überein, wobei φα : VA → VA den
linearen Teil von α bezeichnet. Wir erhalten so einen injektiven Gruppenhomo-
morphismus

Aff(A)→ Pro(P (V )), α 7→ πα,

dessen Bild aus genau jenen Projektivitäten besteht, die ι(A) auf ι(A), oder äqui-
valent P (VA) auf P (VA), abbilden.

Beweis. Sei α : A→ A ein affiner Isomorphismus. Dann existiert ein eindeu-
tiger affiner Isomorphismus φ : V → V , sodass φ|A = α und φ(0) = 0, siehe Bei-
spiel VIII.1.30. Aufgrund der zweiten Bedingung ist φ linear. Somit ist πα := Pφ
eine Projektivität für die πα◦ι = ι◦α gilt. Offensichtlich gilt für den linearen Teil,
φα : VA → VA, von α auch φα = φ|VA und daher πα|P (VA) = Pφ|P (VA) = Pφ|VA =

Pφα : P (VA)→ P (VA). Darüber hinaus gilt πα′◦α = πα′◦πα, also ist die Zuordnung
α 7→ πα ein Gruppenhomomorphismus und offensichtlich auch injektiv.

15Unterdrücken wir die Einbettung ι : A → P (V ) und fassen A als Teilmenge von P (V )
auf, dann bedeuted diese Gleichung gerade πα|A = α, d.h. πα ist eine (projektive) Fortsetzung
der affinen Abbildung α.
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Schließlich ist noch zu zeigen, dass jede Projektivität π : P (V ) → P (V ), die
P (VA) auf P (VA) abbildet von der Form π = πα ist, wobei α ∈ Aff(A). Nach
Voraussetzung ist π = Pφ, wobei φ ∈ GL(V ) und φ(VA) = VA. Wir fixieren
einen Punkt a ∈ A. Da φ(a) /∈ VA existiert λ ∈ K, sodass λφ(a) ∈ A. O.B.d.A.
dürfen wir daher φ(a) ∈ A annehmen. Daraus folgt φ(A) = φ(a + VA) = φ(a) +
φ(VA) = φ(a)+VA = A. Wir schließen, dass die Einschränkung von φ einen affinen
Isomorphismus α := φ|A : A→ A definiert. Nach Konstruktion gilt πα = Pφ = π.

Lässt die Projektivität π alle Punkt in ι(A) fest, d.h. π ◦ ι = ι, dann folgt aus
obigen Betrachtungen sofort π = PidV = idP (V ). Dies zeigt, dass die Projektivität
π durch die Gleichung π ◦ ι = ι ◦ α eindeutig bestimmt ist. �

VIII.3.20. Beispiel. Seien ι : A→ P (V ) und P (V ) = ι(A)⊔P (VA) wie oben.
Betrachte eine Translation τ ∈ Aff(A). Die Projektivität πτ : P (V ) → P (V )
lässt dann alle Punkte der Fernhyperebene P (VA) fest. Dies folgt aus Proposi-
tion VIII.3.19, denn für den linearen Teil einer Translation gilt φτ = idVA . Um-
gekehrt muss eine Projektivität, die alle Punkte der Fernhyperebene festlässt,
eine affine Abbildung mit linearem Teil λ idVA sein, siehe Lemma VIII.3.16. Die
Projektivität, die die Fernhyperebene punktweise festlassen sind daher genau die
Kompositionen von Translationen und Streckungen.

Ist α : Kn → Kn ein affiner Isomorphismus, α(x) = Ax+b, wobei A ∈ GLn(K)
und b ∈ Kn, dann wird die entsprechende Projektivität πα : KPn → KPn durch
die Matrix ( 1 0

b A ) ∈ GLn+1(K) repräsentiert. Die auf der Fernhyperebene indu-
zierte Projektivität, πα|KPn−1 : KPn−1 → KPn−1, ist durch die Matrix A gegeben.

Sei nun π : KPn → KPn eine beliebige Projektivität und
(
d ct

b A

)

∈ GLn+1(K)

eine Matrix die π darstellt, d ∈ K, b, c ∈ Kn, A ∈ Mn×n(K). Die nur teilweise
definierte Einschränkung auf den affinen Teil, Kn ⊆ KPn, ist durch eine rationale
Funktion gegeben,

x 7→ 1

ctx+ d
(Ax+ b), x ∈ Kn.

Die affine Hyperebene auf der der Nenner verschwindet, {x ∈ Kn : ctx+ d = 0},
besteht genau aus jenen Punkten die durch π auf die Fernhyperebene abgebildet
werden. Insbesonder sind die Projektivitäten π : KP1 → KP1 auf dem affinen Teil
K ⊆ KP1 genau die rationalen Abbildungen der Form

x 7→ ax+ b

cx+ d
, x ∈ K.

wobei ad− bc 6= 0.

VIII.3.21. Beispiel. Die Matrix ( 0 1
1 0 ) stellt eine Projektivität π : KP1 → KP1

dar. Diese lässt den Punkt ι(1) = [1 : 1] fest und vertauscht ι(0) = [1 : 0] mit
dem Fernpunkt [0 : 1]. Auf dem affinen Teil ist sie durch x 7→ x−1 gegeben.
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Ist K = R und dim(P (V )) ≥ 2, dann können die Projektivitäten auf P (V )
auch als jene Bijektionen charakterisiert werden, die projektive Geraden auf pro-
jektive Geraden abbilden. Genauer haben wir:

VIII.3.22. Satz (Fundamentalsatz der projektiven Geometrie). Sei V ein end-
lich dimensionaler reeller Vektorraum und dim(P (V )) ≥ 2. Dann ist jede projek-
tive Kollineation, d.h. jede Bijektion π : P (V ) → P (V ), die projektive Geraden
auf projektive Geraden abbildet, eine Projektivität.

Beweis. Wir werden dies auf den Fundamentalsatz der affinen Geometrie
zurückführen, siehe Satz VIII.1.32. Wir zeigen zunächst, dass π auch k-dimensio-
nale projektive Teilräume auf k-dimensionale projektive Teilräume abbildet. Wir
zeigen dies mittels Induktion nach k. Die Fälle k = −1 und k = 0 sind trivial.16

Für den Induktionsschritt sei nun P ein k-dimensionaler projektiver Teilraum
von P (V ) und k ≥ 1. Wähle einen (k − 1)-dimensionalen projektiven Teilraum
P ′ ⊆ P und einen Punkt p ∈ P \ P ′. Jede projektive Gerade in P , die p enthält,
muss P ′ schneiden, siehe Beispiel VIII.3.7. Es gilt daher

P =
⋃

p′∈P ′

〈p, p′〉proj.

Da π projektive Geraden auf projektive Geraden abbildet, folgt

π(P ) =
⋃

p′∈P ′

π
(
〈p, p′〉proj

)
=
⋃

p′∈P ′

〈π(p), π(p′)〉proj =
⋃

p̃′∈π(P ′)

〈π(p), p̃′〉proj.

Nach Induktionsvoraussetzung bildet π(P ′) einen (k−1)-dimensionalen projekti-
ven Teilraum von P (V ). Da π(p) /∈ π(P ′) folgt aus obiger Darstellung, dass π(P )
einen k-dimensionalen projektiven Teilraum bildet.

Sei nun A ⊆ V eine affine Hyperebene, 0 /∈ A und P (V ) = ι(A) ⊔ P (VA)
die damit assoziierte Zerlegung. Nach dem vorangehenden Absatz ist π(P (VA))
eine projektive Hyperebene. Nach Proposition VIII.3.17(b) existiert eine Projek-
tivität π′ : P (V ) → P (V ), sodass π′(π(P (VA))) = P (VA). O.B.d.A. dürfen wir
daher annehmen, dass π die Fernhyperebene bewahrt, d.h. π(P (VA)) = P (VA).
Es existiert daher eine Bijektion α : A → A, sodass π ◦ ι = ι ◦ α. Da π projek-
tive Geraden auf projektive Geraden abbildet, muss α affine Geraden auf affine
Geraden Abbilden, siehe Proposition VIII.3.11. Nach dem Fundamentalsatz der
affinen Geometrie ist α daher ein affiner Isomorphismus, siehe Satz VIII.1.32.
Nach Proposition VIII.3.19 existiert eine Projektivität π′′ : P (V ) → P (V ), so-
dass π′′ ◦ ι = ι ◦ α. O.B.d.A. dürfen wir daher π|ι(A) = idι(A) annehmen. Jeder
Punkt in P (VA) lässt sich als Schnittpunkt zweier verschiedener projektiver Ge-
raden schreiben, die nicht zur Gänze in P (VA) liegen. Da π projektive Geraden
auf projektive Geraden abbildet, und weil π|ι(A) = idι(A), muss π auch alle Punkte
in P (VA) fest lassen, d.h. π|P (VA) = id |P (VA). Somit π = idP (V ). �

16Der Fall k = 1 ist unsere Voraussetzung an π.
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Wir betrachten wieder einen allgemeinen Körper K.
Eine projektive Abbildung π : P (V ) → P (V ′) ist durch die Bilder von n + 1

Punkten noch nicht eindeutig bestimmt, n = dim(P (V )) = dim(P (V ′)). Etwa
liefert die Matrix ( 1 0

0 λ ), wobei 0 6= λ ∈ K, eine Projektivität π : KP1 → KP1, mit

π([1 : 0]) = [1 : 0], π([0 : 1]) = [0 : 1], π([1 : 1]) = [1 : λ].

Ist darüber hinaus λ 6= 1, dann gilt π([1 : 1]) 6= [1 : 1]), also π 6= idKP1 . Die
Einschränkung auf den affinen Teil ist in diesem Fall eine Streckung, x 7→ λx.

VIII.3.23. Definition (Projektive Bezugssysteme). Sei P (V ) ein projektiver
Raum und n = dim(P (V )). Punkte P0, . . . , Pn+1 ∈ P (V ) werden als projektives
Bezugssystem bezeichnet, falls die projektive Hülle von je n + 1 dieser Punkte
mit P (V ) übereinstimmt. In diesem Fall sagen wir auch die Punkte P0, . . . , Pn+1

sind in allgemeiner Lage.

VIII.3.24. Lemma. Seien v0, . . . , vn+1 ∈ V \ 0, wobei n = dim(P (V )). Dann
sind äquivalent:

(a) Die Punkte [v0], . . . , [vn+1] bilden ein projektives Bezugssystem von P (V ).
(b) Je n+ 1 der Vektoren v0, . . . , vn+1 bilden eine Basis von V .
(c) v0, . . . , vn ist eine Basis von V und in der Darstellung vn+1 =

∑n
i=0 µivi sind

alle Koeffizienten verschieden von Null, d.h. µi 6= 0 für alle, i = 0, . . . , n.

Beweis. Sind w0, . . . , wn ∈ V \ 0, dann gilt

〈[w0], . . . , [wn]〉proj = P
(
〈w0, . . . , wn〉lin

)
.

Es gilt daher 〈[w0], . . . , [wn]〉proj = P (V ) genau dann wenn w0, . . . , wn eine Basis
von V bilden. Daraus folgt die Äquivalenz der ersten beiden Aussagen.

In der Darstellung vn+1 =
∑n

i=0 µivi müssen alle µi 6= 0 sein, denn andernfalls
wären die restlichen n + 1 Vektoren vi linear abhängig. Es gilt daher (b)⇒(c).
Die Implikation (c)⇒(b) folgt daraus, dass je n+1 der Vektoren v0, . . . , vn+1 ein
Erzeugendensystem von V bilden. �

VIII.3.25. Beispiel. Die Punkte

P0 = [1 : 0 : · · · : 0], . . . , Pn = [0 : · · · : 0 : 1], Pn+1 = [1 : 1 : · · · : 1]
bilden ein projektives Bezugssystem von KPn.

VIII.3.26. Beispiel. Drei Punkte einer projektiven Gerade bilden genau dann
ein projektives Bezugssystem, wenn sie paarweise verschieden sind.

VIII.3.27. Proposition. Ist dim(P (V )) = n = dim(P (V ′)) dann gilt:

(a) Bilden die Punkte P0, . . . , Pn+1 ein projektives Bezugssytem von P (V ) und
ist π : P (V )→ P (V ′) eine projektive Abildung, dann bilden auch die Punkte
π(P0), . . . , π(Pn+1) ein projektives Bezugssystem von P (V ′).

(b) Sind P0, . . . , Pn+1 und P ′
0, . . . , P

′
n+1 projektive Bezugssysteme von P (V ) bzw.

P (V ′), dann existiert eine eindeutige projektive Abbildung π : P (V )→ P (V ′),
sodass π(Pi) = P ′

i , für alle i = 0, . . . , n+ 1.
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Beweis. Die erste Aussage ist offensichtlich.
Wir werden nun die Existenz einer projektiven Abbildung π : P (V )→ P (V ′)

mit π(Pi) = P ′
i zeigen. Wir wählen dazu Vektoren 0 6= vi ∈ V und 0 6= v′i ∈ V ′,

sodass Pi = [vi] und P ′
i = [v′i], i = 0, . . . , n + 1. Nach Lemma VIII.3.24 bilden

v0, . . . , vn und v′0, . . . , v
′
n Basen von V bzw. V ′ und existieren Skalare 0 6= µi ∈ K

und 0 6= µ′
i ∈ K, i = 0, . . . , n, sodass

vn+1 =

n∑

i=0

µivi und v′n+1 =

n∑

i=0

µ′
iv

′
i.

Es bezeichne φ : V → V ′ die eindeutige lineare Abbildung mit

φ(vi) =
µ′
i

µi
v′i, i = 0, . . . , n.

Da φ die Basis v0, . . . , vn auf eine Basis von V ′ abbildet, ist φ invertierbar. Nach
Konstruktion gilt weiters

φ(vn+1) = φ
(∑n

i=0 µivi
)
=
∑n

i=0 µiφ(vi) =
∑n

i=0 µ
′
iv

′
i = v′n+1.

Die damit assoziierte projektive Abbildung, π = Pφ : P (V ) → P (V ′), erfüllt
daher π(Pi) = P ′

i , für alle i = 0, . . . , n+ 1.
Schließlich widmen wir uns der Eindeutigkeit der projektiven Abbildung. Es

genügt zu zeigen, dass eine Projektivität π : P (V )→ P (V ), die die Punkte Pi alle
festlässt, d.h. π(Pi) = Pi, i = 0, . . . , n + 1, schon die identische Abbildung sein
muss, π = idP (V ). Wie zuvor seien 0 6= vi ∈ V , sodass Pi = [vi], i = 0, . . . , n + 1
und 0 6= µi ∈ K mit vn+1 =

∑n
i=0 µivi. Weiters sei φ ∈ GL(V ), sodass π = Pφ.

Nach Voraussetzung existieren daher 0 6= λi ∈ K, sodass φ(vi) = λivi, für i =
0, . . . , n+ 1. Aus der Linearität von φ erhalten wir

∑n
i=0 λn+1µivi = λn+1vn+1 = φ(vn+1) = φ

(∑n
i=0 µivi

)
=
∑n

i=0 µiλivi.

Da v0, . . . , vn eine Basis von V bildet folgt µiλn+1 = µiλi und dann λn+1 = λi,
für alle i = 0, . . . , n, denn µi 6= 0. Somit stimmen alle λi überein, also φ = λ idV
und daher π = Pφ = idP (V ). �

VIII.3.28. Beispiel. Ist P0, . . . , Pn+1 ein projektives Bezugssystem von P (V ),
dann existiert eine eindeutige projektive Abbildung π : KPn → P (V ), sodass:

π([1 : 0 : · · · : 0]) = P0

...

π([0 : · · · : 0 : 1]) = Pn

π([1 : 1 : · · · : 1]) = Pn+1.

VIII.3.29. Definition (Doppelverhältnis). Seien P0, P1, P2, P3 vier Punkte
auf einer projektiven Gerade G, sodass P0, P1, P2 paarweise verschieden sind.
Weiters sei π : KP1 → G die eindeutige projektive Abbildung mit

π([1 : 0]) = P0, π([0 : 1]) = P1 und π([1 : 1]) = P2.
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Bezeichnet [x0 : x1] ∈ KP1 jenen Punkt mit π([x0 : x1]) = P3, dann wird

DV(P0, P1, P2, P3) :=
x1
x0
∈ K ∪ {∞}

als Doppelverhältnis der Punkte P0, P1, P2, P3 bezeichnet. Beachte, dass dieser
Quotient wohldefiniert ist, denn x0 und x1 sind bis auf ein gemeinsames Vielfaches
bestimmt. Falls x0 = 0, dann ist dies als x1

x0
=∞ zu verstehen.

VIII.3.30. Beispiel. Vermöge der Einbettung K ⊆ KP1, x 7→ [1 : x], ist

KP1 = K ∪ {∞},
wobei ∞ := [0 : 1] ∈ KP1 den Fernpunkt bezeichnet. Für jedes x ∈ K∪ {∞} gilt

DV(0,∞, 1, x) = x.

VIII.3.31.Beispiel. Seien P0, P1, P2 drei paarweise verschiedene Punkte einer
projektiven Gerade. Dann gilt:

DV(P0, P1, P2, P0) = 0, DV(P0, P1, P2, P1) =∞, DV(P0, P1, P2, P2) = 1.

VIII.3.32. Beispiel. Seien P0, P1, P2, P3 vier paarweise verschiedene Punkte
einer projektiven Gerade. Dann gilt:

DV(P1, P0, P2, P3) =
1

DV(P0, P1, P2, P3)
= DV(P0, P1, P3, P2)

sowie

DV(P2, P1, P0, P3) = 1− DV(P0, P1, P2, P3) = DV(P0, P3, P2, P1)

siehe Aufgabe 46. Da diese Transpositionen die Gruppe S4 erzeugen, lässt sich
damit DV(Pσ(0), Pσ(1), Pσ(2), Pσ(3)) für jede Permutation σ aus DV(P0, P1, P2, P3)
berechnen.

Projektive Abbildungen bewahren das Doppelverhältnis:

VIII.3.33. Proposition. Sei π : P (V ) → P (V ′) eine projektive Abbildung.
Weiters seien P0, P1, P2, P3 vier Punkt auf einer projektiven Gerade in P (V ), so-
dass die Punkte und P0, P1, P2 paarweise verschieden sind. Dann liegen auch die
Bildpunkte π(P0), π(P1), π(P2), π(P3) auf einer projektiven Gerade in P (V ′), die
Punkte π(P0), π(P1), π(P2) sind paarweise verschieden und für das Doppelverhält-
nis gilt

DV
(
π(P0), π(P1), π(P2), π(P3)

)
= DV(P0, P1, P2, P3).

Beweis. Es bezeichne G die eindeutige projektive Gerade in P (V ), die die
Punkte P0, P1, P2, P3 enthält. Weiters sei π̃ : KP1 → G die eindeutige projektive
Abbildung mit

π̃([1 : 0]) = P0, π̃([0 : 1]) = P1 und π̃([1 : 1]) = P2

und π̃([x0 : x1]) = P3, also DV(P0, P1, P2, P3) =
x1
x0
. Es ist dann G′ := π(G) die

eindeutige projektive Gerade in P (V ′), die die Punkte π(P0), π(P1), π(P2), π(P3)
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enthält. Weiters ist π̃′ := π ◦ π̃ : KP1 → G′ die eindeutige projektive Abbildung,
für die

π̃′([1 : 0]) = π(P0), π̃′([0 : 1]) = π(P1) und π̃′([1 : 1]) = π(P2)

gilt. Darüber hinaus haben wir π̃′([x0 : x1]) = π
(
π̃([x0 : x1])

)
= π(P3) und daher

DV
(
π(P0), π(P1), π(P2), π(P3)

)
= x1

x0
= DV(P0, P1, P2, P3). �

VIII.3.34. Proposition. Seien P0 = [x0 : y0], P1 = [x1 : y1], P2 = [x2 : y2],
P3 = [x3 : y3] vier Punkte in KP1, sodass P0, P1, P2 paarweise verschieden sind.
Dann gilt für ihr Doppelverhältnis

DV(P0, P1, P2, P3) =
| x0 x3y0 y3 |
| x0 x2y0 y2 |

:
| x1 x3y1 y3 |
| x1 x2y1 y2 |

Beweis. Aus der Cramer’schen Regel erhalten wir
∣
∣
∣
∣

x0 x1
y0 y1

∣
∣
∣
∣

(
x2
y2

)

= µ0

(
x0
y0

)

+ µ1

(
x1
y1

)

,

wobei

µ0 =

∣
∣
∣
∣

x2 x1
y2 y1

∣
∣
∣
∣

und µ1 =

∣
∣
∣
∣

x0 x2
y0 y2

∣
∣
∣
∣
.

Die Matrix

A =

(
µ0x0 µ1x1
µ0y0 µ1y1

)

repräsentiert daher eine Projektivität π : KP1 → KP1, sodass π([1 : 0]) = P0,
π([0 : 1]) = P1 und π([1 : 1]) = P2. Nochmaliges Anwenden der Cramer’schen
Regel liefert

det(A)

(
x3
y3

)

= λ0

(
µ0x0
µ0y0

)

+ λ1

(
µ1x1
µ1y1

)

,

wobei

λ0 =

∣
∣
∣
∣

x3 µ1x1
y3 µ1y1

∣
∣
∣
∣

und λ1 =

∣
∣
∣
∣

µ0x0 x3
µ0y0 y3

∣
∣
∣
∣
,

d.h. π([λ0 : λ1]) = P3. Für das Doppelverhältnis erhalten wir

DV(P0, P1, P2, P3) =
λ1
λ0

=
µ0 | x0 x3y0 y3 |
µ1 | x3 x1y3 y1 |

=
| x0 x3y0 y3 |
| x0 x2y0 y2 |

:
| x1 x3y1 y3 |
| x1 x2y1 y2 |

,

wie behauptet. �

VIII.3.35. Beispiel. Sind x0, x1, x2, x3 ∈ K und bezeichnen

Pi = ι(xi) = [1 : xi] ∈ KP1

die entsprechenden Punkte in KP1, dann gilt

DV(P0, P1, P2, P3) =
x0 − x3
x1 − x3

:
x0 − x2
x1 − x2

.

Dies folgt aus der vorangehenden Proposition.
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VIII.3.36. Bemerkung (Teilverhältnis). Seien p0 und p1 zwei verschiedene
Punkte auf einer affinen Geraden G. Es existiert daher ein eindeutiger affiner
Isomorphismus α : K → G, sodass α(0) = p0 und α(1) = p1, nämlich α(x) =
p0+x(p1−p0). Ist p2 ein weiterer Punkt auf G, dann wird der eindeutig bestimmte
Skalar x ∈ K mit α(x) = p2 als Teilverhältnis17 der Punkte p0, p1, p2 bezeichnet,

TV(p0, p1, p2) :=
p2 − p0
p1 − p0

.

Beachte

TV(p0, p1, p0) = 0 und TV(p0, p1, p1) = 1,

sowie

TV(p0, p2, p1) =
1

TV(p0, p1, p2)
und TV(p1, p0, p2) = 1− TV(p0, p1, p2).

Offensichtlich haben wir auch:

TV(p0, p1, p3) = TV(p0, p1, p2) · TV(p0, p2, p3). (VIII.16)

Für die Punkte 0, 1 und x auf der affinen Geraden K gilt

TV(0, 1, x) = x.

Ist G′ eine weitere affine Gerade und α : G→ G′ ein affiner Isomorphismus, dann

TV
(
α(p0), α(p1), α(p2)

)
= TV(p0, p1, p2),

d.h. affine Abbildungen bewahren das Teilverhältnis. Ist P = G ∪ {∞} eine
projektive Gerade und pi ∈ G, dann gilt

TV(p0, p1, p2) := DV(p0,∞, p1, p2)
und aus der vorangehenden Beispiel folgt

DV(p0, p1, p2, p3) =
TV(p3, p1, p0)

TV(p2, p1, p0)
.

Der letzten Gleichung verdankt das Doppelverhältnis seinen Namen.

VIII.3.37. Proposition. Seien G0, G1, G2, G3 vier verschiedene projektive
Geraden in einer projektiven Ebene E, die sich alle im Punkt P schneiden. Seien
G und G′ zwei weitere projektive Geraden in E, die P nicht enthalten. Weiters
bezeichne Pi den eindeutigen Schnittpunkt von G mit Gi sowie P

′
i den eindeutigen

Schnittpunkt von G′ mit Gi. Dann gilt

DV(P0, P1, P2, P3) = DV(P ′
0, P

′
1, P

′
2, P

′
3).

17In der Literatur finden sich auch andere Konventionen.
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Beweis. Nach Proposition VIII.3.33 genügt es eine Projektivität π : E → E
zu konstruieren, sodass π(Pi) = P ′

i , i = 0, . . . , 3. Dafür wiederum genügt es eine
Projektivität π zu konstruieren, sodass π(G) = G′ und π(H) = H , für jede
projektive Gerade H durch P . Es bezeichne F die Gerade durch P und den
Schnittpunkt von G und G′. Wir betrachten nun den affinen Raum A := E \ F .
Nach Konstruktion sind die Geraden G und G′ parallel in A, denn sie haben
keinen Schnittpunkt in A. Nach Konstruktion sind auch alle Geraden durch P in
A parallel. Eine geeignete Translation in Richtung dieser Geraden wird G auf G′

abbilden und hat daher die gewünschte Eigenschaft. �

Für zwei verschiedene Punkte p und q eines affinen Raums bezeichnen wir
die von ihnen aufgespannte Gerade mit pq := 〈{p, q}〉aff. Der Strahlensatz, siehe
Aufgabe 23, lässt sich wie folgt reformulieren:

VIII.3.38. Proposition (Strahlensatz). Seien g1 und g2 zwei verschiedene
affine Geraden in einer affinen Ebene. Weiters seien p1, q1 zwei verschiedene
Punkte auf g1 und p2, q2 zwei verschieden Punkte auf g2.

a) Schneiden sich g1 und g2 in einem Punkt o und sind p1, p2, q1, q2 alle ver-
schieden von o dann gilt:

p1p2
∥
∥ q1q2 ⇔ TV(o, p1, q1) = TV(o, p2, q2).

b) Haben g1 und g2 keinen Schnittpunkt dann gilt:

p1p2
∥
∥ q1q2 ⇔ q1 − p1 = q2 − p2.

Daraus erhalten wir sofort:

VIII.3.39. Proposition (Satz von Desargues, affine Version). Seien g1, g2, g3
drei verschiedene affine Geraden in einer affinen Ebene, die sich entweder in
einem Punkt o schneiden oder alle parallel sind. Weiters seien pi und qi verschie-
dene Punkte auf gi, die im Fall g1 ∩ g2 ∩ g3 = {o} auch alle verschieden von o
sein sollen, i = 1, 2, 3. Dann gilt:

p1p2
∥
∥ q1q2 und p2p3

∥
∥ q2q3 ⇒ p1p3

∥
∥ q1q3.

Für zwei verschiedene Punkte P und Q eines projektiven Raums bezeichnen
wir die von ihnen aufgespannte Gerade ebenfalls mit PQ := 〈{P,Q}〉proj.

VIII.3.40. Satz (Satz von Desargues). Seien G1, G2, G3 drei verschiedene pro-
jektive Geraden in einer projektiven Ebene E, die sich in einem Punkt o schnei-
den. Weiters seien Pi und Qi verschiedene Punkte auf Gi, die auch alle verschie-
den von o sein sollen, i = 1, 2, 3. Dann liegen die Schnittpunkte

R3 := P1P2 ∩Q1Q2, R1 := P2P3 ∩Q2Q3 und R2 := P1P3 ∩Q1Q3

auf einer Geraden.
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Beweis. Es bezeichne F die eindeutige Gerade durch R3 und R1. Wir be-
trachten nun den affinen Raum A := E \F . Nach Konstruktion sind die Geraden
P1P2 und Q1Q2 in A parallel. Ebenso sind die Geraden P2P3 und Q2Q3 in A
parallel. Nach Proposition VIII.3.39 sind dann auch die Geraden P1P3 und Q1Q3

parallel in A, ihr Schnittpunkt R2 liegt daher ebenfalls in F . Dies zeigt, dass die
Punkte R1, R2, R3 alle auf der Geraden F liegen. �

VIII.3.41. Proposition (Satz von Pappos, affine Version). Seien g und g′

zwei verschiedene affine Geraden in einer affinen Ebene. Weiters seien p1, p2, p3
verschiedene Punkte auf g und p′1, p

′
2, p

′
3 verschiedene Punkte auf g′. Schneiden

sich g und g′ in einem Punkt o, dann seien die Punkte pi und p
′
i auch alle ver-

schieden von o, i = 1, 2, 3. In dieser Situation gilt:

p1p
′
3

∥
∥ p3p

′
1 und p1p

′
2

∥
∥ p2p

′
1 ⇒ p2p

′
3

∥
∥ p3p

′
2.

Beweis. Wir betrachten zunächst den Fall wo sich g und g′ in einem Punkt
o schneiden. Aus dem Strahlensatz erhalten wir

TV(o, p1, p3) = TV(o, p′3, p
′
1) und TV(o, p1, p2) = TV(o, p′2, p

′
1).

Mit (VIII.16) folgt:

TV(o, p2, p3) =
TV(o, p1, p3)

TV(o, p1, p2)
=

TV(o, p′3, p
′
1)

TV(o, p′2, p
′
1)

= TV(o, p′3, p
′
2).

Nach dem Strahlensatz sind die Geraden p2p′3 und p3p
′
2 daher parallel. Haben die

beiden Geraden g und g′ keinen Schnittpunkt, dann gilt

p3 − p1 = p′1 − p′3 und p2 − p1 = p′1 − p′2
und daher p3 − p2 = p′2 − p′3. Wieder folgt, dass p2p′3 und p3p′2 parallel sind. �

VIII.3.42. Satz (Satz von Pappos). Seien G und G′ zwei verschiedene pro-
jektive Geraden in einer projektiven Ebene E, die sich im Punkt o schneiden.
Weiters seien P1, P2, P3 verschiedene Punkte auf G und P ′

1, P
′
2, P

′
3 verschiedene

Punkte auf G′, die auch alle verschieden von o seien sollen, i = 1, 2, 3. Dann
liegen die Schnittpunkte

R2 := P1P ′
3 ∩ P3P ′

1, R3 := P1P ′
2 ∩ P2P ′

1 und R1 := P2P ′
3 ∩ P3P ′

2

auf einer Geraden.

Beweis. Es bezeichne F die eindeutige Gerade durch R2 und R3. Wir be-
trachten wieder den affinen Raum A := E \ F . Nach Konstruktion sind die

Geraden P1P
′
3 und P3P

′
1 parallel in A, und auch die Geraden P1P

′
2 und P2P

′
1 sind

parallel in A. Nach Proposition VIII.3.41 sind daher auch P2P
′
3 und P3P

′
2 par-

allel in A, ihr Schnittpunkt R1 liegt also in F . Dies zeigt, dass die drei Punkte
R1, R2, R3 alle auf der Geraden F liegen. �
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VIII.3.43. Definition (Dualität). Sei V ein endlich dimensionaler Vektor-
raum. Ist P = P (W ) ein projektiver Teilraum in P (V ), dann wird P ◦ := P (W ◦)
der zu P duale projektive Teilraum von P (V ∗) genannt. Hier bezeichnetW ◦ ⊆ V ∗

den Annihilator des linearen Teilraums W ⊆ V , d.h. W ◦ = {α ∈ V ∗ : α|W = 0}.
VIII.3.44. Lemma. Seien P und Q projektive Teilräume von P (V ). Dann gilt:

(a) dim(P ) + dim(P ◦) + 1 = dim(P (V )) = dim(P (V ∗)).
(b) P ⊆ Q⇔ P ◦ ⊇ Q◦.
(c) (P ∩Q)◦ = 〈P ◦ ∪Q◦〉proj.
(d) 〈P ∪Q〉proj = P ◦ ∩Q◦.

Beweis. Für jeden linearen Teilraum W von V gilt die Dimensionsformel
dim(W ◦) = dim(V ) − dim(W ) und somit (a). Für je zwei lineare Teilräume W
und U von V gilt W ⊆ U ⇔ W ◦ ⊇ U◦, also (b). Nach Satz III.4.9 gilt weiters
(W ∩ U)◦ =W ◦ + U◦ und (W + U)◦ = W ◦ ∩ U◦. Daraus folgen (c) und (d). �

Daraus erhalten wir sofort folgendes metamathematische Dualitätsprinzip:

VIII.3.45. Satz (Dualitätsprinzip). Angenommen wir haben einen Satz über
projektive Teilräume eines n-dimensionalen projektiven Raums bewiesen, dessen
Formulierung nur die Begriffe Dimension, Inklusion, Durchschnitt und projektive
Hülle involviert. Ersetzen wir in dieser Aussage überall

(a) k-dimensionaler Teilraum durch (n− k − 1)-dimensionaler Teilraum,
(b) enthält durch ist enthalten in,
(c) Durchschnitt von Teilräumen durch projektive Hülle ihrer Vereinigung und
(d) projektive Hülle der Vereinigung durch Durchschnitt der Teilräume,

so erhalten wir erneut einen Satz über projektive Teilräume eines n-dimensionalen
projektiven Raums.

VIII.3.46. Beispiel. Die Aussage “Zwei verschiedene Punkte einer projekti-
ven Ebene liegen auf genau einer projektiven Geraden” ist dual zu der Aussage
“Zwei verschiedene projektive Geraden einer projektiven Ebene haben genau einen
Schnittpunkt.”

VIII.3.47. Beispiel. Die Aussage “Zwei verschiedene Punkte eines 3-dimen-
sionalen projektiven Raums liegen auf genau einer projektiven Geraden” ist dual
zu der Aussage “Zwei verschiedene projektive Ebenen eines 3-dimensionalen pro-
jektiven Raums schneiden sich in einer projektiven Geraden.”

VIII.3.48. Beispiel. Die Aussage “Zwei verschiedene Punkte eines n-dimen-
sionalen projektiven Raums liegen auf genau einer projektiven Geraden” ist du-
al zu der Aussage “Zwei verschiedene projektive Hyperebenen eines projektiven
Raums schneiden sich in einem (n− 2)-dimensionalen projektiven Teilraum.”

Dual zum Satz von Desargues ist folgende Umkehrung desselben:
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VIII.3.49. Korollar. In einer projektiven Ebene betrachte drei verschiedene
Punkte R1, R2 und R3, die auf einer projektiven Geraden F liegen. Weiters seien
Hi und Ki verschiedene projektive Geraden durch Ri, die auch alle verschieden
von F sein sollen, i = 1, 2, 3. Betrachten wir die Schnittpunkte

P3 := H1 ∩H2, P2 := H1 ∩H3, P1 := H2 ∩H3,

Q3 := K1 ∩K2, Q2 := K1 ∩K3, Q1 := K2 ∩K3,

dann schneiden sich die Geraden P1Q1, P2Q2 und P3Q3 in einem Punkt.

Dualsieren wir den Satz von Pappus, so erhalten wir:

VIII.3.50. Korollar. Seien R und R′ zwei verschiedene Punkte einer pro-
jektiven Ebene. Weiters seien G1, G2, G3 drei Geraden durch R und G′

1, G
′
2, G

′
3

drei Geraden durch R′. Betrachten wir die Schnittpunkte

P1 := G2 ∩G′
3, P2 := G1 ∩G′

3, P3 := G1 ∩G′
2

Q1 := G′
2 ∩G3, Q2 := G′

1 ∩G3, Q3 := G′
1 ∩G2

dann schneiden sich die Geraden P1Q1, P2Q2 und P3Q3 in einem Punkt.

VIII.4. Projektive Quadriken. Sei V ein endlich dimensionaler Vektor-
raum über einem Körper K mit char(K) 6= 2.

VIII.4.1. Definition (Projektive Quadriken). Unter einer projektiven Qua-
drik verstehen wir jede Teilmenge E ⊆ P (V ) von der Form

E = {[v] ∈ P (V ) : q(v) = 0},
wobei q eine quadratische Form auf V bezeichnet. Beachte, dass q keine Funktion
auf P (V ) definiert, die Nullstellenmenge aber trotzdem wohldefiniert ist, denn
aus q(v) = 0 folgt q(λv) = 0, für jeden Skalar λ ∈ K.

VIII.4.2. Beispiel. Die Teilmenge

E :=
{
[x0 : x1 : x2] ∈ RP2

∣
∣ x20 + x21 − x22 = 0

}

bildet eine Quadrik in RP2. Bezeichnet ι : R2 → RP2, ι ( x1x2 ) = [1 : x1 : x2], die
Standardeinbettung, so ist der affine Teil, ι−1(E) =

{
( x1x2 ) ∈ R2

∣
∣ 1+x21−x22 = 0

}
,

eine Hyperbel in R2. Beachte, dass E aber auch die beiden Fernpunkte [0 : 1 : 1]
und [0 : 1 : −1] enthält, sie entsprechen den Richtungen der beiden Asymptoten
der Hyperbel.

VIII.4.3. Proposition. Ist π : P (V )→ P (V ′) eine projektive Abbildung und
E eine projektive Quadrik in P (V ), dann ist auch π(E) eine projektive Quadrik
in P (V ′).

Beweis. Nach Vorraussetzung existiert ein linearer Isomorphismus φ : V →
V ′, sodass π([v]) = [φ(v)] für alle 0 6= v ∈ V . Weiters existiert eine quadratische
Form q auf V , sodass E = {[v] ∈ P (V ) : q(v) = 0}. Es ist daher q′ := q ◦ φ−1

eine quadratische Form auf V ′, und somit E ′ := {[v′] ∈ P (V ′) : q′(v′) = 0} eine
projektive Quadrik in P (V ′). Nach Konstruktion gilt π(E) = E ′. �
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VIII.4.4. Proposition. Sei A ⊆ V eine affine Hyperebene, 0 /∈ A und ι : A→
P (V ) die damit assoziierte Einbettung. Ist E eine projektive Quadrik in P (V ),
dann ist ι−1(E) eine affine Quadrik in A. Umgekehrt ist jede affine Quadrik in A
von der Form ι−1(E) für eine geeignete, i.A. nicht eindeutig bestimmte, projektive
Quadrik E in P (V ).

Beweis. Ist E ⊆ P (V ) eine projektive Quadrik, dann existiert eine quadra-
tische Form q auf V , sodass E = {[v] ∈ P (V ) : q(v) = 0}. Die Einschränkung
Q := q|A : A → K ist eine quadratische Funktion. Offensichtlich gilt ι−1(E) =
{a ∈ A : Q(a) = 0}, also ist ι−1(E) eine affine Quadrik in A.

Für die zweite Aussage nehmen wir o.B.d.A. P (V ) = KPn und ι : Kn → KPn,
ι(x) = [1 : x1 : · · · : xn], an. Ist Q(x) = xtAx+ btx+ c eine quadratische Funktion
auf Kn, dann repräsentiert die symmetrische (n+ 1)× (n+ 1)-Matrix

(
c bt/2
b/2 A

)

eine quadratische Form q : Kn+1 → K, und es gilt

ι−1
(
{[v] ∈ KPn : q(v) = 0}

)
= {x ∈ Kn : Q(x) = 0},

denn

(
1
x

)t(
c bt/2
b/2 A

)(
1
x

)

= xtAx+ btx+ c = Q(x). �

VIII.4.5. Beispiel. Betrachte die affine Quadrik

E0 := {( x1x2 ) ∈ R2 : x2 = x21 + 1}.
Wir wollen eine projektive Quadrik E ⊆ RP2 bestimmen, deren affiner Teil mit
E0 überein stimmt, d.h. so, dass ι−1(E) = E0 gilt, wobei ι : R2 → RP2 die
Standardeinbettung bezeichnet. Ersetzen wir in der definierenden Gleichung für
E0 die Variable xi durch

xi
x0

so erhalten wir

x2
x0

=
(x1
x0

)2

+ 1.

Multiplikation mit x20 liefert den Ausdruck

x2x0 = x21 + x20.

Die gesuchte projektive Quadrik ist daher

E =
{
[x0 : x1 : x2] ∈ RP2

∣
∣ x2x0 = x21 + x20

}
.

VIII.4.6. Satz (Normalform komplexer projektiver Quadriken). Sei V ein
endlich dimensionaler komplexer Vektorraum, dim(P (V )) = n und E eine projek-
tive Quadrik in P (V ). Dann existiert eine projektive Abbildung π : CPn → P (V ),
die E auf die Quadrik

π−1(E) =
{
[z0 : · · · : zn] ∈ CPn

∣
∣ z20 + · · ·+ z2k−1 = 0

}

abbildet, für ein geeignetes 0 ≤ k ≤ n+ 1.
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Beweis. Nach Voraussetzung existiert eine quadratische Form q auf V , so-
dass E = {[v] ∈ P (V ) : q(v) = 0}. Nach Satz VII.1.25 existiert ein linerer Iso-
morphismus φ : Cn+1 → V , sodass q(φ(z)) = z20 + · · ·+ z2k−1, wobei k = rank(q).
Die davon repräsentierte projektive Abbildung π = Pφ : CP

n → P (V ) hat die
gewünschte Eigenschaft. �

VIII.4.7. Satz (Normalform reeller projektiver Quadriken). Sei V ein endlich
dimensionaler reeller Vektorraum, dim(P (V )) = n und E eine projektive Quadrik
in P (V ). Dann existiert eine projektive Abbildung π : RPn → P (V ), die E auf
die Quadrik

π−1(E) =
{
[x0 : · · · : xn] ∈ RPn

∣
∣ x20 + · · ·+ x2p−1 − x2p − · · · − x2p+k−1 = 0

}

abbildet, für geeignete 0 ≤ k ≤ p ≤ n + 1.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert eine quadratische Form q auf V , so-
dass E = {[v] ∈ P (V ) : q(v) = 0}. Nach Satz VII.1.35 existiert ein linerer
Isomorphismus φ : Rn+1 → V , sodass

q(φ(x)) = x20 + · · ·+ x2p−1 − x2p − · · · − x2p+k−1,

wobei (p, k) die Signatur von q bezeichnet. Da q und −q die selbe projektive
Quadrik beschreiben. dürfen wir o.B.d.A. p ≥ k annehmen. Die davon repräsen-
tierte projektive Abbildung, π = Pφ : RP

n → P (V ), hat die gewünschte Eigen-
schaft. �

VIII.4.8. Beispiel. Jede Quadrik in der projektiven Ebene RP2 ist zu einer
der folgenden Quadriken projektiv kongruent:

(a)
{
[x0 : x1 : x2] ∈ RP2

∣
∣ 0 = 0

}
(ganz RP2)

(b)
{
[x0 : x1 : x2] ∈ RP2

∣
∣ x20 = 0

}
(Gerade)

(c)
{
[x0 : x1 : x2] ∈ RP2

∣
∣ x20 + x21 = 0

}
(ein Punkt)

(d)
{
[x0 : x1 : x2] ∈ RP2

∣
∣ x20 − x21 = 0

}
(zwei Geraden)

(e)
{
[x0 : x1 : x2] ∈ RP2

∣
∣ x20 + x21 + x22 = 0

}
(leer)

(f) E :=
{
[x0 : x1 : x2] ∈ RP2

∣
∣ x20 + x21 − x22 = 0

}

Bezeichnet ι0 : R
2 → RP2, ι0(x, y) = [1 : x : y], die Standardeinbettung, dann ist

ι−1
0 (E) = {( xy ) ∈ R2 : 1+x2−y2 = 0} eine Hyperbel und es liegen zwei Punkte von
E auf der Ferngeraden, [0 : 1 : 1] und [0 : 1 : −1]. Betrachten wir die Einbettung
ι2 : R

2 → RP2, ι0(x, y) = [x : y : 1], dann ist ι−1
2 (E) = {( xy ) ∈ R2 : x2+y2−1 = 0}

ein Kreis und kein Punkt von E liegt auf der Ferngeraden. Für die mit der

affinen Hyperebene
(

0
1
−1

)

+ 〈
(

1
0
0

)

,
(

0
1
1

)

〉 assoziierten Einbettung ι : R2 → RP2,

ι(x, y) = [x : y + 1 : y − 1], ist ι−1(E) = {( xy ) ∈ R2 : x2 + 4y = 0} eine Parabel.
In diesem Fall liegt nur ein Punkt von E auf der Ferngeraden, nämlich [0 : 1 : 1].

VIII.4.9. Beispiel. Jede Quadrik in des projektiven Raums RP3 ist zu einer
der folgenden Quadriken projektiv kongruent:

(a)
{
[x0 : x1 : x2 : x3] ∈ RP3

∣
∣ 0 = 0

}
(ganz RP3)
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(b)
{
[x0 : x1 : x2 : x3] ∈ RP3

∣
∣ x20 = 0

}
(eine Ebene)

(c)
{
[x0 : x1 : x2 : x3] ∈ RP3

∣
∣ x20 + x21 = 0

}
(eine Gerade)

(d)
{
[x0 : x1 : x2 : x3] ∈ RP3

∣
∣ x20 − x21 = 0

}
(zwei Ebenen)

(e)
{
[x0 : x1 : x2 : x3] ∈ RP3

∣
∣ x20 + x21 + x22 = 0

}
(ein Punkt)

(f)
{
[x0 : x1 : x2 : x3] ∈ RP3

∣
∣ x20 + x21 − x22 = 0

}

(g)
{
[x0 : x1 : x2 : x3] ∈ RP3

∣
∣ x20 + x21 + x22 + x23 = 0

}
(leer)

(h)
{
[x0 : x1 : x2 : x3] ∈ RP3

∣
∣ x20 + x21 + x22 − x23 = 0

}

(i)
{
[x0 : x1 : x2 : x3] ∈ RP3

∣
∣ x20 + x21 − x22 − x23 = 0

}

VIII.4.10. Beispiel. Wir wollen eine Projektivität π : RP2 → RP2 bestim-
men, die die projektive Quadrik

E =
{
[x : y : z] ∈ RP2

∣
∣ x2 + 2y2 + z3 + 2xy + 2xz + 4yz = 0

}

auf Normalform bringt. Durch Ergänzen auf vollständige Quadrate erhalten wir

x2 + 2y2 + z3 + 2xy + 2xz + 4yz = (x+ y + z)2 + (y + z)2 − z2.
Die lineare Abbildung φ : R3 → R3, φ

(
x
y
z

)

=
(
x+y+z
y+z
z

)

, induziert daher eine

Projektivität π = Pφ : RP
2 → RP2, sodass

π(E) =
{
[x : y : z] ∈ RP2

∣
∣ x2 + y2 − z2 = 0

}

Normalform hat.



IX. Multilineare Algebra

Bevor wir uns im zweiten Abschnitt mit dem Tensorprodukt auseinander-
setzen, wollen wir zum Aufwärmen zwei Konstruktionen mit Vektorräumen be-
sprechen, die durch universelle Eigenschaften charakterisiert werden können: das
Produkt und die direkte Summe von Vektorräumen.

Wir orientieren uns an der Darstellung in [11, Chapter 4].

IX.1. Produkte und direkte Summen. Alle Vektorräume in diesem Ka-
pitel seien über einem fixen aber beliebigen Körper K definiert. Unter dem Pro-
dukt zweier Vektorräume V und W verstehen wir die Menge aller Paare V ×W
mit der komponentenweisen Addition und Skalarmultiplikation:

(v, w) + (v′, w′) := (v + v′, w + w′), λ(v, w) := (λv, λw),

wobei v, v′ ∈ V , w,w′ ∈ W und λ ∈ K. Es lässt sich leicht verifizieren, dass
dadurch V ×W zu einem Vektorraum über K wird. Sind V und W beide endlich
dimensional, dann gilt

dim(V ×W ) = dimV + dimW.

Die linearen Abbildungen,

π1 : V ×W → V und π2 : V ×W →W,

π1(v, w) := v, π2(v, w) := w werden als kanonische Projektionen bezeichnet,
und besitzten folgende universelle Eigenschaft: Ist U ein weiterer Vektorraum
und sind ϕ1 : U → V und ϕ2 : U → W zwei lineare Abbildungen, dann existiert
eine eindeutige lineare Abbildung ϕ : U → V × W , sodass π1 ◦ ϕ = ϕ1 und
π2◦ϕ = ϕ2. Offensichtlich leistet nämlich ϕ(u) := (ϕ1(u), ϕ2(u)) das Gewünschte.
Diese universelle Eigenschaft des Produkts lässt sich übersichtlich durch folgendes
kommutative Diagramm veranschaulichen:

V

U
∃!ϕ

//______

ϕ1
..

ϕ2 00

V ×W
π1

::vvvvvvvvv

π2

$$H
HHH

HH
HHH

W

Die beiden Projektionen liefern lineare Abbildungen

L(U, V ×W )
(π1)∗−−−→ L(U, V ) und L(U, V ×W )

(π2)∗−−−→ L(U,W ),

(π1)∗(ϕ) := π1 ◦ϕ und (π2)∗(ϕ) := π2 ◦ϕ. Diese induzieren eine lineare Abbildung
L(U, V×W )→ L(U, V )×L(U,W ). Aus der universellen Eigenschaft des Produkts
folgt sofort, dass dies ein linearer Isomorphismus ist. Wir erhalten somit einen
kanonischen Isomorphismus

L(U, V ×W ) = L(U, V )× L(U,W ),
303



304 IX. MULTILINEARE ALGEBRA

wobei die Projektionen des Produkts auf der rechten Seite den Abbildungen (π1)∗
und (π2)∗ entsprechen.

Analog lassen sich auch Produkte endlich vieler Vektorräume V1, . . . , Vn kon-
struieren. Die Menge V1× · · ·× Vn bildet bezüglich komponentenweiser Addition
und Skalarmultiplikation einen Vektorraum, und die kanonischen (linearen) Pro-
jektionen

πi : V1 × · · · × Vn → Vi, πi(v1, . . . , vn) := vi,

haben folgende universelle Eigenschaft: Ist U ein Vektorraum und sind ϕi : U →
Vi lineare Abbildungen, i = 1, . . . , n, dann existiert genau eine lineare Abbildung
ϕ : U → V1 × · · · × Vn, sodass πi ◦ ϕ = ϕi, für jedes i = 1, . . . , n. Offensichtlich
leistet nämlich ϕ(u) := (ϕ1(u), . . . , ϕn(u)) das Gewünschte. Wieder induzieren die
linearen Abbildungen (πi)∗ : L

(
U,
∏n

j=1 Vj
)
→ L(U, Vi) einen kanonischen linearen

Isomorphismus

L
(

U,

n∏

i=1

Vi

)

=

n∏

i=1

L(U, Vi),

sodass die Projektionen der rechten Seite den Abbildungen (πi)∗ entsprechen.
Allgemeiner sei I eine beliebige Indexmenge und Vi ein Vektorraum, für jedes

i ∈ I. Das Produkt
∏

i∈I
Vi =

{
v = (vi)i∈I

∣
∣ ∀i ∈ I : vi ∈ Vi

}
,

ist selbst ein Vektorraum bezüglich komponentenweise Addition und Skalarmul-
tiplikation, (v+w)i := vi+wi, (λv)i := λvi. Für i ∈ I wird die lineare Abbildung
πi :

∏

j∈I Vj → Vi, πi(v) := vi, als kanonische Projektion auf den i-ten Faktor
bezeichnet. Diese haben folgende Eigenschaft: Ist U ein Vektorraum und sind
ϕi : U → Vi linear für jedes i ∈ I, dann existiert eine eindeutige lineare Ab-
bildung ϕ : U → ∏

i∈I Vi, sodass πi ◦ ϕ = ϕi, für jedes i ∈ I. Die Abbildung
ϕ(u) := (ϕi(u))i∈I hat nämlich die gewünschte Eigenschaft. Das Produkt

∏

i∈I Vi
zusammen mit den kanonischen Projektionen πi ist durch diese universelle Ei-
genschaft des Produkts im wesentlichen eindeutig bestimmt. Genauer haben wir:

IX.1.1. Lemma. Seien pi : P → Vi lineare Abbildungen, i ∈ I, mit der uni-
verselle Eigenschaft des Produkts, d.h. sind ϕi : U → Vi linear für jedes i ∈ I,
dann existiere eine eindeutige lineare Abbildung ϕ : U → P , sodass pi ◦ ϕ = ϕi,
für jedes i ∈ I. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten linearen Isomorphismus

φ : P
∼=−→ ∏

i∈I Vi, sodass πi ◦ φ = pi, für jedes i ∈ I.
Beweis. Aus der universellen Eigenschaft des Produkts erhalten wir eine

eindeutig bestimmte lineare Abbildung φ : P → ∏

i∈I Vi, sodass πi ◦ φ = pi, für
jedes i ∈ I. Analog erhalten wir aus der universellen Eigenschaft der Abbildungen
pi eine lineare Abbildung ψ :

∏

i∈I Vi → P , sodass pi ◦ ψ = πi, für jedes i ∈ I. Es
folgt pi ◦ ψ ◦ φ = pi = pi ◦ idP , für alle i ∈ I, und daher ψ ◦ φ = idP wegen der
Eindeutigkeitsaussage in der universellen Eigenschaft von P . Analog gilt πi ◦ φ ◦
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ψ = πi = πi ◦ id∏
i∈I Vi

, also φ ◦ ψ = id∏
i∈I Vi

aufgrund der Eindeutigkeitsaussage
in der universellen Eigenschaft des Produkts. Dies zeigt, dass φ und ψ zueinander
inverse Isomorphismen sind. �

Die Projektionen πi :
∏

j∈I Vj → Vi liefern lineare Abbildungen

(πi)∗ : L
(

U,
∏

j∈I
Vj

)

→ L(U, Vi),

(πi)∗(ϕ) = πi ◦ϕ, und diese induzieren einen kanonischen linearen Isomorphismus

L
(

U,
∏

i∈I
Vi

)

=
∏

i∈I
L(U, Vi),

sodass die Projektionen der rechten Seiten den Abbildungen (πi)∗ entsprechen.
Sind ϕi : Vi → Wi linear für jedes i ∈ I, dann erhalten wir aus der uni-

versellen Eigenschaft des Produkts eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
ϕ :
∏

i∈I Vi →
∏

i∈IWi, sodass π
W
i ◦ ϕ = ϕi ◦ πVi , für jedes i ∈ I. Dabei bezeich-

nen πVi :
∏

j∈I Vj → Vi und πWi :
∏

j∈IWj → Wi die kanonischen Projektionen

der beiden Produkte. Diese Abbildung ϕ wird üblicherweise mit
∏

i∈I ϕi bezeich-
net,

∏

i∈I
ϕi :

∏

i∈I
Vi →

∏

i∈I
Wi.

Aus der Eindeutigkeit erhalten wir sofort
∏

i∈I
ψi ◦

∏

i∈I
ϕi =

∏

i∈I
(ψi ◦ ϕi) und

∏

i∈I
idVi = id∏

i∈I Vi
,

wobei ψi : Wi → Ui weitere lineare Abbildungen bezeichnen. Im Fall endlicher
Produkte, schreiben wir dafür:

V1 × · · · × Vn ϕ1×···×ϕn−−−−−−→W1 × · · · ×Wn.

Offensichtlich gilt (ϕ1 × · · · × ϕn)(v1, . . . , vn) = (ϕ1(v1), . . . , ϕn(vn)), für vi ∈ Vi.
Auch die (äußere) direkte Summe V ⊕W zweier Vektorräume V und W hat

als zugrundeliegenden Vektorraum die Menge der Paare (v, w) mit der kompo-
nentenweisen Addition und Skalarmultiplikation. Wir betrachten nun aber die
beiden kanonischen Inklusionen

ι1 : V → V ⊕W und ι2 : W → V ⊕W,

ι1(v) := (v, 0) und ι2(w) := (0, w). Diese haben folgende Eigenschaft: Ist U
ein weiterer Vektorraum und sind ϕ1 : V → U und ϕ2 : W → U zwei lineare
Abbildungen, dann existiert genau eine lineare Abbildung ϕ : V ⊕W → U , sodass
ϕ ◦ ι1 = ϕ1 und ϕ ◦ ι2 = ϕ2. Offensichtlich leistet nämlich ϕ(v, w) = ϕ1(v) +
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ϕ2(w) das Gewünschte. Diagrammatisch lässt sich diese universelle Eigenschaft
der direkten Summe wie folgt veranschaulichen:

V ϕ1

$$

ι1

$$H
HHHHHHHH

V ⊕W ∃!ϕ
//______ U

W ϕ2

::

ι2

::vvvvvvvvv

Die beiden Inklusionen liefern lineare Abbildungen

L(V ⊕W,U) ι∗
1−→ L(V, U) und L(V ⊕W,U) ι∗

2−→ L(W,U),

ι∗1(ϕ) = ϕ ◦ ι1, ι∗2(ϕ) = ϕ ◦ ι2. Diese induzieren einen kanonischen linearen Iso-
morphismus

L(V ⊕W,U) = L(V, U)× L(W,U),
sodass die Projektionen der rechten Seite den Abbildungen ι∗1 und ι

∗
2 entsprechen.

IX.1.2. Bemerkung. Sind V und W komplementäre Teilräume von U , dann
induzieren die Inklusionen einen Isomorphismus zwischen der äußeren direkten
Summe V ⊕W und U , vgl. Proposition II.5.5(c).

Analog definieren wir die äußere direkte Summe V1 ⊕ · · · ⊕ Vn endlich vieler
Vektorräume V1, . . . , Vn als die Menge aller Tupel (v1, . . . , vn) mit der komponen-
tenweisen Addition und Skalarmultiplikation, und betrachten die kanonischen
Inklusionen

ιi : Vi → V1 ⊕ · · · ⊕ Vn, ιi(vi) = (0, . . . , vi, 0, . . . , 0),

wobei der nicht-triviale Eintrag an der i-ten Stelle stehen soll. Diese haben fol-
gende Eigenschaft: Sind ϕi : Vi → U lineare Abbildungen, i = 1, . . . , n, dann
existiert eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung ϕ : V1⊕· · ·⊕Vn → U , sodass
ϕ ◦ ιi = ϕi, für jedes i = 1, . . . , n.

Allgemeiner, seien Vi Vektorräume, i ∈ I, wobei I eine beliebige Indexmenge
bezeichnet. Dann ist die Menge aller endlichen Tupel,

⊕

i∈I
Vi :=

{
v ∈

∏

i∈I
Vi : nur endlich viele vi 6= 0

}
,

ein Teilraum des Produkts und daher selbst ein Vektorraum bezüglich komponen-
tenweiser Addition und Skalarmultiplikation. Für i ∈ I wird die lineare Abbildung

ιi : Vi →
⊕

j∈I
Vj , (ιi(v))j :=

{

v falls i = j

0 andernfalls

als kononische Inklusion des i-ten Summanden bezeichnet. Diese haben folgende
universelle Eigenschaft: Sind ϕi : Vi → U lineare Abbildungen, i ∈ I, dann exi-
stiert genau eine lineare Abbildung ϕ :

⊕

i∈I Vi → U , sodass ϕ ◦ ιi = ϕi, für alle
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i ∈ I. Die lineare Abbildung ϕ(v) =
∑

i∈I ϕi(vi) leistet nämlich das Gewünschte.
Beachte, dass dies eine endliche Summe ist, da nur endlich viele vi verschieden
von 0 sind. Die direkte Summe

⊕

i∈I zusammen mit den kanonischen Inklusio-
nen ιi ist durch die universelle Eigenschaft der direkten Summe im wesentlichen
eindeutig bestimmt. Genauer gilt:

IX.1.3. Lemma. Seien ji : Vi → S lineare Abbildungen mit der universellen
Eigenschaft der direkten Summe, d.h. sind ϕi : Vi → U lineare Abbildungen, so
existiere genau eine lineare Abbildung ϕ : S → U , sodass ϕ ◦ ji = ϕi, für alle

i ∈ I. Dann gibt es genau einen linearen Isomorphismus φ :
⊕

i∈I Vi
∼=−→ S, sodass

φ ◦ ιi = ji, für jedes i ∈ I.

Der Beweis ist völlig analog zu dem von Lemma IX.1.1, vgl. Aufgabe 52.
Die Inklusionen liefern lineare Abbildungen ι∗i : L

(⊕

j∈I Vj, U
)
→ L(Vi, U),

ι∗i (ϕ) = ϕ ◦ ιi, und diese induzieren einen kanonischen linearen Isomorphismus

L
(⊕

i∈I
Vi, U

)

=
∏

i∈I
L(Vi, U), (IX.1)

sodass die Projektionen der rechten Seite den Abbildungen ι∗i entsprechen. Für
U = K liefert dies einen kanonischen Isomorphismus

(⊕

i∈I
Vi

)∗
=
∏

i∈I
V ∗
i .

Sind ϕi : Vi → Wi linear für jedes i ∈ I, dann erhalten wir aus der universel-
len Eigenschaft der direkten Summe eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
ϕ :
⊕

i∈I Vi →
⊕

i∈IWi, sodass ϕ ◦ ιVi = ιWi ◦ ϕi, für jedes i ∈ I. Dabei bezeich-
nen ιVi : Vi →

⊕

j∈I Vj und ι
W
i : Wi →

⊕

j∈IWj die kanonischen Inklusionen der

beiden Summen. Diese Abbildung ϕ wird üblicherweise mit
⊕

i∈I ϕi bezeichnet,

⊕

i∈I
ϕi :

⊕

i∈I
Vi →

⊕

i∈I
Wi.

Aus der Eindeutigkeit erhalten wir sofort

⊕

i∈I
ψi ◦

⊕

i∈I
ϕi =

⊕

i∈I
(ψi ◦ ϕi) und

⊕

i∈I
idVi = id⊕

i∈I Vi
,

wobei ψi : Wi → Ui weitere lineare Abbildungen bezeichnen. Im Fall endlicher
Produkte, schreiben wir dafür:

V1 ⊕ · · · ⊕ Vn ϕ1⊕···⊕ϕn−−−−−−→W1 ⊕ · · · ⊕Wn.

Offensichtlich gilt (ϕ1 ⊕ · · · ⊕ ϕn)(v1, . . . , vn) = (ϕ1(v1), . . . , ϕn(vn)), für vi ∈ Vi.
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IX.2. Tensorprodukt. Eine Abbildung µ : V1 × · · · × Vk →W heißt multi-
linear oder k-linear, falls µ(v1, . . . , vk) linear in jeder Eintragung ist. Die Menge
dieser Abbildungen bildet einen Vektorraum, den wir mit Lk(V1, . . . , Vk;W ) be-
zeichnen. Beachte,

Lk+r(V1, . . . , Vk+r;W ) = Lk
(
V1, . . . , Vk;Lr(Vk+1, . . . , Vk+r;W )

)
, (IX.2)

via µ(v1, . . . , vk)(vk+1, . . . , vk+r) = µ(v1, . . . , vk+r).

IX.2.1. Beispiel. L2(V, V ;K) ist der Vektorraum der Bilinearformen auf V .
Die Determinante kann als det ∈ Ln(Kn, . . . ,Kn;K) aufgefasst werden.

IX.2.2. Satz. Sind V und W zwei Vektorräume über einem Körper K, dann
existiert ein K-Vektorraum T und eine bilineare Abbildung t : V ×W → T mit
folgender Eigenschaft: Für jeden Vektorraum U und jede bilineare Abbildung
b : V × W → U existiert eine eindeutige lineare Abbildung ϕ : T → U , sodass
b = ϕ◦ t. Der Vektorraum T zusammen mit der bilinearen Abbildung t sind durch
diese Eigenschaft bis auf kanonischen Isomorphismus eindeutig bestimmt, d.h.
ist t̃ : V ×W → T̃ eine weitere bilineare Abbildung mit obiger Eigenschaft, dann

existiert ein eindeutiger linearer Isomorphismus φ : T
∼=−→ T̃ , sodass t̃ = φ ◦ t.

Beweis. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Seien also t : V × W → T
und t̃ : V ×W → T̃ zwei bilineare Abbildungen, die beide die im Satz formulierte
Eigenschaft besitzen. Es existiert daher eine eindeutige lineare Abbildung φ : T →
T̃ , sodass φ ◦ t = t̃. Analog existiert eine lineare Abbildung ψ : T̃ → T , sodass
ψ ◦ t̃ = t. Es folgt ψ ◦ φ ◦ t = t = idT ◦t. Aus der Eindeutigkeitsaussage in der
universellen Eigenschaft von T erhaltem wir daraus ψ ◦ φ = idT . Völlig analog
lässt sich φ ◦ ψ = idT̃ zeigen, denn ψ ◦ φ ◦ t̃ = t̃ = idT̃ ◦t̃. Somit sind φ und ψ
zueinander inverse Isomorphismen.

Nun zur Existenz einer bilineare Abbildung t : V ×W → T mit der gewünsch-
te Eigenschaft. Wir betrachten den Vektorraum, F (V × W,K) = KV ×W aller
Funktionen V ×W → K mit der üblichen puntkweisen Addition und Skalarmul-
tiplikation. Für v ∈ V und w ∈ W bezeichne δv,w ∈ F (V ×W,K) die Funktion
mit δv,w(v, w) = 1 und δv,w(ṽ, w̃) = 0 falls ṽ 6= v oder w̃ 6= w. Es bezeichne
M ⊆ F (V ×W,K) den von den Elementen

δv,w, v ∈ V, w ∈ W

aufgespannten Teilraum. Weiters bezeichne R ⊆M den von den Elementen

δv1+v2,w − δv1,w − δv2,w, δλv,w − λδv,w
δv,w1+w2

− δv,w1
− δv,w2

, δv,λw − λδv,w
aufgespannten Teilraum, wobei v, v1, v2 ∈ V , w,w1, w2 ∈ W und λ ∈ K. Schließ-
lich sei T := M/R und t : V ×W → T , t(v, w) := [δv,w]. Da im Quotientenraum
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M/R die Relationen

[δv1+v2,w] = [δv1,w] + [δv2,w], [δλv,w] = λ[δv,w]

[δv,w1+w2
] = [δv,w1

] + [δv,w2
], [δv,λw] = λ[δv,w]

gelten, ist t bilinear. Es bleibt zu zeigen, dass t die universelle Eigenschaft besitzt.
Sei also b : V ×W → U bilinear. Da die Funktionen δv,w eine Basis von M bilden,
existiert eine eindeutige lineare Abbildung ϕ̃ : M → U , sodass ϕ̃(δv,w) = b(v, w),
für alle v ∈ V und w ∈ W . Aus der Bilinearität von b folgt ϕ̃|R = 0, etwa ist

ϕ̃(δv1+v2,w − δv1,w − δv2,w) = ϕ̃(δv1+v2,w)− ϕ̃(δv1,w)− ϕ̃(δv2,w)
= b(v1 + v2, w)− b(v1, w)− b(v2, w) = 0,

und analog lässt sich zeigen, dass ϕ̃ auf den anderen Erzeugern von R verschwin-
det. Somit existiert eine lineare Abbildung ϕ : T → U , sodass ϕ([f ]) = ϕ̃(f),
für jedes f ∈ M . Insbesondere erhalten wir ϕ(t(v, w)) = ϕ([δv,w]) = ϕ̃(δv,w) =
b(v, w), und somit ϕ ◦ t = b. Nach Konstruktion bildet {t(v, w) : v ∈ V, w ∈ W}
ein Erzeugendensystem von T . Daraus folgt sofort, dass die lineare Abbildung
ϕ : T → U durch die Gleichung ϕ ◦ t = b eindeutig bestimmt ist. �

IX.2.3.Definition (Tensorprodukt). Seien V undW zwei Vektorräume über
einem Körper K. Unter einem (dem) Tensorprodukt von V und W verstehen wir
einen K-Vektorraum V ⊗W zusammen mit einer bilinearen Abbildung

V ×W ⊗−→ V ⊗W, (v, w) 7→ v ⊗ w,
die folgende Eigenschaft hat: Für jeden K-Vektorraum U und jede bilineare Abbil-
dung b : V ×W → U existiert eine eindeutige lineare Abbildung ϕ : V ⊗W → U ,
sodass ϕ(v ⊗ w) = b(v, w), für alle v ∈ V und w ∈ W :

V ×W ⊗
//

b
##H

HHHHHHHH
V ⊗W

∃!ϕ
{{w

w
w

w
w

U

Dies wird als universelle Eigenschaft des Tensorprodukts bezeichnet. Nach dem
vorangehenden Satz existiert das Tensorprodukt beliebiger Vektorräume und ist
im wesentlichen eindeutig.18

Aufgrund der Bilinearität der Abbildung V ×W ⊗−→ V ⊗W gilt:

(a) (v1 + v2)⊗ w = v1 ⊗ w + v2 ⊗ w
(b) v ⊗ (w1 + w2) = v ⊗ w1 + v ⊗ w2

(c) λ(v ⊗ w) = (λv)⊗ w = v ⊗ (λw)

18Wir könnten expliziter auch V ⊗W := T = M/R definieren, vgl. Satz IX.2.2.
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für alle v, vi ∈ V , w,wi ∈ W und λ ∈ K. Die universelle Eigenschaft des Tensor-
produkts liefert eine Bijektion

L2(V,W ;U) = L(V ⊗W,U).
Aus der Eindeutigkeitsaussage in der universellen Eigenschaft folgt sofort, dass
dies ein linearer Isomorphismus ist. Da auch L2(V,W ;U) = L(V, L(W,U)), siehe
(IX.2), erhalten wir einen kanonischen linearen Isomorphismus

L(V ⊗W,U) = L(V, L(W,U)). (IX.3)

IX.2.4.Beispiel. Ist V ein Vektorraum überK, dann existiert ein kanonischer
Isomorphismus

V ⊗K = V, v ⊗ λ↔ λv.

Um dies einzusehen, fassen wir die Skalarmultiplikation als bilineare Abbildung
V × K → V auf, und erhalten eine lineare Abbildung φ : V ⊗ K → V , sodass
φ(v ⊗ λ) = λv, für alle v ∈ V und λ ∈ K. Andereseits ist auch die Abbildung
ψ : V → V ⊗ K, ψ(v) := v ⊗ 1, linear. Es folgt φ(ψ(v)) = φ(v ⊗ 1) = v, also
φ ◦ ψ = idV aber auch ψ(φ(v ⊗ λ)) = ψ(λv) = (λv) ⊗ 1 = v ⊗ λ, für alle
v ∈ V und λ ∈ K, also ψ ◦ φ = idV⊗K wegen der Eindeutigkeitsaussage in
der universellen Eigenschaft des Tensoprodukts. Somit sind φ und ψ zueinander
inverse Isomorphismen.

IX.2.5. Proposition. Seien V und W zwei Vektorräume über K, B eine
Basis von V und C eine Basis von W . Dann bildet {b ⊗ c : b ∈ B, c ∈ C} eine
Basis von V ⊗W . Sind V und W beide endlich dimensional, dann ist auch V ⊗W
endlich dimensional, und es gilt

dim(V ⊗W ) = dim(V ) · dim(W ).

Beweis. Es bezeichne L ⊆ V ⊗W den von {b ⊗ c : b ∈ B, c ∈ C} aufge-
spannten Teilraum, und π : V ⊗W → (V ⊗W )/L die kanonische Projektion. Es
gilt daher π(b ⊗ c) = 0 für alle b ∈ B und c ∈ C. Da B und C Erzeugenden-
systeme von V bzw. W sind, folgt π(v ⊗ w) = 0, für alle v ∈ V und w ∈ W .
Sind nämlich v =

∑

b∈B λbb und w =
∑

c∈C µcc Darstellungen, wobei fast alle λb
und µc verschwinden, dann folgt π(v ⊗w) =∑b∈B,c∈C λbµcπ(b⊗ c) = 0. Aus der
Eindeutigkeitsaussage in der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts erhal-
ten wir π = 0, also L = V ⊗ W . Dies zeigt, dass {b ⊗ c : b ∈ B, c ∈ C} ein
Erzeugendensystem von V ⊗W bildet.

Um auch die lineare Unabhängigkeit zu zeigen, sei
∑

b∈B,c∈C
λb,c b⊗ c = 0, (IX.4)

wobei nur endlich viele der Skalare λb,c ∈ K verschieden von Null sind. Seien b0 ∈
B und c0 ∈ C fix. Da B eine Basis ist, existiert ein lineares Funktional β : V → K,
sodass β(b0) = 1 und β(b) = 0, für alle b ∈ B \{b0}. Genauso existiert ein lineares
Funktional γ : W → K, sodass γ(c0) = 1 und γ(c) = 0, für alle c ∈ C \ {c0}.
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Da V ×W → K, (v, w) 7→ β(v)γ(w), bilinear ist, existiert nach der universellen
Eigenschaft des Tensorprodukts ein lineares Funktional ϕ : V ⊗W → K, sodass
ϕ(v ⊗ w) = β(v)γ(w), für alle v ∈ V und w ∈ W . Insbesondere gilt für b ∈ B
und c ∈ C:

ϕ(b⊗ c) =
{

1 falls b = b0 und c = c0,

0 andernfalls.

Wenden wir dieses Funktional ϕ auf (IX.4) an, erhalten wir λb0,c0 = 0. Dies zeigt,
dass {b⊗ c : b ∈ B, c ∈ C} auch linear unabhängig in V ⊗W ist. �

IX.2.6. Bemerkung. Elemente der Form v ⊗ w in V ⊗W werden als ele-
mentare Tensoren bezeichnet. Nach dem vorangehenden Resultat, lässt sich jedes
Element in V ⊗W als endliche Summe elementarer Tensoren schreiben. I.A. ist
aber nicht jedes Element des Tensorprodukts von der Form v⊗w, vgl. Aufgabe 56.

Sind ϕ : V → V ′ und ψ : W → W ′ zwei lineare Abbildungen, dann existiert
eine eindeutige lineare Abbildung ϕ⊗ ψ : V ⊗W → V ′ ⊗W ′, sodass

(ϕ⊗ ψ)(v ⊗ w) = ϕ(v)⊗ ψ(w), (IX.5)

für alle v ∈ V und w ∈ W . Dies folgt aus der universellen Eigenschaft des
Tensorprodukts, denn der Ausdruck ϕ(v)⊗ ψ(w) ist bilinear in v und w.

IX.2.7. Proposition. Für ϕ, ϕ1, ϕ2 ∈ L(V, V ′), ψ, ψ1, ψ2 ∈ L(W,W ′), ϕ′ ∈
L(V ′, V ′′), ψ′ ∈ L(W ′,W ′′) und λ ∈ K gilt:

(a) idV ⊗ idW = idV⊗W
(b) (ϕ′ ◦ ϕ)⊗ (ψ′ ◦ ψ) = (ϕ′ ⊗ ψ′) ◦ (ϕ⊗ ψ)
(c) (ϕ1 + ϕ2)⊗ ψ = ϕ1 ⊗ ψ + ϕ2 ⊗ ψ
(d) ϕ⊗ (ψ1 + ψ2) = ϕ⊗ ψ1 + ϕ⊗ ψ2

(e) (λϕ)⊗ ψ = λ(ϕ⊗ ψ) = ϕ⊗ (λψ)

Beweis. Dies folgt leicht daraus, dass die Abbildung ϕ ⊗ ψ durch (IX.5)
eindeutig bestimmt ist, vgl. Aufgabe 55. Etwa gilt für alle v ∈ V und w ∈ W ,

(
ϕ1 ⊗ ψ + ϕ2 ⊗ ψ

)
(v ⊗ w) = (ϕ1 ⊗ ψ)(v ⊗ w) + (ϕ2 ⊗ ψ)(v ⊗ w)

= ϕ1(v)⊗ ψ(w) + ϕ2(v)⊗ ψ(w)
=
(
ϕ1(v) + ϕ2(v)

)
⊗ ψ(w)

= (ϕ1 + ϕ2)(v)⊗ ψ(w)
=
(
(ϕ1 + ϕ2)⊗ ψ

)
(v ⊗ w),

und wegen der eben angesprochenen Eindeutigkeit daher (c). �

Das Tensorprodukt ist in folgendem Sinn distributiv:

IX.2.8. Proposition. Sei I eine beliebige Indexmenge, Vi Vektorräume, i ∈
I, und bezeichnen ιi : Vi →

⊕

j∈I Vj die kanonischen Inklusionen. Dann induzie-

ren die linearen Abbildungen Vi ⊗W ιi⊗idW−−−−→
(
⊕

j∈I Vj

)

⊗W einen kanonischen
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linearen Isomorphismus
⊕

i∈I
(Vi ⊗W ) =

(⊕

i∈I
Vi

)

⊗W.

Insbesondere gilt: (V1 ⊕ V2)⊗W = (V1 ⊗W )⊕ (V2 ⊗W ). Analog

V ⊗
(⊕

i∈I
Wi

)

=
⊕

i∈I
(V ⊗Wi),

und speziell: V ⊗ (W1 ⊕W2) = (V ⊗W1)⊕ (V ⊗W2).

Beweis. Aus (IX.1) und (IX.3) erhalten wir:

L
((⊕

i∈I
Vi

)

⊗W,U
)

= L
(⊕

i∈I
Vi, L(W,U)

)

=
∏

i∈I
L(Vi, L(W,U)) =

∏

i∈I
L(Vi ⊗W,U).

Sind ϕi : Vi ⊗W → U linear, i ∈ I, dann existiert also genau eine lineare Ab-
bildung ϕ :

(⊕

i∈I Vi
)
⊗W → U , sodass ϕ ◦ (ιi ⊗ idW ) = ϕi, für alle i ∈ I. Die

Abbildungen ιi ⊗ idW : Vi ⊗W →
(⊕

j∈I Vj
)
⊗W haben also die universelle Ei-

genschaft der direkten Summe Vi ⊗W →
⊕

j∈I(Vj ⊗W ), und induzieren daher
einen Isomorphismus:

⊕

i∈I
(Vi ⊗W ) =

(⊕

i∈I
Vi

)

⊗W.

Die zweite Aussagen lässt sich völlig analog behandeln. �

IX.2.9. Proposition. Sei 0→ V1
ι−→ V2

π−→ V3 → 0 eine kurze exakte Sequenz
von Vektorräumen, und W ein weiterer Vektorraum. Dann ist auch

0→ V1 ⊗W ι⊗idW−−−→ V2 ⊗W π⊗idW−−−−→ V3 ⊗W → 0

eine kurze exakte Sequenz.19 Für jeden Teilraum U von V kann daher U ⊗W in
kanonischer Weise als Teilraum von V ⊗W aufgefasst werden, und wir haben
einen kanonischen Isomorphismus:

(V ⊗W )/(U ⊗W ) = (V/U)⊗W.
Beweis. Da π surjektiv ist, existiert eine lineare Abbildung σ : V3 → V2,

sodass π ◦ σ = idV3 . Da, π ◦ (idV2 −σ ◦ π) = π − π ◦ σ ◦ π = π − π = 0, hat die
Abbildung idV2 −σ ◦ π Werte in ker(π) = img(ι), es existiert daher eine lineare
Abbildung ρ : V2 → V1, sodass ι◦ ρ = idV2 −σ ◦π. Es folgt ι◦ ρ◦ ι = ι−σ ◦π ◦ ι =
ι− 0 = ι ◦ idV1 , also ρ ◦ ι = idV1 denn ι ist injektiv. Zusammenfassend gilt:

ρ ◦ ι = idV1 , ι ◦ ρ+ σ ◦ π = idV2 und π ◦ σ = idV3 .

19Eine Sequenz linearer Abbildungen 0 → V1
ι−→ V2

π−→ V3 → 0 heißt exakt, falls ι injektiv
ist, π surjektiv ist und img(ι) = ker(π) gilt.
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Mit den Rechenregeln in Proposition IX.2.7 folgt:

(ρ⊗ idW ) ◦ (ι⊗ idW ) = idV1⊗W , (π ⊗ idW ) ◦ (σ ⊗ idW ) = idV3⊗W

(ι⊗ idW ) ◦ (ρ⊗ idW ) + (σ ⊗ idW ) ◦ (π ⊗ idW ) = idV2⊗W
Aus der ersten Gleichung folgt, dass ι⊗idW : V1⊗W → V2⊗W injektiv ist. Aus der
zweiten sehen wir, dass π⊗ idW : V2⊗W → V3⊗W surjektiv ist. Aus der dritten
folgt, ker(π⊗idW ) ⊆ img(ι⊗idW ). Schließlich gilt auch die umgekehrte Inklusion,
img(ι⊗idW ) ⊆ ker(π⊗idW ), denn (π⊗idW )◦(ι⊗idW ) = (π◦ι)⊗idW = 0⊗idW = 0,
da ja π ◦ ι = 0. Die verbleibenden Aussagen erhalten wir, indem wir das eben
Bewiesene auf die kurze exakte Sequenz 0→ U → V → V/U → 0 anwenden. �

IX.2.10. Proposition. Seien V und W zwei endlich dimensionale Vektor-
räume. Dann induziert die bilineare Abbildung V ∗×W → L(V,W ), (α,w) 7→ αw,
einen kanonischen linearen Isomorphismus:

V ∗ ⊗W = L(V,W ).

Darüber hinaus existiert ein kanonischer linearer Isomorphismus

(V ⊗W )∗ = V ∗ ⊗W ∗, (IX.6)

sodass (α⊗ β)(v⊗w) = α(v)β(w), für alle α ∈ V ∗, β ∈ W ∗, v ∈ V und w ∈ W .

Beweis. Sei b1, . . . , bn eine Basis von V und b∗1, . . . , b
∗
n die dazu duale Ba-

sis von V ∗, d.h. b∗i (bj) = δi,j. Weiters sei c1, . . . , cm eine Basis von W . Nach
Proposition IX.2.5 ist daher b∗i ⊗ cj , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, eine Basis von
V ∗ ⊗W . Andererseits lässt sich jede lineare Abbildung ϕ : V → W in der Form
ϕ =

∑n
i=1

∑m
j=1Aj,ib

∗
i cj schreiben, wobei die eindeutig bestimmten Koeffizienten

Aj,i ∈ K gerade die Eintragungen der Matrix von ϕ bezüglich der Basen bi und
cj sind. Folglich ist b∗i cj , 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, eine Basis von L(V,W ). Die
Abbildung V ∗ ×W → L(V,W ) bildet also eine Basis von V ∗ ⊗W auf eine Basis
von L(V,W ) ab, und ist daher ein Isomorphismus. Mit (IX.3) erhalten wir daraus

(V ⊗W )∗ = L(V ⊗W,K) = L(V, L(W,K)) = L(V,W ∗) = V ∗ ⊗W ∗,

und somit auch die zweite Behauptung. �

IX.2.11. Beispiel. Für jeden endlich dimensionalen Vektorraum V erhalten
wir aus dem vorangehenden Resultat einen kanonischen linearen Isomorphismus:

end(V ) = V ∗ ⊗ V.
Die identische Abbildung idV ∈ end(V ) entspricht dabei dem Element

n∑

i=1

b∗i ⊗ bi ∈ V ∗ ⊗ V,

wobei b1, . . . , bn eine beliebige Basis von V , und b∗1, . . . , b
∗
n die dazu duale Basis

von V ∗ bezeichnen, d.h. b∗i (bj) = δi,j. Die Spur, tr : end(V ) → K, liefert ein
lineares Funktional tr : V ∗ ⊗ V → K, das wiederum der kanonischen bilinearen
Abbildung V ∗ × V → K, (α, v) 7→ α(v) entspricht.
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IX.2.12. Beispiel. Sei X eine Menge und bezeichne Fc(X) die Menge aller
Funktionen f : X → K mit endlichem Träger, d.h. {x ∈ X : f(x) 6= 0} ist endlich.
Sei Y eine weitere Menge und bezeichnen

p1 : X × Y → X, p2 : X × Y → Y

die beiden Projektionen, p1(x, y) = x, p2(x, y) = y. Dann ist

Fc(X)× Fc(Y )→ Fc(X × Y ), (f, g) 7→ (f ◦ p1) · (g ◦ p2),
offensichtlich bilinear und induziert daher eine lineare Abbildung

Fc(X)⊗ Fc(Y )→ Fc(X × Y ), (f ⊗ g)(x, y) = f(x)g(y), (IX.7)

wobei f ∈ Fc(X), g ∈ Fc(Y ), x ∈ X und y ∈ Y . Beachte, dass {δx : x ∈
X} eine Basis von Fc(X) und {δy : y ∈ Y } eine Basis von Fc(Y ) ist. Nach
Proposition IX.2.5 bildet {δx ⊗ δy : x ∈ X, y ∈ Y } also eine Basis von Fc(X) ⊗
Fc(Y ). Weiters ist {δ(x,y) : (x, y) ∈ X × Y } eine Basis von Fc(X × Y ). Da
δ(x,y) = δx ⊗ δy bildet (IX.7) also eine Basis auf eine Basis ab, und liefert daher
einen kanonischen linearen Isomorphismus:

Fc(X)⊗ Fc(Y ) = Fc(X × Y ).

Analog lässt sich ein Tensorprodukt endlich vieler Vektorräume V1, . . . , Vk
konstruieren, d.h. es existiert eine k-lineare Abbildung

V1 × · · · × Vk → V1 ⊗ · · · ⊗ Vk, (v1, . . . , vk) 7→ v1 ⊗ · · · ⊗ vk,
mit folgender Eigenschaft: Zu jeder k-linearen Abbildung µ : V1 × · · · × Vk → W
existiert eine eindeutige lineare Abbildung ϕ : V1 ⊗ · · · ⊗ Vk → W , sodass ϕ(v1 ⊗
· · · ⊗ vk) = µ(v1, . . . , vk), für alle vi ∈ Vi. Durch diese universelle Eigenschaft ist
das Tensorprodukt bis auf kanonischen Isomorphismus eindeutig bestimmt. Wir
erhalten einen kanonischen linearen Isomorphismus

Lk(V1, . . . , Vk;W ) = L(V1 ⊗ · · · ⊗ Vk,W ).

Ist Bi eine Basis von Vi, dann bildet {b1 ⊗ · · · ⊗ bk : bi ∈ Bi} eine Basis von
V1 ⊗ · · · ⊗ Vk. Sind alle Vi endlich dimensional, dann ist auch ihr Tensorprodukt
endlich dimensional, und es gilt

dim(V1 ⊗ · · · ⊗ Vk) = dim(V1) · · ·dim(Vk).

Sind ϕi : Vi → Wi linear, dann existiert genau eine lineare Abbildung

V1 ⊗ · · · ⊗ Vk ϕ1⊗···⊗ϕk−−−−−−→ W1 ⊗ · · · ⊗Wk

sodass (ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕk)(v1, . . . , vk) = ϕ1(v1) · · ·ϕk(vk), für alle vi ∈ Vi. Es gelten
Rechenregeln analog zu denen in Proposition IX.2.7. Ist σ ∈ Sk eine Permutation,
so existiert eine eindeutige lineare Abbildung

φσ : V1 ⊗ · · · ⊗ Vk → Vσ(1) ⊗ · · · ⊗ Vσ(k) (IX.8)

sodass φσ(v1 ⊗ · · · ⊗ vk) = vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(k). Aus der Eindeutigkeit erhalten wir

φσ1σ2 = φσ1 ◦ φσ2 und φid = idV1⊗···⊗Vk , (IX.9)
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für beliebige Permutationen σ1, σ2 ∈ Sk. Daraus folgt auch, dass jedes φσ ein
Isomorphismus mit Inverser φ−1

σ = φσ−1 ist. Insbesondere erhalten wir einen ka-
nonischen linearen Isomorphismus

V ⊗W =W ⊗ V, v ⊗ w ↔ w ⊗ v.
Das Tensorprodukt ist in folgendem Sinn assoziativ:

IX.2.13. Proposition. Es existieren kanonische lineare Isomorphismen:

V1 ⊗ (V2 ⊗ V3) = V1 ⊗ V2 ⊗ V3 = (V1 ⊗ V2)⊗ V3,

v1 ⊗ (v2 ⊗ v3)↔ v1 ⊗ v2 ⊗ v3 ↔ (v1 ⊗ v2)⊗ v3.
Beweis. Aus (IX.2) und (IX.3) erhalten wir:

L3(V1, V2, V3;W ) = L
(
V1, L2(V2, V3;W )

)

= L
(
V1, L(V2 ⊗ V3,W )

)
= L

(
V1 ⊗ (V2 ⊗ V3);W

)

Zu jeder trilinearen Abbildung µ : V1 × V2 × V3 → W existiert daher genau eine
lineare Abbildung ϕ : V1⊗ (V2⊗V3)→W , sodass ϕ(v1⊗ (v2⊗v3)) = µ(v1, v2, v3).
Somit hat die trilineare Abbildung

V1 × V2 × V3 → V1 ⊗ (V2 ⊗ V3), (v1, v2, v3) 7→ v1 ⊗ (v2 ⊗ v3),
die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts V1 ⊗ V2 ⊗ V3, und wir erhalten
den Isomorphismus V1 ⊗ (V2 ⊗ V3) = V1 ⊗ V2 ⊗ V3. Analog lässt sich der zweite
Isomorphismus konstruieren. �

IX.3. Erweiterung der Skalare. Jede lineare Abbildung zwischen reellen
Vektorräumen kann in natürlicher Weise zu einer C-linearen Abbildung zwischen
komplexen Vektorräumen gemacht werden. Letztere sind oft leichter zu studieren,
denn C ist algebraisch abgeschlossen. Oft ist es möglich daraus Informationen
über die ursprüngliche R-lineare Abbildung zu erlangen. Bei der Behandlung der
reellen Jordan’schen Normalform sind wir genau so vorgegangen. Im folgenden
kurzen Abschnitt wollen wir diese Konstruktion mit Hilfe des Tensorprodukts
systematischer untersuchen und verallgemeinern.

IX.3.1. Definition (Teilkörper). Sei L ein Körper. Unter einem Teilkörper
auch Unterkörper von L verstehen wir jede Teilmenge K ⊆ L, die bezüglich
der Operationen von L selbst einen Körper bildet. In diesem Fall kann L als
Vektorraum über K aufgefasst werden. Die Dimension dimK(L) wird als Grad
der Körpererweiterung K ⊆ L bezeichnet.

IX.3.2. Beispiel. R ist ein Teilkörper von C. Q ist ein Teilkörper von R und
auch Teilkörper von C. Die Menge {a + b

√
2 : a, b ∈ Q} bildet einen Teilkörper

von R. Die Menge {a+ bi : a, b ∈ Q} bildet einen Teilkörper von C.
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Sei K ⊆ L ein Teilkörper und V ein K-Vektorraum. Es lässt sich dann V ⊗KL
zu einem Vektorraum über L machen, indem wir die Skalarmultiplikation mit
λ ∈ L durch

V ⊗K L
idV ⊗λ−−−−→ V ⊗K L, d.h. λ(v ⊗ µ) = v ⊗ (λµ)

definieren, v ∈ V , λ, µ ∈ L. Dies ist wohldefiniert, denn die Skalarmultiplikation

L
λ−→ L ist K-linear. Es sind nun die Vektorraumaxiome zu überprüfen: Für

λ1, λ2, µ ∈ L und v ∈ V gilt

λ1(λ2(v ⊗ µ)) = v ⊗ (λ1(λ2µ)) = v ⊗ ((λ1λ2)µ) = (λ1λ2)(v ⊗ µ)
und daher λ1(λ2ξ) = (λ1λ2)ξ, für alle ξ ∈ V ⊗K L, wegen der Eindeutigkeitsaus-
sage in der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts.20 Ebenso

(λ1 + λ2)(v ⊗ µ) = v ⊗ ((λ1 + λ2)µ) = v ⊗ (λ1µ+ λ2µ)

= v ⊗ (λ1µ) + v ⊗ (λ2µ) = λ1(v ⊗ µ) + λ2(v ⊗ µ),
and daher (λ1 + λ2)ξ = λ1ξ + λ2ξ, für alle ξ ∈ V ⊗K L, wieder aufgrund der
Eindeutigkeitsaussage in der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts. Alle
anderen Vektorraumaxiome lassen sich noch einfacher verifizieren. Somit ist also
V ⊗K L ein Vektorraum über L.

Für eine lineare Abbildung ϕ : V →W zwischen K-Vektorräumen, ist

V ⊗K L
ϕ⊗idL−−−→W ⊗K L

eine L-lineare Abbildung. Sind v ∈ V und µ, λ ∈ L, dann gilt nämlich
(
ϕ⊗ idL

)
(λ(v ⊗ µ)) =

(
ϕ⊗ idL

)
(v ⊗ (λµ)) = ϕ(v)⊗ (λµ)

= λ(ϕ(v)⊗ µ) = λ
(
(ϕ⊗ idL)(v ⊗ µ)

)
,

und daher (ϕ ⊗ idL)(λξ) = λ
(
(ϕ ⊗ idL

)
(ξ)
)
, für alle ξ ∈ V ⊗K L. Beachte, dass

diese Konstruktion mit der Komposition von Abbildungen verträglich ist, d.h.

(ψ ◦ ϕ)⊗ idL = (ψ ⊗ idL) ◦ (ϕ⊗ idL) und idV ⊗ idL = idV⊗L,

für jede weitere lineare Abbildung zwischen K-Vektorräumen, ψ : W → U .
Ist bi, i ∈ I eine Basis des K-Vektorraums V , dann bildet bi ⊗ 1, i ∈ I eine

Basis des L-Vektorraums V ⊗K L. Nach Proposition IX.2.5 ist dieses System
nämlich linear unabhängig, und jedes Element in V ⊗K L lässt sich in der Form
∑n

i=1 bi ⊗ λi =
∑n

i=1 λi(bi ⊗ 1) schreiben, wobei λi ∈ L. Insbesondere folgt

dimL(V ⊗K L) = dimK(V ).

Für jede lineare Abbildungen ϕ : V → W zwischen endlich dimensionalen K-
Vektorräumen gilt

trL
(
ϕ⊗ idL

)
= trK(ϕ) und detL

(
ϕ⊗ idL

)
= detK(ϕ)

siehe Aufgabe 59.

20Beide Ausdrücke, λ1(λ2ξ) und (λ1λ2)ξ sind K-linear in ξ.
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Die K-lineare und injektive Abbildung

ι : V → V ⊗K L, ι(v) := v ⊗ 1

hat folgender universelle Eigenschaft: Ist W ein Vektorraum über L, und ist
ϕ : V → W eine K-lineare Abbildung, dann existiert eine eindeutige L-lineare
Abbildung ϕ̃ : V ⊗K L→ W , sodass ϕ̃ ◦ ι = ϕ:

V
ι

//

ϕ
  A

AA
AA

AA
A

V ⊗K L

∃!ϕ̃zzv
v

v
v

v

W

Aus der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts V ⊗K L folgt nämlich, dass
ϕ̃(v⊗µ) := µϕ(v) eine wohldefinierte K-lineare Abbildung V ⊗KL→ W definiert,
denn der Ausdruck µϕ(v) ist K-linear in v und µ. Offensichtlich gilt ϕ̃ ◦ ι = ϕ.
Ist λ ∈ L, dann ϕ̃(λ(v⊗ µ)) = ϕ̃(v⊗ (λµ)) = (λµ)ϕ(v) = λ(µϕ(v)) = λϕ̃(v⊗ µ),
also ϕ̃(λξ) = λϕ̃(ξ), für alle ξ ∈ V ⊗K L, d.h. ϕ̃ ist auch L-linear. Die universelle
Eigenschaft liefert einen L-linearen Isomorphismus

LL(V ⊗K L,W ) = LK(V,WK).

wobei WK den W zugrundeliegenden K-Vektorraum bezeichnet.
Ist V ein reeller Vektorraum, dann wird der komplexe Vektorraum V ⊗RC als

Komplexifizierung von V bezeichnet. Bei der Behandlung der reellen Jordan’schen
Normalform in Abschnitt VI.4 wurde diese erfolgreich verwendet, allerdings ha-
ben wir dort mit einer ad hoc Definition der Komplexifizierung gearbeitet.

IX.4. Tensoralgebra. Unter einer K-Algebra verstehen wir einen K-Vek-
torraum A zusammen mit einer K-bilinearen Abbildung, der Multiplikation,

A×A → A, (a, b) 7→ ab.

Die Algebra wird assoziativ genannt, wenn (ab)c = a(bc), für alle a, b, c ∈ A.
Ein Element e ∈ A heißt Einselement, falls ea = a = ae, für alle a ∈ A. In
diesem Fall ist das Einselement eindeutig bestimmt und wird meist mit 1 ∈ A
bezeichnet. Existieren Teilräume Aq sodass A =

⊕

q∈ZAq, und gilt ab ∈ Ap+q,
für alle a ∈ Ap und b ∈ Aq, dann sprechen wir von einer graduierten Algebra.

Seien A und A′ zwei K-Algebren. Unter einem Algebrahomomorphismus ver-
stehen wir eine K-lineare Abbildung ϕ : A → A′, die auch mit der Multiplikation
verträglich ist, d.h.

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b),

für alle a, b ∈ A. Besitzen A und A′ Einselemente, dann verlangen von einem
Algebrahomomorphismus auch ϕ(1) = 1. Ein Algebrahomomorphismus ϕ : A →
A′ wird als Algebraisomorphismus bezeichnet, wenn ein Algebrahomomorphismus
ψ : A′ → A existiert, sodass ψ ◦ ϕ = idA und ϕ ◦ ψ = idA′ .
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IX.4.1. Beispiel. Ist X eine Menge, dann bildet der Vektorraum aller Funk-
tionen, F (X,K), mit der üblichen (punktweisen) Multiplikation von Funktionen,
eine K-Algebra mit Eins. Ist X ein topologischer Raum, dann bildet die Menge
aller stetigen Funktionen, C(X ;R), eine reelle Algebra. Analog ist die Menge der
komplexwertigen stetigen Funktionen, C(X ;C), eine komplexe Algebra. Auch die
Menge der stetigen Funktionen mit kompakten Träger, Cc(X ;R) bzw. Cc(X ;C),
bilden Algebren über R bzw. C, besitzen jedoch für nicht kompaktes X kein Eins-
element. Alle diese Algebren sind kommutativ, d.h. es gilt ab = ba für beliebige
a und b.

IX.4.2. Beispiel. Ist V ein K-Vektorraum, dann bildet end(V ) bezüglich der
Komposition linearer Abbildungen eine, i.A. nicht kommutative Algebra. Ebenso
ist Mn×n(K) bezüglich Matrizenmultiplikation eine nicht kommutative Algebra.
Ist V ein n-dimensionaler Vektorraum, dann liefert jede Basis von V einen Alge-
braisomorphismus Mn×n(K) ∼= end(V ).

Für jeden Vektorraum V und q ∈ N0 definieren wir

T qV := V ⊗ · · · ⊗ V
︸ ︷︷ ︸

q Faktoren

.

Insbesondere T 0V = K, T 1V = V , T 2V = V ⊗ V und T 3V = V ⊗ V ⊗ V . Jede
lineare Abbildung ϕ : V → W induziert eine lineare Abbildung

T qϕ : T qV → T qW, T qϕ := ϕ⊗ · · · ⊗ ϕ.
Offensichtlich gilt

T q(ψ ◦ ϕ) = (T qψ) ◦ (T qϕ) und T q idV = idT qV , (IX.10)

für jede weitere lineare Abbildung ψ : W → U . Darüber hinaus gilt, siehe (IX.8),

φσ ◦ T qϕ = (T qϕ) ◦ φσ, (IX.11)

für jede Permutation σ ∈ Sq, denn für v1, . . . , vq ∈ V haben wir

φσ
(
(T qϕ)(v1 ⊗ · · · ⊗ vq)

)
= φσ

(
ϕ(v1)⊗ · · · ⊗ ϕ(vq)

)

= ϕ(vσ(1))⊗ · · · ⊗ ϕ(vσ(q))
= (T qϕ)(vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(q))
= (T qϕ)

(
φσ(v1 ⊗ · · · ⊗ vq)

)
,

also auch φσ((T
qϕ)ξ) = (T qϕ)(φσ(ξ)), für alle ξ ∈ T qV .

Ist b1, . . . , bn eine Basis von V , dann bilden die Vektoren

bi1 ⊗ · · · ⊗ biq , 1 ≤ i1, . . . , iq ≤ n, (IX.12)

eine Basis von T qV , siehe Proposition IX.2.5. Für jeden endlich dimensionalen
Vektorraum V gilt daher

dim(T qV ) = dim(V )q.
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Wir definieren:

TV :=

∞⊕

q=0

T qV = K ⊕ V ⊕ (V ⊗ V ) ⊕ (V ⊗ V ⊗ V ) ⊕ · · · .

Beachte, dass TV unendlich dimensional ist, falls V 6= 0.

IX.4.3. Satz (Tensoralgebra). Sei V ein Vektorraum über einem Körper K.

Die bilinearen Abbildungen T pV × T qV ⊗−→ T p+qV induzieren eine bilineare Ab-
bildung

TV × TV ⊗−→ TV.

Dadurch wird TV zu einer assoziativen graduierten Algebra mit Einselement
1 ∈ K = T 0V ⊆ TV . Jede lineare Abbildung ϕ : V → W induziert einen Al-
gebrahomomorphismus Tϕ =

⊕∞
q=0 T

qϕ : TV → TW , und es gilt

T (ψ ◦ ϕ) = (Tψ) ◦ (Tϕ) sowie T (idV ) = idTV ,

für jede weitere lineare Abbildung ψ : W → U . Die kanonische lineare Inklusion
ι : V → TV , die wir aus der Identifikation V = T 1V ⊆ TV erhalten, hat folgende
universelle Eigenschaft: Ist A eine assoziative K-Algebra mit Eins und ϕ : V → A
linear, dann existiert genau ein Algebrahomomorphismus ϕ̃ : TV → A, sodass
ϕ̃ ◦ ι = ϕ, d.h. ϕ̃|V = ϕ:

V
ι

//

ϕ
  @

@@
@@

@
@

TV

∃!ϕ̃}}{
{

{
{

A
Durch diese Eigenschaft ist TV zusammen mit der Abbildung ι : V → TV bis auf
kanonischen Algebraisomorphismus eindeutig bestimmt, d.h. ist T̃ eine weitere
assoziative K-Algebra mit Eins und ι̃ : V → T̃ eine lineare Abbildung, die die
selben Eigenschaft wie ι : V → TV hat, dann existiert ein eindeutiger Algebrai-

somorphismus φ : TV
∼=−→ Ṽ , sodass φ ◦ ι = ι̃.

Beweis. Aus den vorangehenden Betrachtungen ist klar, dass TV eine gra-
duierte assoziative Algebra mit Eins bildet. Wir werden daher nur die universelle
Eigenschaft der Abbildung ι : V → TV verifizieren. Sei also ϕ : V → A linear.
Dann existiert eine eindeutige lineare Abbildung ϕ̃p : T pV → A, sodass

ϕ̃p(v1 ⊗ · · · ⊗ vp) = ϕ(v1) · · ·ϕ(vp), (IX.13)

für alle vi ∈ V , denn die rechte Seite ist linear in jedem vi. Diese induzieren
eine lineare Abbildung ϕ̃ : TV → A, sodass ϕ̃|T pV = ϕ̃p. Offensichtlich ist ϕ̃ ein
Algebrahomomorphismus und es gilt ϕ̃ ◦ ι = ϕ. Auch die Eindeutigkeit von ϕ̃ ist
offensichtlich, denn für einen Algebrahomomorphismus muss (IX.13) gelten.

Aus der universellen Eigenschaft von TV erhalten wir einen eindeutigen Al-
gebrahomomorphismus φ : TV → T̃ , sodass φ ◦ ι = ι̃. Aus dem gleichen Grund
existiert ein Algebrahomomorphismus ψ : T̃ → TV , sodass ψ◦ ι̃ = ι. Wir erhalten
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ψ ◦ φ ◦ ι = ι = idTV ◦ι, also ψ ◦ φ = idTV wegen der Eindeutigkeitsaussage in der
universellen Eigenschaft von TV . Analog lässt sich φ ◦ ψ = idT̃ zeigen. Folglich
sind φ und ψ zueinander inverse Algebraisomorphismen. �

IX.5. Grassmann Algebra. Wir beschränken uns in diesem Abschnitt auf
Vektorräume über einem Körper K mit Charakteristik 0. Sei V ein Vektorraum
über K. Wir erinnern uns, dass jede Permutation σ ∈ Sq einen linearen Isomor-
phismus

φσ : T
qV → T qV, φσ(v1 ⊗ · · · ⊗ vq) = vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(q),

induziert, sodass φστ = φσ ◦φτ und φid = idT qV , für aller σ, τ ∈ Sq. Es bezeichne

ΛqV :=
{
ξ ∈ T qV

∣
∣ ∀σ ∈ Sq : φσ(ξ) = sign(σ)ξ

}
,

den Teilraum der alternierenden Tensoren. Beachte, Λ0V = K und Λ1V = V .
Ist ϕ : V → W eine lineare Abbildung, dann folgt aus (IX.11), dass die lineare
Abbildung T qϕ : T qV → T qW den Teilraum ΛqV in den Teilraum ΛqW abbildet.
Wir bezeichnen diese Einschränkung mit

Λqϕ : ΛqV → ΛqW.

Aus (IX.10) erhalten wir sofort

Λq(ψ ◦ ϕ) = (Λqψ) ◦ (Λqϕ) und Λq(idV ) = idΛqV ,

für jede weitere lineare Abbildung ψ : W → U .

IX.5.1. Lemma. Die lineare Abbildung

A : T qV → T qV, A :=
1

q!

∑

σ∈Sq

sign(σ)φσ,

ist ein Projektor, A2 = A, mit img(A) = ΛqV , und es gilt

A ◦ φσ = sign(σ)A = φσ ◦ A, (IX.14)

für jede Permutation σ ∈ Sq.

Beweis. Wir beginnen mit (IX.14): Da Sq aus q! Permutationen besteht:

A ◦ φτ =
1

q!

∑

σ∈Sq

sign(σ)φσ ◦ φτ =
1

q!

∑

σ∈Sq

sign(σ)φστ

=
1

q!

∑

σ∈Sq

sign(στ−1)φσ = sign(τ)
1

q!

∑

σ∈Sq

sign(σ)φσ = sign(τ)A.

Analog lässt sich die zweite Gleichheit in (IX.14) zeigen. Daraus folgt nun:

A ◦ A =
1

q!

∑

σ∈Sq

sign(σ)φσ ◦ A =
1

q!

∑

σ∈Sq

A = A.

Somit ist A ein Projektor, aus (IX.14) folgt sofort img(A) = ΛqV . �
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Für zwei Vektorräume V und W bezeichne Lalt
q (V ;W ) ⊆ Lq(V, . . . , V ;W )

den Vektorraum der q-linearen alternierenden Abbildungen µ : V ×· · ·×V →W .
Diese können durch jede der folgenden äquivalenten Eigenschaften charakterisiert
werden:

(a) µ(vσ(1), . . . , vσ(q)) = sign(σ)µ(v1, . . . , vq), für alle v1, . . . , vq ∈ V und σ ∈ Sq.
(b) µ(v1, . . . , vq) wechselt das Vorzeichen wenn zwei Eintragungen vi und vj ver-

tauscht werden, i 6= j.
(c) µ(v1, . . . , vq) = 0, falls v1, . . . , vq linear abhängig sind.
(d) µ(v1, . . . , vq) = 0, falls i 6= j existiert, sodass vi = vj.
(e) µ(v1, . . . , vq) = 0, falls i existiert, sodass vi = vi+1.

IX.5.2. Proposition. Die q-lineare alternierende Abbildung

V × · · · × V → ΛqV, (v1, . . . , vq) 7→ v1 ∧ · · · ∧ vq := A(v1 ⊗ · · · ⊗ vq),
besitzt folgende universelle Eigenschaft: Ist µ : V × · · · × V → U eine q-lineare
alternierende Abbildung, dann existiert genau eine lineare Abbildung ϕ : ΛqV →
U , sodass ϕ(v1 ∧ · · · ∧ vq) = µ(v1, . . . , vq), für alle v1, . . . , vq ∈ V :

V × · · · × V //

µ
%%L

LLLLLLLLLL
ΛqV

∃!ϕ
}}z

z
z

z

U

Dies liefert einen kanonischen linearen Isomorphismus

Lalt
q (V ;U) = L(ΛqV, U).

Durch obige universelle Eigenschaft ist ΛqV zusammen mit der q-linearen alter-
nierenden Abbildung V × · · · × V → ΛqV bis auf kanonischen Isomorphismus
eindeutig bestimmt.

Beweis. Aus (IX.14) folgt sofort, dass A(v1 ⊗ · · · ⊗ vq) alternierend ist. Da
{v1 ⊗ · · · ⊗ vq : v1, . . . , vq ∈ V } ein Erzeugendensystem von T qV bildet, ist
{A(v1 ⊗ · · · ⊗ vq) : v1, . . . , vq ∈ V } ein Erzeugendensystem von ΛqV = img(A).
Daraus folgt sofort, dass die lineare Abbildung ϕ : ΛqV → U durch die Bedingung
ϕ(v1 ∧ · · · ∧ vq) = µ(v1, . . . , vq) eindeutig bestimmt ist, falls sie existiert. Um die
Existenz zu zeigen, bezeichne ϕ̃ : T qV → U die eindeutige lineare Abbildung,
sodass

ϕ̃(v1 ⊗ · · · ⊗ vq) = µ(v1, . . . , vq),

für alle v1, . . . , vq ∈ V . Da µ alternierned ist, gilt

(ϕ̃ ◦ φσ)(v1 ⊗ . . .⊗ vq) = ϕ̃(vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(q)) = µ(vσ(1), . . . , vσ(q))

= sign(σ)µ(v1, . . . , vq) = sign(σ)ϕ̃(v1 ⊗ · · · ⊗ vq),
für jede Permutation σ ∈ Sq, also

ϕ̃ ◦ φσ = sign(σ)ϕ̃.
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Daraus erhalten wir ϕ̃ ◦ A = ϕ̃, denn

ϕ̃ ◦ A =
1

q!

∑

σ∈Sq

sign(σ)ϕ̃ ◦ φσ =
1

q!

∑

σ∈Sq

ϕ̃ = ϕ̃.

Bezeichnet nun ϕ := ϕ̃|ΛqV : Λ
qV → U die Einschränkung, so folgt

ϕ(v1 ∧ · · · ∧ vq) = ϕ̃(A(v1 ⊗ · · · ⊗ vq)) = ϕ̃(v1 ⊗ · · · ⊗ vq) = µ(v1, . . . , vq).

Die verbleibenden Behautungen sind nun offensichtlich. �

IX.5.3. Beispiel. Die Determinant kann als

det ∈ Lalt
n (Kn;K) = L(ΛnKn,K)

aufgefasst werden.

Wir definieren:

ΛV :=
∞⊕

q=0

ΛqV = Λ0V
︸︷︷︸

=K

⊕ Λ1V
︸︷︷︸

=V

⊕ Λ2V ⊕ Λ3V ⊕ · · ·

IX.5.4. Satz (Grassmann Algebra). Die bilineare Abbildung

ΛpV × ΛqV
∧−→ Λp+qV, (α, β) 7→ α ∧ β := A(α⊗ β) (IX.15)

hat folgende Eigenschaften:

(a) α ∧ (β ∧ γ) = (α ∧ β) ∧ γ, für alle α ∈ ΛpV , β ∈ ΛqV und γ ∈ ΛrV .
(b) α ∧ β = (−1)pqβ ∧ α, für alle α ∈ ΛpV und β ∈ ΛqV .
(c) (Λp+qϕ)(α∧β) = (Λpϕ)(α)∧(Λqϕ)(β) für jede lineare Abbbildung ϕ : V →W .

D.h. die von (IX.15) induzierte bilineare Abbildung ΛV × ΛV
∧−→ ΛV macht

ΛV zu einer graduiert kommutativen und assoziativen Algebra mit Einselement
1 ∈ K = Λ0V ⊆ ΛV . Diese Algebra wird als äußere Algebra oder Grassmann
Algebra bezeichnet. Jede lineare Abbildung ϕ : V → W induziert einen Algebra-
homomorphismus Λϕ : ΛV → ΛW , Λϕ =

⊕∞
q=0 Λ

qϕ, und es gilt

Λ(ψ ◦ ϕ) = (Λψ) ◦ (Λϕ) sowie (Λ idV ) = idΛV ,

für jede weitere lineare Abbildung ψ : W → U . Die lineare und injektive Abbildung
ι : V → ΛV , die wir aus der Identifikation V = Λ1V ⊆ ΛV erhalten besitzt
folgende universelle Eigenschaft: Ist A eine assoziative K-Algebra mit Eins, und
ϕ : V → A eine lineare Abbildung, sodass ϕ(v)ϕ(v) = 0, für alle v ∈ V , dann
existiert ein eindeutig bestimmter Algebrahomomorphismus ϕ̃ : ΛV → A, sodass
ϕ̃ ◦ ι = ϕ, d.h. ϕ̃|V = ϕ:

V
ι

//

ϕ
  @

@@
@@

@@
ΛV

∃!ϕ̃}}{
{

{
{

A
Durch diese universelle Eigenschaft ist ΛV zusammen mit der Abbildung ι bis auf
kanonischen Isomorphismus eindeutig bestimmt.
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Beweis. Wir beginnen mit (b). Es bezeichne τ ∈ Sp+q folgende Permutation:

τ(i) =

{

i+ q falls 1 ≤ i ≤ p

i− p falls p+ 1 ≤ i ≤ p+ q.

Für beliebige vi ∈ V gilt daher:

φτ
(
v1 ⊗ · · · ⊗ vp ⊗ vp+1 ⊗ · · · ⊗ vp+q

)
= vp+1 ⊗ · · · ⊗ vp+q ⊗ v1 ⊗ · · · ⊗ vp

also auch φτ (ξ ⊗ η) = η ⊗ ξ, für alle ξ ∈ T pV und η ∈ T qV . Inbesondere
β ⊗ α = φτ (α⊗ β).

Da sign(τ) = (−1)pq folgt mit (IX.14)

β ∧ α = A(β ⊗ α) = A(φτ (α⊗ β)) = sign(τ)A(α⊗ β)) = (−1)pqα ∧ β.
Um auch (a) zu zeigen, werden wir unten

A
(
(Aξ)⊗ η

)
= A(ξ ⊗ η) = A

(
ξ ⊗ Aη

)
(IX.16)

für alle ξ ∈ T pV und η ∈ T qV herleiten. Ist dies gelungen, dann folgt

α ∧ (β ∧ γ) = A
(
α⊗ A(β ⊗ γ)

)

= A(α⊗ β ⊗ γ) = A
(
A(α⊗ β)⊗ γ

)
= (α ∧ β) ∧ γ.

Um (IX.16) zu zeigen, fassen wir Permutationen σ ∈ Sp auch als Permutationen
σ̃ ∈ Sp+q auf:

σ̃(i) :=

{

σ(i) falls 1 ≤ i ≤ p

i falls p+ 1 ≤ i ≤ p+ q.

Es gilt daher (φσξ) ⊗ η = φσ̃(ξ ⊗ η), für alle ξ ∈ T pV und η ∈ T qV . Da offen-
sichtlich sign(σ̃) = sign(σ) erhalten wir aus (IX.14)

A
(
(φσξ)⊗ η

)
= A

(
φσ̃(ξ ⊗ η)

)
= sign(σ̃)A(ξ ⊗ η) = sign(σ)A(ξ ⊗ η)

und somit

A
(
(Aξ)⊗ η

)
=

1

p!

∑

σ∈Sp

sign(σ)A
(
(φσξ)⊗ η

)
=

1

p!

∑

σ∈Sp

A(ξ ⊗ η) = A(ξ ⊗ η).

Die zweite Gleichheit in (IX.16) lässt sich völlig analog behandeln. Um (c) zu
zeigen, verwenden wir (IX.11) um

(Λqϕ) ◦ A = A ◦ (T qϕ)
herzuleiten. Es folgt dann:

(Λp+qϕ)(α ∧ β) = (Λp+qϕ)
(
A(α⊗ β)

)

= A
(
(T p+qϕ)(α⊗ β)

)
= A

(
(T pϕ)(α)⊗ (T qϕ)(β)

)

= A
(
(Λpϕ)(α)⊗ (Λqϕ)(β)

)
= (Λpϕ)(α) ∧ (Λqϕ)(β).
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Nun zur universellen Eigenschaft der Abbildung ι : V → ΛV . Nach Propositi-
on IX.5.2 existiert eine eindeutige lineare Abbildung ϕ̃q : ΛqV → A, sodass

ϕ̃q(v1 ∧ · · · ∧ vq) = ϕ(v1) · · ·ϕ(vq),
denn die rechte Seite ist nach Voraussetzung alternierend. Diese Abbildungen
induzieren eine lineare Abbildung ϕ̃ : ΛV =

⊕

q Λ
qV → A, für die offensichtlich

ϕ̃ ◦ ι = ϕ gilt. Es lässt sich leicht zeigen, dass dies ein Algebrahomomorphismus
ist, der durch ϕ̃ ◦ ι = ϕ völlig festgelegt ist. Die verbleibenden Behautungen sind
nun offensichtlich. �

IX.5.5. Proposition. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und b1, . . . , bn
eine Basis von V . Dann bilden die Vektoren

bi1 ∧ · · · ∧ biq , 1 ≤ i1 < i2 < · · · < iq ≤ n, (IX.17)

eine Basis von ΛqV . Inbesondere gilt ΛqV = 0, für alle q > n und daher

ΛV =
n⊕

q=0

ΛqV = Λ0V ⊕ Λ1V ⊕ Λ2V ⊕ · · · ⊕ ΛnV.

Weiters gilt

dim(ΛqV ) =

(
n

q

)

und dim(ΛV ) = 2n.

Beweis. Da die Vektoren bi1 ⊗ · · · ⊗ biq , 1 ≤ i1, . . . , iq ≤ n, eine Basis von
T qV bilden, ist

bi1 ∧ · · · ∧ biq = A(bi1 ⊗ · · · ⊗ biq), 1 ≤ i1, . . . , iq ≤ n,

ein Erzeugendensystem von ΛqV = img(A). Nach Satz IX.5.4(b) haben wir wei-
ters bσ(i1) ∧ · · · ∧ bσ(iq) = ±bi1 ∧ · · · ∧ biq , für jede Permutation σ ∈ Sq, und es
gilt bi1 ∧ · · · ∧ biq = 0, falls wenigstens zwei der Indizes i1, . . . , iq übereinstimmen.
Somit bilden auch die Vektoren

bi1 ∧ · · · ∧ biq , 1 ≤ i1 < . . . < iq ≤ n,

ein Erzeugendensystem von ΛqV .
Um die lineare Unabhängigkeit einzusehen, seien λi1...iq ∈ K, sodass

∑

1≤i1<···<iq≤n
λi1...iqbi1 ∧ · · · ∧ biq = 0.

Da bi1 ∧ · · · ∧ biq = A(bi1 ⊗ · · · ⊗ biq), folgt

0 = A
( ∑

1≤i1<···<iq≤n
λi1...iqbi1 ⊗ · · · ⊗ biq

)

=
∑

σ∈Sq

∑

1≤i1<···<iq≤n

sign(σ)λi1...iq
q!

bσ(i1) ⊗ · · · ⊗ bσ(iq).
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Beachte, dass die Vektoren

bσ(i1) ⊗ · · · ⊗ bσ(iq), σ ∈ Sq, 1 ≤ i1 < · · · < iq ≤ n

linear unabhängig in T qV sind, siehe (IX.12). Folglich
sign(σ)λi1...iq

q!
= 0, also

λi1...iq = 0, für alle 1 ≤ i1 < · · · < iq ≤ n. Dies zeigt, dass die Vektoren (IX.17)

auch linear unabhängig, also eine Basis von ΛqV sind. Da diese Basis aus
(
n
q

)
Ele-

menten besteht, folgt dim(ΛqV ) =
(
n
q

)
und dann dim(ΛV ) =

∑n
q=0 dim(ΛqV ) =

∑n
q=0

(
n
q

)
= (1 + 1)n = 2n mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes. �

IX.5.6. Beispiel. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und ϕ : V → V
linear. Nach Proposition IX.5.5 ist ΛnV ein 1-dimensionaler Vektorraum, die
lineare Abbildung Λnϕ : ΛnV → ΛnV ist daher durch Multiplikation mit einem
Skalar gegeben. Tatsächlich gilt

Λnϕ = det(ϕ) idΛnV .

Um dies einzusehen, nehmen wir zunächst an, dass ϕ diagonalisierbar ist. Es
existiert daher eine Basis b1, . . . , bn von V und Skalare λi ∈ K mit ϕ(bi) = λibi.
Nach (IX.17) bildet der Vektor b1 ∧ · · · ∧ bn eine Basis von ΛnV und

(Λnϕ)(b1 ∧ · · · ∧ bn) = ϕ(b1) ∧ · · · ∧ ϕ(bn)
= λ1b1 ∧ · · · ∧ λnbn = det(ϕ)b1 ∧ · · · ∧ bn.

Der allgemein Fall ist in Aufgabe 64 zu verifizieren.

IX.5.7. Beispiel. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und ϕ : V → V
linear. Dann gilt für die Koeffizienten des charakteristioschen Polynoms:

det(ϕ+ z idV ) =
n∑

q=0

tr
(
Λqϕ

)
zn−q.

Wir nehmen wieder an, dass ϕ diagonalisierbar ist. Es existiert daher eine Basis
b1, . . . , bn von V und Skalare λi ∈ K mit ϕ(bi) = λibi. Somit

(Λqϕ)(bi1 ∧ · · · ∧ biq) = ϕ(bi1) ∧ · · · ∧ ϕ(biq) = λi1 · · ·λiqbi1 ∧ · · · ∧ biq .
Aus (IX.17) folgt daher

tr(Λqϕ) =
∑

1≤i1<···<iq≤n
λi1 · · ·λiq ,

also

det(ϕ+ z idV ) =
n∏

j=1

(λj + z)

=

n∑

q=0

∑

1≤i1<···<iq≤n
λi1 · · ·λiqzn−q =

n∑

q=0

tr
(
Λqϕ

)
zn−q.



326 IX. MULTILINEARE ALGEBRA

Der allgemeine Fall ist in Aufgabe 65 zu behandeln.

IX.5.8. Beispiel. Seien V und W zwei endlich dimensionale Vektorräume.
Weiters bezeichnen ι1 : V → V ⊕W und ι2 : W → V ⊕W die beiden kanonischen
Inklusionen. Dann induzieren die linearen Abbildungen

ΛpV ⊗ ΛqW → Λp+q(V ⊕W ), α⊗ β 7→ (Λpι1)(α) ∧ (Λqι2)(β),

eine lineare Abbildung
⊕

p+q=k Λ
pV ⊗ΛqW → Λk(V ⊕W ). Aus Proposition IX.5.5

folgt, dass diese Basen auf Basen abbildet. Wir erhalten daher einen kanonischen
linearen Isomorphismus

Λk(V ⊕W ) =
⊕

p+q=k

ΛpV ⊗ ΛqW

und auch Λ(V ⊕W ) = (ΛV )⊗ (ΛW ).

IX.5.9. Beispiel. Die Komposition ΛqV ∗ ⊆ T qV ∗ = (T qV )∗ → (ΛqV )∗, siehe
(IX.6), liefert einen kanonischen linearen Isomorphismus

ΛqV ∗ = (ΛqV )∗ = Lalt
q (V ;K).

Für α ∈ ΛpV ∗ = Lalt
p (V ;K) und β ∈ ΛqV ∗ = Lalt

q (V ;K) ist α ∧ β ∈ Λp+qV ∗ =

Lalt
p+q(V ;K) durch

(α ∧ β)(v1, . . . , vp+q)

=
1

(p+ q)!

∑

σ∈Sp+q

sign(σ)α(vσ(1), . . . , vσ(p))β(vσ(p+1), . . . , vσ(p+q))

gegeben, wobei v1, . . . , vp+q ∈ V .

Die äußere Algebra ΛV kann auch als Quotient der Tensoralgebra TV definiert
werden, und diese Konstruktion ist für Körper beliebiger Charakteristik sinnvoll.
Details dazu finden sich in [11, Chapter 4.6].

IX.6. Symmetrische Algebra. Wir beschränken uns auch in diesem Ab-
schnitt auf Vektorräume über einem Körper K der Charakteristik 0. Sei V ein
Vektorraum über K. Es bezeichne

SqV :=
{
ξ ∈ T qV

∣
∣ ∀σ ∈ Sq : φσ(ξ) = ξ

}
,

den Teilraum der symmetrischen Tensoren. Beachte, S0V = K und S1V = V .
Ist ϕ : V → W eine lineare Abbildung, dann folgt aus (IX.11), dass die lineare
Abbildung T qϕ : T qV → T qW den Teilraum SqV in den Teilraum SqW abbildet.
Wir bezeichnen diese Einschränkung mit

Sqϕ : SqV → SqW.

Aus (IX.10) erhalten wir sofort

Sq(ψ ◦ ϕ) = (Sqψ) ◦ (Sqϕ) und Sq(idV ) = idSqV ,

für jede weitere lineare Abbildung ψ : W → U .
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IX.6.1. Lemma. Die lineare Abbildung

S : T qV → T qV, S(ξ) :=
1

q!

∑

σ∈Sq

φσ(ξ),

ist ein Projektor, S2 = S, mit img(S) = SqV , und es gilt

S ◦ φσ = S = φσ ◦ S, (IX.18)

für jede Permutation σ ∈ Sq.

Beweis. Wir beginnen mit (IX.18): Da Sq aus q! Permutationen besteht:

S ◦ φτ =
1

q!

∑

σ∈Sq

φσ ◦ φτ =
1

q!

∑

σ∈Sq

φστ =
1

q!

∑

σ∈Sq

φσ = S.

Analog lässt sich die zweite Gleichheit in (IX.18) zeigen. Daraus folgt nun:

S ◦ S =
1

q!

∑

σ∈Sq

φσ ◦ S =
1

q!

∑

σ∈Sq

S = S.

Somit ist S ein Projektor, aus (IX.18) folgt sofort img(S) = SqV . �

Für zwei Vektorräume V und W bezeichne Lsym
q (V ;W ) ⊆ Lq(V, . . . , V ;W )

den Vektorraum der q-linearen symmetrischen Abbildungen µ : V ×· · ·×V →W .
Diese können durch jede der folgenden äquivalenten Eigenschaften charakterisiert
werden:

(a) µ(vσ(1), . . . , vσ(q)) = µ(v1, . . . , vq), für alle v1, . . . , vq ∈ V und σ ∈ Sq.
(b) µ(v1, . . . , vq) bleibt unverändert wenn zwei Eintragungen vertauscht werden.
(c) µ(v1, . . . , vq), bleibt unverändert wenn zwei benachbarte Eintragungen ver-

tauscht werden.

IX.6.2. Proposition. Die q-lineare symmetrische Abbildung

V × · · · × V → SqV, (v1, . . . , vq) 7→ v1 · · · vq := S(v1 ⊗ · · · ⊗ vq),
besitzt folgende universelle Eigenschaft: Ist µ : V × · · · × V → U eine q-lineare
symmetrische Abbildung, dann existiert genau eine lineare Abbildung ϕ : SqV →
U , sodass ϕ(v1 · · · vq) = µ(v1, . . . , vq), für alle v1, . . . , vq ∈ V :

V × · · · × V //

µ
%%L

LLLLLLLLLL
SqV

∃!ϕ
}}z

z
z

z

U

Dies liefert einen kanonischen linearen Isomorphismus

Lsym
q (V ;U) = L(SqV, U).

Durch obige universelle Eigenschaft ist SqV zusammen mit der q-linearen sym-
metrischen Abbildung V × · · · × V → SqV bis auf kanonischen Isomorphismus
eindeutig bestimmt.
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Beweis. Aus (IX.18) folgt sofort, dass S(v1 ⊗ · · · ⊗ vq) symmetrisch ist. Da
{v1 ⊗ · · · ⊗ vq : v1, . . . , vq ∈ V } ein Erzeugendensystem von T qV bildet, ist
{S(v1 ⊗ · · · ⊗ vq) : v1, . . . , vq ∈ V } ein Erzeugendensystem von SqV = img(S).
Daraus folgt sofort, dass die lineare Abbildung ϕ : SqV → U durch die Bedin-
gung ϕ(v1 · · · vq) = µ(v1, . . . , vq) eindeutig bestimmt ist, falls sie existiert. Um
die Existenz zu zeigen, bezeichne ϕ̃ : T qV → U die eindeutige lineare Abbildung,
sodass

ϕ̃(v1 ⊗ · · · ⊗ vq) = µ(v1, . . . , vq),

für alle v1, . . . , vq ∈ V . Da µ symmetrisch ist, gilt

(ϕ̃ ◦ φσ)(v1 ⊗ . . .⊗ vq) = ϕ̃(vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(q)) = µ(vσ(1), . . . , vσ(q))

= µ(v1, . . . , vq) = ϕ̃(v1 ⊗ · · · ⊗ vq),
für jede Permutation σ ∈ Sq, also

ϕ̃ ◦ φσ = ϕ̃.

Daraus erhalten wir ϕ̃ ◦ S = ϕ̃, denn

ϕ̃ ◦ S =
1

q!

∑

σ∈Sq

ϕ̃ ◦ φσ =
1

q!

∑

σ∈Sq

ϕ̃ = ϕ̃.

Bezeichnet nun ϕ := ϕ̃|SqV : S
qV → U die Einschränkung, so folgt

ϕ(v1 · · · vq) = ϕ̃(S(v1 ⊗ · · · ⊗ vq)) = ϕ̃(v1 ⊗ · · · ⊗ vq) = µ(v1, . . . , vq).

Die verbleibenden Behautungen sind nun offensichtlich. �

Wir definieren:

SV :=

∞⊕

q=0

SqV = S0V
︸︷︷︸

=K

⊕ S1V
︸︷︷︸

=V

⊕ S2V ⊕ S3V ⊕ · · ·

Genau wie in Satz IX.5.4 lässt sich zeigen:

IX.6.3. Satz (Symmetrische Algebra). Die bilineare Abbildung

SpV × SqV → Sp+qV, (α, β) 7→ αβ := S(α⊗ β) (IX.19)

hat folgende Eigenschaften:

(a) α(βγ) = (αβ)γ, für alle α ∈ SpV , β ∈ SqV und γ ∈ SrV .
(b) αβ = βα, für alle α ∈ SpV und β ∈ SqV .
(c) (Sp+qϕ)(αβ) = (Spϕ)(α)(Sqϕ)(β) für jede lineare Abbbildung ϕ : V →W .

D.h. die von (IX.19) induzierte bilineare Abbildung SV × SV → SV macht SV
zu einer kommutativen und assoziativen graduierten Algebra mit Einselement
1 ∈ K = S0V ⊆ SV . Diese Algebra wird als symmetrische Algebra bezeich-
net. Jede lineare Abbildung ϕ : V → W induziert einen Algebrahomomorphismus
Sϕ : SV → SW , Sϕ =

⊕∞
q=0 S

qϕ, und es gilt

S(ψ ◦ ϕ) = (Sψ) ◦ (Sϕ) sowie S(idV ) = idSV ,
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für jede weitere lineare Abbildung ψ : W → U . Die lineare und injektive Abbildung
ι : V → SV , die wir aus der Identifikation V = S1V ⊆ SV erhalten besitzt fol-
gende universelle Eigenschaft: Ist A eine kommutative und assoziative K-Algebra
mit Eins, und ϕ : V → A eine lineare Abbildung, dann existiert ein eindeutig be-
stimmter Algebrahomomorphismus ϕ̃ : SV → A, sodass ϕ̃ ◦ ι = ϕ, d.h. ϕ̃|V = ϕ:

V
ι

//

ϕ
  @

@@
@@

@
@

SV

∃!ϕ̃}}{
{

{
{

A
Durch diese universelle Eigenschaft ist SV zusammen mit der Abbildung ι bis auf
kanonischen Isomorphismus eindeutig bestimmt.

IX.6.4. Proposition. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und b1, . . . , bn
eine Basis von V . Dann bilden die Vektoren21

ba11 · · · bann , a1, . . . , an ∈ N0, a1 + · · ·+ an = q, (IX.20)

eine Basis von SqV . Insbesondere gilt

dim(SqV ) =

(
n+ q − 1

q

)

.

Beweis. Wie zuvor, lässt sich leicht zeigen, dass die Vektoren (IX.20) ein
Erzeugendensystem von SqV bilden. Um auch die lineare Unabhängigkeit einzu-
sehen, seien λa1...an ∈ K, sodass

∑

a1+···+an=q
λa1...anb

a1
1 · · · bann = 0.

Dann gilt also

S

(
∑

a1+···+an=q
λa1...an b1 ⊗ · · · ⊗ b1︸ ︷︷ ︸

a1 Faktoren

⊗ · · · ⊗ bn ⊗ · · · ⊗ bn
︸ ︷︷ ︸

an Faktoren

)

= 0.

Daraus lässt sich λa1...an = 0 herleiten. Dies zeigt, dass die Vektoren (IX.20) linear
unabhängig in SqV sind. Da die Basis (IX.20) aus

(
n+q−1

q

)
Elementen besteht,

folgt dim(SqV ) =
(
n+q−1

q

)
. �

IX.6.5. Beispiel. Seien V und W zwei endlich dimensionale Vektorräume.
Weiters bezeichnen ι1 : V → V ⊕W und ι2 : W → V ⊕W die beiden kanonischen
Inklusionen. Dann induzieren die linearen Abbildungen

SpV ⊗ SqW → Sp+q(V ⊕W ), α⊗ β 7→ (Spι1)(α)(S
qι2)(β),

21Da es nicht auf die Reihenfolge ankommt schreiben wir hier

ba1

1 · · · ban

n := b1 · · · b1
︸ ︷︷ ︸

a1 Faktoren

· · · bn · · · bn
︸ ︷︷ ︸

an Faktoren

,

wobei b0i := 1.
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eine lineare Abbildung
⊕

p+q=k S
pV ⊗SqW → Sk(V ⊕W ). Aus Proposition IX.6.4

folgt, dass diese Basen auf Basen abbildet. Wir erhalten daher einen kanonischen
linearen Isomorphismus

Sk(V ⊕W ) =
⊕

p+q=k

SpV ⊗ SqW

und auch S(V ⊕W ) = (SV )⊗ (SW ).

IX.6.6. Beispiel (Polynomalgebra). Die Komposition

SqV ∗ ⊆ T qV ∗ = (T qV )∗ → (SqV )∗,

siehe (IX.6), liefert einen kanonischen linearen Isomorphismus

SqV ∗ = (SqV )∗ = Lsym
q (V ;K).

Mittels Polarisieren, lässt sich zeigen, dass Elemente µ ∈ Lsym
q (V ;K) durch die

Werte µ(v) := µ(v, . . . , v) eindeutig bestimmt sind. Für α ∈ SpV ∗ = Lsym
p (V ;K)

und β ∈ SqV ∗ = Lsym
q (V ;K) ist αβ ∈ Sp+qV ∗ = Lsym

p+q(V ;K) durch

(αβ)(v) = α(v)β(v),

d.h. durch punktweise Multiplikation gegeben. Somit kann SV ∗ mit der Algebra
der Polynome V → K identifiziert werden.

Die symmetrische Algebra SV kann auch als Quotient der Tensoralgebra TV
definiert werden, und diese Konstruktion ist für Körper beliebiger Charakteristik
sinnvoll. Details dazu finden sich in [11, Chapter 4.5].
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Übungen zu “Einführung in die lineare Algebra und Geometrie”

Wintersemester 2011/12

Stefan Haller

1. Seien n,m ∈ N und aij ∈ R. Zeige, dass die Abbildung ψ : Rn → Rm,

ψ





x1
...
xn



 :=





a11x1 + · · ·+ a1nxn
...

am1x1 + · · ·+ amnxn



 = x1





a11
...
am1



+ · · ·+ xn





a1n
...

amn



 ,

linear ist, d.h. für alle x, x̃ ∈ Rn und alle λ ∈ R gilt

ψ(x+ x̃) = ψ(x) + ψ(x̃) und ψ(λx) = λψ(x).

2. Sei ψ : Rn → Rm eine lineare Abbildung, d.h. es gelte ψ(x+x̃) = ψ(x)+ψ(x̃)
und ψ(λx) = λψ(x), für alle x, x̃ ∈ Rn und alle λ ∈ R. Zeige, dass die Menge

L := {x ∈ Rn | ψ(x) = 0}
einen Teilraum bildet, d.h. für alle x, x̃ ∈ L und λ ∈ R gilt x+ x̃ ∈ L und λx ∈ L.
Zeige weiters, dass auch

W := img(ψ) = {y ∈ Rm | ∃x ∈ Rn : ψ(x) = y}
ein Teilraum ist, d.h. für alle y, ỹ ∈ W und alle λ ∈ R gilt y+ ỹ ∈ W und λy ∈ W .

3. Zeige, dass das Gleichungssystem

x1 +2x2 +3x3 = y1
2x1 +5x2 +8x3 +3x4 = y2
3x1 +8x2 +14x3 +8x4 = y3

+3x2 +8x3 +14x4 = y4

für jedes y ∈ R4 genau eine Lösung x ∈ R4 besitzt und bestimme diese Lösung.
Was bedeutet dies für die Abbildung

ψ : R4 → R4, ψ







x1
x2
x3
x4







:=







x1 + 2x2 + 3x3
2x1 + 5x2 + 8x3 + 3x4
3x1 + 8x2 + 14x3 + 8x4
+3x2 + 8x3 + 14x4






?

4. Für welche y ∈ R4 besitzt das Gleichungssystem

2x1 −3x2 2x3 = y1
4x1 −6x2 −4x3 = y2
6x1 −9x2 −6x3 = y3
−2x1 +3x2 +2x3 = y4

wenigstens eine Lösung x ∈ R3. Gib ein Gleichungssystem mit möglichst wenigen
Gleichungen für die Menge dieser y an.
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5. Betrachte das homogene Gleichungssystem

x1 +4x4 +5x5 = 0
x1 +2x2 +10x4 +13x5 = 0
−x1 +x2 +3x3 +5x4 +8x5 = 0
2x1 +2x2 +x3 +16x4 +21x5 = 0

Bestimme eines Basis des Lösungsraums

L :=
{
x ∈ R5 | x genügen allen vier Gleichungen oben

}
,

d.h. bestimme Vektoren b1, . . . , bl ∈ L, sodass sich jedes x ∈ L in der Form

x = s1b1 + · · ·+ slbl

schreiben lässt, für eindeutig bestimmte Skalare s1, . . . , sl ∈ R. Hinweis: l = 2.
Gib auch ein Gleichungssystem für L an, das nur aus drei Gleichungen besteht.

6. Sei ψ : Rn → Rm linear, d.h. es gelte ψ(x+ x̃) = ψ(x) +ψ(x̃) und ψ(λx) =
λψ(x), für alle x, x̃ ∈ Rn und alle λ ∈ R. Für y ∈ Rm betrachte

Ly := {x ∈ Rn | ψ(x) = y}
und setze L := L0 = {x ∈ Rn | ψ(x) = 0}. Weiters sei ξy ∈ Ly. Zeige, dass die
Abbildung

φy : L
∼=−→ Ly, φy(x) := ξy + x,

eine Bijektion ist und schließe daraus

Ly = {ξy + x | ψ(x) = 0} = ξy + L.

Was bedeutet dies für ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen in n
Variablen?

7. Sei ψ : Rn → Rm linear und ξ ∈ Rm. Zeige, dass die Abbildung

φ : Rn → Rm, φ(x) := ξ + ψ(x),

affin ist, d.h. es gilt

φ
(
λx+ (1− λ)x̃

)
= λφ(x) + (1− λ)φ(x̃),

für alle x, x̃ ∈ Rn und alle λ ∈ R. Wann ist φ linear?

8. Bestimme alle komplexen Lösungen des Gleichungssystems

z1 +iz2 +(1 + i)z3 = i− 1
(2 + i)z1 +(−3 + i)z2 +2iz3 = −5

d.h. bestimme alle z = (z1, z2, z3) ∈ C3 die den beiden Gleichungen genügen.
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9. Zeige, dass das Gleichungssystem

iz1 +2iz2 +(1 + i)z3 = w1

(1 + i)z1 +(2 + i)z2 +(3 + 2i)z3 = w2

(2 + i)z1 +(4 + 2i)z2 +(1 + 2i)z3 = w3

für jedes w ∈ C3 eine eindeutige Lösung z ∈ C3 besitzt und bestimme diese
Lösung. Was bedeutet dies für die Abbildung

ψ : C3 → C3, ψ





z1
z2
z3



 :=





iz1 + 2iz2 + (1 + i)z3
(1 + i)z1 + (2 + i)z2 + (3 + 2i)z3
(2 + i)z1 + (4 + 2i)z2 + (1 + 2i)z3



?

10. Bestimme alle rationalen Lösungen des Gleichungssystems
1
2
x1 +

1
6
x2 +

2
3
x3 =

1
3

1
3
x1 +

1
2
x2 +

5
6
x3 =

3
2

d.h. bestimme alle x = (x1, x2, x3) ∈ Q3, die dieses System lösen.

11. Sei K ein Körper und n ∈ N. Zeige, dass Kn bezüglich komponentenweiser
Addition und Skalarmultiplikation einen K-Vektorraum bildet, vgl. Beispiel II.1.3
aus der Vorlesung.

12. Sei K = Zp, wobei p eine Primzahl bezeichnet. Aus wievielen Elementen
besteht der Vektorraum Kn?

13. Sei X eine Menge und V ein Vektorraum über K. Zeige, dass die Menge
aller Abbildungen X → V bezüglich punktweiser Addition und Skalarmultiplika-
tion einen K-Vektorraum bildet. Hinweis: In der Vorlesung haben wir bereits die
Vektorraumaxiome (V1) – (V3) und (V6) überprüft, siehe Beispiel II.1.6. Zeige
nun analog, dass auch die restlichen Axiome gelten.

14. Sei X eine Menge und K ein Körper. Zeige, dass die punktweise Multipli-
kation K-wertiger Funktionen X → K folgende Eigenschaften besitzt:

(a) f(gh) = (fg)h
(b) fg = gf
(c) 1f = f = f1, wobei 1 : X → K die konstante Einsfunktion bezeichnet.
(d) f(g1 + g2) = fg1 + fg2 und f(λg) = λ(fg)
(e) (f1 + f2)g = f1g + f2g und (λf)g = λ(fg)

für beliebige Funktionen f, f1, f2, g, g1, g2, h : X → K und λ ∈ K. Die Menge
aller Funktion X → K bildet daher eine kommutative K-Algebra mit Eins, vgl.
Bemerkung II.1.7 aus der Vorlesung.

15. Zeige, dass K[z], d.h. die Menge der Polynome mit Koeffizienten in ei-
nem Körper K, tatsächlich einen K-Vektorraum bildet. Zeige weiters, dass die
Multipikation von Polynomen folgende Eigenschaften besitzt:

(a) p(qr) = (pq)r
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(b) pq = qp
(c) 1p = p = p1, wobei 1 = 1 + 0z + 0z2 + · · · das Einspolynom bezeichnet.
(d) r(p+ q) = rp+ rq und p(λq) = λ(pq)
(e) (p+ q)r = pr + qr und (λp)q = λ(pq)

für beliebige Polynome p, q, r ∈ K[z] und λ ∈ K. Somit ist K[z] eine kommutative
K-Algebra mit Eins. Hinweis: In der Vorlesung haben wir bereits die Assoziativität
bewiesen, vgl. Bemerkung II.1.9.

16. Welche der folgenden Teilmengen sind Teilräume von R2?
{
( xy ) ∈ R2 : 2x+ 3y = 7

} {
( xy ) ∈ R2 : x = 0

}

{
( xy ) ∈ R2 : y = x2

} {
( xy ) ∈ R2 : x2 = 0

}

{
( xy ) ∈ R2 : x ≤ y

} {
( xy ) ∈ R2 : x+ y = 0 und x− y = 0

}

17. Wieviele Elemente hat der Teilraum
{(

x
y
z

)

∈ K3
∣
∣
∣ x+ y + z = 0

}

,

über dem Körper K = Z2 und wieviele im Fall K = Z3?

18. Zeige, dass die Menge der 1-periodischen Funktionen,
{
f : R→ R

∣
∣ ∀x ∈ R : f(x+ 1) = f(x)

}
,

einen Teilraum von F (R,R) bildet.

19. Seien W1 und W2 zwei Teilräume eines Vektorraums V . Zeige, dass die
Vereinigung W1 ∪W2 genau dann einen Teilraum von V bildet, wenn W1 ⊆ W2

oder W2 ⊆W1 gilt.

20. Sei Wi, i ∈ I, eine Familie von Teilräumen eines Vektorraums V , sodass
für je zwei i, j ∈ I stets Wi ⊆ Wj oder Wj ⊆ Wi gilt. Zeige, dass in dieser
Situation

⋃

i∈IWi einen Teilraum von V bildet.

21. Welche der folgenden Abbildungen sind linear?

ϕ : R2 → R, ϕ

(
x
y

)

= 0 ψ : R3 → R3, ψ(v) = −v

ρ : R2 → R2, ρ

(
x
y

)

=

(
xy
2x

)

κ : R2 → R2, κ

(
x
y

)

=

(
x3

y3

)

χ : R3 → R, χ
(
x
y
z

)

= x− y + z f : R→ R, f(x) = 3x+ 7

22. Sei ϕ : V → W eine Abbildung zwischen K-Vektorräumen. Zeige, dass ϕ
genau dann linear ist, wenn es folgender Bedingung genügt:

∀λ ∈ K ∀v1, v2 ∈ V : ϕ(v1 + λv2) = ϕ(v1) + λϕ(v2)
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23. Sei ϕ : V → W eine Abbildung zwischen Q-Vektorräumen. Zeige, dass ϕ
genau dann linear ist, wenn es folgende Eigenschaft besitzt:

∀v, w ∈ V : ϕ(v + w) = ϕ(v) + ϕ(w)

Hinweis: Zeige zunächst ϕ(nv) = nϕ(v), für alle n ∈ N und v ∈ V .

24. Sei V ein Vektorraum und g : Y → X eine Abbildung. Zeige, dass die
Zuordnung F (X, V ) → F (Y, V ), f 7→ f ◦ g, eine lineare Abbildung ist. Schließe
daraus, dass für jede Teilmenge A ⊆ X , die Abbildung F (X, V ) → F (A, V ),
f 7→ f |A, linear ist. Folgere daraus auch, dass für jedes x ∈ X , die sogenannte
Evaluationsabbildung, evx : F (X, V )→ V , evx(f) := f(x), linear ist.

25. Sei K ein Körper. Betrachte die beiden Abbildungen

ϕ : K2 → K2, ϕ

(
x
y

)

:=

(
x+ y
y

)

, und ψ : K2 → K2, ψ

(
x
y

)

:=

(
x

x+ y

)

.

Zeige, dass ϕ und ψ beide lineare Isomorphismen sind, und bestimme ihre Um-
kehrabbildungen. Zeige auch ϕ ◦ψ 6= ψ ◦ϕ, und schließe daraus, dass die Gruppe
GL(K2) nicht abelsch ist.

26. Sei K ein Körper und betrachte den Teilraum

W :=











x
y
z



 ∈ K3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

7x− y + 8z = 0







von K3. Konstruiere einen linearen Isomorphismus K2 ∼= W .

27. Sei K ein Körper und betrachte den Teilraum

W :=











x
y
z



 ∈ K3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

x+ 2y + 3z = 0
2x+ 5y + z = 0







von K3. Konstruiere einen linearen Isomorphismus K ∼= W .

28. Sei W ein Teilraum eines Vektorraums V . Zeige, dass

{ϕ ∈ end(V ) | ϕ(W ) ⊆W}

einen Teilraum von end(V ) bildet, der auch abgeschlossen unter der Komposition
linearer Abbildungen ist. Zeige auch, dass

{ϕ ∈ GL(V ) | ϕ(W ) = W}

eine Untergruppe von GL(V ) bildet.
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29 (Fünferlemma). Freiwilliges Beispiel! Sei K ein Körper und

V1
ϕ1

//

∼=ρ1
��

V2
ϕ2

//

∼=ρ2
��

V3
ϕ3

//

ρ3
��

V4
ϕ4

//

∼= ρ4
��

V5

∼= ρ5
��

W1
ψ1

// W2
ψ2

// W3
ψ3

// W4
ψ4

// W5

ein kommutatives Diagramm linearer Abbildungen zwischen K-Vektorräumen mit
exakten Zeilen. Genauer, sollen die folgenden Voraussetzungen erfüllt sein:

(a) V1, . . . , V5 und W1, . . . ,W5 sind K-Vektorräume.
(b) ϕ1, . . . , ϕ4, ψ1, . . . , ψ4 und ρ1, . . . , ρ5 sind lineare Abbildungen.
(c) Das Diagramm kommutiert, d.h. für i = 1, 2, 3, 4 gilt

ρi+1 ◦ ϕi = ψi ◦ ρi.

(d) Die Zeilen sind exakt, d.h. für i = 1, 2, 3 gilt

img(ϕi) = ker(ϕi+1) und img(ψi) = ker(ψi+1).

Zeige nun: Sind ρ1, ρ2, ρ4 und ρ5 Isomorphismen, dann muss auch ρ3 ein Isomor-
phismus sein.

Hinweis zur Surjektivität von ρ3: Beginne etwa wie folgt: Sei w3 ∈ W3 beliebig.
Da ρ4 surjektiv ist, existiert v4 ∈ V4 mit ρ4(v4) = ψ3(w3). Wegen der Kommutati-
vität des rechten Quadrats, folgt ρ5(ϕ4(v4)) = ψ4(ρ4(v4)) = ψ4(ψ3(w3)) = 0, denn
aufgrund der Exaktheit bei W4 gilt ψ4 ◦ ψ3 = 0. Da ρ5 injektiv ist, erhalten wir
ϕ4(v4) = 0, also v4 ∈ ker(ϕ4). Wegen der Exaktheit bei V4 existiert v3 ∈ V3 mit
ϕ3(v3) = v4. Wegen der Kommutativität des Diagramms folgt ψ3(w3−ρ3(v3)) = 0,
d.h. w3 − ρ3(v3) ∈ ker(ψ3). Verwende nun die Exaktheit bei W3 und die Surjekti-
vität von ρ2 um ein Element ṽ3 ∈ V3 mit ρ3(ṽ3) = w3 zu konstruieren.

Hinweis zur Injektivität von ρ3: Zeige, dass ρ3 trivialen Kern hat. Sei dazu
v3 ∈ V3 so, dass ρ3(v3) = 0. Da ρ4 injektiv ist, lässt sich daraus ϕ3(v3) = 0 folgern,
also v3 ∈ ker(ϕ3). Verwende nun die Exaktheit bei V3 . . . dann die Exaktheit bei
W2 . . . die Surjektivität von ρ1 . . . und schließlich die Exaktheit bei V2.

30. Sofern diese definiert sind, berechne die Produkte AA, AB, AC, BA, BB,
BC, CA, CB und CC folgender Matrizen:

A =





1 2 3
0 1 2
0 0 1



 , B =

(
1 2 3
4 5 6

)

, C =





1 0
0 −1
2 1/2



 .

Bestimme auch A4 = AAAA.
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31. Zeige, dass die folgenden Matrizen über den Körpern Q, R und C inver-
tierbar sind und bestimme ihre Inversen:

A =





1 0 0
0 2 0
0 0 3



 , B =







1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 4






, C =









1 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 3 0 0
0 0 0 4 0
0 0 0 0 5









.

Welche dieser Matrizen sind über den Körpern Z3, Z5 und Z7 invertierbar?

32. Sei K ein Körper und n ∈ N. Unter einer Diagonalmatrix verstehen wir
eine Matrix D ∈Mn×n(K) der Gestalt

D =










a11 0 0 · · · 0
0 a22 0 · · · 0

0 0 a33
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
0 0 · · · 0 ann










d.h. aij = 0 falls i 6= j. Zeige, dass die Diagonalmatrizen einen Teilraum von
Mn×n(K) bilden, der auch abgeschlossen unter Matrizenmultiplikation ist. Zeige,
dass für zwei Diagonalmatrizen D und D′ stets DD′ = D′D gilt. Formuliere ein
hinreichendes und notwendiges Kriterium für die Invertierbarkeit von Diagonal-
matrizen. Wie sieht im invertierbaren Fall die Inverse aus?

33. Zeige, dass die folgenden beiden Matrizen (über jedem Körper) invertier-
bar sind und berechne ihre Inversen:

A =





1 2 3
0 1 2
0 0 1



 und B =







1 2 3 4
0 1 2 3
0 0 1 2
0 0 0 1






.

34. Sei K ein Körper und n ∈ N. Unter einer oberen Dreiecksmatrix verstehen
wir eine Matrix A ∈ Mn×n(K), die folgende Gestalt hat

A =










a11 a12 a13 · · · a1n
0 a22 a23 · · · a2n

0 0 a33
. . .

...
...

...
. . .

. . . an−1n

0 0 · · · 0 ann










d.h. aij = 0 für alle 1 ≤ j < i ≤ n. Zeige, dass die oberen Dreiecksmatrizen einen
Teilraum von Mn×n(K) bilden, der auch abgeschlossen unter Matrizenmultipli-
kation ist. Zeige weiters, dass eine obere Dreiecksmatrix genau dann invertierbar
ist, wenn alle Diagonalelemente aii, i = 1, . . . , n, verschieden von 0 sind und, dass
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in diesem Fall die Inverse Matrix wieder eine obere Dreiecksmatrix bildet. Was
kann über die Diagonalelemente der Inversen ausgesagt werden?

35. Betrachte die Matrix A ∈ Mn×n(K),

A =










0 1 0 · · · 0

0 1
. . .

...
...

. . .
. . . 0
0 1

0 · · · 0










, d.h. Aij =

{

1 falls j = i+ 1, und

0 andernfalls.

Berechne Ak = A · · ·A, für jedes k ∈ N. Hinweis: Vielleicht ist es hilfreich dies

zunächst für kleine n, etwa A =
(

0 1 0
0 0 1
0 0 0

)

oder A =

(
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

)

durchzuführen.

36. Unter der Spur einer quadratischen Matrix A ∈ Mn×n(K) verstehen wir
den Skalar tr(A) := a11+· · ·+ann, d.h. die Summe der Diagonaleinträge. Berechne

tr

(
1 2
3 −1

)

sowie tr





1 2 3
2 1 2
3 2 1



 .

Zeige, dass die Spur eine surjektive lineare Abbildung tr : Mn×n(K)→ K definiert.
Zeige auch tr(AB) = tr(BA), tr(At) = tr(A) und tr(In) = n, für je zwei Matrizen
A,B ∈Mn×n(K).

37. Zeige, dass die Verknüpfung

Mn×n(K)×Mn×n(K)→ Mn×n(K), (A,B) 7→ [A,B] := AB − BA,
die folgenden Eigenschaften besitzt:

(a) [A1 + A2, B] = [A1, B] + [A2, B] und [λA,B] = λ[A,B].
(b) [A,B1 +B2] = [A,B1] + [A,B2] und [A, λB] = λ[A,B].
(c) [A,B] = −[B,A] und [A,A] = 0.
(d) [[A,B], C] + [[B,C], A] + [[C,A], B] = 0. (Jacobi-Identität)
(e) [A,B]t = −[At, Bt]
(f) tr

(
[A,B]C

)
= tr

(
A[B,C]

)

Dabei sind A,A1, A2, B, B1, B2, C ∈Mn×n(K) und λ ∈ K. Der Ausdruck [A,B] =
AB − BA wird als Kommutator der Matrizen A und B bezeichnet. Zeige auch,
dass der Kommutator zweier schiefsymmetrischer Matrizen wieder schiefsymme-
trisch ist, d.h. aus At = −A und Bt = −B folgt stets [A,B]t = −[A,B].

38. Betrachte die reellen (2× 2)-Matrizen,

H =

(
1 0
0 −1

)

, E =

(
0 1
0 0

)

und F =

(
0 0
1 0

)

.
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Zeige [H,E] = 2E, [H,F ] = −2F und [E, F ] = H , wobei [A,B] = AB−BA den
Kommutator bezeichnet, vgl. Aufgabe 37. Zeige auch [[H,H ], E] 6= [H, [H,E]]
und schließe daraus, dass die Verknüpfung (A,B) 7→ [A,B] nicht assoziativ ist.

39. Seien n1, n2, m1, m2, k1, k2 ∈ N und

A ∈Mn1×m1
(K), B ∈Mn1×m2

(K),

C ∈Mn2×m1
(K), D ∈Mn2×m2

(K),

E ∈Mm1×k1(K), F ∈Mm1×k2(K),

G ∈Mm2×k1(K), H ∈Mm2×k2(K).

Setze n := n1 + n2, m := m1 +m2, k := k1+ k2 und betrachte die Blockmatrizen
(
A B
C D

)

∈Mn×m(K) und

(
E F
G H

)

∈Mm×k(K).

Zeige folgende Formel für das Matrizenprodukt:
(
A B
C D

)(
E F
G H

)

=

(
AE +BG AF +BH
CE +DG CF +DH

)

Berechne damit
(

0 Ir
−Ir 0

)2

=

(
0 Ir
−Ir 0

)(
0 Ir
−Ir 0

)

,

wobei Ir ∈Mr×r(K) die (r × r)-Einheitsmatrix bezeichnet.

40. Sei K ein Körper, n1, n2 ∈ N und n := n1 + n2. Zeige, dass
{(

A B
0 D

)

∈Mn×n(K)

∣
∣
∣
∣
A ∈Mn1×n1

(K), D ∈Mn2×n2
(K), B ∈Mn1×n2

(K)

}

einen Teilraum von Mn×n(K) bildet, der auch abgeschlossen unter Matrizen-
multiplikation ist. Zeige, dass diese Matrizen genau den linearen Abbildungen
ψ : Kn → Kn entsprechen, für die ψ(Kn1) ⊆ Kn1 gilt, wobei wir Kn1 in offensicht-
licher Weise als Teilraum von Kn auffassen. Zeige, auch dass eine Matrix dieser
Form invertierbar ist, falls A und D beide invertierbar sind und, dass in diesem
Fall

(
A B
0 D

)−1

=

(
A−1 −A−1BD−1

0 D−1

)

gilt. Schließe daraus, dass
{(

A B
0 D

)

∈Mn×n(K)

∣
∣
∣
∣
A ∈ GLn1

(K), D ∈ GLn2
(K), B ∈Mn1×n2

(K)

}

eine Untergruppe von GLn(K) bildet, vgl. Aufgabe 28. Hinweis: Aufgabe 39.
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41. Zeige, dass die folgende Matrix über jedem Körper invertierbar ist und
bestimme ihre Inverse

A =







2 1 6 7
3 2 8 4
0 0 1 2
0 0 2 5







Hinweis: Verwende Aufgabe 40 und Beispiel II.4.8 aus der Vorlesung.

42. Ist p ∈ K[z] ein Polynom, d.h. p = p0+ p1z+ p2z
2 + · · · mit Koeffizienten

pi ∈ K, und ist A ∈Mn×n(K) eine quadratische Matrix, dann können wir A in p
einsetzen und erhalten eine Matrix p(A) ∈Mn×n(K),

p(A) := p0In + p1A + p2A
2 + p3A

3 + · · ·
Für beliebige p, q ∈ K[z], λ ∈ K und A ∈Mn×n(K) zeige

(p+ q)(A) = p(A) + q(A), (λp)(A) = λp(A) sowie (pq)(A) = p(A)q(A).

Was bedeutet dies für die Zuordnung K[z] → F (Mn×n(K),Mn×n(K)), die einem
Polynom p ∈ K[z] die Abbildung Mn×n(K) → Mn×n(K), A 7→ p(A), zuordnet?
Berechne auch p(A), wobei p = 2− 3z + z2 und A = ( 1 2

2 5 ).

43. Für Vektoren x, y ∈ K3 wird ihr Kreuzprodukt x× y ∈ K3 durch




x1
x2
x3



×





y1
y2
y3



 :=





x2y3 − x3y2
x3y1 − x1y3
x1y2 − x2y1





definiert. Zeige, dass das Kreuzprodukt folgenden Rechenregeln genügt:

(a) x× (y + ỹ) = x× y + x× ỹ und x× (λy) = λ(x× y).
(b) (x+ x̃)× y = x× y + x̃× y und (λx)× y = λ(x× y).
(c) x× y = −y × x und x× x = 0.
(d) (x× y)× z + (y × z)× x+ (z × x)× y = 0. (Jacobi-Identität)
(e) (x× y)tz = xt(y × z).
(f) (x× y)× z = (ztx)y − (ytz)x. (Graßmann-Identität)
(g) xt(x× y) = 0 = yt(x× y).
Dabei sind x, x̃, y, ỹ, z ∈ K und λ ∈ K.

44. Sei K ein Körper. Zeige, dass die Abbildung

ϕ : K3 →M3×3(K), ϕ





x1
x2
x3



 :=





0 x1 x3
−x1 0 x2
−x3 −x2 0





einen linearen Isomorphismus auf den Teilraum der schiefsymmetrischen Matrizen
definiert. Für beliebige x, y ∈ K3 zeige weiters

ϕ(x× y) = [ϕ(x), ϕ(y)].

Dabei bezeichnet [ϕ(x), ϕ(y)] = ϕ(x)ϕ(y)− ϕ(y)ϕ(x) den Kommutator von Ma-
trizen, vgl. Aufgabe 37.
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45. Sei K ein Körper. Zeige W +W ′ = K4, wobei:

W :=
{
x ∈ K4

∣
∣ x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 0

}

W ′ :=
{
x ∈ K4

∣
∣ x1 + x2 + x3 + x4 = 0

}

46. Seien W , W1, W2 und W3 vier Teilräume eines Vektorraums V . Zeige

(a) W1 +W2 = W2 +W1

(b) W1 + (W2 +W3) = (W1 +W2) +W3

(c) W + {0} = W
(d) W1 +W2 = W2 ⇔W1 ⊆W2

Warum bildet die Menge aller Teilräume mit dieser Verknüpfung + i.A. keine
Gruppe? Gib einen Vektorraum V an, für den dies doch der Fall ist.

47. Sei K ein Körper und betrachte folgende Teilräume von K5,

W := {x ∈ K5 | x4 = x5 = 0} und W ′ := {x ∈ K5 | x1 = x2 = x3 = 0},
wobei xi ∈ K die Komponenten des Vektors x ∈ K5 bezeichnen. Zeige

K5 =W ⊕W ′.

Bestimme die Matrizen zur Projektion auf W längs W ′, zur Projektion auf W ′

längs W , zur Spiegelung an W längs W ′ und zur Spiegelung an W ′ längs W .

48. Es sei V ein K-Vektorraum, ε : V → K linear und g ∈ V , sodass ε(g) 6= 0.
Zeige, dass V innere direkte Summe der Teilräume E := {v ∈ V : ε(v) = 0} und
G := {λg : λ ∈ K} ist. Gib auch Formeln für die Projektion auf E längs G, die
Projektion auf G längs E und die Spiegelung an E längs G an. Hinweis: Dies ist
eine Verallgemeinerung von Beispiel II.5.10 aus der Vorlesung.

49. Zeige, dass die Menge der spurfreien Matrizen, d.h.

W := {A ∈Mn×n(K) : tr(A) = 0},
einen Teilraum vonMn×n(K) bildet. Zeige auch, dass die Vielfachen der Einheits-
matrix,

W ′ := {λIn : λ ∈ K},
einen Teilraum vonMn×n(K) bilden. Unter der Annahme n 6= 0 ∈ K zeige weiters

Mn×n(K) =W ⊕W ′,

und gib Formeln für die Projektion auf W längs W ′ sowie die Projektion auf W ′

längs W an.

50. Es sei V ein Vektorraum über einem Körper K in dem 2 6= 0 gilt. Weiters
sei σ : V → V linear, sodass σ ◦ σ = idV . Zeige, dass V innere direkte Summe
der beiden Teilräume W+ = {v ∈ V : σ(v) = v} und W− = {v ∈ V : σ(v) = −v}
ist. Zeige auch, dass die Projektion auf W+ längs W− und die Projektion auf W−
längs W+ durch π+ = 1

2
(idV +σ) bzw. π− = 1

2
(idV −σ) gegeben sind. Inwiefern

ist diese eine Verallgemeinerung von Beispiel II.5.12 aus der Vorlesung?
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51. Betrachte die beiden Teilräume

W1 :=
{
( xy ) ∈ R2

∣
∣ x+ y = 0

}
und W2 :=

{
( xy ) ∈ R3

∣
∣ x− 2y = 0

}
.

Zeige W1 ⊕W2 = R2 und bestimme die Matrix der Projektion auf W1 längs W2

sowie die Matrix der Projektion auf W2 längs W1. Bestimme auch die Matrix der
Spiegelung an W1 längs W2 sowie die Matrix der Spiegelung an W2 längs W1.

52. Betrachte die beiden Teilräume

W1 :=











x
y
z



 ∈ R3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

x+ y = 0
y + z = 0






und W2 :=











x
y
z



 ∈ R3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

x+ z = 0






.

Zeige W1 ⊕W2 = R3 und bestimme die Matrix der Projektion auf W1 längs W2

sowie die Matrix der Projektion auf W2 längs W1. Bestimme auch die Matrix der
Spiegelung an W1 längs W2 sowie die Matrix der Spiegelung an W2 längs W1.

53. Für einen Teilraum W eines Vektorraums V zeige dass V/W = {0} genau
dann gilt, wenn V =W .

54. Sei W := {x ∈ R3 | x1 + x2 + x3 = 0} und bezeichne π : R3 → R3/W die
kanonische Projektion. Zeige π(u) = π(v) und π(u) 6= π(w), wobei:

u =





1
2
3



 , v :=





3
4
−1



 , w =





1
2
4



 .

55. Sei W ein Teilraum eines Vektorraums V und ϕ : V → V linear, sodass
ϕ(W ) ⊆ W . Zeige, dass es genau eine lineare Abbildung ϕ̄ : V/W → V/W gibt,
sodass π ◦ ϕ = ϕ̄ ◦ π, wobei π : V → V/W die kanonische Projektion bezeichnet.

56. Sind A und B zwei Teilmengen eines Vektorraums V , dann gilt für die
lineare Hülle i.A. 〈A ∩B〉 6= 〈A〉 ∩ 〈B〉. Erläutere dies an einem Beispiel.

57. Welche der folgenden Teilmengen bilden Erzeugendensysteme der ange-
gebenen Vektorräume?

{( 1
0 ) , (

0
1 ) , (

16
17 )} ⊆ R2 {( 2

5 ) , (
1
3 )} ⊆ R2

{(
1
0
0

)

,
(

0
1
0

)

,
(

0
0
2

)

,
(

7
8
9

)}

⊆ R3
{(

1
0
0

)

,
(

1
2
3

)

,
(

1
4
5

)}

⊆ R3

{( 1
x ) : x ∈ R} ⊆ R2 {( 1

0 ) , (
i
0 )} ⊆ C2

{(
1
1
1

)

,
(

2
2
1

)

,
(

3
3
1

)}

⊆ R3
{
( 1
i
) , ( i

−1 ) ,
(−1

−i

)
, (−i

1 )
}
⊆ C2

58. Zeige, dass die folgenden Teilmengen linear abhängig sind und gib jeweils
ein Element an, das sich als Linearkombination der restlichen schreiben lässt:

{( 1
0 ) , (

1
1 ) , (

1
−1 ) , (

0
0 )} ⊆ R2

{(
2
−1
5

)

,
(

3
1
4

)

,
(

1
−3
6

)}

⊆ R3

{(
1
0
0
0

)

,

(
0
1
1
0

)

,

(
0
3
3
0

)

,

(
0
1
2
1

)}

⊆ R4
{(

7
i

4−i

)

,
(

7+7i
i−1
5+3i

)

,
(

0
0
2i

)}

⊆ C2
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59. Zeige, dass die folgenden Teilmengen linear unabhängig sind:

{( 9
7 ) , (

6
5 )} ⊆ R2

{( −1
3
5

)

,
(

0
2
0

)

,
(

2
4
−3

)}

⊆ R3

{(
1
0
0
0

)

,

(
1
1
0
0

)

,

(
0
1
1
0

)

,

(
0
0
1
1

)}

⊆ R4
{(

i
0

1+i

)

,
(

2+7i
3−i

5

)}

⊆ C3

60. Fasse V = R als Vektorraum über Q auf und zeige, dass {1,
√
2} ⊆ V

eine linear unabhängige Teilmenge bildet.

61. Welche der folgenden Teilmengen bilden Basen der angegebenen Vektor-
räume?

{( 1
7 ) , (

2
13 )} ⊆ R2

{(
1
2
3

)

,
(

2
3
4

)}

⊆ R3

{( 1
i
) , ( i

i
)} ⊆ C2

{
1, 1 + z, 1 + 2z + z2

}
⊆ R[z]≤2

62. Erweitere den Vektor
(

5
3
1

)

zu einer Basis von R3.

63. Zeige, dass jede endliche totalgeordnete Menge ein eindeutiges Maximum
besitzt. Hinweis: Induktion nach der Anzahl der Elemente.

64. Sei W ein Teilraum eines Vektorraums V . Zeige, dass ein zu W komple-
mentärer Teilraum M in V existiert, d.h. W ⊕M = V , wie folgt:

(a) Sei U ein Teilraum von V , W ∩ U = {0} und v ∈ V \ (W + U). Zeige, dass
U ′ := 〈v〉+U ein Teilraum von V ist, für den U ′ ) U und W ∩U ′ = {0} gilt.

(b) Die Mengeninklusion ⊆ definiert eine Halbordnung auf der Menge

X =
{
U
∣
∣ U ist Teilraum von V und W ∩ U = {0}

}
.

Zeige, dass jede Kette in X eine obere Schranke besitzt. Hinweis: Für jede
totalgeordnete Teilmenge K ⊆ X ist S :=

⋃

U∈K U ein Teilraum von V für
den W ∩ S = {0} gilt, vgl. Aufgabe 20.

(c) Nach dem Lemma von Zorn existiert ein maximales Element M ∈ X . Zeige
mit Hilfe von (a), dass W ⊕M = V gilt.

65. Seien U
ϕ−→ V

ψ−→ W linear und U∗ ϕt

←− V ∗ ψt

←− W ∗ die dazu dualen
Abbildungen. Zeige

img(ϕ) = ker(ψ) ⇔ img(ϕt) = ker(ψt).

Hinweis: Verwende Satz III.4.10 aus der Vorlesung.

66. a) Sei π : V → V ein Projektor, d.h. π ◦ π = π. Zeige, dass dann auch
die duale Abbildung πt : V ∗ → V ∗ ein Projektor ist, und beschreibe dessen Bild
und Kern. b) Seien nun W1 und W2 zwei komplementäre Teilräume von V , d.h.
V = W1⊕W2. Weiters bezeichne π1 : V →W1 die damit assoziierte Projektion auf
W1 längsW2 und π2 : V →W2 die Projektion auf W2 längsW1. Nach Satz III.4.9
ist dann auch V ∗ = W ◦

1 ⊕W ◦
2 . Zeige, dass π

t
1 mit der Projektion auf W ◦

2 längs
W ◦

1 übereinstimmt, und analog für πt2.
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67. Sei V ein Vektorraum und ∈ N0. Zeige, dass die folgenden Aussagen
äquivalent sind:

(a) dim(V ) = n.
(b) Es existieren n linear unabhängige Vektoren, und je n+1 Vektoren in V sind

linear abhängig.
(c) Es existiert ein Erzeugendensystem von V mit n Vektoren, und je n − 1

Vektoren erzeugen V nicht.

68. Sei X eine n-elementige Menge. Zeige dim(F (X,K)) = n.

69. Sei X eine Menge mit unendlich vielen Elementen. Zeige, dass F (X,K)
unendlich-dimensional ist. Hinweis: Für jedes x ∈ X betrachte die Funktion
ex : X → K, ex(x) := 1, ex(y) := 0 falls y 6= x, und zeige, dass die Menge
{ex | x ∈ X} linear unabhängig in F (X,K) ist.

70. Zeige: Zwei Vektoren x, y ∈ R3 sind genau dann linear unabhängig, wenn
ihr Kreuzprodukt z := x × y verschieden von Null ist. In diesem Fall bilden die
Vektoren x, y, z eine Basis von R3. Hinweis: Es genügt die lineare Unabhängigkeit
zu zeigen. In diesem Fall gilt weiters











u1
u2
u3



 ∈ R3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

x1u1 + x2u2 + x3u3 = 0
y1u1 + y2u2 + y3u3 = 0






=
{
λz
∣
∣ λ ∈ R

}
,

sowie

{
λx+ µy

∣
∣ λ, µ ∈ R

}
=











u1
u2
u3



 ∈ R3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

z1u1 + z2u2 + z3u3






.

Hinweis: In beiden Fällen folgt eine Inklusion sofort aus xtz = 0 = ytz, siehe
Aufgabe 43. Die Gleichheit folgt dann aus Dimensionsgründen.

71. Seien W1 und W2 zwei verschiedene (n − 1)-dimensionale Teilräume von
Kn. Zeige W1 +W2 = Kn und dim(W1 ∩W2) = n− 2. Hinweis: Beispiel IV.2.6.

72. Sei V ein Vektorraum und α, β ∈ V ∗ zwei nicht-triviale lineare Funktio-
nale, α 6= 0, β 6= 0. Zeige, dass die Hyperebenen ker(α) und ker(β) genau dann
übereinstimmen, wenn λ ∈ K existiert, sodass β = λα.

73. Sei 0→W
ϕ−→ V

ψ−→ U → 0 eine kurze exakte Sequenz linearer Abbildun-
gen, d.h. ϕ sei injektiv, ψ surjektiv und img(ϕ) = ker(ψ). Zeige, dass V genau
dann endlich-dimensional ist, wennW und U beide endlich-dimensional sind, und
in diesem Fall gilt

dim(V ) = dim(W ) + dim(U).

Hinweis: Zeige U ∼= V/ img(ϕ), W ∼= img(ϕ) und verwende Korollar IV.2.8.
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74 (Kodimension und Durchschnitt). Ein Teilraum W eines Vektoraums V
hat endliche Kodimension in V , falls V/W endlich-dimensional ist. In diesem
Fall wird codimV (W ) := dim(V/W ) die Kodimension von W in V genannt.
Seien nun W1 und W2 zwei Teilräume von V . Zeige, dass W1 ∩W2 genau dann
endliche Kodimension in V hat, wenn W1 und W2 beide endliche Kodimension in
V haben. Zeige weiters, dass in diesem Fall auch W1 +W2 endliche Kodimension
in V hat und es gilt

codimV (W1 ∩W2) + codimV (W1 +W2) = codimV (W1) + codimV (W2).

Im transversalen Fall, d.h. wenn W1 +W2 = V gilt, erhalten wir

codimV (W1 ∩W2) = codimV (W1) + codimV (W2).

Hinweis: codimV (W ) = dim(V/W ) = dim(W ◦), Satz IV.2.1 und Satz III.4.9.

75. Erläutere die Gleichungen

dimC(C
n) = n und dimR(C

n) = 2n.

Hinweis: Cn = R2n, siehe auch Beispiel IV.1.12.

76. Sei V ein endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum und b1, . . . , bn eine
Basis von V . Zeige, dass b1, ib1, b2, ib2, . . . , bn, ibn eine Basis des V zugrundeliegen-
den reellen Vektorraums V R bildet, vgl. Bemerkung IV.2.21, und schließe daraus
dimR(V

R) = 2 dimC(V ).

77. Führe die Details in Bemerkung IV.2.22 aus.

78. Es sei V ein reeller Vektorraum und J : V → V linear mit J ◦ J = − idV .
Zeige, dass V bezüglich der Skalarmultiplikation

C× V ·−→ V, (a+ bi)v := av + bJ(v),

zu einem komplexen Vektorraum wird. Schließe daraus, dass dies nur möglich ist,
wenn dimR(V ) gerade ist. Hinweis: Für den letzten Teil verwende Aufgabe 76.

79. Sei

{0} ϕ−1=0−−−−→ V0
ϕ0−→ V1

ϕ1−→ V2
ϕ2−→ · · · → Vn−1

ϕn−1−−−→ Vn
ϕn=0−−−→ {0}

eine Folge linearer Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Vektorräumen,
sodass ϕi◦ϕi−1 = 0, für jedes i. Schließe daraus img(ϕi−1) ⊆ ker(ϕi) und definiere
Vektorräume Hi := ker(ϕi)/ img(ϕi−1). Zeige nun

∑

i

(−1)i dim(Vi) =
∑

i

(−1)i dim(Hi).

Hinweis: Verwende img(ϕi) ∼= Vi/ ker(ϕi) und Korollar IV.2.8.
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80. Seien A ∈Mm×n(K), S ∈ GLn(K) und T ∈ GLm(K). Zeige

rank(TAS) = rank(A).

Hinweis: Betrachte die mit den Matrizen assoziierten linearen Abbildungen und
verwende Proposition IV.2.23.

81. Sei W ein Teilraum eines endlich-dimensionalen Vektorraums V , und be-
zeichne ι : V → V ∗∗, ι(v)(α) = α(v), die natürliche Abbildung, v ∈ V , α ∈ V ∗.
Zeige ι(W ) = W ◦◦. Hinweis: Proposition III.4.13.

82. Seien ϕ : V → W und ψ : W → U zwei lineare Abbildungen mit endlichem
Rang. Zeige, dass dann auch ψ ◦ ϕ : V → U endlichen Rang hat und

rank(ψ ◦ ϕ) ≤ min{rank(ψ), rank(ϕ)
}

gelten muss. Schließe daraus, dass für je zwei Matrizen A ∈ Mm×n(K) und B ∈
Mn×l(K) folgende Ungleichung gilt:

rank(AB) ≤ min
{
rank(A), rank(B)

}

83. Bestimme die Dimension sowie eine Basis des von den Vektoren

v1 =





0
1
2
−1
−1
2



 , v2 =

( 0
1
2
1
7
4

)

, v3 =

( 0
2
4
0
6
6

)

, v4 =





0
3
6
−5
−11
4



 , v5 =

( 0
4
8
0
12
15

)

aufgespannten Teilraums W = 〈v1, v2, v3, v4, v5〉 ⊆ R6. Gib ein minimales Glei-
chungssystem für W an. Bestimme eine Basis von W , die aus gewissen der Vek-
toren vi besteht. Gib schließlich auch ein Komplement von W an und beschrei-
be dieses mit einer Basis und durch ein Gleichungssystem. Hinweis: siehe Bei-
spiel IV.3.17.

84. Zeige, dass die Vektoren

v1 =

(
1
1
−1
2

)

, v2 =

(
2
3
−1
6

)

, v3 =

(
3
3
−3
6

)

, v4 =

(
4
4
−2
8

)

, v5 =

(
6
11
0
24

)

ein Erzeugendensystem von R4 bilden, und bestimme vier dieser Vektoren vi, die
eine Basis von R4 bilden. Hinweis: siehe Beispiel IV.3.22.

85. Zeige, dass die Vektoren

v1 =

(
1
−1
1
−1
1

)

, v2 =

(
1
2
1
2
1

)

, v3 =

(
1
2
3
1
2

)

linear unabhängig in R5 sind und erweitere sie zu einer Basis von R5. Hinweis:
Siehe Beispiel IV.3.18.
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86. Es bezeichne W den Teilraum aller y ∈ R6, für die das Gleichungssystem

2x1 +x2 +3x3 +6x4 +10x5 = y1
3x1 +x2 +x3 +5x4 +7x5 = y2
5x1 +2x2 +4x3 +11x4 +17x5 = y3
7x1 +3x2 +x3 +11x4 +15x5 = y4
11x1 +5x2 +5x3 +21x4 +31x5 = y5
13x1 +8x2 +9x3 +30x4 +47x5 = y6

lösbar ist. Bestimme dim(W ) und eine Basis von W . Gib auch ein minimales
Gleichungssystem für W an. Hinweis: Siehe Beispiel IV.3.23.

87. Bezeichne L ⊆ R6 den Lösungsraum des Gleichungssystems:

x1 −x2 +x3 +2x4 −2x5 +2x6 = 0
2x1 −2x2 +2x3 +4x4 −4x5 +4x6 = 0
2x1 −2x2 +2x3 +3x4 −3x5 +3x6 = 0
x1 −x2 +x3 +5x4 −5x5 +5x6 = 0

Bestimme dim(L) und eine Basis von L. Gib auch ein minimales Gleichungssy-
stem für L an. Bestimme auch ein minimales Gleichungssystem für L, das aus
einigen der ursprünglichen Gleichungen besteht. Bestimme ein Komplement von
L und beschreibe es mit Hilfe einer Basis als auch durch ein Gleichungssystem.
Hinweis: Siehe Beispiel IV.3.19.

88. Bestimme alle Lösungen des Gleichungssystems

3x1 −3x2 −3x3 −12x4 −12x5 = −21
x1 −3x2 −5x3 −18x4 −20x5 = −41
2x1 −x2 +2x3 +3x4 +6x5 = 15
−x1 +3x2 +4x3 +16x4 +17x5 = 35

und gib diese in Parameterform an. Bestimme auch ein minimales Gleichungssy-
stem für den Lösungsraum. Welche Dimension hat dieser? Hinweis: Siehe Bei-
spiel IV.4.2.

89. Bestimme alle Lösungen des Gleichungssystems:

x1 +x2 +3x3 +3x4 +5x5 = 37
x1 +2x2 +5x3 +6x4 +8x5 = 60
2x1 +x2 +4x3 +3x4 +8x5 = 59
−x1 −3x2 −7x3 −9x4 −8x5 = −59

Gib auch eine Basis des Lösungsraums für das assoziierte homogene System an.

90. Bestimme die Dimension des affinen Teilraums

E =

(
1
−1
1
−1
1

)

+

〈(
1
2
3
4
5

)

,

(
5
4
3
2
1

)

,

(
7
8
9
10
11

)

,

(
11
10
9
8
7

)〉

von R5. Gib auch ein minimales Gleichungssystem für E an. Hinweis: Siehe Bei-
spiel IV.4.4.
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91. Bestimme die Inversen folgender reeller Matrizen:

A =





2 −1 1
1 0 −1
0 1 −2



 , B =







2 0 0 1
4 3 1 2
0 −3 3 0
0 3 −3 5







92. Bestimme die Inverse folgender komplexer Matrix:

A =





i 3 2 + i

2i 7 −i
−1 −1 + 4i 7 + i



 .

93. Bestimme die Inversen folgender Matrizen über dem Körper K = Z2:

A =





1 0 1
0 1 1
1 1 1



 , B =







1 1 1 1
0 0 1 1
1 0 1 0
0 1 1 1






.

94. Zeige, dass die Vektoren

b1 =

(
2
2
2
9

)

, b2 =

(
7
8
8
0

)

, b3 =

(
1
1
4
4

)

, b4 =

(
8
8
5
5

)

eine Basis von R4 bilden. Hinweis: Siehe Beispiel IV.5.2.

95. Zeige, dass das Gleichungssystem

x1 +x2 +x3 +x4 = y1
x2 +2x3 +3x4 = y2
x2 +4x3 +9x4 = y3
x2 +8x3 +27x4 = y4

für alle y1, y2, y3, y4 ∈ R eindeutig lösbar ist und gib diese Lösung an. Hinweis:
Siehe Beispiel IV.5.6.

96. Es sei A eine invertierbare Matrix mit rationalen Einträgen. Erkläre
warum dann auch die Inverse, A−1, nur rationale Einträge besitzt. Gib eine in-
vertierbare (2 × 2)-Matrix mit ganzzahligen Einträgen an, deren Inverse nicht-
ganzzahlige Einträge hat.

97. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Weiters seien B und C zwei
geordnete Basen von V und es bezeichnen B∗ bzw. C∗ die dazu dualen Basen
von V ∗. Zeige, dass aus B∗ = C∗ schon B = C folgt. Hinweis: Betrachte die zu
B∗ und C∗ dualen Basen B∗∗ und C∗∗ von V ∗∗ und verwende Lemma IV.6.7 aus
der Vorlesung.

98. Zeige, dass B = (b1, b2, b3, b4) eine Basis von R4 bildet, wobei

b1 =

(
1
1
1
1

)

, b2 =

(
0
2
2
2

)

, b3 =

(
0
0
3
3

)

, b4 =

(
0
0
0
4

)

.
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Bestimme die Basiswechselmatrix TBE , wobei E = (e1, e2, e3, e4) die Standard-
basis bezeichnet, und berechne damit die Koordinaten [v]B folgender Vektoren
bezüglich B:

v =

(
5
7
9
0

)

, v =

( −3
7
3
−1

)

, v =

(
1
2
3
3

)

, v =

(
6
5
4
2

)

, v =

( −1
1
−1
1

)

.

99. Zeige, dass B = (b1, b2, b3) eine Basis von R3 bildet, wobei

b1 =
(

0
1
2

)

, b2 =
( −1

2
5

)

, b3 =
(

0
−1
1

)

.

Bestimme die Matrix (bezüglich der Standardbasis) einer linearen Abbildung
ϕ : R3 → R3, für die ϕ(b1) = b1, ϕ(b2) = 2b2 und ϕ(b3) = 3b3 gilt. Wieviele
solche Abbildungen ϕ gibt es? Hinweis: Ohne Rechnung lassen sich [ϕ]BB und
TEB angeben, wobei E = (e1, e2, e3) die Standardbasis von R3 bezeichnet.

100. Zeige, dass die Vektoren

b1 =

(
1
−1
1
−1

)

, b2 =

(
0
1
−1
1

)

, b3 =

(
0
0
1
−1

)

, b4 =

(
0
0
0
1

)

eine Basis von R4 bilden. Schließe daraus, dass R4 direkte Summe der beiden
Teilräume W = 〈b1, b2〉 und W ′ = 〈b3, b4〉 ist, R4 = W ⊕W ′. Bestimme die Ma-
trix (bezüglich der Standardbasis) des damit assoziierten Projektors π : R4 → R4

auf W längs W ′. Berechne damit auch die Matrix des komplementären Projek-
tors, sowie die Matrizen der beiden damit assoziierten Spiegelungen. Hinweis:
Ohne Rechnung lassen sich [π]BB und TEB angeben, wobei E = (e1, e2, e3, e4) die
Standardbasis von R4 bezeichnet.

101. Zeige, dass die Funktionen f1(x) := sin(2x), f2(x) := cos(2x), f3(x) :=
sin(3x) und f4(x) := cos(3x) linear unabhängig in F (R,R) sind und daher
eine Basis B = (f1, f2, f3, f4) des von ihnen aufgespannten Teilraums V :=
〈f1, f2, f3, f4〉 ⊆ F (R,R) bilden. Zeige, dass die Ableitung eine lineare Abbil-
dung D : V → V , D(f) := f ′, liefert, und bestimme die Matrix [D]BB von D
bezüglich B.

102. Zeige, dass die Polynome

h0 = 1

h1 = z

h2 = z2 − 1

h3 = z3 − 3z

h4 = z4 − 6z2 + 3

eine Basis H = (h0, h1, h2, h3, h4) von R[z]≤4 bilden. Bestimme die Matrix [L]HH
der linearen Abbildung

L : R[z]≤4 → R[z]≤4, D(p) := p′′ − zp′.
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Berechne den Rang der linearen Abbildung L und gib eine Basis ihres Kerns an.
Bestimme jenes Polynom p ∈ R[z]≤4 für das [p]H = (1, 0, 1, 0, 1)t gilt. Berechne
auch die Koordinaten [q]H des Polynoms q = z4 + 2z3 − 6z2 − 6z − 6.

103. Betrachte die drei linearen Funktionale γ1, γ2, γ3 : R
3 → R,

γ1

(
x
y
z

)

= x+ 2y + 3z, γ2

(
x
y
z

)

= x+ 4y + 9z, γ3

(
x
y
z

)

= x+ 8y + 27z.

Zeige, dass C = (γ1, γ2, γ3) eine Basis von (R3)∗ bildet. Bestimme eine Basis
B = (b1, b2, b3) von R3, deren duale Basis mit C übereinstimmt, B∗ = C. Hin-
weis: Ohne Rechnung lässt sich die Basiswechselmatrix TE∗C = TE∗B∗ angeben,
wobei E∗ die zur Standardbasis E = (e1, e2, e3) duale Basis von (R3)∗ bezeichnet.
Berechne daraus TEB, siehe Korollar IV.6.21, und lies die Basis B ab.

104. Es sei S ∈ GLn(K) eine invertierbare Matrix. Zeige, dass geordnete Basen
B und C von Kn existieren, sodass TCB = S gilt, wobei TCB die Basiswechselma-
trix bezeichnet. Hinweis: Wir können für B (oder C) die Standardbasis von Kn

verwenden.

105 (Äquivalente Matrizen). Zwei Matrizen A,B ∈ Mm×n(K) werden äqui-
valent genannt, falls invertierbare Matrizen S ∈ GLn(K) und T ∈ GLm(K) exi-
stieren, sodass B = TAS. Zeige, dass dies eine Äquivalenzrelation auf der Menge
der (m × n)-Matrizen definiert. Zeige weiters: Ist ψ : V → W eine lineare Ab-
bildung zwischen endlich-dimensionalen K-Vektorräumen, C, C̃ geordnete Basen
von V und D, D̃ geordnete Basis vonW , dann sind die Matrizen [ψ]DC und [ψ]D̃C̃
ähnlich. Zeige auch, dass die folgenden Aussagen äquivalent sind:

(a) A und B sind äquivalent.
(b) B lässt sich aus A durch Zeilen- und Spaltenumformungen gewinnen.
(c) Es existieren Basen C von Km und D von Kn, sodass B = [ψA]DC , wobei ψA

die lineare Abbildung ψA : K
n → Km, ψA(x) = Ax, bezeichnet.

(d) A und B haben gleichen Rang.

Schließe daraus, dass jede Matrix A ∈ Mm×n(K) äquivalent zu einer Matrix der
Form

(
Ik 0
0 0

)
∈Mm×n(K) ist, wobei k = rank(A).

106 (Ähnliche Matrizen). Zwei quadratische Matrizen A,B ∈ Mn×n(K) wer-
den ähnlich genannt, falls eine invertierbare Matrix S ∈ GLn(K) existiert, so-
dass B = SAS−1. Zeige, dass dies eine Äquivalenzrelation auf der Menge der
(n × n)-Matrizen definiert. Zeige weiters: Ist ϕ : V → V ein Endomorphismus
eines endlich-dimensionalen Vektorraums V und sind B bzw. C zwei geordnete
Basen von V , dann sind die Matrizen [ϕ]BB und [ϕ]CC ähnlich. Zeige auch, dass
für fixes λ ∈ K die beiden Matrizen A = ( λ 0

0 λ ) und B = ( λ 1
0 λ ) nicht ähnlich

sind. Hinweis: Sind A und B zwei ähnliche Matrizen, dann sind auch A−λI und
B − λI ähnliche Matrizen.
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Übungen zu “Lineare Algebra und Geometrie 1”

Sommersemester 2012

Stefan Haller

1. Sei K ein Körper, n ∈ N und bezeichne V := F (Mn×n(K),K) den Vektor-
raum aller K-wertigen Funktionen aufMn×n(K). Zeige, dass folgende Teilmengen
Teilräume von V bilden:

(a) {δ ∈ V : δ ist linear in der k-ten Spalte}.
(b) {δ ∈ V : δ ist multilinear, d.h. linear in jeder Spalte}
(c) {δ ∈ V : stimmen die k-te und l-te Spalte von A überein, so gilt δ(A) = 0}.
(d) {δ ∈ V : stimmen zwei benachbarte Sp. von A überein, so gilt δ(A) = 0}.
(e) {δ ∈ V : stimmen zwei Spalten von A überein, so gilt δ(A) = 0}.
(f) {δ ∈ V : sind die Spalten von A linear abhängig, so gilt δ(A) = 0}.
(g) {δ ∈ V : δ ist multilinear und alternierend}
Hinweis: Für jede Teilmenge X ⊆ Mn×n(K) ist {δ ∈ V | ∀x ∈ X : δ(x) = 0} ein
Teilraum von V .

2. Sei K ein Körper in dem 2 6= 0 gilt. Weiters sei n ∈ N und δ : Mn×n(K)→ K

multilinear. Zeige, dass folgende Aussagen äquivalent sind:

(a) Sind zwei Spalten von A gleich, so gilt δ(A) = 0.
(b) Bei Vertauschung zweier Spalten von A wechselt δ(A) das Vorzeichen.

Gib eine multilineare Abbildung δ : M2×2(Z2) → Z2 an, die (b) aber nicht (a)
erfüllt.

3. Berechne folgende Determinanten:

∣
∣
∣
∣

3 4
5 6

∣
∣
∣
∣
,

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 0
0 1 1
1 0 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 1 6 11
1 0 4 13
2 −1 2 17
3 −1 9 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

4. Für α ∈ R berechne die Determinante:
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

cosα − sinα
sinα cosα

3
5

7

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

5. Berechne die Determinante folgender (n× n)-Matrix:




1
. . .

1





1



6. Zeige det(λA) = λn det(A), für alle A ∈ Mn×n(K) und λ ∈ K. Gib zwei
Matrizen A und B an, für die det(A+B) 6= det(A) + det(B) gilt.

7. Seien n,m ∈ N, A ∈ Mn×n(K), B ∈ Mn×m(K), C ∈ Mm×n(K) und D ∈
Mm×m(K). Zeige:

det

(
A B
0 D

)

= det(A) det(D) = det

(
A 0
C D

)

.

8. Zeige

det









∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗









= 0,

wobei die Sternchen beliebige Eintragungen bezeichnen.

9. Seien n,m ∈ N, A ∈ Mn×n(K), B ∈ Mn×m(K), C ∈ Mm×n(K) und D ∈
Mm×m(K). Berechne

det

(
A B
C 0

)

und det

(
0 B
C D

)

.

Hinweis: Dies lässt sich auf Aufgabe 7 zurückführen.

10. Seien a, b, c ∈ K und betrachte folgende (n× n)-Determinante:

Dn :=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a b

c a b

c a
. . .

. . .
. . . b
c a

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Zeige, dass die Rekursionsgleichung

Dn = aDn−1 − bcDn−2

gilt und berechne damit die (n× n)-Determinante:
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 −1
−1 2 −1

−1 2
. . .

. . .
. . . −1
−1 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2



11. Löse das Gleichungssystem




3 2 1
1 −1 2
4 2 3









x1
x2
x3



 =





1
0
1





einmal mit der Cramer’schen Regel und einmal mit Zeilenumformungen.

12. Löse das Gleichungssystem






1 2 3 1
0 −1 −2 −4
−1 −2 −2 4
0 1 2 3













x1
x2
x3
x4







=







17
−11
−10
10







einmal mit der Cramer’schen Regel und einmal mit Zeilenumformungen.

13. Berechne die Inverse der Matrix




0 0 1
1 0 0
0 1 0





einmal mit Hilfe der Formel in Bemerkung V.2.5 und einmal mit Zeilenumfor-
mungen.

14. Mit der Notation von Satz V.2.3 zeige, dass auch ÃA = det(A)In gilt,
selbst wenn A nicht invertierbar ist.

15. Sei A eine (n × n)-Matrix mit ganzzahligen Eintragungen und det(A) =
±1. Zeige, dass dann auch die Inverse von A nur ganzzahlige Eintragungen be-
sitzt. Zeige auch umgekehrt: haben A und die Inverse von A nur ganzzahlige
Eintragungen, dann muss schon det(A) = ±1 gelten. Gib auch eine invertierbare
Matrix mit ganzzahligen Eintragungen an, deren Inverse nicht ganzzahlig ist.

16. Sei A ∈ Mn×n(K) eine invertierbare Matrix. Verwende die Cramer’sche
Regel um die Gleichungssysteme Ax = ei zu lösen, 1 ≤ i ≤ n. Leite daraus erneut
die Formel A−1 = det(A)−1Ã aus Satz V.2.3 für invertierbare A her.

17. Zeige, dass die Permutationsgruppe Sn genau n! Elemente besitzt. Wie-
viele Elemente hat die Untergruppe An = {σ ∈ Sn| sgn(σ) = 1}?

18. Schreibe alle Elemente von S4 an, bestimme ihre Vorzeichen (Signum)
und schreibe damit die Leibniz’sche Formel für (4× 4)-Matrizen an.

19. Berechne die (4× 4)-Determinante
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 0 1 2
0 0 3 4
1 2 3 0
2 3 0 8

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

einmal mit Leibniz’ Formel und einmal mit Zeilen- bzw. Spaltenumformungen.
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20. Zeige, dass

φ : Sn → GLn(K), φ(σ) :=
(
eσ(1)|eσ(2)| · · · |eσ(n)

)
,

einen Gruppenhomomorphismus bildet, d.h. es gilt φ(σ ◦ σ′) = φ(σ)φ(σ′), für je
zwei Permutationen σ, σ′ ∈ Sn. Schließe daraus

sgn(σ) = det
(
eσ(1)|eσ(2)| · · · |eσ(n)

)
,

für jede Permutation σ ∈ Sn. Hinweis: Die rechte Seite definiert einen Homo-
morphismus Sn → {1,−1}, der alle Transpositionen auf −1 abbildet, vgl. Lem-
ma V.3.2. Dies ermöglicht folgende direkte Herleitung der Leibniz’schen Formel,
erkläre dabei jedes Gleichheitszeichen:

det(A) =

n∑

i1=1

· · ·
n∑

in=1

A1,i1 · · ·An,in det
(
ei1 | · · · |ein

)

=
∑

σ∈Sn

A1,σ(1) · · ·An,σ(n) det
(
eσ(1)| · · · |eσ(n)

)
=
∑

σ∈Sn

sgn(σ)A1,σ(1) · · ·An,σ(n)

21. Zeige, dass für jede Matrix A ∈Mn×n(K) die Gleichung
∑

σ∈Sn

sgn(σ)A1,σ(1) · · ·An,σ(n) =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)Aσ(1),1 · · ·Aσ(n),n

gilt. Leite daraus und der Leibniz’schen Formel erneut det(A) = det(At) her.

22. Zeige, dass GLn(R) offen in Mn×n(R) = Rn2

ist. Zeige, dass SLn(R) abge-

schlossen in Mn×n(R) = Rn2

ist. Hinweis: Die Determinantenfunktion ist stetig.

23. Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, ϕ ∈ end(V ), B eine geordnete
Basis von V und [ϕ]BB ∈ Mn×n(K) die Matrix von ϕ bezüglich B. Zeige, dass
tr
(
[ϕ]BB

)
nicht von der Basis B abhängt und daher

tr : end(V )→ K, tr(ϕ) = tr
(
[ϕ]BB

)
.

wohldefiniert ist. Zeige auch:

(a) Die Spur ist linear, d.h. tr(ϕ1 + ϕ2) = tr(ϕ1) + tr(ϕ2) und tr(λϕ) = λ tr(ϕ).
(b) tr(ψ ◦ ϕ) = tr(ϕ ◦ ψ).
(c) tr(ϕt) = tr(ϕ).
(d) tr(idV ) = dim(V ).

für ϕ, ψ, ϕ1, ϕ2 ∈ end(V ) und λ ∈ K. Hinweis: Gehe wie in Korollar V.4.2 vor.

24. Seien W und W ′ zwei komplementäre Teilräume eines endlich-dimensi-
onalen Vektorraums V , d.h. V = W ⊕ W ′. Weiters bezeichne π : V → V die
Projektion auf W längs W ′ und σ : V → V die Spiegelung an W längs W ′.
Berechne tr(π) und det(σ). Berechne auch det(λ idV ), wobei λ ∈ K.
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25. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, W ein Teilraum von V
und ϕ : V → V linear, sodass ϕ(W ) ⊆W . Zeige

det(ϕ) = det(ϕ|W ) det(ϕ̄),

wobei ϕ|W : W → W die Einschränkung von ϕ bezeichnet, und ϕ̄ die auf dem
Quotientenraum V/W induzierte lineare Abbildung ϕ̄ : V/W → V/W , ϕ̄([v]) =
[ϕ(v)] bezeichnet. Hinweis: Dies lässt sich durch geschickte Wahl einer Basis von
V auf Aufgabe 7 zurückführen.

26. Sei V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum. Zeige, dass

GL+(V ) := {ϕ ∈ end(V ) : det(ϕ) > 0}
eine Untergruppe von GL(V ) bildet.

27. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über K. Zeige, dass der Ho-
momorphismus det : GL(V )→ K \ {0} surjektiv ist.

28. Betrachte die beiden geordneten Basen B = (b1, b2, b3) undB
′ = (b′1, b

′
2, b

′
3)

von R3, wobei:

b1 =





2
0
0



 , b2 =





3
4
0



 , b3 =





5
6
7



 , b′1 =





1
2
3



 , b′2 =





0
0
6



 , b′3 =





0
7
8





Sind B und B′ gleichorientiert? Welche dieser Basen ist bezüglich der Standard-
orientierung auf R3 positiv orientiert?

29. Zeige, dass für jedes A ∈Mn×n(K) folgende Zahlen übereinstimmen:

(a) rank(A)
(b) das größte k, für das es eine invertierbare (k × k)-Untermatrix von A gibt
(c) das größte k, für das es eine (k× k)-Untermatrix von A gibt, deren Determi-

nante nicht verschwindet

Dabei verstehen wir unter einer (k×k)-Untermatrix von A jede Matrix der Form






ai1j1 ai1j2 · · · ai1jk
ai2j1 ai2j2 · · · ai2jk
...

...
. . .

...
aikj1 aikj2 · · · aikjk







wobei 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n und 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jk ≤ n und aij die
Eintragung von A in der i-ten Zeile und j-ten Spalte bezeichnet.

30. Sei V ein endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum und ϕ : V → V
(komplex) linear. Es bezeichne VR den zugrundeliegenden reellen Vektorraum und
ϕR : VR → VR dieselbe Abbildung, aufgefasst als reell lineare Abbildung. Zeige

det(ϕR) =
∣
∣det(ϕ)

∣
∣
2
,
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und schließe daraus, dass im invertierbaren Fall ϕR orientierungsbewahrend ist.
Hinweis: Ist B = (b1, . . . , bn) eine Basis des komplexen Vektorraums V , dann

bildet B̃ = (b1, ib1, b2, ib2, . . . , bn, ibn) eine Basis des reellen Vektorraums VR, und
es gilt

[ϕR]B̃B̃ =









x11 −y11 · · · x1n −y1n
y11 x11 · · · y1n x1n
...

...
...

...
xn1 −yn1 · · · xnn −ynn
yn1 xn1 · · · ynn xnn









,wobei [ϕ]BB =





z11 . . . z1n
...

...
zn1 · · · znn





und zij = xij + iyij. Die gewünschte Gleichung lässt sich mittels Induktion nach
n zeigen, für den Induktionsschritt betrachte zunächst den Fall z21 = z31 = · · · =
zn1 = 0. Welcher Zusammenhang besteht zwischen tr(ϕ) und tr(ϕR)?

31. Für jede Permutation σ ∈ Sn bezeichne Sσ = (eσ(1)| · · · |eσ(n)) die ent-
sprechende Permutationsmatrix.

a) Zeige:

(Sσ)
−1





λ1
. . .

λn



Sσ =





λσ(1)
. . .

λσ(n)



 .

b) Sei D eine (n × n)-Diagonalmatrix mit paarweise verschiedenen Diago-
naleinträgen und A eine weitere (n × n)-Matrix. Zeige, dass AD = DA genau
dann gilt, wenn A eine Diagonalmatrix ist. Zeige anhand eines Beispiels, dass die
Voraussetzung an die Diagonaleinträge von D wirklich notwendig ist.

c) Sei D eine (n× n)-Diagonalmatrix mit paarweise verschiedenen Diagonal-
einträgen und S eine invertierbare Matrix, sodass auch S−1DS eine Diagonal-
matrix bildet. Zeige, dass dann S von der Form S = ASσ sein muss, wobei A
eine invertierbar (n× n)-Diagonalmatrix bezeichnet und σ ∈ Sn. Hinweis: Zeige
zunächst mit Hilfe von a), dass o.B.d.A. S−1DS = D angenommen werden kann,
und verwende dann b).

32. Bestimme alle Eigenwerte und Eigenräume folgender reeller Matrizen:

A =

(
2 1
4 5

)

, B =

(
5 −1
4 1

)

.

Welche dieser Matrizen sind diagonalisierbar? Gib im diagonalisierbaren Fall Ma-
trizen S an, sodass S−1AS bzw. S−1BS Diagonalmatrizen bilden.

33. Wie im vorangehenden Beispiel nun für die reellen Matrizen:

A =





1 0 0
3 20 30
−2 −12 −18



 , B =





1 −3 2
0 −8 6
0 −15 11



 , C =





2 0 1
0 2 0
0 1 2
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34. Bestimme alle Eigenwerte und Eigenräume der Matrix

A =








λ 1

λ
. . .
. . . 1

λ








wobei λ ∈ K. Ist A diagonalisierbar?

35. Sei q ∈ K[z] ein Polynom und D eine Dreiecksmatrix,

D =








λ1 ∗ · · · ∗
λ2

. . .
...

. . . ∗
λn







. Zeige q(D) =








q(λ1) ∗ · · · ∗
q(λ2)

. . .
...

. . . ∗
q(λn)







.

36. Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, ϕ : V → V eine diagona-
lisierbare lineare Abbildung und q ∈ K[z] ein Polynom. Zeige, dass dann auch
q(ϕ) diagonalisierbar ist und bestimme das Spektrum von q(ϕ).

37. Erkläre warum die Matrix

A =

(
0 2
1 0

)

über dem Körper K = Q nicht diagonalisierbar ist. Zeige, dass sie über K = R

sehr wohl diagonalisierbar ist, bestimme ihre Eigenwert und Eigenräume sowie
eine invertierbare Matrix S, sodass S−1AS Diagonalgestalt hat.

38. Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, ϕ : V → V linear, λ ∈ K
ein Eigenwert von ϕ und Eλ = ker(ϕ − λ idV ) der entsprechende Eigenraum.
Darüber hinaus, sei ψ : V → V eine weitere lineare Abbildung, die mit ϕ kom-
mutiert, d.h. ϕψ = ψϕ. Zeige, dass ψ die Eigenräume von ϕ invariant lässt, d.h.
ψ(Eλ) ⊆ Eλ.

39. Betrachte die Folge 0, 1, 2, 7, 20, 61, 182, . . . Genauer sei

x0 = 0, x1 = 1, xn = 2xn−1 + 3xn−2, n ≥ 2.

Bestimme eine explizite Formel für xn. Gehe dabei wie in Beispiel VI.1.26 vor.

40. Sei A ∈Mn×n(K).

(a) Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Eigenwerten und Eigenräumen
von A und denen von µA, wobei 0 6= µ ∈ K?

(b) Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Eigenwerten und Eigenräumen
von A und denen von A−1, falls A invertierbar ist.

(c) Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Eigenwerten von A und denen
von At?

Gehe jeweils auch auf die geometrischen und algebraischen Vielfachheiten ein.
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41. Sei A ∈Mn×n(C). Zeige
d
dt

∣
∣
0
det(In + tA) = tr(A).

Hinweis: Es existiert S ∈ GLn(C), sodass S
−1AS eine obere Dreiecksmatrix ist.

Erkläre warum obige Formel auch für reelle Matrizen A ∈ Mn×n(R) richtig bleibt.

42. Zeige, dass jedes Polynom der Form p = p0+p1z+· · ·+pn−1z
n−1+(−1)nzn,

wobei pi ∈ K, als charakteristisches Polynom einer Matrix A ∈Mn×n(K) auftritt.
Berechne dazu das charakteristische Polynom der Matrix

A =








0 · · · 0 (−1)n−1p0

1
. . .

...
...

. . . 0 (−1)n−1pn−2

1 (−1)n−1pn−1








mittels Induktion nach n.

43. Zeige, dass GLn(R) dicht inMn×n(R) = Rn2

liegt, d.h. in jeder Umgebung
einer Matrix A ∈ Mn×n(K) gibt es invertierbare Matrizen. Betrachte dazu die
Familie von Matrizen A − t, t ∈ R, und zeige, dass es beliebig kleine t gibt für
die A− t invertierbar ist.

44. Sei p eine Primzahl. Zeige, dass der Körper Zp nicht algebraisch abge-
schlossen ist. Hinweis: Betrachte das Polynom q = 1 + (z − 1)(z − 2) · · · (z − p).

45. Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und π : V → V ein Pro-
jektor, d.h. π2 = π. Bestimme alle Eigenwerte und Eigenräume sowie das charak-
teristische Polynom von π. Gib jeweils auch die geometrische und algebraische
Vielfachheit der Eigenwerte an.

46. Sei I ⊆ R ein offenes Intervall, betrachte den Vektorraum der glatten
Funktionen, V := C∞(I,R), und bezeichne D : V → V , D(f) := f ′, den Ablei-
tungsoperator. Für λ ∈ R sei fλ ∈ V , fλ(x) := eλx. Zeige, dass fλ Eigenvektor
von D ist und bestimme den Eigenwert.

47. Sei P ∈Mn×n(K[z]) eine Matrix von Polynomen. Zeige, dass det(P ) linear
in jeder Spalte ist, d.h. für beliebige Polynome pij, p̃ij, q ∈ K[z] gilt

det

(
p11 ··· p1j+p̃1j ··· p1n
...

...
...

pn1 ··· pnj+p̃nj ··· pnn

)

= det

( p11 ··· p1j ··· p1n
...

...
...

pn1 ··· pnj ··· pnn

)

+ det

(
p11 ··· p̃1j ··· p1n
...

...
...

pn1 ··· p̃nj ··· pnn

)

und

det





p11 · · · qp1j · · · p1n
...

...
...

pn1 · · · qpnj · · · pnn



 = q det





p11 · · · p1j · · · p1n
...

...
...

pn1 · · · pnj · · · pnn





Zeige weiters det(P t) = det(P ), vgl. Aufgabe 21, und schließe daraus, dass det(P )
auch linear in jeder Spalte ist.
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48. Sei P = (p1| · · · |pn) ∈ Mn×n(K[z]) eine Matrix von Polynomen. Zeige
det(pσ(1)| · · · |pσ(n)) = sign(σ) det(P ) ∈ K[z], für jede Permutation σ ∈ Sn.

49. Seien P,Q ∈ Mn×n(K[z]) zwei Matrizen, deren Eintragungen Polynome
sind. Zeige det(PQ) = det(P ) det(Q) ∈ K[z] auf zwei Arten: Für unendliche
Körper unter Verwendung von (det(P ))(λ) = det(P (λ)), λ ∈ K, und dann für
beliebige Körper. Anleitung für den zweiten Teil:

1.) Zeige, dass det(PQ) und det(P ) det(Q) beide linear in jeder Spalte von Q
sind, siehe Aufgabe 47, und schließe daraus, dass es o.B.d.A. genügt Matrizen
der Form Q = (ei1 | · · · |ein) zu betrachten.

2.) Zeige, dass det(PQ) = 0 = det(Q), falls Q zwei gleiche Spalten besitzt,
und schließe daraus, dass es o.B.d.A. genügt Permutationsmatrizen Q =
(eσ(1)| · · · |eσ(n)) zu betrachten, wobei σ ∈ Sn.

3.) Verwende Aufgabe 48 um den Beweis abzuschließen.

50. Zeige, dass für jede Matrix A ∈M2×2(K) die Relation

det(A) = 1
2

(

tr(A)2 − tr(A2)
)

gilt und analog für A ∈M3×3(K)

det(A) = 1
6

(

tr(A)3 − 3 tr(A) tr(A2) + 2 tr(A3)
)

.

Hinweis: Es genügt dies für algebraisch abgeschlossene Körper, d.h. triangulier-
bare Matrizen, zu zeigen.

51. Betrachte die Permutation σ ∈ Sn,

σ(1) = 2, σ(2) = 3, σ(3) = 4, . . . σ(n− 1) = n, σ(n) = 1,

und die assoziierte Permutationsmatrix

A = (eσ(1)| · · · |eσ(n)) =










0 0 · · · 0 1
1 0 · · · 0 0

0 1
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0 0
0 · · · 0 1 0










∈Mn×n(C),

Bestimme alle komplexen Eigenwerte von A sowie deren algebraische und geome-
trische Vielfachheit. Ist A diagonalisierbar? Freiwillige Zusatzaufgabe: Bestimme
eine Eigenbasis von A.

52. Seien A,B ∈ Mn×n(K) zwei Matrizen von denen mindestens eine in-
vertierbar ist. Zeige, dass AB und BA die selben Eigenwerte mit den gleichen
algebraischen und geometrischen Vielfachheiten haben.

53. Welche der folgenden reellen Matrizen sind triangulierbar?

A =

(
2 5
−1 −2

)

, B =

(
1 0
2 3

)

, C =

(
1 −2
1 4

)

, D =

(
5 1
−9 −1

)

.
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Gib im triangulierbaren Fall jeweils invertierbare Matrizen S an, sodass S−1AS,
S−1BS, etc. obere Dreiecksgestalt besitzt.

54. Wie in der vorangehenden Aufgabe nun mit den reellen Matrizen:

A =





1 0 0
0 1 −2
0 1 −1



 , B =





1 0 0
2 3 0
4 5 6



 ,

C =





−4 1 −2
3 2 1
18 −3 8



 , D =





−3 −8 −2
2 5 1
8 12 5



 .

55. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und ϕ : V → V linear. Zeige, dass
die folgenden Aussagen äquivalent sind:

(a) ϕ ist triangulierbar, d.h. es existiert eine Basis B von V , sodass [ϕ]BB obere
Dreiecksgestalt hat.

(b) Es existieren Teilräume {0} = V0 ⊆ V1 ⊆ V2 ⊆ · · · ⊆ Vn = V mit dim(Vi) = i
und ϕ(Vi) ⊆ Vi, für jedes i = 1, . . . , n.

56. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und ϕ : V → V linear. Zeige, dass
ϕ genau dann triangulierbar ist, wenn ϕt : V ∗ → V ∗ triangulierbar ist. Schließe
daraus, dass eine Matrix A ∈ Mn×n(K) genau dann triangulierbar ist, wenn die
transponierte Matrix At ∈Mn×n(K) triangulierbar ist.

57. Sei λ ∈ K. Für jede der Matrizen









λ 1
λ 1

λ 1
λ 1

λ 1
λ










,










λ 1
λ 1

λ 0
λ 1

λ 1
λ










,










λ 1
λ 0

λ 1
λ 1

λ 1
λ










bestimme die Dimensionen der Teilräume

Eλ = ker(A− λ) ⊆ ker
(
(A− λ)2

)
⊆ · · · ⊆ ker

(
(A− λ)N

)
= Ẽλ

sowie das minimale N für das ker
(
(A− λ)N

)
= Ẽλ gilt, wobei A jeweils eine der

Matrizen bezeichnet.

58. Für ε ∈ K zeige:

S−1








λ 1

λ
. . .
. . . 1

λ







S =








λ ε

λ
. . .
. . . ε

λ







, wobei S =







1
ε

. . .
εn−1
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59. Verifiziere den Satz von Caley–Hamilton anhand folgender Matrix,

A :=





5 0 4
−3 2 −7
0 0 3



 ,

d.h. bestimme das charakteristische Polynom p von A und berechne p(A).

60. Sei A ∈ Mn×n(K) eine Matrix, deren charakteristisches Polynom in Li-
nearfaktoren zerfällt, d.h. p = (λ1 − z)m1 · · · (λk − z)mk , wobei λ1, . . . , λk die
verschiedenen Eigenwerte und m1, . . . , mk ihre algebraischen Vielfachheiten be-
zeichnen. Beweise erneut den Satz von Caley–Hamilton, d.h. p(A) = 0, nun in
Matrixschreibweise. Anleitung:

(1) Nach Satz VI.3.7 über die Primärzerlegung existiert S ∈ GLn(K), sodass

B := S−1AS =





B1

. . .
Bk



 , Bi =








λi ∗ · · · ∗
λi

. . .
...

. . . ∗
λi







∈Mmi×mi

(K).

(2) Wie sehen die Diagonaleinträge des i-ten Diagonalblocks von (B−λiIn) aus?
(3) Wie sieht der i-te Diagonalblock von (B − λiIn)mi aus?
(4) Schließe daraus, dass p(B) = (λ1In − B)m1 · · · (λkIn − B)mk = 0.
(5) Folgere p(A) = 0.

61. Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und ϕ : V → V linear.
Weiters sei ψ : V → V linear und kommutiere mit ϕ, d.h. ϕψ = ψϕ. Zeige,
ψ(Ẽλ) ⊆ Ẽλ, wobei Ẽλ den verallgemeinerten Eigenraum zu einem Eigenwert λ
von ϕ bezeichnet.

62. Seien ϕ, ψ : V → V zwei kommutierende nilpotente lineare Abbildungen.
Zeige, dass dann auch ϕ + ψ nilpotent ist. Gib zwei (nicht kommutierende) nil-
potente Abbildungen an, deren Summe nicht nilpotent ist.

63. Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und ϕ : V → V eine diago-
nalisierbare lineare Abbildung. Weiters sei V =W⊕W ′ eine invariante Zerlegung,
d.h. ϕ(W ) ⊆ W und ϕ(W ′) ⊆ W ′. Zeige, dass dann auch die Einschränkungen
ϕ|W : W →W und ϕ|W ′ : W ′ →W ′ diagonalisierbar sind.

64. Zeige, dass die einzige diagonalisierbare und nilpotente lineare Abbildung
die Nullabbildung ist.

65. Seien ϕ, ψ : V → V zwei kommutierende diagonalisierbare lineare Abbil-
dungen. Zeige, dass ϕ und ψ gleichzeitige diagonalisierbar sind, d.h. es existiert
eine Basis B von V , sodass [ϕ]BB und [ψ]BB Diagonalmatrizen sind.
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66. Betrachte die Matrix

A =







3 −1 0 3
0 0 0 8
0 1 2 −4
0 0 1 4






.

Bestimme eine diagonalisierbare Matrix D sowie eine nilpotente Matrix N , sodass
A = D +N und DN = ND.

67. Zeige folgende Formel für die k-te Potenz eines (n× n)-Jordanblocks:








λ 1

λ
. . .
. . . 1

λ








k

=











λk kλk−1
(
k
2

)
λk−2 · · ·

(
k
n

)
λk−n−1

λk kλk−1 . . .
...

λk
. . .

(
k
2

)
λk−2

. . . kλk−1

λk











Hinweis: Induktion nach k.

68. Bestimme die Jordan’sche Normalform der Matrix

A =












0 1 0 −1 0 1 0
0 1 0 0 0 −1

0 0 0 1 0
0 1 0 −1

0 1 0
0 0

0












sowie eine invertierbar Matrix S, sodass S−1AS Normalform hat.

69. Bestimme die Jordan’sche Normalform der Matrix

A =












3 1 0 0 0 0 0
3 1 −2 0 0 4

3 0 1 0 0
3 0 1 2

3 0 0
3 1

3












sowie eine invertierbar Matrix S, sodass S−1AS Normalform hat.
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70. Bestimme die Jordan’sche Normalform der Matrix

A =












5 1 1 −7 −33 −22 33
0 5 0 2 9 6 −11
0 0 5 −4 −8 −7 6
0 0 0 7 1 2 1
0 0 0 0 7 1 −2
0 0 0 0 0 7 0
0 0 0 0 0 0 7












sowie eine invertierbar Matrix S, sodass S−1AS Normalform hat.

71. Bestimme die Jordan’schen Normalformen folgender Matrizen:

A =







4 1 0 0
−4 0 0 0
15 10 4 1
−20 −15 −4 0






, B =







4 4 24 −12
−1 0 −12 6
0 0 0 1
0 0 −4 4






,

C =







4 1 0 0
−5 3 1 0
18 1 1 1
−23 −6 −1 0






.

Welche dieser Matrizen sind ähnlich zueinander?

72. Betrachte einen Jordanblock der Form

A = J2m(α, β) :=













α −β
β α

I2

α −β
β α

. . .

. . . I2
α −β
β α













∈M2m×2m(R),

wobei α, β ∈ R und β > 0. Bestimme

dimker
((

(A− αI2m)2 + β2I2m
)r
)

,

für jedes r ∈ N.

73. Bestimme die eindeutige Primfaktorzerlegung des reellen Polynoms

p = z10 − z9 + 6z8 − 6z7 + 9z6 − 9z5 + 4z4 − 4z3 ∈ R[z].

Fasse dann p als komplexes Polynom auf, p ∈ C[z], und bestimme seine Primfak-
torzerlegung über C. Hinweis: Die Nullstellen sind 0, 1,±i,±2i.

74. Zeige, dass das Polynom p ∈ Q[z], p = z3 + 2, irreduzibel über Q ist.
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75. Für jede komplexe Matrix A ∈ Mm×n(C) sei Ā ∈ Mm×n(C) jene Ma-
trix, die wir erhalten indem wir jeden Eintrag durch seinen komplex konjugierten
ersetzen, d.h. Āi,j = Ai,j. Zeige:

(a) A+B = Ā+ B̄, für alle A,B ∈Mm×n(C).
(b) λA = λ̄Ā, für alle A ∈Mm×n(C) und λ ∈ C.
(c) AB = ĀB̄, für alle A ∈Mm×n(C) und B ∈Mn×k(C).

76. Bestimme die relle Jordan’sche Normalform der Matrix

A =










0 0 0 0 0 −2
0 3 0 0 0 0
1 0 0 −2 0 2
2 0 2 0 0 1
2 1 3 2 3 0
2 0 0 0 0 0










∈M6×6(R).

77. Bestimme das Minimalpolynom der Matrix

A =














5 1
5 1

5 0
5 1

5 0
5 1

5 1
5














Hinweis: Das Minimalpolynom ist ein Teiler des charakteristischen Polynoms.

78. Bestimme das Minimalpolynom mA ∈ K[z] der Matrix

A =















Jm1,1
(λ1)

. . .
Jm1,n1

(λ1)
. . .

Jmk,1
(λk)

. . .
Jmk,nk

(λk)















,

wobei k, ni, mi,j ∈ N, λi ∈ K und Jm(λ) den Jordanblock der Größe m mit
Eigenwert λ bezeichnet. Zeige weiters:

deg(mA) =
k∑

i=1

max
{
mi,j

∣
∣ j = 1, . . . , ni

}
.
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79. Sei V ein Vektorraum über K. Zeige, dass die Menge der Bilinearformen
auf V bezüglich der Operationen

(β1 + β2)(v, w) := β1(v, w) + β2(v, w), (λβ)(v, w) = λβ(v, w).

einen K-Vektorraum bildet. Zeige weiters, dass die Menge der symmetrischen
Bilinearformen ein Teilraum ist. Formuliere und beweise die analoge Aussage für
Sesquilinearformen (Hermitesche Formen).

80. Sei V ein K-Vektorraum und β : V × V → K eine Abbildung, die linear
in der ersten Eintragung und symmetrisch ist, d.h. es gelte

β(v + v′, w) = β(v, w) + β(v′, w), β(λv, w) = λβ(v, w), β(w, v) = β(v, w),

für alle v, v′, w ∈ V und λ ∈ K. Zeige, dass β eine symmetrische Bilinearform
ist, d.h. zeige, dass β dann auch linear in der zweiten Eintragung sein muss.
Formuliere und beweise die analoge Aussage für Hermitesche Formen.

81. Bestimme die Matrix (bezüglich der Standardbasis) der symmetrischen
Bilinearform auf R3 mit quadratischer Form:

q
(
x
y
z

)

= x2 + 2y2 + 3z2 + 2xy + 7xz − 6yz.

82. Sei β : V × V → K eine symmetrische Bilinearform mit assoziierter qua-
dratischer Form q(v) = β(v, v). Zeige, dass q der sogenannte Parallelogrammglei-
chung genügt, d.h. für alle v, w ∈ V gilt

q(v + w) + q(v − w) = 2q(v) + 2q(w).

Formuliere und beweise die analoge Aussage für Hermitesche Formen.

83. Sei V ein K-Vektorraum und β : V × V → K eine symmetrische Bilinear-
form. Zeige, dass

O(V, β) :=
{
ϕ ∈ GL(V )

∣
∣ ∀v, w ∈ V : β(ϕ(v), ϕ(w)) = β(v, w)

}

bezüglich Komposition von Abbildungen eine Gruppe bildet. Zeige weiters, dass
im Fall char(K) 6= 2,

O(V, β) =
{
ϕ ∈ GL(V )

∣
∣ ∀v ∈ V : q(ϕ(v)) = q(v)

}
,

wobei q(v) = β(v, v) die assozierte quadratische Form bezeichnet. Formuliere und
beweise die analoge Aussage für Hermitesche Formen.

84. Sei ϕ : W → V eine lineare Abbildung und β : V × V → K eine symme-
trische Bilinearform. Zeige, dass ϕ∗β,

ϕ∗β : W ×W → K, (ϕ∗β)(w1, w2) := β
(
ϕ(w1), ϕ(w2)

)
,

eine symmetrische Bilinearform auf W definiert. Zeige:

(ϕ ◦ ψ)∗β = ψ∗(ϕ∗β) und (idV )
∗β = β
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für jede weitere lineare Abbildung ψ : U →W , sowie

ϕ∗(β1 + β2) = ϕ∗β1 + ϕ∗β2 und ϕ∗(λβ) = λϕ∗β

für symmetrische Bilinearformen β, β1, β2 auf V und λ ∈ K. Zeige weiters:

(a) Ist β positiv/negativ semidefinit, dann ist ϕ∗β positiv/negativ semidefinit.
(b) Ist β positiv/negativ def. und ϕ injektiv, dann ist ϕ∗β positiv/negativ def.
(c) Ist β nicht-degeneriert und ϕ injektiv, dann ist auch ϕ∗β nicht degeneriert.
(d) ι∗β = β|W , wobei ι : W → V die Inklusion eines Teilraums bezeichnet.
(e) O(V, β) = {ϕ ∈ GL(V ) | ϕ∗β = β}.
Formuliere und beweise analoge Eigenschaften Hermitescher Formen.

85 (Frobeniushomomorphismus). Sei K ein Körper mit endlicher Charakteri-
stik, p = char(K). Zeige, dass die Abbildung

F : K→ K, F (x) = xp,

ein Körperhomomorphismus ist, d.h. es gilt

F (x+ y) = F (x) + F (y) und F (xy) = F (x)F (y)

für alle x, y ∈ K. Für die Fixpunktmenge von F zeige weiters,

Fix(F ) := {x ∈ K | F (x) = x} = {0, 1, 2, . . . , p− 1}.
Hinweis: Nach dem kleinen Satz von Fermat gilt np ≡ n mod (p), für jede Prim-
zahl p und alle n ∈ Z. Auch ist

(
p
i

)
durch p teilbar, für alle 0 < i < p.

86. Sei β : V × V → K eine symmetrische Bilinearform und W := ker(β).
Zeige, dass

β̄ : V/W × V/W → K, β̄([v], [v′]) := β(v, v′),

eine wohldefinierte symmetrische Bilinearform definiert, die nicht-degeneriert ist.

87. Zwei symmetrische Matrizen A,B ∈M sym
n×n(K) werden kongruent genannt,

falls S ∈ GLn(K) existiert, sodass B = StAS. Zeige, dass dies eine Äquiva-
lenzrelation auf M sym

n×n(K) ist. Formuliere und beweise die analoge Aussage für
Hermitesche Formen.

88. Sei V ein endlich dimensionaler komplexer Vektorraum. Weiters seien β
und β ′ zwei symmetrische Bilinearformen auf V mit rank(β) = rank(β ′). Zeige,
dass ein linearer Isomorphismus ϕ : V → V existiert, sodass β ′ = ϕ∗β, d.h.
β ′(v, w) = β(ϕ(v), ϕ(w)), für alle v, w,∈ V . Hinweis: Satz VII.1.25.

89. Für jede der folgenden symmetrischen Matrizen

A1 =





−1 0 0
0 −4 0
0 0 −9



 , A2 =





4 0 0
0 i 2
0 2 −4− 7i



 , A3 =





5 8 11
8 13 18
11 18 25



 ,

bestimme eine invertierbare Matrix Si ∈ GL3(C), sodass S
t
iAiSi =

(
Ik 0
0 0

)
. Welche

der Matrizen Ai sind kongruent über C.
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90. Sei V ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum. Weiters seien β und
β ′ zwei symmetrische Bilinearformen auf V mit gleicher Signatur. Zeige, dass ein
linearer Isomorphismus ϕ : V → V existiert, sodass β ′ = ϕ∗β, d.h. β ′(v, w) =
β(ϕ(v), ϕ(w)), für alle v, w,∈ V . Hinweis: Satz VII.1.35. Formuliere und beweise
die analoge Aussage für Hermitesche Formen

91. Sei V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum und g : V × V → R eine
symmetrische Bilinearform mit Signatur (p, q), wobei p + q = n. Weiters sei B

eine geordnete Basis von V , sodass [g]B =
(
Ip

−Iq

)

. Zeige, dass

Op,q :=
{

A ∈Mn×n(R)
∣
∣
∣ At

(
Ip

−Iq

)

A =
(
Ip

−Iq

)}

bezüglich Matrizenmultiplikation eine Gruppe bildet. Zeige weiters, dass

O(V, g) ∼= Op,q, ϕ↔ [ϕ]B,

ein Gruppenisomorphismus ist. Bemerkung: Die Gruppe O3,1 (und auch die Grup-
pe O1,3) wird Lorentz Gruppe genannt, und spielt in der Physik eine zentrale Rolle.

92. Bestimme die Signatur folgender reeller quadratischer Formen:

q1 = −x2

q2 = −4x2 − 34y2 − 12xy

q3 = 4x2 + 13y2 − 3z2 + 8xy + 8xz + 26yz

q4 = 9x2 + 26y2 + z2 + 4w2 + 6xy − 6xz + 6xw + 18yz − 18yw − 14zw

93. Bestimme die Signatur folgender symmetrischer reeller Matrizen:

A2 =

(
4 6
6 4

)

, A3 =





4 6 2
6 13 7
2 7 9



 , A4 =







1 2 −1 1
2 5 −1 3
−1 −1 1 −2
1 3 −2 −2







Gib jeweils Matrizen Sn ∈ GLn(R) an, sodass S
t
nAnSn die Gestalt

( Ip
−Iq

0

)

hat.

94. Zeige, dass für die adjungierte Matrix folgenden Rechenregeln gelten:

(a) A∗∗ = A, für alle A ∈Mm×n(C).
(b) (A+B)∗ = A∗ +B∗, für alle A,B ∈Mm×n(C).
(c) (λA)∗ = λ̄A∗, für alle A ∈Mm×n(C) und λ ∈ C.
(d) (AB)∗ = B∗A∗, für alle A ∈Mm×n(C) und B ∈Mn×l(C).

Zeige, dass die Menge der selbstadjungierten Matrizen einen reellen aber keinen
komplexen Teilraum von Mn×n(C) bilden.

95. Sei h : V × V → C eine Hermitesche Form und q : V → R, q(v) = h(v, v),
die damit assozierte quadratische Form. Verifiziere folgende Polarisierungsiden-
tität für v, w ∈ V :

h(v, w) = 1
4

(
q(v + w)− q(v − w)

)
− i1

4

(
q(v + iw)− q(v − iw)

)
.
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96. Zeige, dass die Menge der positiv/negativ (semi)definiten Hermiteschen
Formen eine konvexe Teilmenge im reellen Vektorraum aller Hermiteschen For-
men bildet. Hinweis: vgl. Bemerkung VII.1.31. Formuliere und beweise die ana-
loge Aussage für selbstadjungierte Matrizen.

97. Zeige, dass sich jede Matrix A ∈ Mn×n(C) auf eindeutige Weise in der
Form A = B+ iC schreiben lässt, wobei B und C selbstadjungiert sind. Hinweis:
Betrachte A + A∗ und A− A∗.

98. Seien A ∈Mm×n(R) und C ∈Mm×n(C). Zeige:

(a) AtA ≥ 0 und AtA > 0, falls rank(A) = n.
(b) C∗C ≥ 0 und C∗C > 0, falls rank(C) = n.

99. Bezeichne Sp,q ⊆M sym
2×2 (R) die Menge der symmetrischen (2×2)-Matrizen

mit Signatur (p, q). Betrachte den linearen Isomorphismus

φ : M sym
2×2 (R)

∼=−→ R3, φ

(
x z
z y

)

=





x
y
z



 ,

und skizziere die Teilmengen φ(S2,0), φ(S1,1), φ(S0,2) von R3. Hinweis: Sylvester-
kriterium

100. Bestimme die Signatur der Hermiteschen Matrix




1 2 + i −i
2− i 9 1− 2i
i 1 + 2i 1



 .

101 (Cosinussatz). Sei V ein Euklidischer Vektorraum, v, w ∈ V , v 6= 0 6= w

und bezeichne α den Winkel zwischen v und w, d.h. cos(α) = 〈v,w〉
‖v‖‖w‖ . Zeige

‖v − w‖2 = ‖v‖2 + ‖w‖2 − 2‖v‖‖w‖ cos(α).
102. Zeige, dass

‖x‖1 := |x1|+ · · ·+ |xn|
eine Norm auf Rn definiert, für die die Parallelogrammgleichung nicht gilt. Schlie-
ße, dass ‖ − ‖1 nicht von einem inneren Produkt auf Rn induziert wird. Hinweis:
siehe Proposition VII.2.8.

103. Zeige, dass

〈x, y〉 = xt





1 2 3
2 8 12
3 12 27



 y.

ein inneres Produkt auf R3 definiert. Wende das Gram–Schmidt Orthonormali-
sierungsverfahren auf die Standardbasis von R3 an, um eine Orthonormalbasis
von R3 bezüglich des inneren Produkts oben zu bestimmen.
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104. Betrachte den von den Vektoren






1
1
0
0






,







0
1
1
0






,







0
0
1
1







aufgespannten Teilraum W in R4. Verwende das Gram–Schmidt Orthonormali-
sierungsverfahren, um eine Orthonormalbasis von W sowie einen Normalektor,
v ∈ W⊥, zu bestimmen.

105. Bestimme die QR-Zerlegung der invertierbaren Matrizen

A =

(
2 −2
2 4

)

und B =





−2 −4 −5
1 3 6
1 1 2



 .

106 (Operatornorm). Sei ϕ : V →W eine lineare Abbildung zwischen endlich
dimensionalen Euklidischen oder unitären Vektoräumen. Zeige

‖ϕ‖ := sup
06=v∈V

‖ϕ(v)‖
‖v‖ = sup

v∈V, ‖v‖=1

‖ϕ(v)‖ <∞,

und verifiziere, dass dies eine Norm auf dem Vektorraum L(V,W ) definiert die
folgende Eigenschaften besitzt:

(a) ‖ϕ(v)‖ ≤ ‖ϕ‖‖v‖, für jedes v ∈ V .
(b) ‖ψ ◦ ϕ‖ ≤ ‖ψ‖‖ϕ‖, für jede weiter lineare Abbildung ψ : W → U .
(c) ‖ϕ∗‖ = ‖ϕ‖
(d) ‖ϕ∗ϕ‖ = ‖ϕ‖2

107 (Kreuzprodukt). Sei a, b ein Orthonormalsystem in R3, d.h. ‖a‖ = 1 =
‖b‖ und 〈a, b〉 = 0. Zeige, dass a, b, a×b eine Orthonormalbasis von R3 ist. Schließe
daraus, dass die Matrix A := (a|b|a× b) orthogonal ist. Berechne det(A).

108. Zeige, dass

On = {A ∈Mn×n(R) : A
tA = In}

eine kompakte Teilmenge von Mn×n(R) = Rn2

ist. Hinweis: Zeige, dass On be-
schränkt und abgschlossen ist; die Norm ‖A‖2 = tr(AtA) auf Mn×n(R) ist dabei
hilfreich. Zeige auch, dass

Un = {A ∈ Mn×n(C) : A
∗A = In}

eine kompakte Teilmenge von Mn×n(C) = Cn2

= R2n2

ist.

109. Zeige det(A∗) = det(A), für jede Matrix A ∈ Mn×n(C). Folgere daraus,
| det(A)| = 1, für jede unitäre Matrix A ∈ Un. Zeige, analog, dass det(A) ∈ {±1},
für jede orthogonale Matrix A ∈ On.
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110 (Legendre-Polynome). Betrachte den Euklidischen Vektorraum der steti-
gen Funktionen, C0([−1, 1],R), mit innerem Produkt

〈f, g〉 =
∫ 1

−1

f(x)g(x)dx.

Wende das Gram–Schmidt Orthonormalisierungsverfahren auf die linear unab-
hängige Teilmenge 1, x, x2, x3 an, und bestimme so eine Orthonormalbasis des
davon aufgespannten Teilraums.

111. Betrachte den Vektorraum der stetigen Funktionen, C0([0, 2π],C), mit
innerem Produkt

〈f, g〉 = 1

2π

∫ 2π

0

f(t)g(t)dt.

Zeige, dass die Funktionen eint, n ∈ Z, ein Orthonormalsystem bilden.

112. Zeige, dass die Menge der reellen bzw. komplexen oberen Dreiecksmatri-
zen mit positiven Diagonaleinträgen eine Untergruppe von GLn(R) bzw. GLn(C)
bilden.

113. Seien W und W ′ zwei komplementäre Teilräume eines endlich dimensio-
nalen reellen Vektorraums V , d.h. V = W ⊕W ′. Zeige, dass ein inneres Produkt
auf V existiert, für das W⊥ = W ′ gilt. Formuliere und beweise die analoge Aus-
sage für komplexe Vektorräume.

114. Bestimme die Matrix (bezüglich der Standardbasis) der Orthogonalpro-
jektion auf den Teilraum

W = 〈







2
2
2
0






,







1
3
−1
2






〉

von R4, sowie den Abstand d(v,W ) des Punktes v =

(
3
−1
1
−2

)

zu W .

115. Sei V ein endlich dimensionaler Euklidischer oder unitärer Vektorraum
und p : V → V ein Projektor, p2 = p. Zeige, dass folgende Aussagen äquivalent
sind:

(a) p ist selbstadjungiert, d.h. p∗ = p.
(b) V = img(p)⊕ ker(p) ist eine orthogonale Zerlegung, d.h. ker(p) = img(p)⊥.
(c) p ist die Orthogonalprojektion auf img(p).

116. Sei V ein endlich dimensionaler Euklidischer oder unitärer Vektorraum,
bezeichne ι : W → V die Inklusion eines Teilraums und p : V → W die Orthogo-
nalprjektion. Zeige ι∗ = p und p∗ = ι.
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117. Sei V ein endlich dimensionaler unitärer Vektorraum. Zeige, dass

〈v, w〉R := Re(〈v, w〉)
ein inneres Produkt auf dem zugrundeliegenden reellen Vektorraum VR = V
liefert. Für eine lineare Abbildung ϕ : V → V bezeichne ϕR : VR → VR die selbe
Abbildung, aber als reell lineare Abbildung aufgefasst. Zeige weiters:

(a) Ist ϕ : V → V selbstadjungiert, so ist ϕR : VR → VR symmetrisch.
(b) Ist ϕ : V → V unitär, so ist ϕR : VR → VR orthogonal.

118. Sei V ein endlich dimensionaler Euklidischer oder unitärer Vetorraum
und ϕ : V → V linear. Zeige:

ϕ(W ) ⊆ W ⇔ ϕ∗(W⊥) ⊆W⊥

119. Für jede der folgenden symmetrischen Matrizen A bestimme eine ortho-
gonale Matrix U , sodass U−1AU = U tAU Diagonalgestalt hat:

A2 =

(
9 −1
−1 9

)

, A3 =





2 −1 1
−1 2 1
1 1 2



 .

120. Für jede der folgenden selbstadjungierten Matrizen A bestimme eine
unitäre Matrix U , sodass U−1AU = U∗AU Diagonalgestalt hat:

A2 =

(
6 −2i
2i 9

)

, A3 =





1 −2i 2
2i 1 2
2 2 1



 .

121. Zeige, dass die Drehung ρθE in Beispiel VII.4.4 nicht von der Wahl der
Orthonormalbasis B abhängt. Hinweis: Die Gruppe SO2 ist Abelsch.

122. Seien a1 und a2 zwei linear unabhängige Einheitsvektoren eines endlich
dimensionalen Euklidischen Vektorraums, ‖a1‖ = 1 = ‖a2‖, und bezeichne α
den Winkel zwischen a1 und a2. Weiters seien σa1 , σa2 : V → V die orthogonalen
Spiegelungen an a⊥1 bzw. a⊥2 . Zeige, dass die Komposition ρ := σa1σa2 : V → V mit
der Drehung in dem von a1 und a2 erzeugten 2-dimensionalen Teilraum E ⊆ V
um den Winkel θ = 2α übereinstimmt, d.h. zeige, ρ = ρθE , mit der Notation
in Beispiel VII.4.4. Hinweis: Die Verdoppelungsformel für den Cosinus lautet:
cos(2α) = 2 cos2 α− 1.
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Übungen zu “Lineare Algebra und Geometrie 2”

Wintersemester 2012/13

Stefan Haller

1. Sei ϕ : V → V eine selbstadjungierte Abbildung auf einem endlich dimen-
sionalen Euklidischen oder unitären Vektorraum V . Weiters bezeichne λmin den
kleinsten und λmax den größten Eigenwert von ϕ. Zeige:

λmin idV ≤ ϕ ≤ λmax idV .

2. Seien ϕ, ψ : V → V zwei kommutierende semipositive Abbildungen, d.h.
ϕ ≥ 0, ψ ≥ 0 und ϕψ = ψϕ. Zeige, dass auch ϕψ ≥ 0 gilt.

3. Bestimme die Quadratwurzeln folgender Matrizen:

(
5 4
4 5

)

,

(
2 2i
−2i 2

)

,





2 3 1
3 6 3
1 3 2



 .

4. Bestimme Polarzerlegungen folgender Matrizen:

(
4 4
−2 2

)

,

(
1 −i
−3i 3

)

,





1 0 −2
1 1 1
1 −1 1



 .

5. Bestimme Sinulärwertzerlegungen folgender Matrizen:





1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0



 ,









0 3 0 0 0
0 0 0 2 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 5
0 0 4 0 0









.

6. Für jedes t ∈ R zeige:

etA =

(
cosh t sinh t
sinh t cosh t

)

, wobei A =

(
0 1
1 0

)

.

7. Sei A ∈Mn×n(C) und λ1, . . . , λn alle Eigenwerte von A, ihrer Vielfachheit
entsprechend oft gelistet. Zeige, dass eλ1 , . . . , eλn die Eigenwerte von eA sind.
Hinweis: A ist triangulierbar. Schließe daraus:

det
(
eA
)
= etr(A).

Gilt diese Gleichung auch für reelle Matritzen?

8. Sei K = R oder K = C. Für A,B ∈Mn×n(K) mit AB = BA zeige:

eA+B = eAeB.
1



Schließe daraus, dass eA stets invertierbar ist mit Inverser,

(eA)−1 = e−A.

Zeige dass, K→ GLn(K), t 7→ etA, ein Gruppenhomomorphismus ist und, dass
d
dt
etA = AetA

gilt. Gib auch zwei (nicht kommutierende) Matrizen an, für die eA+B 6= eAeB.

9. Sei K = R oder K = C. Zeige

(eA)∗ = eA
∗

,

für jede Matrix A ∈Mn×n(K). Zeige weiters:

(a) Ist A schiefsymmetrisch, d.h. A∗ = −A, dann ist eA unitär bzw. orthogonal.
Zeige auch, dass sich jede unitäre Matrix in der Form eA schreiben lässt, wobei
A∗ = −A. Ist A eindeutig bestimmt? Was lässt sich im reellen Fall sagen?
Hinweis: Unitäre Abbildungen sind normal und daher diagonalisierbar.

(b) Ist A symmetrisch, d.h. A∗ = A, dann ist eA positiv. Zeige auch, dass sich
jede positive Matrix in der Form eA schreiben lässt, wobei A∗ = A. Ist A
eindeutig bestimmt?

10. Bestimme die Pseudoinversen folgender Matrizen:

(
1 2 3 4

)
,

(
0 0 0
0 0 0

)

,





1 0
2 0
1 1



 ,







1 2 1
2 1 2
3 3 3
4 5 4







11. Sei A = UΣV ∗ eine Singulärwertzerlegung von A ∈Mm×n(C), d.h.

U ∈ Um, V ∈ Un, Σ =







σ1 0 ··· 0

...
...

...
σk 0 ··· 0

0 ··· 0 0 ··· 0
...

...
...

...
0 ··· 0 0 ··· 0






, σi > 0.

Zeige, A+ = V Σ+U∗. Verwende dies um die Pseudoinverse der Matrix

A =





1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0





aus Aufgabe 5 zu berechnen.

12. Zeige
A+ = (A∗A)+A∗ = A∗(AA∗)+

für jede reelle oder komplexe Matrix A. Hinweis: Mit Hilfe der Singulärwertzer-
legung, lässt sich dies auf Diagonalmatrizen zurückführen. Alternativ, lässt sich
auch nachrechnen, dass (A∗A)+A∗ die vier Eigenschaften hat, die A+ charakte-
risieren, und daher mit A+ übereinstimmen muss.
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13. Sei A ∈ Mm×n(C) eine Matrix mit Singulärwerten σ1, . . . , σk, ihrer Viel-
fachheit entsprechend oft gelistet. Betrachte nun die quadratische selbstadjun-
gierte Matrix B ∈M(n+m)×(n+m)(C),

B =

(
0 A∗

A 0

)

.

Zeige, dass σ1, . . . , σk,−σ1, . . . ,−σk alle von Null verschiedenen Eigenwerte von
B mit Vielfachheit sind. Hinweis: Wähle eine Singulärwertzerlegung A = UΣV ∗,
zeige

(
0 U
V 0

)(
0 A∗

A 0

)(
0 V ∗

U∗ 0

)

=

(
0 Σ
Σ∗ 0

)

und berechne die Eigenwerte dieser Matrix.

14. Für jede Matrix A ∈Mm×n(C) betrachte

‖A‖ := sup
06=x∈Cn

‖Ax‖
‖x‖ , ‖A‖2 :=

(
tr(A∗A)

)1/2
, ‖A‖1 := tr

(
(A∗A)1/2

)
.

Für beliebige unitäre Matrizen U ∈ Um und V ∈ Un zeige:

‖UAV ∗‖ = ‖A‖, ‖UAV ∗‖2 = ‖A‖2, ‖UAV ∗‖1 = ‖A‖1.
Schließe daraus

‖A‖ = max{σ1, . . . , σk}, ‖A‖2 =
√

σ2
1 + · · ·+ σ2

k, ‖A‖1 = σ1 + · · ·+ σk,

wobei σ1, . . . , σk die Singulärwerte von A bezeichnen. Zeige auch

‖A∗‖ = ‖A‖, ‖A∗‖2 = ‖A‖2, ‖A∗‖1 = ‖A‖1
sowie

‖A‖ ≤ ‖A‖2 ≤ ‖A‖1.
15. Zeige, dass ‖A‖1 aus dem vorangehenden Beispiel eine Norm aufMm×n(C)

definiert (für ‖A‖ und ‖A‖2 haben wir dies bereits an anderer Stelle verifiziert):

(a) ‖A‖1 = 0⇔ A = 0.
(b) ‖λA‖1 = |λ|‖A‖1, für alle λ ∈ C.
(c) ‖A+ A′‖1 ≤ ‖A‖1 + ‖A′‖1, wobei A,A′ ∈Mm×n(C).
(d) ‖AA′‖1 ≤ ‖A‖1‖A′‖1, wobei A ∈Mm×n(C) und A

′ ∈Mn×k(C).
(e) | tr(A)| ≤ ‖A‖1, falls A ∈Mn×n(C).
(f) ‖BA‖1 ≤ ‖B‖‖A‖1, für alle B ∈Ml×m(C).
(g) ‖AB‖1 ≤ ‖A‖1‖B‖, für alle B ∈Mn×k(C).
(h) ‖A‖1 = sup‖B‖≤1 | tr(BA)|, wobei das Supremum über alle B ∈ Mn×m(C) mit
‖B‖ ≤ 1 genommen wird.

Hinweis: (a) und (b) sind leicht. Verifiziere dann (e) unter Verwendung einer Sin-
gulärwertzerlegung A = UΣV ∗ und | tr(V ∗UΣ)| ≤ tr(Σ) = ‖Σ‖1. Anleitung für
(f) im Fall l ≥ n: Sei A = UΣV ∗ eine Singulärwertzerlegung von A, und BA =
WR eine Polarzerlegung von BA, d.h. W ∈ Ml×n(C), W

∗W = In, R
∗ = R ≥ 0.
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Schließe daraus: ‖BA‖1 = tr(R) = tr(V ∗W ∗BUΣ) =
∑

i〈V ∗W ∗BUΣei, ei〉 ≤
‖V ∗W ∗BU‖‖Σ‖1 ≤ ‖B‖‖Σ‖1 = ‖B‖‖A‖1. (d) und (g) folgen aus (f) und der
vorangehenden Aufgabe. Leite nun (h) her, und verwende diese Darstellung um
die Dreiecksungleichng (c) zu zeigen.

16. Gegeben seien reelle Zahlen xi und yi wie folgt:

i 1 2 3 4 5

xi 1.1 1.9 2.8 2.8 4.1
yi 7.9 6.1 4.5 3.9 1.5

Bestimme ein lineares Polynom, p(x) = a + bx, a, b ∈ R, sodass die Summe der

Fehlerquadrate,
∑5

i=1

∣
∣p(xi)− yi

∣
∣
2
, minimal wird. Fertige eine Skizze an!

17. Gegeben seien reelle Zahlen xi und yi wie folgt:

i 1 2 3 4 5

xi −2 −1 0 1 2
yi 1.1 −0.2 1.3 3.9 9.6

Bestimme ein quadratisches Polynom, p(x) = a+ bx+ cx2, a, b, c ∈ R, sodass die

Summe der Fehlerquadrate,
∑5

i=1

∣
∣p(xi)− yi

∣
∣
2
, minimal wird. Fertige eine Skizze

an!

18. Zeige, dass

G :=

{(
1 0
b A

)

: b ∈ Kk, A ∈ GLk(K)

}

eine Untergruppe von GLk+1(K) bildet. Zeige weiters, dass

G ∼= Aff(Kk),

(
1 0
b A

)

↔
(
v 7→ Av + b

)

ein Gruppenisomorphismus ist.

19. Zeige, dass eine Abbildung α : V → W genau dann affin ist, wenn sie
folgende Eigenschaft besitzt: Für je zwei Punkte v1, v2 ∈ V und jedes λ ∈ K gilt

α
(
λv1 + (1− λ)v2

)
= λα(v1) + (1− λ)α(v2).

Hinweis: Gehe induktiv vor und verwende

λ1v1 + · · ·+ λkvk = (1− λk)
(

λ1
1− λk

v1 + · · ·+
λk−1

1− λk
vk−1

)

+ λkvk

wobei λi ∈ K und
∑k

i=1 λi = 1.

20. Zeige, dass eine Teilmenge A eines Vektorraums V genau dann einen
affinen Teilraum bildet, wenn sie folgende Eigenschaft besitzt: Mit je zwei ver-
schiedenen Punkten a1 6= a2 ∈ A liegt auch die Gerade durch a1 und a2 zur Gänze
in A.
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21. Zeige, dass eine Abbildung α : V → W genau dann affin ist, wenn ihr
Graph, Gα := {(v, α(v)) : v ∈ V }, einen affinen Teilraum von V ×W bildet.

22. Zeige, dass die Punkte

a0 =

(
1
2

)

, a1 =

(
2
3

)

, a2 =

(
−1
3

)

ein affines Koordinatensystem von R2 bilden. Bestimme die affinen und baryzen-
trischen Koordinaten der Punkte

(
−4
9

)

,

(
1
2

)

,

(
2
3

)

und

(
−1
3

)

,

vgl. Proposition VIII.1.27. Fertige eine Skizze an!

23 (Strahlensatz). Seien a0, a1, a2 drei affin unabhängige Punkte eines Vek-
torraums V . Zeige, dass g1 := 〈a0, a1〉aff und g2 := 〈a0, a2〉aff zwei Geraden bilden,
die sich nur in a0 schneiden, g1 ∩ g2 = {a0}. Weiters sei a′1 ∈ g1 mit a0 6= a′1 6= a1
und a′2 ∈ g2 mit a0 6= a′2 6= a2. Zeige, dass eindeutig Skalare λ1, λ2 ∈ K mit

a′1 = λ1a1 + (1− λ1)a0 und a′2 = λ2a2 + (1− λ2)a0
existieren und, dass 0 6= λi 6= 1 gilt. Zeige, dass h := 〈a1, a2〉aff und h′ := 〈a′1, a′2〉aff
zwei verschiedene Geraden in V sind, für die

h ∩ g1 = {a1}, h ∩ g2 = {a2}, h′ ∩ g1 = {a′1} und h′ ∩ g2 = {a′2}
gilt. Fertige eine Skizze an! Beweise nun den Strahlensatz:

h ∩ h′ = ∅ ⇔ λ1 = λ2.

24. Sei V ein endlich dimensionaler Euklidischer Vektorraum und σ : V → V
eine Bewegung, sodass σ2 = idV . Zeige, dass A := {v ∈ V : σ(v) = v} einen
nicht leeren affinen Teilraum bildet. Zeige weiters, dass σ mit der Spiegelung an
A überein stimmt, vgl. Beispiel VIII.1.37.

25. Seien A und A′ zwei affine Teilräume eines endlich dimensionalen Eukli-
dischen Vektorraums V . Weiters seien p, p′ ∈ V zwei Punkte, sodass d(A, p) =
d(A′, p′). Zeige, dass eine Bewegung α : V → V existiert, sodass α(A) = A′ und
α(p) = p′.

26. Bestimme alle Mittelpunkte der quadratischen Funktionen, Qi : R
3 → R:

Q1

(
x
y
z

)

= x2 − y2 + 6x− 4y + 4

Q2

(
x
y
z

)

= x2 + y2 − z − 17

Q3

(
x
y
z

)

= x2 + 2y2 + 3z2 + 2xy + 4yz + 2x+ 6y + 8z + 5

5



27. Sei Q : V → K eine quadratische Funktion und α ∈ Aff(V ). Zeige, dass α
die Menge der Mittelpunkte von Q ◦ α bijektiv auf die Menge der Mittelpunkte
von Q abbildet. Hinweis: Zeige σα(m) = α ◦ σm ◦ α−1, wobei σm die Spiegelung
am Punkt m ∈ V bezeichnet.

28. Fertige eine Liste aller affinen Normalformen von Quadriken in C3 an,
analog zu Beispiel VIII.2.11.

29. Zu jeder der folgenden Quadriken in C2 bestimme einen affinen Isomor-

phismus αi : C
2

∼=−→ C2, sodass αi(Ei) Normalform hat, vgl. Beispiel VIII.2.11:

E1 =
{
( xy ) ∈ C2 : x2 − 4y2 + 2x+ 8y − 4 = 0

}

E2 =
{
( xy ) ∈ C2 : 2x2 − 3y2 − xy + 3x− 2y + 1 = 0

}

E3 =
{
( xy ) ∈ C2 : 4xy = 1

}

Analog für folgende Quadrik in C3:

E4 =
{(

x
y
z

)

∈ C3 : x2 − y2 + 3z2 + 2xz + 2iyz + 2x+ 4iy + 12z + 14 = 0
}

.

30. Zu jeder der folgenden Quadriken in R3 bestimme einen affinen Isomor-

phismus αi : R
3

∼=−→ R3, sodass αi(Ei) Normalform hat, vgl. Beispiel VIII.2.16:

E1 =
{(

x
y
z

)

∈ R3 : 4x2 + 2y2 + z2 + 4xy + 2yz + 4x+ 6y + 4z + 1 = 0
}

E2 =
{(

x
y
z

)

∈ R3 : x2 + 5y2 + z2 + 4xy − 2yz − 2x− 2y − 3z + 2 = 0
}

E3 =
{(

x
y
z

)

∈ R3 : x2 − y2 − z2 + 2xz + 2yz + 2x− 2y + 6z − 2 = 0
}

31. Seien F und F ′ zwei Punkte in Rn und 2f := d(F, F ′). Weiters sei a > f .
Zeige, dass

E := {x ∈ Rn : d(x, F ) + d(x, F ′) = 2a}
eine Quadrik ist. Zeige, dass eine Bewegung Rn → Rn existiert, die E auf das
Rotationsellipsoid,

E ′ =
{
x ∈ Rn :

(
x1
a

)2
+
(
x2
b

)2
+ · · ·+

(
xn
b

)2
= 1
}
,

abbildet, wobei b =
√

a2 − f 2.

32. Sei A eine affine Hyperebene in Rn und F ∈ Rn ein Punkt, der nicht in
A liegt. Zeige, dass

E := {x ∈ Rn : d(x,A) = d(x, F )}
eine Quadrik ist. Zeige, dass eine Bewegung Rn → Rn existiert, die E auf das
Rotationsparaboloid,

E ′ =
{
x ∈ Rn : x21 + · · ·+ x2n−1 = 4fxn

}
,

abbildet, wobei 2f := d(A, F ). Wie sieht die Situation aus, wenn F ∈ A?
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33. Betrachte den Kegel

K =
{(

x
y
z

)

∈ R3 : x2 + y2 − z2 = 0
}

und eine affine Isometrie ϕ : R2 → R3, ϕ ( xy ) = A ( xy ) + b, wobei A ∈ M3×2(R),
A∗A = I2, und b ∈ R3. Zeige, dass ϕ−1(K) eine Quadrik ist. Welche Quadriken
in R2 lassen sich in dieser Form darstellen, für eine geeignete affine Isometrie ϕ?

34. Betrachte das einschalige Rotationshyperboloid

H =
{(

x
y
z

)

∈ R3 : (x
a
)2 + (x

a
)2 − ( z

b
)2 = 1

}

,

wobei a, b > 0. Zeige, dass die Gerade

g =
{(

a
0
0

)

+ t
(

0
a
b

)

: t ∈ R
}

in H liegt, d.h. g ⊆ H . Zeige weiters, dass wir durch Rotation der Geraden g um
die z-Achse, ganz H erhalten, d.h.

H =
⋃

θ∈R
ρθ(g), ρθ : R

3 → R3, ρθ =





cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1



 .

Gibt es noch weitere Geraden, die in H liegen?

35. Bestimme eine Bewegung, die die Quadrik

E =
{
( xy ) ∈ R2 : x2 + y2 + 2xy +

√
2x+ 3

√
2y − 2 = 0

}

auf Normalform bringt.

36. Bestimme eine Bewegung, die die Quadrik

E =
{
( xy ) ∈ R2 : 52x2 + 73y2 + 72xy + 80x+ 190y + 25 = 0

}

auf Normalform bringt.

37. Sei a > b > 0. Bestimme alle Bewegungen α : R2 → R2, die die Ellipse

E =
{
( xy ) ∈ R2 : (x

a
)2 + (y

b
)2 = 1

}

bewahren, α(E) = E. Hinweis: Zeige zunächst, dass jede solche Bewegung linear
sein muss.

38. Betrachte folgende drei Punkte in RP3:

P1 = [0 : 1 : 2 : 3], P2 = [0 : 1 : 2 : 4], P3 = [1 : 1 : 1 : 1].

Zeige, dass E := 〈P1, P2, P3〉proj eine projektive Ebene ist und bestimme ai, sodass

E =
{
[x0 : x1 : x2 : x3] ∈ RP3 : a0x0 + a1x1 + a2x2 + a3x3 = 0

}
.
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39. Bestimme den Durchschnitt folgender drei projektiver Ebenen in RP3:

E1 =
{
[x0 : x1 : x2 : x3] ∈ RP3

∣
∣ x0 + x1 + x2 + x3 = 0

}

E2 =
{
[x0 : x1 : x2 : x3] ∈ RP3

∣
∣ x0 − x1 + x2 − x3 = 0

}

E3 =
{
[x0 : x1 : x2 : x3] ∈ RP3

∣
∣ x0 + 2x1 + 3x2 + 4x3 = 0

}

40. Für j = 0, . . . , n betrachte die affine Hyperebene

Aj := ej + 〈e0, . . . , ej−1, ej+1, . . . , en〉
in Kn+1 und die damit assoziierte Einbettung

ιj : K
n → KPn, ιj(x1, . . . , xn) := [x1 : · · · : xj : 1 : xj+1 : · · · : xn],

wobei ej ∈ Kn+1 den j-ten Einheitsvektor bezeichnet. Zeige,

KPn =

n⋃

j=0

ιj(K
n),

d.h. die Bilder der Einbettungen ιj überdecken ganz KPn.

41. Auf der Sphäre Sn := {x ∈ Rn+1 : ‖x‖ = 1} betrachte die Relation
x ∼ y :⇔ x = ±y. Zeige, dass dies eine Äquivalenzrelation bildet, und dass

die Inklusion Sn → Rn+1 eine wohldefinierte Bijektion Sn/∼ ∼=−→ RPn induziert.
Insbesonder erhalten wir so eine Identifikation RP2 = S2/∼, d.h. die Punkte der
projektiven Ebene RP2 können mit Paaren von Antipodalpunkten auf S2 identifi-
ziert werden. Wie lassen sich die projektiven Geraden in diesem Bild beschreiben?

42. Zeige, dass jede Projektivität π : CPn → CPn wenigstens einen Fixpunkt
besitzt, d.h. es existiert P ∈ CPn mit π(P ) = P . Gib auch eine Projektivität
π : RP1 → RP1 an, die keinen einzigen Fixpunkt hat.

43. Bestimme die sechs Projektivitäten KP1 → KP1 in der Form x 7→ ax+b
cx+d

,
die die Punkte 0, 1, ∞ permutieren.

44. Bestimme das Doppelverhältnis folgender Punkte in KP1:

P0 = [1 : 2], P1 = [3 : 4], P2 = [5 : 6], P3 = [7 : 8].

45. Zeige, dass die Punkte

P0 = [1 : 1 : 0], P1 = [0 : 1 : 1], P2 = [1 : 2 : 1], P3 = [1 : 0 : −1]
auf einer projektiven Gerade in KP2 liegen, und bestimme ihr Doppelverhältnis.

46. Für vier Punkte P0, P1, P2, P3 auf einer projektiven Gerade zeige:

DV(P1, P0, P2, P3) =
1

DV(P0, P1, P2, P3)
= DV(P0, P1, P3, P2)

sowie

DV(P2, P1, P0, P3) = 1− DV(P0, P1, P2, P3) = DV(P0, P3, P2, P1)
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47. Sei σ : CPn → CPn eine Projektivität mit σ ◦ σ = idCPn und bezeichne
die Menge der Fixpunkte mit Fix(σ) := {p ∈ CPn : σ(p) = p}. Zeige,

Fix(σ) = P ∪Q,
wobei P und Q zwei projektive Teilräume in CPn bezeichnen, für die P ∩Q = ∅
und dim(P ) + dim(Q) = dim(CPn) − 1 gilt. Zeige weiters, dass eine invarian-
te Hyperebene H ⊆ CPn existiert, d.h. σ(H) = H , sodass die Einschränkung
σ|A : A→ A auf den affinen Teil, A := CPn \H , eine affine Spiegelung ist.

48. Sei E ⊆ P (V ) eine projektive Quadrik und P ⊆ P (V ) ein projektiver
Teilraum. Zeige, dass E ∩ P eine projektive Quadrik in P ist.

49. Für jede der folgenden projektiven Quadriken bestimme eine Projekti-
vität, die diese auf Normalform wie in Satz VIII.4.7 bringt:

(a) E =
{
[x : y : z] ∈ RP2

∣
∣ x2 + 5y2 + 4z2 + 4xy − 2xz = 0

}

(b) E =
{
[x : y : z] ∈ RP2

∣
∣ xy = 0

}

(c) E =
{
[x : y : z : w] ∈ RP3

∣
∣ x2 + 2y2 + 2z2 + 2xy + 2yz + 2zw = 0

}

50. Für jede der folgenden affinen Quadriken E0 ⊆ R3 bestimme eine projek-
tive Quadrik in E ⊆ RP3 mit affinem Teil E0, d.h. so, dass ι

−1(E) = E0 gilt,

wobei ι : R3 → RP3, ι
(
x
y
z

)

= [1 : x : y : z], die Standardeinbettung bezeichnet:

(a) E0 =
{( x

y
z

)

∈ R3
∣
∣ x2 + y2 + z2 = 1

}
.

(b) E0 =
{( x

y
z

)

∈ R3
∣
∣ x2 + y2 − z2 = 1

}
.

(c) E0 =
{( x

y
z

)

∈ R3
∣
∣ x2 + y2 = z

}
.

(d) E0 =
{( x

y
z

)

∈ R3
∣
∣ x2 = 0

}
. (In diesem Fall ist E nicht eindeutig bestimmt)

Bestimme in jedem Beispiel auch die Menge (Quadrik) aller Fernpunkte von E.

51. Für endlich dimensionale Vektorräume V1, . . . , Vn zeige

dim(V1 × · · · × Vn) = dim(V1) + · · ·+ dim(Vn).

52. Beweise Lemma IX.1.3, d.h. zeige, dass die direkte Summe
⊕

i∈I Vi zu-
sammen mit den kanonischen Inklusionen ιi : Vi →

⊕

j∈I Vj durch die universelle
Eigenschaft, bis auf kanonischen Isomorphismus, eindeutig bestimmt ist.

53. Sei bi, i ∈ I, eine Basis von V . Zeige, dass die linearen Abbildungen
K→ V , ιi(λ) := λbi, einen Isomorphismus

⊕

i∈I
K

∼=−→ V

induzieren.
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54. Seien Vi Vektorräume, i ∈ I. Weiters bezeichnen πi :
∏

j∈J Vj → Vi die

kanonischen Projektionen und ιi : Vi →
⊕

j∈I die kanonischen Inklusionen. Zeige,
dass eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung

φ :
⊕

i∈I
Vi →

∏

i∈I
Vi

existiert, sodass πi ◦ φ ◦ ιj = δi,j, für alle i, j ∈ I. Zeige, dass φ für endliche
Indexmengen I ein Isomorphismus ist. Zeige weiters, dass φ für unendliche In-
dexmengen zwar injektiv, aber i.A. nicht surjektiv ist.

55. Beweise Proposition IX.2.7, genauer: Für ϕ, ϕ1, ϕ2 ∈ L(V, V ′), ψ, ψ1, ψ2 ∈
L(W,W ′), ϕ′ ∈ L(V ′, V ′′), ψ′ ∈ L(W ′,W ′′) und λ ∈ K gilt:

(a) idV ⊗ idW = idV⊗W
(b) (ϕ′ ◦ ϕ)⊗ (ψ′ ◦ ψ) = (ϕ′ ⊗ ψ′) ◦ (ϕ⊗ ψ)
(c) (ϕ1 + ϕ2)⊗ ψ = ϕ1 ⊗ ψ + ϕ2 ⊗ ψ
(d) ϕ⊗ (ψ1 + ψ2) = ϕ⊗ ψ1 + ϕ⊗ ψ2

(e) (λϕ)⊗ ψ = λ(ϕ⊗ ψ) = ϕ⊗ (λψ)

Dabei bezeichnet ϕ ⊗ ψ : V ⊗W → V ′ ⊗W ′ das Tensorprodukt linearer Abbil-
dungen.

56. Seien V und W zwei Vektorräume. Zeige, dass i.A. nicht jedes Element in
V ⊗W elementar, d.h. von der Form v ⊗ w, ist. Hinweis: Für einen endlich di-
mensionalen Vektorraum V gilt V ∗⊗V = end(V ), und die elementaren Tensoren
α⊗w ∈ V ∗⊗V , wobei α ∈ V ∗ und w ∈ V , entsprechen den linearen Abbildungen
der Form V → V , v 7→ α(v)w. Zeige, dass die identische Abbildung nicht von
dieser Form ist, falls dim(V ) ≥ 2.

57. Sei ϕ : V → V und ψ : W →W zwei lineare Abbildungen zwischen endlich
dimensionalen K-Vektorräumen. Zeige

tr
(
V ⊗W ϕ⊗ψ−−→ V ⊗W

)
= tr(ϕ) tr(ψ)

und

det
(
V ⊗W ϕ⊗ψ−−→ V ⊗W

)
= det(ϕ)tr(ψ) det(ψ)tr(ϕ).

Hinweis: Betrachte Basen von V und W , und berechne die Darstellung von ϕ⊗ψ
bezüglich der induzierten Basis von V ⊗W .

58. Seien ϕ : V → W und ψ : W → U zwei lineare Abbildungen zwischen
endlich dimensionalen Vekotrräumen über K. Fassen wir ϕ ∈ V ∗ ⊗W und ψ ∈
W ∗⊗U auf, dann ist ϕ⊗ψ ∈ V ∗⊗W ⊗W ∗⊗U . Bezeichnet tr : W ⊗W ∗ → K die
kanonische Kontraktion, dann ist (idV ∗ ⊗ tr⊗ idU)(ϕ⊗ψ) ∈ V ∗⊗K⊗U = V ∗⊗U .
Zeige, dass dieses Element genau der Komposition ψ ◦ ϕ : V → U entspricht.

59. Sei K ⊆ L ein Teilkörper, ϕ : V → W eine lineare Abbildung zwischen
endlich dimensionalen K-Vektorräumen, B = (b1, . . . , bn) eine geordnete Basis
von V und C = (c1, . . . , cm) eine geordnete Basis von W . Weiters bezeichnen
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BL = (b1⊗ 1, . . . , bn⊗ 1) und CL = (c1⊗ 1, . . . , cn⊗ 1) die entsprechenden Basen
der L-Vektorräume V ⊗KL undW⊗KL. Für die Matrixdarstellung der L-linearen
Abbildung ϕ⊗ idL : V ⊗K L→W ⊗K L zeige:

[ϕ⊗ idL]CLBL
= [ϕ]CB.

Schließe daraus:

trL
(
ϕ⊗ idL

)
= trK(ϕ) und detL

(
ϕ⊗ idL

)
= detK(ϕ).

60. Sei V ein komplexer Vektorraum, bezeichne VR den zugrundeliegenden
reellen Vektorraum und betrachte dessen Komplexifizierung, VR⊗RC. Konstruiere
einen kanonischen C-linearen Isomorphismus

VR ⊗R C = V ⊕ V̄ ,
wobei V̄ den komplexen Vektorraum bezeichnet, den wir aus V erhalten indem
wir die Skalarmultiplikation umdefinieren.

61. SeiK ⊆ L ein Teilkörper und V ,W zwei Vektorräume überK. Konstruiere
kanonische Isomorphismen von L-Vektorräumen:

(V ⊕W )⊗K L = (V ⊗K L)⊕ (W ⊗K L)

und

(V ⊗W )⊗K L = (V ⊗K L)⊗L (W ⊗K L).

62. Es bezeichne

D :=
{
A ∈Mn×n(K)

∣
∣ ∀i > j : Aij = 0

}

die Menge aller oberen Dreiecksmatrizen und

Dq :=
{
A ∈Mn×n(K)

∣
∣ ∀i 6= j − q : Aij = 0

}

die Teilmenge aller Matrizen, deren nicht-triviale Einträge in der q-ten Nebendia-
gonale liegen. Zeige, dass D =

⊕n−1
q=0 D

q bezüglich Matrizenmultiplikation eine
graduierte Algebra bildet.

63. Zeige V ⊗ V = Λ2V ⊕ S2V , für jeden Vektorraum V .

64. Sei ϕ : V → V linear und dim(V ) = n. Zeige:

Λnϕ = det(ϕ) idΛn .

Hinweis: in Beispiel IX.5.6 haben wir dies bereits für diagonalisierbare ϕ gezeigt.

65. Sei ϕ : V → V linear und dim(V ) = n. Zeige:

det(ϕ+ z idV ) =

n∑

q=0

tr
(
Λqϕ

)
zn−q.

Hinweis: in Beispiel IX.5.7 haben wir dies bereits für diagonalisierbare ϕ gezeigt.
11



66. Sei v ∈ V . Zeige, dass iv : Λ
qV ∗ → Λq−1V ∗,

(ivα)(v2, . . . , vq) := α(v, v2, . . . , vq),

eine graduierte Derivation ist, d.h. es gilt

iv(α ∧ β) = (ivα) ∧ β + (−1)pqα ∧ ivβ,
für alle α ∈ ΛpV ∗ und β ∈ ΛqV ∗.
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