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I. Einleitung

Die lineare Algebra beschéftigt sich mit dem Studium linearer Abbildungen
zwischen Vektorrdumen und ist somit auch das geeignete Werkzeug um linea-
re Gleichungssysteme zu untersuchen. Losbarkeitsfragen zu linearen Gleichungs-
systemen haben sehr einfache qualitative Antworten. Selbst grofie lineare Glei-
chungssysteme konnen effizient mit Computerunterstiitzung gelést werden, diese
Algorithmen haben mittlerweile eine Unzahl an konkreten Anwendungen gefun-
den. Lineare Gleichungssysteme sind aber auch von theoretischem Interesse. Et-
wa lassen sich interessantere, d.h. nicht-lineare Gleichungen oft erfolgreich durch
lineare approximieren und die Losbarkeit der linearen Approximation erlaubt
manchmal Riickschliisse auf das urspriingliche, nicht-lineare Problem.

In dieser Einleitung wollen wir einige der Resultate der folgenden Kapitel
anhand eines konkreten Beispiels illustrieren.

I.1. Ein lineares Gleichungssystem. Betrachte folgende Gleichungen:

ry  —T3 —9x3 +zs x5 +x6 37 = n
201 —x9  —Y9x3 +9x4 +3x5 +Tve +1llar = Yo
—x1 +3xy +27x3 +13z4 +225 +92¢ 4927 = y3 (I.1)

1 —2x9 —18x3 —6x4 4225 —4dxg 227 Ya
2l‘1 +$’2 +9$’3 +23[L‘4 +8[L‘5 +17ZL‘6 +27l‘7 = Y5

Fiir welche reelle Zahlen 1, yo, y3, ¥4 und ys besitzt dieses Gleichungssystem eine
Losung, d.h. existieren reelle Zahlen x1, zo, x3, T4, x5, v und x7, die allen fiinf
Gleichungen geniigen? Wieviele solche Losungen gibt es, und wie lassen sie sich
finden?

Wir wollen den rechnerischen Aspekt auf spéter verschieben und zunéchst
erlautern, was sich mit den Methoden der linearen Algebra iiber dieses Glei-
chungssystem sagen lédsst, ohne iiberhaupt zu rechnen zu beginnen. Um die No-
tation zu vereinfachen definieren wir mit Hilfe der linken Seite von (I.1) eine
Abbildung v¥: R” — R3,

Z1

T2 1’1—1’2—91’3+$4+5L’5+$6+3$7

T3 2371 — X9 — 933‘3 + 933‘4 + 333‘5 + 7.1’6 + 1133‘7
’Lp Ty = —T1 + 3[L‘2 + 27l‘3 + 13l‘4 + 2l‘5 + 9l‘6 + 9ZL‘7

T5 T — 2[L‘2 - ].81‘3 - 6[L‘4 + 2l‘5 - 4l‘6 + 2l‘7

Tg 21‘1 + ) + 9$’3 —+ 23l‘4 + 8l‘5 + ].71‘6 + 271‘7

Z7

Das Gleichungssystem (I.1) ldsst sich damit in kompakter Form schreiben,

(x) =y (L.2)

3



4 I EINLEITUNG

wobei y € R® und z € R”. Die Linearitit der Gleichungen spiegelt sich in folgender
Eigenschaft der Abbildung v wider,

Pz +2) = ¢(x) +¢(2) und  P(Az) = A(x), (I.3)
fiir alle z, 7 € R” und A € R. Solche Abbildungen werden wir spéter als lineare
Abbildungen bezeichnen, vgl. Ubungsaufgabe 1.

Wir betrachten zunéchst den Fall y = 0, und stellen folgende Frage: Wie
lasst sich die Losungsmenge des Gleichungssystems ¢(x) = 0 beschreiben? Dieses
Gleichungssystem, ¥ (x) = 0, wird das assozierte homogene Gleichungssystem
genannt, wir bezeichnen seine Losungsmenge mit

L:={x €R":¢(x) =0}

Die Menge L besteht daher aus allen Vektoren # € R, deren Komponenten
x1, ..., 27 folgendes Gleichungssystem erfiillen:

X1 %)) —9373 +x4 +xs +x¢ +3SL’7 =
2.1’1 —X9 —9.’173 —|—9.T4 —|—33§'5 —|—7.T6 —|—11.§L’7 =
—x1 +3xy +27x3 +13z4 +225 +92¢ +92; =
T —2ZL‘2 —18l‘3 —61E4 +2l‘5 —4ZL‘6 +2ZL‘7 =
2{L‘1 +ZL‘2 +9ZE3 +23l‘4 +8l‘5 +17l‘6 +27ZL‘7 = 0

(1.4)

o O OO

Da offensichtlich ¢(0) = 0 gilt, besitzt das homogene Gleichungssystem wenig-
stens die triviale Lésung x = 0, die Losungsmenge ist daher nicht leer, es gilt
0 € L. Dariiber hinaus hat L folgende Eigenschaft: Sind z und z aus L, dann liegt
auch ihre Summe x4+ in L, und fiir jede reelle Zahl A gilt auch Az € L. Dies folgt
sofort aus der Linearitéit von ¢, sieche (I.3) und Ubungsaufgabe 2. Teilmengen mit
dieser Eigenschaft werden wir spéter als Teilrdume bezeichnen.

Nach den Resultaten in Kapitel IV besitzen Teilrdume stets Basen, d.h. es

existieren Vektoren by,...,b; € L, sodass sich jedes Element x € L in der Form
$281b1—|—"'—|—81bl
schreiben ldsst mit eindeutig bestimmten Skalaren si,...,s; € R. Der Losungs-

raum L kann daher durch [ reelle Zahlen parametrisieren. Genauer, ist die Ab-
bildung
S1
o RSL, o | =sibi+-+sby (15)
S1
eine Bijektion. Manchmal wird dies auch als eine Parameterdarstellung von L

bezeichnet. Die Surjektivitdt von ¢ bedeutet gerade, dass wir so alle Losungen
von (I.4) erhalten, d.h.

L:{81b1+"'+$lbl‘81,...,816R},

und die Injektivitat besagt, dass die Parametrisierung ¢ jede Losung nur einmal
liefert. Beachte, dass auch die Parametrisierung ¢ linear ist, denn es gilt offen-

sichtlich ¢(s + 3) = ¢(s) + ¢(3) und ¢(As) = A¢(s), fiir alle s,5 € R und X € R,
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vgl. Ubugsaufgabe 1. Dies bedeutet, dass Addition und Skalarmultiplikation in L
genau der iiblichen Addition und Skalarmultiplikation in R entsprechen, d.h. ¢
respektiert die lineare Struktur. Wir werden solche Abbildungen spéter als lineare
Isomorphismen bezeichnen.

Im Allgemeinen wird L viele verschiedene Basen besitzen, nach den Ergebnis-
sen in Kapitel IV ist die Anzahl der Basisvektoren jedoch immer dieselbe. Diese
Zahl | wird als Dimension des Teilraums bezeichnet, wir schreiben

dim(L) = 1.

Da L ein Teilraum von R ist, muss jedenfalls 0 < [ < 7 gelten, wie wir spiter
sehen werden. Das Gauf$’sche Eliminationsverfahren liefert einen effizienten Al-
gorithmus zur Bestimmung einer Basis by, ..., b von L, wir werden dies unten an
unserem Beispiel ausfithren, vgl. (1.14).

Die Parameterdarstellung ist gut geeignet (alle) Losungen des Gleichungssy-
stems anzugeben. Soll umgekehrt iiberpriift werden ob ein gegebenes € R” das
Gleichungssystem (I.4) erfiillt, dann ldsst sich dies durch direktes Einsetzen in
die Gleichungen sofort beantworten. Dabei stellt sich allerdings die Frage, ob es
wirklich notwendig ist alle Gleichungen zu iiberpriifen oder ob vielleicht weniger
Gleichungen ausreichen. In unserem Beispiel (I1.4) gilt etwa: Elf mal die erste Glei-
chung minus drei mal die zweite plus drei mal die dritte ergibt genau die fiinfte
Gleichung. Die letzte Gleichung ist daher {iberfliissig, sie ist eine Konsequenz der
vorangehenden. Auch die vierte Gleichung ldsst sich iibrigens durch geschicktes
Kombinieren aus den ersten drei Gleichungen herleiten, auch sie ist redundant.
Es stellt sich nun heraus, dass es stets moglich ist L durch ein homogenes li-
neares Gleichngssystem mit 7 — [ vielen Gleichungen zu beschreiben. Nebenbei,
zumindest ein solches Gleichungssystem lésst sich stets durch Weglassen geeigne-
ter Gleichungen in (I.4) erhalten. Wieviele und welche wegzulassen sind ist jedoch
ohne Rechnung nicht klar. Wir werden unten ein moglichst einfaches Gleichungs-
system fiir L angeben, siehe (I1.13).

Nun da wir die Losungen des homogenen Systems (1.4) zumindest qualitativ
gut verstehen, stellen wir folgende naheliegende Frage: Fiir welche y besitzt das
Gleichungssystem (I.1) wenigstens eine Losung, bzw. wie ldsst sich die Menge

dieser y, d.h. das Bild der Abbildung ),
W =9[R ={yeR’ ’ Jz € R": ¢(z) =y},

gut beschreiben? Offensichtlich gilt 0 € W, denn ¢ (0) = 0. Aus (1.3) folgt sofort,
dass W einen Teilraum von R® bildet, d.h. sind y, § € W, dann gilt auch y+3 € W
und \y € W, fiir alle A € R, vgl. Ubungsaufgabe 2. Nach den oben erwihnten
Resultaten besitzt W daher eine Basis, d.h. es existieren Vektoren wy,...,w; €
W, sodass sich jedes y € W auf eindeutige Weise in der Form

y=tw + -+ lwg
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schreiben lasst, fiir geeignete Skalare tq,...,t; € R. Auch W lédsst sich daher in
linearer Weise parametrisieren,

1
RF S W, | s by - (1.6)
(7%

ist eine Bijektion, d.h. ein linearer Isomorphismus. Inbesondere gilt
W = {t1w1+-~-+tkwk ti,...,tg ER}

Soll umgekehrt von einem gegebenen y € R iiberpriift werden, ob es in W
liegt, dann wére ein Gleichungssystem fiir W besser geeignet. Analog zu L, lasst
sich W durch ein homogenes Gleichungssystem mit 5 — k vielen Gleichungen in
den Variablen y, ..., ys beschreiben. Wir werden unten ein moglichst einfaches
solches Gleichungssytem angeben, siehe (1.10), und auch eine Basis wy, . . ., wy von
W explizit bestimmen, vgl. (I.11). Nebenbei, wenigstens eine der vielen Basen von
W lésst sich gewinnen, indem wir die Koeffizienten des Gleichungssystems (1.4)
als Vektoren in R® auffassen, d.h. die Vektoren

1 ~1 -9 1 1 1 3
2 —1 -9 9 3 7 11
1|, 3|, 27 |, (13, |2}, o, 9],
1 —2 —18 —6 2 —4 2
2 1 9 23 8 17 27

betrachten und geeignete davon auswéahlen. Wieviele und welche dies sein sollen
ist jedoch nicht ganz offensichtlich.
Wir haben oben die Anzahl der Basisvektoren von W mit k£ bezeichnet, d.h.

dim(W) = k.

Da W ein Teilraum von R® ist, muss jedenfalls 0 < k < 5 gelten. Interessanter
Weise sind die Dimensionen von L und W nicht unabhéingig voneinander. Nach
einer Dimensionsformel in Kapitel IV muss stets

|+ k = dim(L) + dim(W) = dim(R") = 7 (L7)
gelten. Insbesondere folgt | =7—k >7—5=2, d.h.
[ =dim(L) > 2.

Es sind daher mindestens zwei reelle Parameter notwendig, um den Losungsraum
L in linearer Weise zu parametrisieren.

Wir wenden uns nun dem urspriinglichen Gleichungssystem (I.1) zu. Zu gege-
benem y € W fragen wir: Wie ldsst sich die Losungsmenge des Systems ¢(x) = y
gut beschreiben? Wir geben auch ihr einen Namen,

L, = {z € R |y(z) = y}.
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Da y € W gibt es zumindest eine Losung &, € L,, d.h. ¥(§,) = y. Aus der
Linearitdt von 1, siehe (1.3), folgt nun sofort, dass wir alle Losungen des Systems
Y(z) = y erhalten, in dem wir zu der speziellen Lisung §, die Losungen des
homogenen Systems addieren, d.h.

L,={{+x|¢(x) =0} =¢&,+ L.

Die Losungsmenge L, ensteht daher aus L durch Verschieben um &,. Somit lasst
sich auch L, parametrisieren,

S1
by RES L, o, | i | =& +s1bi+---+siby, (18)
Si

ist eine Bijektion, siche Ubungsaufgabe 6.

Beachte, dass L, im Allgemeinen keinen Teilraum bildet, denn jeder Teilraum
muss den Nullvektor enthalten, aber i.A. wird 0 ¢ L, gelten. Auch die Parame-
trisierung ¢, ist i.A. nicht linear.! Allerdings ist sie affin, d.h. es gilt

Qby ()‘5 + (1 - )‘)5) = )‘ﬁby(s) + (1 - )\)¢y(§),

fiir alle s,5 € R' und \ € R. Die Parametrisierung ¢, respektiert daher Konvez-
kombinationen.

Sind y, 5 € W und &, € L, sowie {; € Lj spezielle Losungen, d.h. ¢(§,) =y
und (&) = g, dann gilt auch (&, + &) = y + 7 und ¥(AE,) = Ay, siehe (1.3),
d.h. &, + ¢ ist eine spezielle Losung des Gleichungssystems ¢ (z) = y+ g und A,
ist eine spezielle Losung von ¢ (z) = Ay. Tatsdchlich existiert stets eine lineare
Abbilung ¢: R® — R, sodass ¥(£(y)) = v, fiir alle y € W. In anderen Worten,
es ist stets moglich, die speziellen Losungen so zu wéhlen, dass

§yrg =&+ & und &y = A

gilt, fiir alle y, 7 € W und alle A € R. Wir werden unten soeine Abbildung ¢ fiir
das Gleichungssystem (I.1) angeben, siehe (I1.9).

SchlieBlich wollen wir das Gleichungssystem (I.1) auch explizit l6sen und
schreiben es dazu nochmals an:

Al —X9 —9ZL‘3 +Zy4 +x5 +Zg +3l‘7 = Uy

2l‘1 —XI9 —9ZL‘3 +9ZL‘4 +3ZL‘5 +7ZL‘6 +11l‘7 = Y2
—x1 +3z9 +27x3 +13x4 +225 +92¢ 4927 = Y3
T —QI‘Q —18[L'3 —6l‘4 +2ZL‘5 —4l‘6 +2l‘7 = Yy
21  +x9  +9x3 +23z4 +8x5 +1Tzg +2727 = Ys

Tn der Analysis werden Funktionen der Form f: R — R, f (z) = ax + b, als linear bezeich-
net. Diese Abbildungen sind nur dann linear im Sinn der linearen Algebra, wenn b = 0 gilt,
andernfalls ist ja f(r +2) = a(zr +Z)+b # ax + b+ aZ + b = f(z) + f(Z). In der linearen
Algebra werden solche Funktionen affin geannt.
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Addieren wir die erste Gleichung (—2)-mal zur zweiten, 1-mal zur dritten,
(—1)-mal zur vierten und (—2)-mal zur fiinften Gleichung, so erhalten wir das

dquivalente Gleichungssystem:

—9.’173
"—9373
"—181’3
—gl‘g
+27ZL‘3

Ty —X2

T2
2.1’2
—

3[L‘2

+I4
+7.T4
—|—14.T4
—7ZL'4
+21l‘4

+x5
+x5
"—3375
+x5
+6l‘5

+Zg
_'_5376
+10.T6
—5ZL‘6
+15l‘6

+3.§L’7
+5.§L’7
+12x7

+21[L‘7

n
=2
hn
—h
=2y

Y2
Y3
+Ya
+Ys

Beachte, dass diese sogenannten Zeilenumformungen riickgéngig gemacht werden
konnen, die beiden Systeme sind daher wirklich dquivalent.

Addieren wir nun die zweite Gleichung (—2)-mal zur dritten, 1-mal zur vierten
und (—3)-mal zur fiinften Gleichung, so erhalten wir das dquivalente Gleichungs-

system:
Ty —T2 —91’3 +x4 +s +x¢ +3SL’7
ro +9r3 +Try +x5 +d16 +DT7
Ty +2ZL‘7
2l‘5 +4ZL‘7
3l‘5 +6£E7

Y1
=2
dY1
=3y
4y,

Y2
—2y2
+Y2
—3y2

+Ys3
+Ya
+Ys

Addieren wir die dritte Gleichung (—2)-mal zur vierten und (—3)-mal zur
fiinften Gleichung, so erhalten wir das dquivalente Gleichungssystem:

r1 —Xo —9!L‘3 +l‘4 +ZL‘5 +l‘6 +3ZE7
ro +9r3 +Try +x5 +d16 +DT7

Ty +2.§L’7

0

0

= n

= 2y1 +Y

= Sy1 =2y s

= —13y1 +5y2 —2ys +ua

= —1lly1 +3y2 —3y3 +Ys

Subtrahieren wir die dritte Gleichung 1-mal von der ersten und 1-mal von der
zweiten erhalten wir das dquivalente Gleichungssystem:

—91‘3
+9l‘3

Xy —T2

X2

+x4
+7l‘4
Ty

+Z6
+5ZE6

+x7
+3ZE7
+2x7
0

0

—duy
=Ty
5Y1
—13y
—1ly

+2y,
+3y2
—2y»
+5y2
+3y2

—Ys
—Ys
+ys3
—2y3
—3ys3

+Ya
+Ys

Addieren wir schliellich die zweite Gleichung zur ersten so erhalten wir das

dquivalente Gleichungssystem:

+8ZE4 +6£L‘6
+7ZE4 +5ZL‘6
Ts

X1

To +9x3

+4l‘7
+3l‘7
+2l‘7
0
0

—11y
—Ty
oY1
—13y
—1ly

+5y2
+3y2
—2y;
+5y2
+3y2

—2y3
—Ys
+Y3

—2y3

—3ys3

+Ya
+Ys
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Ist nun y ein Vektor in R?, dessen Komponenten den letzten beiden Gleichun-
gen geniigen, dann besitzt das gesamte Gleichungssystem eine Losung, wir kénnen
uns ndmlich x3, x4, r¢ und z7 beliebig vorgeben, die anderen Komponenten x, zo
und x5 sind dann durch die ersten drei Gleichungen eindeutig bestimmt. Wéhlen
wir etwa x3 = x4 = x¢ = x7 = 0, erhalten wir die spezielle Losung

—11y; + 5y — 2y ~11 5 9
—TYy1 + 3y2 — Y3 =7 3 -1
0 0 0 0
& = 0 =y | O [ +w]| 0O [+ys| O ]. (L9
oY1 — 2y2 + s b —2 1
0 0 0 0
0 0 0 0

Der Teilraum jener y € R?, fiir die das Gleichungssystem eine Losung besitzt ist
daher durch die letzten beiden Gleichungen beschrieben, d.h.

—13y1 +5y2 —2ys +uya =0
=1y +3y2 —3ys +ys = 0 J°

Wollen wir Vektoren y in W finden, so kénnen wir uns die Komponenten vy, 4o
und y3 beliebig vorgeben, die beiden Gleichungen in (I1.10) bestimmen dann die
restlichen Komponenten y, und y5 eindeutig. Etwa sind

W = {y € R’ (1.10)

1 0 0
0 1 0
w1 = 0 , W9 = 0 s W3 = 1 (111)

13 -5 2
11 -3 3
aus W, und jedes Element von y € W lésst sich in der Form
1 0 0 t1
0 1 0 to

13 -5 2 13t; — 5ty + 2t3

11 -3 3 11ty — 3ty + 3t3

schreiben, wobei die Skalare 1, t5,t3 € R eindeutig bestimmt sind. Dies bedeutet
gerade, dass die Vektoren wi, wy und ws eine Basis von W bilden, es gilt daher

dim(W) =k = 3.

Die lineare Parametrisierung R3 = W ist durch (I.12) gegeben, vgl. (1.6).
Fiir den Losungsraum des assozierten homogenen Gleichungssystems gilt

1 +8x4 +6xg +4x7; = 0

L={zecR’ Ty +9z3 +T14 +516 +317 = 0 . (I1.13)
Ty +2[L‘7 =0
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Wollen wir Vektoren in L finden, kénnen wir uns die Komponenten x7, zg, x4
und z3 beliebig vorgeben, die restlichen Komponenten sind dann durch die drei
Gleichungen bestimmt. So erhalten wir die folgenden Elemente von L

—4 —6 —8 0
-3 -5 -7 -9
0 0 0 1
bl - 0 ; b2 - O 5 b3 == 1 5 b4 = 0 (114)
-2 0 0 0
0 1 0 0
1 0 0 0
Jedes x € L lasst sich damit in der Form
—4 —6 -8 0 —4587 — 659 — 8,
-3 -5 =7 -9 —381 — DSy — Ts3 — 9sy
0 0 0 1 S4
=511 0 | +s2| O | +s3| 1 |+s4] 0 | = S3
—2 0 0 0 —28
0 1 0 0 So
1 0 0 0 $1

schreiben, fiir eindeutig bestimmte Skalare si,so,s3,s4 € R. Dies ist also die
gesuchte Parametrisierung ¢: R* — L, siehe (1.5). Die Vektoren by, bs, bs, by
bilden daher eine Basis von L, es ist somit

dim(L) =1 = 4.

Beachte, dass tatséchlich k +1 = 7 gilt, vgl. (L.7).

Damit ist das Gleichungssystem (I.1) vollsténdig gelost. Die Beschreibung
(I.10) von W sagt uns fiir welche y € R5 Lisungen existieren. Ist y € W, d.h.
existiert wenigstens eine Losung, dann lassen sich alle Losungen x von (I.1) in
der Form

—7y1 + 3y2 — Y3 -3 -5 —7 -9

0 0 0 0 1

T = 0 +s51] 0 | 4+s2| O | +s3] 1 | +s4] 0
5y1 — 2y + Us —9 0 0 0

0 0 1 0 0

0 1 0 0 0

schreiben, wobei die Skalare s, ss, 53,54 € R eindeutig bestimmt sind. Dies ist
also die gesuchte Parametrisierung ¢,: R* — L, vgl. (L.8).

I.2. Geometrische Interpretation. Nach Wahl eines kartesischen Koor-
dinatensystems lassen sich Punkte der Fuklidischen FEbene mit Elementen von
R? identifizieren. Der Koordinatenursprung entspricht dabei dem Vektor 0 € R2.
Diese Identifizierung erlaubt es geometrische Konstruktionen und Probleme in
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algebraische zu iibersetzen. Etwa lidsst sich jede Gerade g der Ebene durch eine
lineare Gleichung beschreiben, d.h. es existieren 0 # (a,b) € R? und ¢ € R, sodass

gz{(i) E]Rz:ax—l—by:c}.

Der Schnitt von zwei Geraden entspricht daher der Losungsmenge eines linearen
Gleichungssystems mit zwei Gleichungen in den Unbekannten x und y. Das geo-
metrische Problem den Schnitt zweier Geraden zu bestimmen fiihrt daher auf ein
algebraisches Problem, ndmlich ein lineares Gleichungssystem, das sich mit den
Methoden der linearen Algebra (sehr leicht) 16sen lésst.

Dariiber hinaus lassen sich einige interessante geometrische Transformationen
mit linearer Algebra studieren. Ist etwa A > 0, dann enspricht die Abbildung

R? — R?, (‘r) — A (x) ,
Yy Yy

einer beim Koordinatenursprung zentrierten Streckung um den Faktor A. Fiir
fixes (1) € R? entspricht die Abbildung

o ()-0)6)

einer Translation. Die Abbildung

2 2 r\ [(xcosa—ysina
pai BT = R, Por (y) a (azsina—i—ycosoz)’

beschreibt eine beim Koordinatenursprung zentrierte Drehung um den Winkel a.
Beachte, dass diese Abbildungen p linear ist, d.h. es gilt

pa ((3)+(5)) =ra(B) +pa (5) wnd pa(A(5))=Xpa(y),
fiir beliebige (3 ), (7) € R? und alle A € R. Die Abbildung

U:R2—>R2, a(x):<x)’
Y -y

entspricht offensichtlich einer Spiegelung an der z-Achse. Also beschreibt

B 12 5 x x cos(2a) + ysin(2«)
Ta = pacoop,  RE=RY, (y)H(xsin(Qa)—ycos(Qa)

eine Spiegelung an der Geraden durch den Koordinatenursprung, die mit der z-
Achse den Winkel « einschliet. Auch o, ist eine lineare Abbildung. Schliellich
sei noch erwahnt, dass Orthogonalprojektionen auf Geraden durch den Koordi-
natenursprung ebenfalls durch lineare Abbildungen beschrieben werden koénnen.

Analog lassen sich Punkte des 3-dimensionalen Fuklidischen Raums nach
Wahl eines kartesischen Koordinatensystems mit Elementen von R? identifizie-
ren. Jede Ebene € im Raum entspricht dabei der Losungsmenge einer linearen
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Gleichung, d.h. es existieren 0 # (a,b,c) € R? und d € R, sodass
€= {@) :ax+by+cz:d}.

Der Durchschnitt zweier Ebenen entspricht somit der Losungsmenge eines linea-
ren Gleichungssystems mit zwei Gleichungen in den Unbekannten x, y, z und lésst
sich daher mit den Methoden der linearen Algebra (sehr leicht) bestimmen. Auch
koénnen interessante geometrische Transformationen des Euklidischen Raums wie
Spiegelungen, Rotationen, Orthogonalprojektionen, u.s.w. durch lineare Abbil-
dungen beschrieben werden.

Wie wir oben gesehen haben, besitzt die lineare Algebra zweifellos Anwendun-
gen in der Fuklidischen Geometrie. Wahrscheinlich wichtiger ist jedoch folgender
Aspekt. Gleichungssysteme in zwei oder drei Variablen haben geometrische Inter-
pretationen, fiir die wir eine sehr ausgeprigte Intuition besitzen. Diese Intuition
hilft uns, die bei grofleren Gleichungssystemen auftretenden Phé&nomene besser
zu begreifen. Wir wollen das noch an einem Beispiel erldautern, und betrachten
ein homogenes Gleichungssystem in drei Variablen z, y und z,

ar+biy+c1z=0
asT + boy 4+ coz =0

mit Koeffizienten 0 # (ay, b1, ¢;) € R® und 0 # (ag, by, ¢2) € R3. Die geometrische
Interpretation der Losungsmenge als Durchschnitt zweier Ebenen zusammen mit
unserer geometrischen Intuition ldsst uns vermuten, dass dann wohl eine ganze
Gerade in der Losungsmenge des Systems enthalten sein muss. Dies ist tatséchlich
der Fall, formal lasst sich dies aus der weiter oben erwihnten Dimensionsfor-
mel herleiten. Allgemeiner folgt aus dieser Dimensionsformel: Jedes homogene
Gleichungssystem mit m Gleichungen in n Variablen, wobei n > m, hat einen
mindestens (n —m)-dimensionalen Losungsraum. Wir kénnen dieses algebraische
Resultat zu einem gewissen Grad geometrisch begreifen.



II. Vektorrdume und lineare Abbildungen

Gleichungssysteme mit komplexen oder rationalen Koeffizienten lassen sich
genau wie reelle Gleichungssysteme losen. Wichtig dabei ist nur, dass die Ko-
effizienten in einem Korper liegen. Alle diese Fille konnen bequem gleichzeitig
behandelt werden. Wir beginnen dieses Kapitel daher mit der Definition von
Vektorrdumen iiber beliebigen Kérpern K. Die fiir uns hier wichtigsten Beispiele
werden K" und Teilrdiume davon sein. Anschlieend werden wir lineare Abbil-
dungen zwischen Vektorrdumen einfithren und einige einfache Eigenschaften her-
leiten. Lineare Abbildungen von K" nach K™ lassen sich effizient durch Matrizen
beschreiben, wir werden diesen Zusammenhang in Abschnitt 11.4 eingehend dis-
kutieren. In Abschnitt I1.5 werden wir besprechen, wie Vektorrdume als Summe
von Teilrdumen zerlegt werden kénnen, und was dies mit (speziellen) Losungen
linearer Gleichungssysteme zu tun hat. Im letzten Abschnitt I1.6 werden wir mit
den Quotientenrdumen die ersten Vektorrdumen kennen lernen, die nicht in of-
fensichtlicher Weise als Teilrdume von Funktionenrdumen auftreten.

II.1. Vektorrdume. Wir erinnern uns an den Begriff eines Korpers. Eine

Menge K zusammen mit zwei Verkniipfungen K x K 5 Kund K x K = K wird
Korper genannt, falls die folgenden sogenannten Kérperaxiome gelten:

K) VA pveK:(A+p)+v=A+(p+v)
K2) 0 eKVueK: u+0=0

) V€ KI(—p) e K:pp+ (—p) =0

YV MR eK A+ pu=p+ A

) VA v € K (Ap)v = Auw)

) L eK:1A0AVAEK: Al =)

JVAe K\ {0}INTeK: A\ 1=1

) VA e K Ap = pA

) VA v € Ko Ap+v) = Ap+ v

Ist K ein Korper, dann bildet K beziiglich der Addition eine abelsche Gruppe
mit neutralem Element 0. Dariiber hinaus ist auch K\ {0} beziiglich der Multi-
plikation eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1. Das Distributivgesetz
(K9) garantiert eine gewisse Vertréglichkeit zwischen Addition und Multiplikati-
on. Einfache Konsequenzen aus den Korperaxiomen, wie z.B. VA € K : 0\ = 0, die
Eindeutigkeit der beiden neutralen Elemente 0 und 1, oder die Nullteilerfreiheit,
werden wir im Folgenden als bekannt voraussetzen, siehe etwa [7, Kapitel 5].
Auch werden wir iiblichen Konventionen folgen und schreiben etwa Auv statt
(An)v = A(pv) und manchmal ﬁ fiir Ap~t.

Als wichtige Beispiele von Korpern sind jedenfalls R, C, Q und Z, zu nen-
nen, wobei p eine Primzahl bezeichnet. Beachte, dass Z, nur aus endlich vielen
Elementen besteht. Der kleinste Korper, Zs, besteht iiberhaupt nur aus 0 und 1.
Ist K ein Korper, dann existiert ein eindeutiger Ringhomomorphismus Z — K,

der 1 € Z auf 1 € K abbildet. Jede ganze Zahl n € Z kénnen wir daher auch
13

(
(
(K3
(K4
(K5
(K6
(K7
(K8
(K9
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als Element von K auffassen, etwa gilt 2=1+1,3 =141+ 1, u.s.w. Beachte
jedoch, dass in manchen Korpern und fiir manche n € N sehr wohl n = 0 € K
gelten kann, etwa haben wir im Koérper Z, die Relation 2 =141 = 0.

I1.1.1. DEFINITION (Vektorraum). Unter einem Vektorraum iiber einem Kor-
per K verstehen wir eine Menge V' zusammen mit zwei Verkniipfungen,

VxVEV ud KxV SV,

die folgenden acht Axiomen, den sogenannten Vektorraumaxiomen, geniigen:

(V1) Vu,v,w eV :i(u+v)+w=u+ (v+w)
(V2) 00 eVVweV:iv+0=v

(V3) Vve VI(—v) eV v+ (-v)=0

(V4) Yo,w eV iv+w=w+wv

(V5) VA, ue KVv e V : AMpw) = (Ap)v

(V6) VA € KVo,w e V : A(v +w) = M+ \w
(V) VA, u e KYv € Vi (A + p)v = Ao+ pw

(V8) YoeV:lv=uw

Die beiden Verkniipfungen werden als (Vektor-)Addition bzw. Skalarmul-
tiplikation bezeichnet. Elemente eines Vektorraums werden Vektoren genannt.
Ein Vektorraum iiber K wird oft auch als K-Vektorraum bezeichnet. Ist der
Grundkorper K = R, so sprechen wir von einem reellen Vektorraum, im Fall
K = C von einem komplexen Vektorraum.

Es sei V' ein Vektorraum iiber K. Aufgrund von Axiom (V1) kénnen wir bei
mehrfachen Summen auf die Klammersetzung verzichten und schreiben meist
u+v+w, v;+ -+ v, oder Y I v,

Nach Axiom (V2) existiert 0 € V, sodass v + 0 = v fiir jedes v € V. Der
Vektor 0 ist durch diese Eigenschaft eindeutig bestimmt, ist ndmlich o € V ein
weiteres Element mit v + o = v fiir alle v € V, so erhalten wir mit Hilfe von
Axiom (V4) sofort 0 = 040 = 0+ 0 = o. Dieses additiv neutrale Element 0 wird
Nullvektor genannt. Nach Axiom (V4) gilt jedes v € V auch v+ 0=v =0+ v.

Nach Axiom (V3) existiert zu jedem v € V ein Element —v € V, sodass
v+ (—v) = 0. Dieser Vektor —v ist eindeutig bestimmt, ist ndmlich v' € V ein
weiteres Element mit v + v = 0, dann folgt mit Hilfe von Axiom (V4) sofort
V=0v40=0+w+(-v)) =0 +v)+(—v) = (v+0)+(—v) =0+ (—v) = —v.
Nach Axiom (V4) gilt fiir beliebiges v € V auch v+ (—v) = 0 = (—v) +v. Weiters
ist =0 =0, denn 0+ 0 = 0. Fiir v,w € V haben wir —(v + w) = (—v) + (—w),
denn (v +w) + ((—v) + (—w)) = (v + (—v)) + (w + (—w)) = 0+ 0 = 0. Beachte
auch —(—v) = v.

In jedem Vektorraum gilt die Kiirzungsregel

Yu,v,w eV :iu+v=w+v=u=w,

denn aus u+v=w+v folgtu=u+0=u+ (v+ (—v)) = (u+v) + (—v) =
(w+v)+(—v)=w+ (v+(—v)) =w+0=w.
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Bis jetzt haben wir nur die Axiome (V1) bis (V4) verwendet, die in den vor-
angehenden Absétzen besprochenen Eigenschaften gelten daher in allgemeinen
abelschen Gruppen, siehe [7, Abschnitt 5.2]. Wir widmen uns nun dem Zusam-
menspiel von Addition und Skalarmultiplikation.

Fiir jedes A € K gilt

A0 =0,

denn aus Axiom (V6) folgt 0+ A0 = A0 = A(0 + 0) = A0 + A0 und wegen oben
erwahnter Kiirzungsregel daher 0 = A0.
Fiir jedes v € V gilt

Ov =0,

denn aus Axiom (V7) erhalten wir 0+ 0v = Ov = (0 4 0)v = Ov + Ov und wegen
der Kiirzungsregel oben daher 0 = Ov.
Es gilt auch folgende Umkehrung der vorangehenden beiden Aussagen:

VAeKYoeV: dv=0= A=0oderv=0.

Ist ndmlich Av = 0 und A # 0, dann erhalten wir mit Hilfe der Axiome (V5) und
(V8) sofort v =1v = (A""A\)v = A7 (Aw) = X710 = 0.
Fiir beliebiges v € V gilt
—U = (—].)’U,

denn nach (V7) und (V8) ist v+ (—1)v =1lv + (=1)v = (14 (=1))v = 0v = 0.
SchlieBlich haben wir auch

A=v) = = (W) = (=),

fir alle A\ € K und v €V, denn mit Hilfe von Axiom (V5) folgt A\(—v) =
A(=Dw) = A(=D)v = (=Nv = (=D)N)v = (=1) (M) = =Av.

Um die Notation zu vereinfachen, schreiben wir von nun an v — w fiir v +
(—w). Auch verzichten wir bei Skalarmultiplikationen oft auf Klammersetzung
und schreiben meist Apw statt A(uv) = (Av)v, falls A, p € K und v € V, vgl.
Axiom (V5). Nach obigen Bemerkungen ist dies mit den vertrauten Rechenregeln
vertréglich.

I1.1.2. BeispIiEL. Wir kénnen jeden Korper K als K-Vektorraum auffassen.

I1.1.3. BEIsPIEL. Es sei K ein Kérper und n € N. Auf der Menge aller n-Tupel
von Elementen aus K,

T
K" .= S iy, € K
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definieren wir Addition, K" x K" 5 K", und Skalarmultiplikation, K x K* — K",
komponentenweise, d.h. durch
Z (% T+ x ATy
+ | )= : und A [ | = :
wobei A € K. Mit diesen Operationen wird K" zu einem Vektorraum iiber K, die
Vektorraumaxiome folgen sofort aus den entsprechenden Korperaxiomen, siehe

Ubungsaufgabe 11 oder [7, Kapitel 7]. Insbesondere ist R™ ein reeller Vektorraum
und C" ein komplexer Vektorraum. Etwa gilt in C3,

1+ 2i 5 6+ 2i 4+ 3i 5+ 10i
3—di|+| 6i | =(3+2i] uwnd @+i) -2 |=|2-4i
i 2 i 2 7 14+ Ti

[1.1.4. BEMERKUNG. Die Wahl eines kartesischen Koordinatensystems ermo-
glicht es Elemente von R, R? bzw. R?® mit Punkten der Gerade, der Ebene bzw.
des Raums zu identifizieren, siehe [7, Kapitel 7]. In diesem Bild besitzen die
Vektorraumoperationen geometrische Interpretationen. Skalarmultiplikation mit
0 # A € R, d.h. die Abbildung = +— Ax, entspricht einer Streckung um den Faktor
A, zentriert beim Ursprung des Koordinatensystems. Fiir fixes y entspricht die
Abbildung z + = + y einer Translation um y.

I1.1.5. BEISPIEL. Uber jedem Korper K gibt es einen Vektorraum der nur aus
einem Element, dem Nullvektor, besteht. Wir bezeichnen diesen triviale Vektor-
raum mit {0}, K° oder 0.

I1.1.6. BEISPIEL (Funktionenrdume). Es sei X eine Menge und V' ein Vek-
torraum {iiber einem Koérper K. Es bezeichne F(X,V) = V¥ die Menge aller
Abbildungen X — V. Die Summe zweier Abbildungen f,g € F(X,V) wird
punktweise definiert, d.h.

f+g: X =V, (f+9)(@):= f(x) +g(x).
Fir A € Kund f € F(X,V) definieren wir analog
X SV, (@) = M),

Mit diesen Operationen wird F'(X, V') zu einem K-Vektorraum. Etwa haben wir

fir f,g,h € F(X,V)und z € X

((f +9) +h) (@) = (f + 9)() + h(z) = (f(2) + g()) + h(z)
— (@) + (9(a) + (@) = F(a) + (g + @) = (f + (g+ ) ().
Da dies fiir alle x € X gilt, erhalten wir (f +¢) +h = f + (g + h), also geniigt
F(X,V) dem Vektorraumaxiom (V1). Auch Axiom (V2) ist erfiillt, die konstante

Nullfunktion, 0: X — V', 0(x) := 0, ist neutrales Element der Addition, denn fiir
jedes f € F(X,V)und x € X gilt (f 4+ 0)(z) = f(z) +0(z) = f(x) + 0 = f(x),
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also f + 0 = f. Das additive Inverse von f € F(X,V) ist durch —f: X — V|
(—f)(x) .= —f(x), gegeben, denn fiir jedes z € X gilt (f + (—f))(z) = f(z) +
(—f)(x) = f(x) — f(z) =0, also f + (—f) = 0. Damit ist auch Axiom (V3) fiir
F(X,V) verifiziert. Fir A € K, f,¢g € F(X,V) und € X haben wir

(AMf +9)) (@) = A(f + 9)(@) = A(f(2) + g(2))
= Af(x) + Ag(x) = (Af)(z) + (Ag)(x) = (Af + Ag) ().
Da dies fir alle z € X gilt, erhalten wir \(f + g) = Af + Ag, d.h. F(X,V)
geniigt Axiom (V6). Vollig ananlog lassen sich die verbleibenden Vektorraumaxio-
me iiberpriifen, siche Ubungsaufgabe 13.

Wihlen wir speziell V' = K, so sehen wir, dass F'(X;K), d.h. die Menge aller
K-wertigen Funktionen auf X, beziiglich punktweiser Addition und Skalarmulti-
plikation einen K-Vektorraum bilden. Etwa bilden die reellwertigen Funktionen
auf einem Intervall, F'([a, b], R), einen reellen Vektorraum. Fiir X = Nist F/(N,R)
die Menge aller Folgen in R, diese bilden daher beziiglich gliedweiser Addition
und Skalarmultiplikation ebenfalls einen Vektorraum.

I1.1.7. BEMERKUNG (Funktionen als Algebra). K-wertige Funktionen kénnen

auch in naheliegender Weise multipliziert werden, fiir f,g € F(X,K) wird ihr
Produkt fg € F(X,K) punktweise, d.h. durch

fo: X =K, (fg)(x) = f(x)g(x),

definiert, x € X. Diese Verkniipfung ist assoziativ und kommutativ, d.h. es gilt
f(gh) = (fg)h sowie fg = gf fiir beliebige f,g,h € F(X,K). Die konstante
Einsfunktion, 1 € F(X,K), ist neutrales Element beziiglich der Multiplikation,
d.h. fiir alle f € F(X,K) gilt 1f = f = f1. Die Multiplikation ist mit der
Vektorraumstruktur vertraglich, es gilt f(g1 + g2) = fo1 + foo, (fi + f2)g =
fig + fog und f(Ag) = A(fg) = (Af)g, fiir beliebige f, fi, f2,9, 91,92 € F(X;K)
und A € K. Dies bedeutet gerade, dass F'(X, K) eine kommutative K-Algebra mit
Eins? bildet, vgl. Ubungsaufgabe 14.

I1.1.8. BEISPIEL (Polynome). Sei K ein Korper. Unter einem Polynom mit
Koeffizienten in K verstehen wir einen formalen Ausdruck der Form

Do+ P12z + pez +p32® 4o

wobei die Koeffizienten p; € K fast alle verschwinden, d.h. alle bis auf endlich
viele p; gleich 0 sind. Zwei Polynome werden als gleich betrachtet, wenn alle ihre

2Unter einer K-Algebra verstehen wir einen K-Vektorraum A zusammen mit einer Ver-
kniipfung A x A — A, der sogenannten Multiplikation, sodass a(by + ba) = ab; + aba,
a(Ab) = A(ab), (a1 + a2)b = a1b + a2b und (Aa)b = A(ab), fir alle a,a1,a2,b,b2,b2 € A
und A € K. Die Algebra wird assoziativ genannt, wenn a(bc) = (ab)c fir alle a,b,c € A gilt.
Ein Element e € A mit ae = a = eaq fiir alle a € A, wird Einselement von A genannt. Dieses
neutrale Element der Multiplikation ist dann eindeutig bestimmt und wir sprechen von einer
assoziativen Algebra mit Eins. Gilt dariiber hinaus ab = ba fiir alle a,b € A, dann wird A
kommutativ gennant.
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Koeffizienten iiberein stimmen. Die Menge aller Polynome mit Koeffizienten in K
bezeichnen wir mit K[z]. Sind p, ¢ € K[z] zwei Polynome, p = po+p1z+p222+- -
und ¢ = qo + q12 + q22% + - - -, so wird ihre Summe koeffizientenweise definiert,
p+q:=(po+ o) + (pr+ @)z + (P2 + ¢2)2° + (ps + q3)2° + -
Offensichtlich ist dann p 4+ ¢ wieder ein Polynom, d.h. p + ¢ € K[z]. Analog
definieren wir Skalarmultiplikation mit A € K durch
Ap = (Apo) + (Ap1)z + (Ap2)2” + (Aps) =™ + - -

und erhalten ein Polynom Ap € K|z]. Mit diesen Verkniipfungen wird K[z] zu
einem Vektorraum iiber K. Dabei ist das Nullpolynom, 0 := 0 + 0z + 022 4 - - -,
das additiv neutrale Element, d.h. 0+p = p = p+0 fiir alle p € K][z]. Meist wer-
den bei Polynomen nur jene Potenzen von z angeschrieben, deren Koeffizienten

verschieden von 0 sind. Etwa sind p = 2 — z+42% — 72° und g = 2z — 2 zwei reelle
Polynome fiir die p+ ¢ = 2 +42% — 23 — 72° und 7q = 7z — 723 gilt.

I1.1.9. BEMERKUNG (Polynome als Algebra). Auch Polynome kénnen multi-
pliziert werden. Sind p = Y, p;iz" = po + p1z + p3z* + -+ und ¢ = o gz =
Qo+ @12 + q22% + - - - zwei Polynome in K[z], so wird ihr Produkt pg € K[z] durch

pq = popo + (Podr + P1do) 2 + (Pog2 + Pray + P2go) 2° + -+ + ( > pin) 2

i+j=k
d.h. durch formales Ausmultiplizieren definiert. Etwa ist das Produkt der Polyno-

me p = 2+32+42% und ¢ = 1+ 2 — 2?2 gleich pg = 2+52+522 + 23 —42*. Die Mul-
tiplikation von Polynomen ist assoziativ, d.h. fiir p, ¢, r € K[z] gilt p(qr) = (pq)r,

- (S)((Se) ()
- (S0 (23 am)2)

jt+k=l

:Z( Z Di Z QJTk)Zm :Z( Z Pi%‘rk)zm

m  NM4l=m k=l m  Nitj+k=m
und dies stimmt mit dem Polynom

o= ((50) (£02)) (£7)
- ((0)?) ()

i+7=l

S (Zpa)n) =X X pan)

m  NM4k=m itj=l m  Nitj+k=m
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tiberein. Fiir p, ¢ € K[z] gilt auch pg = ¢p, d.h. die Multiplikation von Polynomen
ist kommutativ. Das Einspolynom, 1 = 1 + 0z 4+ 022 + - - - ist neutrales Element
der Multiplikation, d.h. 1p = p = pl fiir alle p € K[z]. SchlieBlich ist die Multi-
plikation von Polynomen auch mit der Vektorraumstruktur auf K[z] vertrdglich,
es gilt r(p+q) = rp+rq, (p+ q)r = pr + qr sowie p(Aq) = A(pg) = (Ap)g, fiir
beliebige Polynome p,q,r € K[z] und A € K. Dies bedeutet gerade, dass K[z]
eine kommutative K-Algebra mit Eins bildet, vgl. Ubungsaufagbe 15.

II.2. Teilrdume. Suchen wir nach Teilmengen eines Vektorraums, die selbst
einen Vektorraum bilden, werden auf den Begriff des Teilraums gefiihrt.

I1.2.1. DEFINITION (Teilraum). Es sei V' ein Vektorraum iiber K. Eine nicht
leere Teilmenge W C V' wird Teilraum von V genannt, wenn sie abgeschlossen
unter Addition und Skalarmultiplikation ist. In anderen Worten, eine nicht leere
Teilmenge W C V ist genau dann Teilraum von V', wenn sie folgenden beiden
Bedingungen geniigt:

(a) Ywy,wy € W wy +wy € W
(b) VAe KVw e W : dw e W

[1.2.2. BEMERKUNG. Ist W ein Teilraum von V', dann gilt 0 € W. Nach
Definition ist W némlich nicht leer, also existiert w € W. Aus (b) folgt daher
Ow € W. Da Ow = 0, erhalten wir somit auch 0 € W.

[1.2.3. BEMERKUNG. Ist W ein Teilraum von V und w € W, dann gilt auch
—w € W. Nach (b) gilt ndmlich (—1)w € W, und da (—1)w = —w folgt —w € W.

Ist W ein Teilraum von V', dann schrianken sich Addition und Skalarmultipli-
kation in V' zu Abbildungen W x W 5 W und Kx W = W ein. Dadurch wird W
selbst zu einem Vektorraum. Die Giiltigkeit der Axiome (V1) und (V4) — (V8) fiir
V impliziert sofort, dass diese Axiome auch fiir W gelten. Nach Bemerkung 11.2.2
ist auch (V2) fiir W erfiillt. Nach Bemerkung I1.2.3 geniigt W schliellich auch
Axiome (V3). Wir halten dies in folgender Proposition fest.

I1.2.4. PROPOSITION (Teilrdume als Vektorraume). Sei V' ein K- Vektorraum
und W ein Teilraum von V. Dann bildet W beziiglich der eingeschrdinkten Ver-
kniipfungen selbst einen K- Vektorraum.

I1.2.5. BEMERKUNG. {0} und V sind stets Teilrdiume von V.

[1.2.6. PROPOSITION (Durchschnitt von Teilrdumen). Ist W;, i € I, eine
Familie von Teilrdumen eines Vektorraums V', so bildet auch deren Durchschnitt,
Nier Wi, einen Teilraum von V.

BEWEIS. Zunéchst ist der Durchschnitt jedenfalls nicht leer, denn nach Be-
merkung 11.2.2 gilt 0 € (),.; W;. Um die Abgeschlossenheit unter der Addition
zu iiberpriifen seien nun w,w’ € (,c; W;. Fiir jedes i € I gilt daher w,w’ € W;.

Da W; einen Teilraum bildet folgt w + w’ € W;. Somit ist w + w’ € ﬂieIVVi,
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und der Durchschnitt daher abgeschlossen unter Addition. Um die Abgeschlos-
senheit unter Skalarmultiplikation zu zeigen seien nun A € K und w € (,., W;.
Fiir jedes ¢ € I gilt daher w € W;. Da W; einen Teilraum bildet folgt Aw € W;.
Somit ist Aw € [);c; Wi und der Durchschnitt daher auch abgeschlossen unter
Skalarmultiplikation. O

I1.2.7. BEISPIEL. Sind n,m € N und a;; € K, dann bildet die Menge

e anry + -+ T, = 0
e K" :

T, Am1T1 + -+ ATy = 0

einen Teilraum von K". Die Losungsmenge eines homogenen Gleichungssystems
ist daher stets ein Teilraum. Wir werden spéter sehen, dass sich jeder Teilraum
von K" in dieser Form darstellen ldsst, fiir geeignete m € Ny und a;; € K. Auch

ai1 GQin
Z1 +--t+ 2, l’l,...,anK )
Am1 Qmn

d.h. die Teilmenge aller Vektoren y € K™, fiir die das Gleichungssystem

apry+ - -+ apt, = U

Am1T1 + -+ G = Ym

wenigstens eine Losung besitzt, bildet einen Teilraum von K™. Wir werden spéter
sehen, dass sich jeder Teilraum von K™ in dieser Form beschreiben lésst, fiir
geeignete n € Ny und a;; € K.

11.2.8. BEISPIEL (Teilriume von K). Der Vektorraum K = K' besitzt aufler
den beiden trivialen Teilrdumen {0} und K keine weiteren Teilrdume. Ist ndmlich
W C K ein Teilraum und W # {0}, dann existiert w € W mit 0 # w, also
A= (Aw Hw € W fiir jedes A € K, und daher W = K.

1.2.9. BEISPIEL (Teilriume von K?). Neben den trivialen Teilriumen {0}
und K2 bildet auch jede Teilmenge der Form

(@) ={A (@) | M e K} ={(2) | aez1 — arx2 = 0},

wobei 0 # a = (4 ) € K?, einen Teilraum von K?. Wir wollen uns nun iiberlegen,
dass dies schon alle Teilriume von K2 sind. Sei dazu W C K2 ein beliebiger Teil-
raum und {0} # W. Dann existiert 0 # a € W und wegen der Abgeschlossenheit
von W unter Skalarmultiplikation erhalten wir (a) C W. Ist (a) # W, dann exi-
stiert also b € W\ (a). Wir bezeichnen die Koordinaten von a und b mit a = (g3 )

und b = (2 ), ay,as, by, by € K. Aus a # 0 und b ¢ W folgt d := a1y — asby # 0.

1
2
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Da W abgeschlossen unter Addition und Skalarmultiplikation ist, erhalten wir
fiir jeden Vektor (3}) € K2,

x4 x1by — 22b1 (ay Toay — T1az (b
_ 102 — 220 T20h — 110z W
() == () + = () ew

und somit W = K2. Insbesondere hat R? neben den beiden trivialen Teilriumen
{0} und R? nur Teilriume der Form {A\a | A € R} wobei 0 # a € R?. Nach Wahl
eines kartesischen Koordinatensystems entsprechen letztere genau den Geraden
durch den Ursprung des Koordinatensystems.

11.2.10. BEISPIEL (Teilrdume von K?). Neben den trivalen Teilriumen {0}
und K? besitzt der Vektorraum K* auch Teilriume der Form (v) = {\v | A € K},
v € K3, sowie

{@) EK?"ax—l—bijcz:O},

wobei a,b, c € K. Wir werden spiter sehen, dass sich jeder Teilraum von K2 so
beschreiben lisst. Insbesondere hat R? nur Teilrdiume dieser Gestalt. Nach Wahl
eines kartesischen Koordinatensystems entsprechen die nicht-trivialen Fille genau
den Geraden bzw. Ebenen durch den Ursprung des Koordinatensystems.

[1.2.11. BEISPIEL. Die Teilmenge {(7) € K? : z;z5 = 0} von K2 ist zwar
abgeschlossen unter Skalarmultiplikation bildet jedoch keinen Teilraum. Auch
die Teilmenge {(5.) € R? : z; > 0} bildet keinen Teilraum von R?, obwohl sie
abgeschlossen unter Addition ist. Dasselbe gilt fiir Z? C R?. Fassen wir R als Teil-
menge von C auf, dann ist auch R™ C C”. Obwohl diese Teilmenge abgeschlossen
unter Addition ist, bildet sie keinen Teilraum des komplexen Vektorraums C”,
fiir 0 # z € R™ gilt ndmlich iz ¢ R™.

I1.2.12. BEISPIEL (Vektorrdume von Funktionen aus der Analysis). Die Menge
der reellwertigen stetigen Funktionen auf einem Intervall, C'([a, b], R), bildet einen
Teilraum von F([a,b],R), denn Summen und skalare Vielfache stetiger Funk-
tionen sind wieder stetig. Ebenso ist die Menge der beschrinkten Funktionen
[a,b] — R ein Teilraum von F'([a, b], R). Auch die (Riemann-)integrierbaren Funk-
tionen [a,b] — R bilden einen Teilraum von F([a, b], R). Genauso bilden die diffe-
renzierbaren Abbildungen (a,b) — R einen Teilraum von F'((a,b), R). Analog ist
die Menge aller k£ mal stetig differenzierbaren Funktionen, C*((a,b),R), ein Teil-
raum von F'((a,b),R). Auch die Menge aller glatten Funktionen C*°((a,b),R) =
Nien C*((a, ), R) ist ein Teilraum von F((a, b), R), vgl. Proposition I11.2.6. Nach
Proposition I1.2.4 sind dies daher alles Vektorrdume beziiglich punktweiser Ad-
dition und Skalarmultiplikation von Funktionen.

I1.2.13. BEISPIEL (Vektorraume von Folgen aus der Analysis). Die Menge der
konvergenten Folgen bildet einen Teilraum von F(N,R), denn Summen und ska-
lare Vielfache konvergenter Folgen sind wieder konvergent. Auch die Menge der
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beschrankten Folgen ist ein Teilraum von F'(N, R). Ebenso bilden die summierba-
ren Folgen (Reihen) einen Teilraum von F(N,R). Gleiches gilt fiir die Menge der
absolut summierbaren Folgen oder die Menge der quadratsummierbaren Folgen.

[1.2.14. BEISPIEL. Es bezeichne X C R ein um Null symmetrisches Intervall,
etwa X = (—a,a) mit 0 < a < oo. Dann bildet die Menge der geraden Funktionen,

G={f: X—>R|VzeR: f(—z)= f(z)},

einen Teilraum von F(X,R). Fiir f, g € G und x € X gilt namlich (f+g)(—z) =
f(=z) +g(=2) = f(z) +g(z) = (f + g)(x), also f + g € G, und analog A\f € G
fiir jedes A € R. Auch die Menge der ungeraden Funktionen,

U={f: X =>R|VzeR: f(—z) = —f(2)},

bildet einen Teilraum von F(X,R). Fiir den Durchschnitt gilt GNU = {0}, d.h.
die einzige zugleich gerade und ungerade Funktion ist die konstante Nullfunktion.
Ist ndmlich f € GNU und =z € X, dann folgt f(z) = f(—x) = —f(x), also
2f(xz) = 0 und somit f(z) =0, d.h. f =0.

I1.2.15. BEISPIEL. Fiir jede Menge X, ist {f: X - R |Vz € X : f(z) > 0}
zwar abgeschlossen unter Addition, bildet jedoch keinen Teilraum von F'(X,R).
Dasselbe gilt fiir die Teilmenge F(X,Z) C F(X,R), d.h. die Menge der Funk-
tionen mit ganzzahligen Werten. Auch ist F'(X;R) kein Teilraum von F(X;C),
denn fiir 0 # f € F(X;R) gilt if ¢ F(X;R).

I1.3. Lineare Abbildungen. Lineare Abbildungen sind Abbildungen zwi-
schen Vektorrdumen, die mit der Vektorraumstruktur, d.h. Addition und Skalar-
multiplikation, vertréglich sind.

I1.3.1. DEFINITION (Lineare Abbildungen). Eine Abbildung zwischen K-Vek-
torrdumen, ¢: V — W, wird linear genannt, wenn sie die folgenden beiden Fi-
genschaften besitzt:

(a) Yoi,v9 € V2 (v1 + v2) = p(v1) + p(v2)

(b) YA e KVv € V : p(Av) = Ap(v)

Die Menge aller linearen Abbildungen von V' nach W wird mit L(V, W) bezeich-
net. Eine lineare Abbildung V' — V wird auch Endomorphismus genannt. Die
Menge aller Endomorphismen von V' werden wir mit end (V') bezeichnen.

I1.3.2. BEMERKUNG. Fiir jede lineare Abbildung ¢: V — W gilt ¢(0) = 0.
Aus der Linearitidt erhalten wir namlich ¢(0) = ¢(0 + 0) = ¢(0) + ¢(0) und
Addition von —¢(0) auf beiden Seiten liefert die gewiinschte Gleichung, 0 = ¢(0).

I11.3.3. PrOPOSITION (Komposition linearer Abbildungen). Sind V', W und
U drei K-Vektorraume dann gilt:
(a) Die identische Abbildung idy: V — V, idy (v) := v, ist linear.
(b) Fiir je zwei lineare Abbildungen ¢:V — W und ¢ : W — U st auch die
Komposition Y oo : V — U linear.
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(c) Ist ¢ : V. — W eine bijektive lineare Abbildung, dann ist auch die Umkehr-
abbildung o= : W — V linear.

BEWEIS. Behauptung (a) ist trivial. Ad (b): Sind vy, vy € V so gilt:

(1h 0 ©) (1 + v2) = Y(p(v1 + 1)) = P (p(v1) + @(v2))
= P(p(v1)) +¥(p(v2)) = (Yo @)(v1) + (Y o @) (v2)

Fiir A € K und v € V erhalten wir analog (¢ o p)(Av) = ¥ (p(Av)) = Y(Ap(v)) =

M (p(v)) = A(pop)(v). Dies zeigt, dass die Komposition 1 o ¢ linear ist. Um (c)

zu verifizieren sei nun ¢ : V. — W eine lineare Bijektion mit Umkehrabbildung
LW — V. Sind wy, ws € W so gilt:

o (w1 + ws)
=@ ( (¢~ 1(w1)) o(p 1(102))) denn Vw e W :w = cp(cp_l(w))
= o7 (p(p M (wr) + ¢ (wa))) Linearitéit von ¢
= o M (wy) + o (wy) denn Vo € V : o (p(v)) = v

Fiir A € K und w € W erhalten wir analog ¢~ '(Aw) = ¢ ' (Ap(p (w))) =
e (oA Hw))) = Ap~!(w). Dies zeigt, dass die Umkehrabbildung ¢! linear
ist. U

I1.3.4. BEISPIEL. Sind n,m € N und a;; € K, dann ist die durch

1 anxy + -+ a1ty aiy Qin
T, Am1T1 +- AmnTn Qm1 Amn

definierte Abbildung ¢: K* — K™ linear, vgl. Ubungsaufgabe 1. Wir werden
spiter sehen, dass jede lineare Abbildung K" — K™ von dieser Form ist, vgl.
Satz 11.4.4 unten.

I1.3.5. BEISPIEL (Inklusionen). Fiir jeden Teilraum W eines Vektorraums V'
ist die kanonische Inklusionsabbildung, W — V, w + w, offensichtlich linear. Die
Verkniipfungen auf W wurden genau so definiert, dass diese Inklusionsabbildung
linear wird.

I1.3.6. BEIsPIEL (Koordinatenprojektionen). Fiir jedes ¢ = 1,...,n ist die
Abbildung p; : K" — K, p;(z) := z;, die einem Vektor seine i-te Koordinate
zuordnet, linear. Sie wird als i-te Koordinatenprojektion bezeichnet.

I1.3.7. BEISPIEL (Polynome als Funktionen). Ist p = pg + p12 + pe2® + - -+ ein
Polynom in K[z] und z € K, so kénnen wir x in p einsetzen und erhalten eine
Zahl p(z) € K,

p(x) == po + pra + pox® + - -
wobei die rechte Seite eine endliche Summe in K darstellt. Jedes Polynom p € K|z]
liefert daher eine Funktion K — K, 2 — p(z). Wir erhalten somit eine Abbildung
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¢: K[z] —» F(K, K), die einem Polynom p € K[z] die Funktion z — p(x) zuordnet.
Diese Abbildung ist linear d.h. es gilt ¢(p+q) = ¢(p) + ¢(q) sowie ¢(Ap) = Ap(p),
fiir beliebige p, ¢ € K[z] und A € K. In anderen Worten, fiir jedes x € K ist

(p+q)(z) = p(z) +q(z) und  (Ap)(z) = Ap(z).
Dariiber hinaus gilt auch ¢(pq) = ¢(p)®(q), d.h. fir jedes x € K haben wir

(pg)(z) = p(x)q(z).

Die Abbildung ¢: K[z] — F(K,K) ist daher sogar ein Homomorphismus von Al-
gebren, d.h. eine lineare Abbildung die auch mit der Multiplikation vertraglich
ist, vgl. Beispiel I11.1.7 und Beispiel 11.1.9. Ubungsaufgabe 42 behandelt eine Ver-
allgemeinerung dieses Beispiels.

I1.3.8. BEISPIEL. Sei V' ein Vektorraum und X eine Menge. Fiir jedes x € X
ist die Abbildung ev,: F(X,V) — V, ev,(f) := f(z), linear. Fiir jede Teilmenge
A C X ist auch die Abbildung F(X,V) — F(A,V), f — f]a, linear. Allgemeiner
ist fiir jede Abbildung g : Y — X die Zuordnung FI(X,V) — F(Y,V), f = fog,
eine lineare Abbildung, vgl. Ubungsaufgabe 24.

11.3.9. BEISPIEL (Lineare Abbildungen aus der Analysis). Es seien a < b zwei
reelle Zahlen. Fiir jedes k € N liefert die Ableitung eine lineare Abbildung,

C*((a,0),R) = C*'((a,b),R), [+ [,

denn (f +g)' = f' + ¢ und (\f)' = \f' fiir alle f,g € C*((a,b),R) und \ € R.
Auch das Integral liefert eine lineare Abbildung,

C([a,b],R) = R, f|—>/f(:v)da:,

denn es gilt f:(f + g)(x)dr = ff f(x)dr + f:g(x) dz und ff()\f)(:c) dx
)\fabf(x) dr fir alle f,g € C([a,b],R) und A € R. Bezeichnet Fo,,(N,R) C
F(N,R) den Teilraum der konvergenten Folgen, dann ist die Abbildung

FCOHV(N7 R) — R, (xn)neN — lim T,
n—00

linear, denn es gilt lim,, o0 (2, +yn) = lim,, o0 T, +1imy, o0 ¥, und lim,, oo Az, =
Alim,, o z, fiir je zwei konvergente Folgen (x,)nen, (Yn)neny und A € R.

I1.3.10. DEFINITION (Isomorphismen). Eine Bijektion zwischen K-Vektorréiu-
men, ¢: V — W, wird (linearer) Isomorphismus genannt, wenn ¢: V' — W und
ihre Umkehrabbildung ¢=!: W — V beide linear sind. Existiert ein Isomorphis-
mus zwischen V' und W, dann werden V und W isomorph genannt und wir
schreiben V = W.

I1.3.11. BEMERKUNG. Nach Proposition 11.3.3(c) ist jede lineare Bijektion
schon ein Isomorphismus, die Umkehrabbildung ist dann automatisch linear.
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Sind zwei Vektorrdume isomorph, V = W dann kénnen sie vom Standpunkt
der linearen Algebra als im Wesentlichen gleich betrachtet werden. Bis auf Um-
benennung der Elemente mit Hilfe eines Isomorphismus V' = W, entsprechen die
Vektorraumoperationen in V' ja genau den Vektorraumoperationen in WW.

Fiir jeden Vektorraum V ist die identische Abbildung, idy: V — V| ein Iso-
morphismus, id‘_/1 = idy, es gilt daher V" = V. Ist ¢: V — W ein Isomor-
phismus, dann ist auch die Umkehrabbildung ¢=!: W — V ein Isomorphismus,
(e™H™ = ¢, aus V = W folgt daher stets W = V. Sind ¢: V — W und
¥: W — U zwei Isomorphismen, dann ist auch deren Komposition ¢pop: V — U
ein Isomorphismus. Die letzte Behauptung folgt aus Proposition I11.3.3(b) und der
Formel fiir die Umkehrabbildung einer Komposition, (¢ o @)™t = ¢t op~L. Mit
V=W und W =2 U gilt daher auch V= U.

Die Menge aller invertierbaren linearen Abbildungen V' — V wird mit GL(V)
bezeichnet. Aus dem vorangehenden Absatz folgt sofort, dass GL(V') beziiglich
der Komposition von Abbildungen eine Gruppe bildet. Sie wird die allgemeine
lineare Gruppe genannt. Diese Gruppe ist i.A. nicht abelsch, d.h. fiir ¢, €
GL(V) gilt i.A. @ 0 1) # 1 o p, vgl. Ubungsaufgabe 25.

11.3.12. BEISPIEL. Betrachte den Teilraum
W= {(y> €K3:x+2y+3z20}

von K3. Dann ist die Abbildung
9 = A -2 -3\ _ ,2/\,3u)
22 (0)-o(7)+(7) - ()

eine lineare Bijektion, also ein Isomorphismus. Es gilt daher W = K2. Wir werden
spater sehen, dass jeder Teilraum von K" isomorph zu K™ ist, fiir ein eindeutig
bestimmtes m € Ny, fiir das auch 0 < m < n gelten muss.

11.3.13. BEISPIEL. Sind m < n zwei natiirliche Zahlen, dann bildet
T Tmi1 = 0
W = ]l eK" :
Tn z, = 0

einen Teilraum von K", der im Wesentlichen mit K™ iibereinstimmt. Genauer ist
o: K™ — W, p(z) := (§), eine lineare Bijektion, also ein Isomorphismus.

I1.3.14. BEISPIEL. Fiir 0 # 2 € K" bildet W := {\z : A € K} einen Teilraum
von K" der zu K isomorph ist. Die Abbildung ¢: K — W, A — Az, ist eine
lineare Bijektion, also ein Isomorphismus, vgl. Bemerkung I11.3.11.

I1.3.15. BEISPIEL. Vektoren aus K" kénnen mit Funktionen {1,...,n} — K
identifiziert werden, indem die i-te Komponente eines Vektors als Funktionswert
bei ¢ interpretiert wird. Dabei entspricht die Komponentenweise Addition von
Vektoren in K™ genau der punktweisen Addition von Funktionen, und analog fiir
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die Skalarmultiplikation. Dies lésst sich wie folgt prézisieren. Die offensichtlich
bijektive Abbildung,

) 7
¢:F{1,...,n},K) = K", o(f) = : ,
7(n)

ist ein linearer Isomorphismus, denn fiir f,g € F({1,...,n},K) gilt

(f+9)(1) f()+49(1) f() g9(1)
o(f+g) = : = : =| |+ | =e()+o9)
(f +9)(n) f(n) +g(n) f(n) g(n)
und analog auch ¢(Af) = A¢(f), fiir alle A € K. Nach Bemerkung 11.3.11 ist die
Umkehrabbildung automatisch linear.

11.3.16. BEISPIEL. Es bezeichne Fy(Np;K) C F(Np, K) den Teilraum aller
Folgen, deren Folgenglieder fast alle gleich 0 sind. Ordnen wir einem Polynom die
Folge seiner Koeffizienten zu, so erhalten wir einen linearen Isomorphismus

K[z] 2 Fo(Np;K), p=po+piz+p2®+- < (pi)ien

Analog erhalten wir einen Isomorphismus K[z]<, = K" wobei K|z]<, den
Teilraum aller Polynome vom Grad kleiner oder gleich n bezeichnet.

I1.3.17. BEISPIEL. Die Vektorrdume K = K! und K? sind nicht isomorph, denn
eine lineare Abbildung K — K2 kann niemals surjektiv sein. Um dies einzusehen,
sei ¢: K — K? linear. Wir bezeichnen die beiden Komponenten von (1) mit
1 und z9, d.h. (1) = (73). Fiir jedes A € R gilt dann wegen der Linearitét
e(A) = dp(l) = A(z3) = (ﬁi;) Liegt der Vektor ({) im Bild von ¢, dann
existiert A € K mit ¢(A) = (§) und aus der Formel oben folgt (3%1) = (}),
somit z; # 0 und 25 = 0. Liegt (V) im Bild von ¢, dann folgt analog z; = 0 und
x9 # 0. Liegen beide Vektoren, ({) und (9), im Bild von ¢ erhalten wir einen
Widerspruch. Die Abbildung ¢ kann daher nicht surjektiv sein. Damit ist K 2 K?
gezeigt. Wir werden spéter sehen, dass K" und K" genau dann isomorph sind,
wenn n = m gilt.

I1.3.18. PROPOSITION. Sind V und W zwei Vektorrdaume tiber K, dann ist die
Menge aller linearen Abbildungen, L(V, W), ein Teilraum von F(V,W). Insbeson-
dere bildet L(V, W) beziiglich punktweiser Addition und Sakalarmultiplikation,

(L1 4 @2)(v) := p1(v) +p2(v)  und  (Ap)(v) := Ap(v)
einen K-Vektorraum, o, p1, 0o € L(V,W), A € K, v € V. Die Vektorraumstruk-
tur ist in folgendem Sinn mit der Komposition linearer Abbildungen vertrdglich:
Fiir beliebige o, p1, 02 € L(V, W), ¥, 11,95 € LW, U) und X € K gilt:
(a) (Y1 +1P2) 0o p=1h1 0+ 1Py 0@ und (M) o = (¢ 0 p), sowie
(b) Yo (p1+a) =1opr+ 1o und o (Ap) =AY o).
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BEWEIS. Zunéchst ist L(V, W) nicht leer, denn die konstante Nullabbildung
0: V. — W, 0(v) := 0, ist offensichtlich linear. Um die Abgeschlossenheit un-
ter Addition zu zeigen, seien nun ¢i: V. — W und ¢py: V. — W zwei lineare
Abbildungen. Fiir beliebige vy, vy € V' gilt dann:

(1 + @2)(v1 + v2) = @1(v1 + v2) + @a(v1 + v2)
= (e1(v1) + @1(v2)) + (w2(v1) + p2(v2))
= (901<U1) + @2(1}1)) + ( 1(v2) + pa(v ))

—~

= (1 + p2)(v1) + (1 + p2)(v2),

Analog erhalten wir fiir jedes A € K und jedes v € V auch (¢1 + p2)(Mv) =

©1(Av) + @2(Av) = Ap1(v) + Ap2(v) = A(p1(v) + p2(v)) = Aler + ¢2)(v). Dies
zeigt, dass auch die Summe ¢; + @9 eine lineare Abbildung ist, L(V, W) ist daher
abgeschlossen unter Addition. Fiir die Abgeschlossenheit unter Skalarmultiplika-
tion sei nun ¢: V' — W linear und A € K. Fiir beliebige v1, v, € V' gilt dann:

(M) (V1 +v2) = Ap(v1 +v2) = Ap(v1) + (v2))
= Ap(v1) + Ap(v2) = (Ap)(01) + (Ap)(v2)-
Fir 4 € K und v € V erhalten wir analog (Ap)(uv) = Ap(pv) = AMpp(v)) =
(A)p(v) = (pN)e(v) = w(Ap(v)) = p(Ae)(v). Somit ist Ap linear, und L(V, W)
daher abgeschlossen unter Skalarmultiplikation. Dies zeigt, dass L(V, W) einen

Teilraum von F'(V, W) bildet.
Ad (a): Fir ¢ € L(V,W), ¢, € L(W,U) und v € V erhalten wir

(1 4 1h2) 0 @) (v) = (V1 + 1h2)(@(v)) = Y1(p(v)) + Y2 (v))
= (1 09)(v) + (P20 ) (v) = (Y10 @+ 12 09)(v).

Da dies fiir beliebige v € V' gilt, folgt (
(v

ist (M) o p)(v) = (M) (p(v)) = M(p
(M) o p = A1 o p), fiir alle p € L( W), ¢

1+ )080— Y1 0 @ + ¥y 0 w. Analog
) =AY op)(v) = (AW o p))(v), also
: EL(VW)und)\EK

Ad (b): Fr ¢1,p9 € L(V,W), 9 (VV, U) und v € V erhalten wir
(o (p1+92))(v) w((% + ©2)(v))
= 1 (p1(v) + @2(v))
= P(1(v)) + P(2(v))
= (¥ op1)(v) + (¢ o) (v)

= (100901 +1/10<P2)(U)7
(A

also ¥ o (o1 + ¢2) = Y oy + 1/1 o ;. Analog gilt (¢ ©))(v) = v((Ap)(v ))
P(Ap(v)) = Mp(p(v )) = Ay )(U) = (A(¥ 0 9))(v), also ¥ o (Ap) = A(th o
fir alle p € L(V, W), v € L(W,U) und X € K.

[Iv I
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I1.3.19. BEMERKUNG. Nach Proposition I1.3.18 oben bildet end (V') eine asso-
ziative K-Algebra mit Eins. Diese Algebra ist i.A. nicht kommutativ. Betrachten
wir etwa die beiden linearen Abbildungen ¢: K* — K2 o (31) = (%), und
g K2 5 K2, 46 (32) = (), dann gilt (po ) (32) = (%), sowie (o) (3) =
(8). also (pov) (3) = (1) # (3) = (o) (}), und daher po v # o,

I1.3.20. PROPOSITION. Ist @: V — W eine lineare Abbildung, dann gilt:

(a) Fiir jeden Teilraum W' von W ist auch ¢~ *(W') Teilraum von V.
(b) Fir jeden Teilraum V' von V ist auch (V') Teilraum von W.

BEWEIS. Ad (a): Zunichst ist o~ (W’) nicht leer, denn aus ¢(0) = 0 € W’
folgt 0 € =1 (W'). Fiir vy, vy € o H(W) folgt p(vy), p(ve) € W, also ¢(v+vy) =
o(v1) + @(v2) € W und somit v; + vy € p (WW’). Dies zeigt, dass ¢~ (W’)
abgeschlossen unter Addition ist. Sind nun A € K und v € p~}(1W’), dann folgt
o(v) € W’ also p(Mv) = Ap(v) € W und daher v € o~ (W’). Dies zeigt, dass
@ 1(W') auch abgeschlossen unter Skalarmultiplikation ist.

Ad (b): Zunéchst ist o(V’) nicht leer, denn 0 = ¢(0) € p(V’). Seien nun
wy,wy € o(V'). Es existieren daher vy, vy € V' mit p(v1) = w; und p(vy) = ws.
Wir erhalten wi+ws = p(v1)+¢(v2) = p(v1+v2) € ©(V'), denn v +vy € V'. Dies
zeigt, dass p(V’) abgeschlossen unter Addition ist. Ist A € Kund w € ¢(V’), dann
existiert v € V' mit p(v) = w und wir erhalten Aw = A\p(v) = p(\v) € p(V'),
denn Av € V’. Somit ist ¢(V") auch abgeschlossen unter Skalarmultiplikation. [

11.3.21. DEFINITION (Kern und Bild). Unter dem Kern einer linearen Abbil-
dung ¢: V — W verstehen wir den Teilraum

ker(g) = ¢~ (0) = {v € V | (v) = 0} C V.
Unter dem Bild von ¢ verstehen wir den Teilraum

img(¢) = @(V) = {p(v) [veV} C W
Nach Proposition I1.3.20 sind beides tatsédchlich Teilrdume.

Wir beenden diesen Abschnitt mit folgendem einfachen Resultat, das oft ver-
wendet wird um die Injektivitéat linearer Abbildungen zu iiberpriifen.

I1.3.22. PROPOSITION. FEine lineare Abbildung @: V — W ist genau dann
injektiv wenn sie trivialen Kern hat, d.h. genau dann wenn ker(p) = {0} gilt.

BEWEIS. Ist ¢ injektiv, dann besteht ker(y) = ¢'(0) aus hochstens einem
Element, und da ¢(0) = 0, folgt ker(¢) = {0}. Dies zeigt die eine Implikation. Sei
nun umgekehrt ker(p) = {0}. Um zu zeigen, dass ¢ injektiv ist betrachten wir
v1,v9 € V mit ¢(v1) = ¢(vg). Aus der Linearitdt von ¢ erhalten wir ¢(vy —vy) =
o(vy) — p(v1) = 0, also vy — vy € ker(p), somit v3 — v; = 0 und daher v; = vs.
Damit ist auch die umgekehrte Implikation gezeigt. U
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I1.4. Matrizen. Sei K ein Korper. Wir wollen in diesem Abschnitt lineare
Abbildungen K" — K™ mit Hilfe von Matrizen beschreiben. Unter einer (m x n)-
Matriz iiber einem Korper K verstehen wir ein rechteckiges Schema der Form

aypy o Qip

Am1 - Qmn

mit Eintragungen a;; € K. Die Menge aller (m x n)-Matrizen iiber K bezeichnen
wir mit M, (K). Die Summe zweier (m x n)-Matrizen wird elementweise, d.h.
durch

any Qg by -+ bin an +bi -0 a, + b,
+1 : = : :
m1 - Gmp bml e bmn Am1 + bml Cr Qg+ bmn
definiert. Beachte, dass die Summe zweier Matrizen nur dann definiert ist, wenn
sie gleiche Zeilen- und Spaltenzahl haben. Auch die Skalarmultiplikation mit \ €

K ist elementweise definiert, d.h.

(225 R ¢ ) Aay; o Aag,

Am1 - Amn >\a'm1 e )\amn
Mit diesen Operationen wird M, ., (K) zu einem Vektorraum iiber K. Fassen die
Eintragungen einer (m x n)-Matrix in einem Spaltenvektor mit mn vielen Kom-
ponenten zusammen, so erhalten wir einen Isomorphismus von K-Vektorrdumen,

Mysn(K) =2 K™,

11.4.1. BEISPIEL. Etwa ist

12 0 2 1 4 L (123 1/5 2/5 3/5
34|+ (1 3)=(47) wd _[4506 |=|4/5 1 6/
5 6 01 5 7 789 7/5 8/5 9/5

Unter dem Produkt einer (m x mn)-Matrix mit einer (n x [)-Matrix verstehen
wir die (m x [)-Matrix

n n
apx -t QAin by - by Zkzl aipber - Zkzl a1br

n n
m1  * Gmn bnl T bnl Ekzl amkbkl T Ekzl amkbkl
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Beachte, dass das Matrizenprodukt nur definiert ist, wenn die Spaltenzahl der
linken Matrix mit der Zeilenzahl der rechten Matrix iibereinstimmt. Die Bedeu-
tung dieses Produkts wird in Satz I1.4.4 unten klar werden. Unter der (n x n)-
Einheitsmatrix, I,, € M, x,(K), verstehen wir die Matrix

10 --- 0
01 --- 0

L, =1. .
00 --- 1

wobei die Diagonaleintrédge gleich 1 und alle anderen Eintragungen gleich 0 sind.
Die Einheitsmatrizen sind neutrale Element der Matrizenmultiplikation.

11.4.2. BEISPIEL. Etwa ist

1 23 5 3

2 3 4 (1)1_75 4 (123 _21_0
34510—97un 4506){ ) \8)
45 6 11 9

Um eine kompaktere Schreibweise zur Verfiigung zu haben, bezeichnen wir
den Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte einer Matrix A mit A;;. Fiir
A € Myun(K)und B € M, (K) gilt daher nach Definition des Matrizenprodukts

(AB)i; = ZAikBkj, 1<i<m,1<5 <1
k=1

Addition und Skalarmultiplikation lassen sich damit wie folgt schreiben,

wobei A, A" € M5, (K) und X € K. Fiir die Einheitsmatrix erhalten wir

1 falls 7 =74, und
(In)ij = 0ij = - (IL.1)
0 falls i # 7.

Das Symbol 6;; wird Kronecker-Symbol genannt.

I1.4.3. PROPOSITION (Rechenreglen fiir Matrizen). Sei K ein Kérper. Fiir
Matrizen A, A" € My«n(K), B, B € M, «(K), C € M;xx(K) und X\ € K gilt:
(a) (AB)C = A(BC)
(b) I, A=A=Al,
(c) (A+ A)B=AB+ A'B und (AMA)B = \(AB)
(d) A(B+ B') = AB + AB' und A(AB) = A\(AB)
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BEwEIS. Ad (a): Fir 1 <i<mund 1 <j <k gilt

! l n

((AB)C) Z(AB 15/5] :Z<2AztBts> sj ZZAztBts sJ

s=1 s=1 s=1 t=1
= Z ZAztBts sj = ZAzt Z By,C sj — ZAZt<BC)t] = (A<BC))1]
t=1 s=1 s= t=1

also (AB)C' = A(BC). Ad (b ): Fur 1 <i<mund 1 <j<n gilt wegen (II.1)
(InA)ij = > _(In)iArj = Ay,
k=1
also I,,A = A. Analog lasst sich AI,, = A zeigen. Ad (c¢): Fir 1 < i < m und
1<j<1gilt

((A+A)B), = (A+ A)uBy = Y (A + Ay) By
k=1 k=1
— ZA,kBkj +ZA wBii = (AB);; + (A'B);; = (AB + A'B),;

also (A+ A")B = AB + A'B. Analog haben wir ((AA)B);; = > 1_; (M) Byj =
ZZ:1 )\AZICB]C_] = )‘ZZ:l Aszk] = )\(AB)U = ()\(AB))U, also ()\A) = )\(AB)
Die letzte Behauptung (d) ldsst sich analog beweisen. O

I1.4.4. SATZ. Es sei K ein Korper und n,m € N. Jede Matriz A € M5, (K)
definiert eine lineare Abbildung ¥a: K" — K™, ¢4(x) := Ax, und jede lineare
Abbildung K™ — K™ ist von dieser Form fiir eine eindeutig bestimmte Matrix
A € M,wn(K). Dabei stimmt der i-te Spaltenvektor von A mit dem Bild des i-ten
FEinheitsvektors, 1 a(e;) € K™, dberein. Diese Zuordnung,

men(K) = L(KnaKm)a A wAa
st ein linearer Isomorphismus, es gilt daher

Yagn =Ya+a und g = Mg,
fir beliebige A; A" € Mysn (K) und A € K. Weiters haben wir

Yap=taoyp  sowie  ty, = idgn,
fir alle A € My,5n(K) und B € M, (K).

BEWEIS. Die Abbildung 4 ist linear, denn nach Proposition 11.4.3(d) gilt
Ya(r +y) = Alx +y) = Az + Ay = Ya(z) + Ya(y) und Ya(Az) = A(Az) =
Az = Mpy(x), wobel z,y € K", A € K. Offensichtlich ist ¢ 4(e;) = Ae; gerade
der i-te Spaltenvektor von A. Die Matrix A ist also durch die lineare Abbildung
14 eindeutig bestimmt, die Zuordnung M., (K) — L(K", K™), A — 1, ist
daher injektiv.
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Wir werden nun zeigen, dass diese Zuordnung auch surjektiv ist. Sei dazu
¢: K" — K™ eine beliebige lineare Abbildung. Es bezeichne A € M,,.,,(K) jene
Matrix deren i-ter Spaltenvektoren mit p(e;) € K™ iiberein stimmt. Es gilt daher
Yale;) = p(e;), fur jedes i = 1,...,n. Ist nun z € K" mit Komponenten z; € K,
dann gilt offensichtlich x = x1e; + - - - + x,€,. Aus der Linearitéit von ¢ und ¢4
folgt daher

o(x) = p(rier + -+ xpe,) = zrp(er) + -+ xpp(en)
= z1a(er) + - Fappalen) = Ya(rier + -+ xpen) = Ya(x).

Da dies fiir jeden Vektor x € K" gilt, erhalten wir ¢ = 4. Dies zeigt, dass die
Zuordnung M, ., (K) — L(K", K™), A — 14, auch surjektiv ist.

Aus Proposition 11.4.3(c) erhalten wir ¥4 4/(z) = (A+ A"z = Az + Az =
Ya(z)+va(x) = (Ya+1a)(x), fir jedes z € K", also Y4140 = 4+ 4. Analog
lasst sich 14 = Ap4 nachrechnen. Somit ist M, (K) — LK™, K™), A — )4,
eine lineare Bijektion, also ein Isomorphismus, siche Bemerkung I1.3.11.

Aus Proposition 11.4.3(a) erhalten wir auch ¥ap(x) = (AB)z = A(Bx) =
Ya(Bz) = Ya(Yp(x)) = (da 0 ¥p)(w), fiir jedes z € K*, also Yup = 4 0 ¢p.
Analog folgt aus Proposition 11.4.3(b) sofort ¢;, = idgn. O

[1.4.5. BEMERKUNG. Nach Proposition I1.4.3 bilden die quadratischen Ma-
trizen, M, ,(K), eine assoziative K-Algebra mit Eins. Nach Satz 11.4.4 ist der
lineare Isomorphismus M, x,(K) = end(K"), A < 14, sogar ein Isomorphis-
mus von K-Algebren. Die Algebra M, «,(K) ist i.A. nicht kommutativ, etwa gilt
BH(28) = (38) # (§9) = (98) (34, vel. Bemerkung T13.19. T Fall n — 1

erhalten wir den Grundkorper, My (K) = K.

Eine quadratische Matrix A € M,,.,,(K) wird invertierbar genannt, wenn ei-
ne Matrix A" € M, (K) existiert, sodass AA" = I,, = A’A. In diesem Fall ist
die Matrix A’ eindeutig bestimmt, denn aus AA” = [, = A”A folgt mit Pro-
position 11.4.3 A” = [, A" = (A’A)A” = A'(AA") = A'I, = A'. Diese eindeutig
bestimmte Matrix wird Inverse von A genannt und von nun an mit A~! bezeich-
net, fiir eine invertierbare Matrix A gilt daher

AA Y =1, = A A,
Mit A ist offensichtlich auch A~! invertierbar,
(A1) = A,

Sind A, B € GL,(K) zwei invertierbare Matrizen, dann ist auch AB invertierbar
mit Inverser

(AB)'=B'A™Y

denn (AB)(B7'A™!YY = ABB™ A7 ! = A[LA™' = AA~! = I, und analog erhalten
wir (B7*A Y (AB) = I,,.
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Die Menge aller invertierbaren (n x n)-Matrizen iiber K wird mit GL,, (K) be-
zeichnet. Nach dem vorangehenden Absatz bildet GL,, (K) mit dem Matrizenpro-
dukt eine Gruppe. Diese Gruppe ist i.A. nicht abelsch. Zum Beispiel sind die bei-
den Matrizen A = ({ 1) und B = (19) invertierbar, A=t = ({ 1), B = (4 ),
aber AB = (11) # (13) = BA.

I1.4.6. KOROLLAR. Eine Matriz A € M, x,(K) ist genau dann invertierbar,
wenn die lineare Abbildung, V4: K" — K", 14(x) = Az, invertierbar ist und in
diesem Fall gilt 1" = ¥ a-1. Der Isomorphismus aus Satz II.4.4 schrinkt sich
daher zu einem Gruppenisomorhismus GL,(K) = GL(K"), A <> 14, ein.

BEWEIS. Ist A € M, (K) invertierbar, dann folgt 14 0 4-1 = a1 =
Y, = idg» und analog ¥ -1 014 = VYa-14 = Py, = idga. Somit ist 14 : K* — K"
eine invertierbare lineare Abbildung mit Umkehrabbildung ;' = ¢4-1. Sei nun
umgekehert A € M,,,,(K), sodass 104 : K* — K" invertierbar ist. Nach Satz [1.4.4
existiert daher B € M, (K) mit ¢4 o g = idgn = g o 4. Wir erhalten
Yap = Y4 0Yp = idgn = 7, und analog ¥Yp4 = g oYy = idgn = 9Yy,. Aus
Satz 11.4.4 folgt somit AB = I, = BA, also ist die Matrix A invertierbar. O

I1.4.7. BEISPIEL. Eine (1 x 1)-Matrix A = (a) € Mi«1(K) ist genau dann
invertierbar, wenn a # 0. In diesem Fall gilt A™' = (a™1).

I1.4.8. BEISPIEL. Eine (2 x 2)-Matrix A = (25) € My»(K) ist genau dann
invertierbar, wenn ad — be # 0. In diesem Fall gilt

1 d —-b
-1 _
() s

Ist ndmlich ad — bc # 0 dann gilt
1 d —b\[a by 1 dao—bc db—bd\ (1 0 g
ad —bc \—c a c d)  ad—be \—cat+ac —cb+ad)  \0O 1) 2
und
a b 1 d —-by 1 ad —bc —ab+ba\ (1 0 g
c d)ad—bc\—c a ) ad—bc\cd—dc —cb+da)  \O 1) %
also ist A invertierbar mit Inverser (I1.2). Sei nun umgekehrt A = (%) invertier-

bar mit Inverser A~1 = (‘Z: Zﬁ). Da

L O, qq1 (@ b\ (a" V\ _ [ad 4+ b ab + bd
0 1) 22— \e d)\d d) \ecd +dd b +dd )’
erhalten wir aa’ + bc = 1, ab + bd' = 0, ca’ + dd = 0 und ¢t/ + dd’ = 1. Daraus

folgt (ad —bc)(a’'d — V') = (ad’ +b)(ct/ +dd’) = 1-1 =1, also muss ad —bc # 0
gelten.

I1.4.9. BeispiEL. Wir wollen die Umkehrabbildung der linearen Abbildung
p: K2 > K% o (51) = (£53% ), bestimmen, sofern diese existiert. Offensichtlich
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gilt p(75) = A(71) mit A = (12). Nach Beispiel 11.4.8 ist A invertierbar mit
Inverser A~! = ( 3 31) Nach Korollar 11.4.6 ist daher auch ¢ invertierbar mit
Umkehrabbildung ¢~ (1) = A () = (3 2) () = (T2

Wir wollen an dieser Stelle noch einfache Eigenschaften einer weiteren Ope-
rationen mit Matrizen zusammenstellen, deren Bedeutung aber erst spater klar
werden wird. Unter der Transponierten einer Matrix A € M,y (K) verstehen wir
jene Matrix A" € M, x,,(K), die wir durch Vertauschen von Zeilen und Spalten

erhalten,
app ccr Qin ain o Gl
m1 - Gmn Q1p  **° Apm
In anderen Worten, (A");; = Aj;.
[1.4.10. BEIsPIEL. Etwa gilt
t 1 4 1 2
(}1 g 2) =12 5 und 21
3 6 3 2

t

b WO
I

W N

DO B

— N W

—_

I1.4.11. ProPOSITION (Eigenschaften der Transponierten). Sei K ein Kéorper
und n,m € N. Dann ist die Abbildung My« (K) = M,y (K), A — A*, linear,
d.h. fiir alle A, A € Mpy,«n(K) und X € K gilt

(A+ A=At + A sowie (AA) = 2AL
Dariiber hinaus haben wir stets
(AB)' = B' A", (A = A und Il =1,
fiir beliebige A € Mpyxn(K) und B € M, (K). Eine quadratische Matriz C' €
M, (K) ist genau dann invertierbar, wenn ihre Transponierte invertierbar ist
und in diesem Fall gilt
(Ct)fl — (Cfl)t.

BeEwEIs. Es gilt (4 + A)f = A* + A?, denn (A4 A)t)y = (A+ A);; =
Aji + Aji = (At)ij + (At)ij = (At + At)ij. Analog lasst sich ()\A)t = )\At zei-
gen, (()\A)t)zj = ()\A)]z = )\Aﬂ = )\(At)” = ()\At)zj Schlief3lich gllt auch
(AB)" = B'A’, denn ((AB)");; = (AB)j; = >55_ ApBri = >y Bridjn =
Sop (BY)i(AY)g; = (B'A");;. Fiir einen invertierbare quadratische Matrix C
folgt C*(C~1)t = (C~'C)! = Il = I,, und analog (C')!C* = (CC~Y =Tt = I,,
also ist auch C! invertierbar mit Inverser (C*)~! = (C'~!). Die restlichen Be-
hauptungen sind trivial. O

11.4.12. BEISPIEL. Die symmetrischen Matrizen, {A € M,y,(K) : A* = A},
bilden einen Teilraum von M, (K), denn diese Teilmenge stimmt offensichtlich
mit dem Kern der linearen Abbildung M, x,(K) — M,x,(K), A — A' — A,
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tiberein. Auch die schiefsymmetrischen Matrizen, {A € M,xn(K) : A* = —A},
bilden einen Teilraum von M, «,(K), denn dies ist genau der Kern der linearen
Abbildung My, (K) = My (K), A s A* + A.

11.4.13. BEMERKUNG (Matrizen und Gleichungssysteme). Wir wollen uns nun
iiberlegen wie sich Fragen zur Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems mit
Matrizen bzw. linearen Abbildungen formulieren lassen. Unter der Koeffizienten-
matriz eines linearen Gleichungssystems

a1+ ATy = Y1

Am1T1 + * F Qn®pn = Ym

verstehen wir die Matrix A € M,,x,(K) mit Eintragungen A;; := a;;. Das Glei-
chungssystem lésst sich damit in kompakter Form schreiben,

Ar =y
wobei x € K" und y € K™. Die mit A assozierte lineare Abbildung
Ya: K" = K™, ¢qu(r) = Az,
liefert die linke Seite des Gleichungssystems,

1 anxy + -+ a1ty aiy Qin
Yal i | = : =a | )+t
Tn Am1T1 +--+ AmnTn Am1 Qmn

Das Bild der linearen Abbildung ¢4 stimmt daher mit dem Teilraum aller
y € K™ iiberein, fiir die das Gleichungssystem Ax = y losbar ist,

img(¢a) = {y € K™ } Jz € K" : Az = y}.

Die lineare Abbildung 14 ist also genau dann surjektiv, wenn das Gleichungssy-
stem Ax =y fiir jedes y € K™ mindestens eine Losung = € K" hat.

Die Abbildung 4 ist genau dann injektiv, wenn das Gleichungssystem Ax =y
fiir jedes y € K™ hochstens eine Losung © € K™ besitzt. Nach Proposition I1.3.22
ist dies genau dann der Fall, wenn 14 trivialen Kern hat, d.h. wenn ker(¢4) = {0}
gilt. Dies wiederum bedeutet gerade, dass das Gleichungssystem Ax = 0 nur
die triviale Losung z = 0 besitzt. Die lineare Abbildung 14 ist genau dann
bijektiv, wenn das Gleichungssystem Az = y fiir jedes y € K™ genau eine Losung
x € K" hat. Wir werden spéter sehen, dass dies nur im Fall n = m mdglich ist.
Die linearen Isomorphismen K" — K™ entsprechen daher genau den eindeutig
l6sbaren Gleichungsystemen bzw. den invertierbaren Matrizen.

Das Gleichungssystem

Az =0
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wird als das mit Az = y assozierte homogene Gleichungssystem bezeichnet. Seine
Losungsmenge stimmt mit dem Kern von ¢4, d.h. dem Teilraum

ker(¢p4) = {z € K" : Az =0}

iiberein. Ist £ € K" eine Losung des linearen Gleichungssystems, d.h. A¢ = y,
dann gilt

{reK": Az =y} ={{+2: Az =0} = { + ker(¢a),

wir erhalten daher alle Lésungen von Az = y indem wir zu einer speziellen Losung
&, d.h. A¢ =y, alle Losungen des homogenen Systems Ax = 0 addieren.

I1.5. Summen und Komplemente. Sind W; und W5 zwei Teilrdume eines
Vektorraums V', dann bildet deren Vereinigung, Wi U W5, i.A. keinen Teilraum
von V, vgl. Ubungsaufgabe 19. Wir werden nun den kleinsten Teilraum von V
betrachten, der W; U W5 enthélt.

I1.5.1. DEFINITION (Summe von Teilrdumen). Sind W und Wy zwei Teilrdu-
me eines Vektorraums V', so wird

W1+W2 = {w1+w2 | wy € Wl, Wy € WQ}
die Summe der Teilrdume Wy und W5 genannt.

I1.5.2. PROPOSITION. Sind Wi und Wy zwei Teilrdume eines Vektorraums
V', dann ist Wy + Wy der kleinste Teilraum von V, der W1 U Wy enthdlt. D.h.
Wi 4+ Wy st ein Teilraum von V', es gilt W1 U Wy C Wy + Wy und fiir jeden
weiteren Teilraum W von V- mit Wy U Wy C W gilt schon W1 + Wy CW.

BEwEIS. Da 0 € W, gilt W, C W, + Ws, denn jedes wy € Wi lasst sich in der
Form w; = wy 4 0 schreiben. Analog haben wir auch W5 C W; + W5, Zusammen
erhalten wir W, U Wy C W; + Wsy. Insbesondere ist W, + W5 nicht leer. Um
die Abgeschlossenheit unter Addition zu zeigen betrachten wir zwei Elemente
w,w" € Wi + Ws. Nach Definition der Summe existieren daher wy, w] € Wy und
Wy, wh € Wy mit w = wy +wy und w' = w| +wj. Da Wy und W; Teilrdume sind,
folgt

w4 w = (wy + wa) + (W] + wy) = (wy + wy) + (we + wy),
G‘V[rﬁ G‘V[rfz
also liegt auch w—+w’ in Wi +W,. Somit ist Wi+ W, abgeschlossen unter Addition.
Seien nun A € K und w € W, + W,. Es existieren daher w; € W; und wy, € W,
mit w = w; + wy. Aufgrund von \w = A(w; + wy) = Aw; + Awy liegt also auch
Aw in Wi+ Wy, Somit ist Wi + Wy auch abgeschlossen unter Skalarmultiplikation
und daher ein Teilraum von V. Die Minimalitat von W; + W5 ist offensichtlich,
jeder Teilraum der W und Wj enthélt muss auch alle Vektoren der Form wy 4 wo
mit wy € Wi, wy € Wy enthalten. O




I1.5. SUMMEN UND KOMPLEMENTE 37

I1.5.3. BEMERKUNG. Sind W, W, W5 und W3 Teilrdume eines Vektorraums
V', dann gelten offensichtlich die Relationen Wi+Wy = Wo+ Wy, Wi+ (Wo+Ws3) =
(W1 4+ Wa) + W5, und W + {0} = W. Weiters gilt W; + Wy = W, genau dann,
wenn Wy C W, vgl. Ubungsaufgabe 46.

Nach Definition der Summe lésst sich jedes Element v € W7+ Wj in der Form
v = wy + wy schreiben, w; € Wy, wy € W5, Wie das folgende Beispiel zeigt ist
diese Darstellung i.A. jedoch nicht eindeutig.

I1.5.4. BEISPIEL. Betrachte folgende beiden Teilrdiume von K3,
W, = {(%) EK?’:xl:O} und Wy = {(%g) GngxQ:O}.

Offensichtlich gilt K3 = W, 4+ W, denn jeder Vektor lisst sich in der Form
1 1

(rz ) = (9?2 ) +< g ) schreiben, wobei der erste Summand in W; und der zweite in
Ws liegt. Allerdings ist diese Darstellung nicht eindeutig, (%) = ( b ) + (Ji)l)

r3—1 1
ist eine andere Zerlegung mit den selben Eigenschaften.

I1.5.5. PROPOSITION. Sind Wi und Wy zwei Teilrdume eines Vektorraums V,
dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Wy + Wy =V und Wy N Wy = {0}.

(b) Jedes v € V lisst sich auf eindeutige Weise in der Form v = w; + wy schrei-
ben, fiir gewisse wy € Wy und wy € Ws.

(c) Zu je zwei linearen Abbildungen p1: Wi — U und @o: Wy — U existiert
genau eine lineare Abbildung p: V — U, sodass p|lw, = ¢1 und @|lw, = .

Beweis. Ad (a)=(b): Da V. = W; + W, lésst sich jedes v € V in der Form
v = wy + wq fir gewisse w; € Wy und wy € Wy schreiben. Sei nun v = w} + wj
eine weiter solche Darstellung, d.h. w] € Wi und w) € Ws. Es folgt wy + wy =
v = w) + wh und daher

wy — W = wy — ws.

Beachte, dass die linke Seite dieser Gleichung in W; und die rechte Seite in W5
liegt. Beide Seiten liegen daher in Wi N Wy = {0}. Wir erhalten also w; —w] =0
und wh — we = 0, d.h. w; = w] und wy = wh. Somit sind w; und ws in der
Darstellung v = w; + ws eindeutig bestimmt.

Ad (b)=(c): Seien also ¢;: Wi — U und ¢y: W5 — U zwei lineare Abbildun-
gen. Wir definieren eine Abbildung ¢: V' — U durch ¢(v) 1= ¢p1(wy) + pa(ws),
wobei w; € W; und wy € Wy jene eindeutig bestimmten Vektoren bezeichnen,
fir die v = wy + wy gilt. Offensichtlich gilt p|w, = ¢1 und |w, = w2. Wir zeigen
nun, dass ¢ linear ist. Sei dazu v' € V und v' = w} + w}, die eindeutige Zerlegung
mit w; € Wy und w)y € Wy, Fir die Zerlegung der Summe, v + v’, ergibt sich
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v+ v = (wy +w)) + (we + wh), wobei wy +w] € Wi und wy + wh € Ws. Es folgt
p(o+0) = @r(wr + wi) + pa(ws + wy)

= (1 (w1) + pi(wy)) + (pa(w2) + pa(ws))

= (01 (w1) + @2(ws)) + (p2(wh) + @a(ws))

= ¢(v) + (V).
Ist A € K, so gilt Av = Aw;+Aws mit Aw; € Wy und A\wy € Wy und daher p(Av) =
1 (Awr) + @a(Awa) = Ap1(w1) + Apa(ws) = A1 (wr) + Apa(w2)) = Ap(v). Dies
zeigt, dass ¢ tatséchlich eine lineare Abbildung darstellt. Die Eindeutigkeit von
 ist offensichtlich, jedes v € V' lésst sich ja in der Form v = wy + wsy, wy; € Wh,
wy € Wiy, schreiben, fiir ein lineares ¢: V' — U mit |y, = ¢1 und ¢|lw, = 2
folgt daher ¢(v) = (w1 +wa) = p(w1) + @(wa) = lw,(wi) + Plwy(w2) =
e1(wr) + @a(ws).

Ad (c¢)=-(a): Nach Voraussetzung existiert eine lineare Abbldung m1: V. — W,
mit 7|y, = idy, und m|w, = 0. Daraus erhalten wir sofort W; N Wy = {0},
denn fiir v € Wi N W folgt v = m(v) = 0. Es existiert aber auch eine lineare
Abbildung my: V' — Wy mit me|w, = 0 und ms|w, = idw,. Fassen wir m; und
7o als lineare Abbildungen m: V' — V und me: V. — V auf, dann gilt fiir ihre
Summe, 1 + 7o: V. — V nun (m + m)|w, = idv|w, und (m + m)|w, = idv|w,-
Aus der Eindeutigkeitsaussage in (c) folgt daher m; + mo = idy . Fiir jedes v € V
erhalten wir somit v = idy (v) = 7 (v) + me(v) mit m1(v) € Wi und me(v) € W,
also V. =W; + Ws. ]

I1.5.6. DEFINITION (Innere direkte Summe und Komplement). Zwei Teilrdu-
me Wi und Wy eines Vektorraums V' heiflen komplementdr, falls Wy + Wy =V
und Wy N Wy = {0} gilt. In diesem Fall sagen wir V' ist die (innere) direkte
Summe von W, und W5 und notieren dies durch V- = W; ® W5. Auch wird W5 als
ein Komplement von Wy in V' bezeichnet. Die nach Proposition I1.5.5 eindeutig
bestimmte lineare Abbildung m: V' — Wi mit m|w, = idw, und m|w, = 0
wird als Projektion auf Wy lings Wy bezeichnet. Mit vertauschten Rollen wird
auch Wy ein Komplement von W5 in V' genannt. Die eindeutig bestimmte lineare
Abbildung my: V' — Wy mit ma|y, = idy, und m|y, = 0 wird als Projektion
auf Wy langs W, bezeichnet. Auch wird my = idy —m; die zu m; komplementdre
Projektion genannt.

Seien W7 und W5 zwei komplementéare Teilrdume eines Vektorraums V', d.h.
Wi Wy =V, und m: V. — W; sowie my: V. — Wy die damit assozierten
Projektionen. Ist v € V und v = w; + wy die eindeutige Zerlegung mit wy; € Wy
und wy € Wo, dann gilt m (v) = m(wy + we) = m(wy) + m1(wy) = wy + 0 = wy
und analog 7 (v) = ws. Die beiden Projektionen liefern uns also fiir jedes v € V
die eindeutige Zerlegung v = w; +wy mit wy = w1 (v) € Wy und wy = mo(v) € Wh.
Fassen wir diese Projektionen als lineare Abbildungen 7y, m: V' — V auf, dann
folgt m o = my, Ty 0 Wy = My, M + M = idy und m oMy = 0 = Wy 0 7y
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I1.5.7. DEFINITION (Projektor). Unter einem Projektor verstehen wir eine
lineare Abbildung 7: V' — V fiir die 7 o 7 = 7 gilt.

I1.5.8. PROPOSITION. Ist w: V — V' ein Projektor, dann gilt
V = img(n) @ ker(m)

und m stimmt mit der Projektion auf img(m) ldngs ker(w) dberein. Auch 7' =
idy —m ist ein Projektor, er stimmt mit der komplementdren Projektion auf ker(m
langs img(m) dberein. Weiters haben wir img(w) = {v € V : w(v) = v} = ker(n’),

img(7') = {v e V : 7'(v) = v} = ker(w) und es gelten die Formeln
ronm=m, wom =7, w+n =idy sowie wor =0=7"om.
BEWEIS. Zunéchst ist auch 7’ = idy —7: V — V ein Projektor, denn
7 or’ = (idy —m) o (idy —7)

=idyoidy —moidy —idyor +mom

=idy—7m—mw+m

=idy —7 = 7.
Auch erhalten wir sofort Ton’ = 7o (idy —7) =moidy —mrom =7 — 7 =0 und
analog 7’ o m = 0. Die Relationen img(w) D {v € V : m(v) = v} = ker(n’) sind
offensichtlich. Ist v € img(7), dann existiert w € V mit v = w(w) und wir erhalten
7(v) = w(w(w)) = (row)(w) = w(w) = v. Dies zeigt img(w) C {v € V : w(v) =
v}, es gilt daher img(7) = {v € V : 7(v) = v} = ker(n’). Wenden wir dies auf
den Projektor 7" an, erhalten wir auch img(7’) = {v € V : 7'(v) = v} = ker(n).
Daraus folgt nun img(m) N ker(w) = {0}, denn fiir v € img(m) N ker(w) gilt
v = w(v) = 0. Schliefllich l4st sich jedes v € V in der Form v = 7n(v) + 7'(v)
schreiben, wobei 7(v) € img(w) und 7’(v) € img(n") = ker(w). Dies zeigt V =
img(m) + ker(), also V' = img(m) & ker(m). O

I1.5.9. BEMERKUNG (Spiegelungen). Sei V' = W, @& W_. Nach Propositi-
on IL.5.5 existiert eine eindeutige lineare Abbildung o: V' — V| sodass o(v) = v
fir alle v € W4, und o(v) = —v fiir alle v € W_. Diese Abbildung o wird
Spiegelung an W lings W_ genannt. Beachte o o 0 = idy. Die komplementére
Spiegelung an W_ ldngs W, ist durch —o gegeben. Bezeichnen 7, : V — V und
m_: V — V die mit der Zerlegung V = W_ & W, assozierten Projektoren, dann
gilt 0 =7y —7_. Ist 2 # 0 € K, dann lassen sich auch die Projektionen durch
die Spiegelungen ausdriicken, m = £ (idy +0) sowie 7_ = $(idy —0), siehe auch
Ubungsaufgabe 50.

11.5.10. BEISPIEL. Betrachte die beiden Teilriume von R3,
E = {(%2) 221 + 3wy + 4 :o} md G = {A(g) A ER}.

Wir wollen uns nun davon iiberzeugen, dass R? innere direkte Summe von E und
G ist, d.h. R® = F @ G. Zunichst gilt £ NG = {0}, denn liegt ein Element
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sz(%) = (%i\) aus G auch in E, so folgt 0 =2 -5\ +3-6A+4-7T\ = 56,

also A = 0 und damit z = 0. Andererseits haben wir auch £ + G = R?, denn
jeder Vektor aus R? lisst sich in der Form

()= () (p), -2t
T3 T3 7 7 56
—_———— N——

er g6

schreiben, wobei A so gewahlt wurde, dass der erste Summand tatséchlich in F
liegt. Dies zeigt R® = E @ G. Fiir die Projektion auf G lings E, mg: R® — R3,
erhalten wir

B\ ouy 43w 4 e (O) 1 (1015 20\ (@
Ta | L2 = 6 = — 12 18 24 i)
2 56 7] 95 \14 21 28] \us

Fiir die Projektion auf E lings G, 7p: R® — R3, folgt

S 0 T () DU TR o ) L e N
E 2 — 2 - - A - - 2
- 23 56 7] 90 \_14 —21 28 ) \uy

Die Spiegelung an E lings G, d.h. 0 = 7p — mg: R3 — R3, ist daher durch

X1 1 36 —-30 —40 I
o | T2o - —24 20 —48 i) s

zs) P09 \28 —42 0 5

gegeben, siche Bemerkung 11.5.9 und Ubungsaufgabe 48.

[1.5.11. BEISPIEL. Es bezeichne X C R ein um Null symmetrisches Intervall,
etwa X = (—a,a) mit 0 < a < oco. Wir wollen nun zeigen, dass V := F(X,R),
der Vektorraum aller Funktionen X — R, innere direkte Summe des Teilraums
aller geraden Funktionen,

G:={f € F(X,R)|Vz € X: f(—z) = f(x)},
und des Teilraums aller ungeraden Funktionen,
U:={feFXR) ‘ Ve e X : f(—z)=—f(z)},

ist, d.h. V= G @ U. In Beispiel 11.2.14 haben wir bereits verifiziert, dass G und
U Teilrdume von F'(X,R) bilden, fiir die GNU = {0} gilt. Andererseits lasst sich
jede Funktion f: X — R in der Form f = g + u schreiben, wobei g: X — R,
g(z) == 3(f(2) + f(—2)), u: X = R, u(z) = 3(f(z) — f(—z)), und fiir diese
Summanden gilt g € G sowie u € U. Dies zeigt V = G @ U. Fiir die Projektion
auf G langs U, ng: V — V, und die Projektion auf U langs G, ny: V. — V|
erhalten wir

(re(f)(z) = 5(f(@) + f(=2)) wd (7u(f))(2) = 5(f(2) - f(-2)).
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Die Projektion mg macht Funktionen gerade und zwar so, dass bereits gera-
de Funktionen unveréndert bleiben und ungerade Funktionen auf 0 abgebil-
det werden. Analog macht die Projektion 7y Funktionen ungerade, wobei be-
reits ungerade Funktionen unverdndert bleiben und gerade Funktionen auf 0
abgebildet werden. Beachte auch, dass die Spiegelung an G ldngs U, d.h. ¢ =
e —my: F(X,R) = F(X,R), durch o(f)(x) = f(—x) gegeben ist, x € X. Mit
Hilfe der Involution v: X — X, v(z) := —u, lasst sich dies auch als o(f) = fov
schreiben.

I1.5.12. BEISPIEL. Sei K ein Korper in dem 2 # 0 gilt. In Beispiel 11.4.12
haben wir gesehen, dass die symmetrischen bzw. schiefsymmetrischen Matrizen,

Wi={A€ My,(K): A" = A} und W' :={A€ M,(K): A" = —A}

jeweils Teilrdiume von M,,y,(K) bilden. Wir wollen nun zeigen, dass M, «,(K)
direkte Summe dieser Teilrdume ist, d.h.

Mysn(K) =W W',
Zunéchst gilt W N W' = {0}, denn fir A € WN W’ folgt A = A" = —A, also
2A = 0 und daher A = 0. Andererseits lisst sich jede Matrix A € M, «,(K) in
der Form
A=A+ A +1(A- A"

schreiben, wobei der erste Summand offensichtlich in W liegt, denn (5(A+A"))! =
S(AP+ A™) = 2(A'+ A) = 2 (A+ A"), und der zweite Summand in W’ liegt, denn
(3(A—AY) = 1(A'—A") = 2(A'—A) = —1(A—A"). Dies zeigt M, x,(K) = W+
W’ also My, (K) = W @W'. Fiir die Projektion 7: M, 4, (K) = W C M, (K)
auf W ldangs W’ bzw. die Projektion 7': M, «,(K) — W' C M, ,(K) auf W’
langs W erhalten wir

T(A)=3(A+A") und 7'(A)=1(A-A".

Die Spiegelung an W langs W/, d.h. 0 = 7 — 7" M, xn(K) = M, (K), ist daher
durch o(A) = A! gegeben.

I1.5.13. PROPOSITION. Sei ¢: V — W eine surjektive lineare Abbildung und
V' ein zu ker(p) komplementdrer Teilraum in 'V, d.h. V = ker(p) @& V'. Dann ist
die Einschrinkung |y : V' — W ein linearer Isomorphismus.

BEWEIS. Zunichst ist ¢y injektiv, da ker(p|y/) = {v" € V' 1 p(v') = 0} =
ker(p) NV’ = {0}, siehe auch Proposition I1.3.22. Um auch die Surjektivitdt von
|y zu zeigen, sei w € W beliebig. Wegen der Surjektivitéit von ¢ gibt es v € V
mit p(v) = w. Da V = ker(y) + V', existiert v' € V', sodass v — v € ker(p). Es
folgt w = (v) = (v —v" + ') = p(v =) + (V) = 0+ (V) = (v'), also
w € p(V’). Somit ist ¢|y+ eine lineare Bijektion, also ein Isomorphismus. O

I1.5.14. BEMERKUNG. Betrachte ein linearess Gleichungssystem Ax =y, wo-
bei A € Myxn(K), z € K*" und y € K™. Weiters bezeichne ¢: K* — K™,
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Y(z) = Az, die damit assozierte lineare Abbildung, und W := img(¢)) den Teil-
raum aller y € K™, fiir die das Gleichungssystem Ax = y losbar ist. Gelingt es
einen zu ker(¢)) komplementéren Teilraum V"’ zu bestimmen, d.h. ker(¢)®V’' =V,
dann ist die Einschrankung |y, : V' — W nach Proposition 11.5.13 ein Isomor-
phismus, und ihre Umkehrabbildung, £ := w|;,1 W — V' C V, liefert dann zu
jedem y € W eine spezielle Losung £(y) € K", die linear von y abhéngt.

I11.6. Quotientenrdume. Es sei V ein Vektorraum iiber K und W C V ein
Teilraum. Wir definieren auf V nun eine Relation ~ durch

v~ e —ve W
11.6.1. LEMMA. Diese Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf V.

BEWEIS. Die Relation ist reflexsiv, denn fiir jedes v € V gilt v —v =0 € W,
also v ~ v. Die Relation ist symmetrisch, denn aus v ~ v’ folgt v' —v € W, somit

ist auch v — v = —(v' —v) € W und daher v' ~ v. Die Relation ist transitiv,
denn aus v ~ v' und v ~ v” erhalten wir v —v € W und v" — ¢’ € W, somit
auch v —v = (v — ') + (v —v) € W und daher v ~ v". O

I1.6.2. LEMMA. Sind v, vy, ve, v, v}, v5, € V und X € K, dann gilt:

(a) Aus vy ~ v} und vy ~ vh folgt (vy + ve) ~ (V] + v5).
(b) Aus v ~ v folgt v ~ \v'.

BEWwEIS. Ad (a): Gilt v; ~ v} und vy ~ v} so folgt vj —v; € W und vj — vy €
W, somit auch (v] + v}) — (v1 + v2) = (v] —v1) + (v — v2) € W und daher
(v1 + vg) ~ (V) +v4). Ad (b): Aus v ~ v’ erhalten wir v/ — v € W, somit auch
AV — v = A(v' —v) € W und daher Av ~ A\v'. O

Die Aquivalenzklassen von ~, sind genau die Translate von W. Wir werden
die von v € V représentierte Aquivalenzklasse meist mit

] ={ eViv~nd}={v+w:weW}=v+W
bezeichnen. Fiir die Menge der Aquivalenzklassen schreiben wir V/W. Wir defi-

nieren nun auf V/W Addition V/W x V/W < V/W und Skalarmultiplikation
K x V/W = V/W durch

(1] + [va] := [v1 + v3] und Alv] =[],

wobei v,v1,v9 € V und A € K. Beachte, dass diese Operationen nach Lem-
ma I1.6.2 tatsdichlich wohldefiniert sind! Wir werden uns nun davon iiberzeugen,
dass V/W dadurch zu einem K-Vektorraum wird.

11.6.3. SATZ. Ist W ein Teilraum eines K-Vektorraums V', dann bildet V//W
mit obigen Operationen einen Vektorraum tuber K. Die kanonische Abbilddung
m: V. = V/W, w(v) := [v], ist eine lineare Surjektion mit ker(w) = W. Zu
jgeder linearen Abbildung ¢: 'V — U mit plw = 0 existiert eine eindeutige lineare
Abbildung p: V/W — U, sodass ¢ = @ o.
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BEWEIS. Zunichst sind die Vektorraumaxiome (V1) — (V8) fir V/W zu iiber-
priifen. Wir beginnen mit der Assotiativitdt der Addition:

([o1] + [va]) + [vs] = [o1 + vo] + [v3] = [(v1 + v2) + v3]
= [Ul —+ <U2 + Ug)] = [Ul] + [UQ + Ug] [Ul] —+ ([U2] —+ [Ug]).

Dies zeigt, dass die Addtion auf V/IW dem Axiom (V1) geniigt. Analog erhalten
wir aus Axiom (V2) fiir V sofort [v] 4+ [0] = [v + 0] = [v]. Somit ist die Klasse
[0] € V/W neutrales Element der Addition auf V/W, d.h. die Addition auf V/W
erfiillt auch Axiom (V2). Ebenso erhalten wir [v]+[—v] = [v+(—v)] = [0], d.h. die
Klasse [—v] € V/W ist das additive Inverse der Klasse [v]. Die Addition auf V/W
geniigt daher auch Axiom (V3). Auch die Kommutativitét der Addition auf V/W
folgt sofort aus der Kommutativitat der Addition in V', [v1] + [va] = [v1 + ve] =
[vg + v1] = [v2] + [11], also geniigt V/W Axiom (V4). Fiir A\, u € K erhalten wir
ahnlich A\(u[v]) = A[pv] = [AM(pv)] = [(Ar)v] = (Aw)[v], die Skalarmultiplikation
in V/W geniigt daher dem Axiom (V5). Weiters haben wir:

A([v1] + [v2]) = Alor +va] = [A(v1 + v2)]
= [\vy + Avg] = [Avq] + [Ava] = Avg] + Afwa].

In V/W gilt daher das Distributivgesetz (V6). Das andere Distributivgesetz (V7)
lasst sich genauso verifizieren, (A + p)[v] = [(A+ p)v] = [Av + po] = [Av] + [pv] =
A[v]+puv], also geniigt V/W auch Axiom (V7). SchlieBlich ist 1[v] = [1v] = [v] und
damit ist auch Axiom (V8) erfiillt. Addition und Skalarmultiplikation auf V/W
erfiillen somit alle Vektorraumaxiome und bilden daher einen K-Vektorraum.

Die kanonische Abbildung 7: V' — V/W ist offensichtlich linear, denn es
gilt 7(v + w) = [v+w] = [v] + [w] = 7(v) + 7(w) und auch w(Av) = [Mv] =
AMv] = Ar(v).? Die Surjektivitit von 7 ist trivial, jede Aquivalenzklasse besitzt ja
mindestens einen Reprisentanten. Fiir den Kern von 7 folgt ker(w) = 71 ([0]) =
{veV i inw)=0]}={veV|[=0]}={veV]v~0}=W.

Sei nun ¢: V. — U eine lineare Abbildung die auf W verschwindet, d.h.
elw = 0. Firv, v € Vmitv ~ v gilt o' —v € W, also ¢(v') —p(v) = p(v'—v) =0
und somit @(v) = (v'). Daher ist die Abbildung

p: VIW = U, @([v]) = p(v),

wohldefiniert. Auch ist sie offensichtlich linear, denn @([v1]+[v2]) = @([v1+19]) =

(01 +v2) = @(vn) + p(vs) = @([or]) + p([va]) und A]) = B(DWo]) = p(Ao) =

Ap(v) = A@([v]). SchlieBlich gilt (g om)(v) = @(m(v)) = @([v]) = ¢(v) und daher
@ om = . Die Eindeutigkeit der Abbildung ¢ folgt sofort aus der Surjektivitét
von . U

3Die Vektorraumoperationen auf V/W wurden genau so definiert, dass m linear wird.
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I1.6.4. DEFINITION (Quotientenraum). Der Vektorraum V/W wird Quotien-
tenraum V' nach W oder V' modulo W genannt. Die Abbildung 7: V' — V/W,
m(v) = [v], wird als kanonische Projektion bezeichnet.

I1.6.5. BEMERKUNG. Es gilt stets V/{0} = V und V/V = {0}. Fiir einen
Teilraum W eines Vektorraums V' gilt V/W = {0} genau dann, wenn V = W.

I1.6.6. KOROLLAR. Jede lineare Abbildung ¢: V — W induziert einen linea-
ren Isomorphismus

p: V/ker(p) = img(p),  o([v]) = ¢(v).

BEWEIS. Wir fassen ¢ als surjektive lineare Abbildung ¢: V' — img(y) auf.
Da ¢ auf ker(p) verschwindet stellt @: V/ker(¢) — img(p), ¢([v]) = ¢(v),
eine wohldefinierte lineare Abbildung dar, siehe Satz I11.6.3. Offensichtlich ist ¢
surjektiv. Weiters gilt ker(¢) = {[0]}, denn aus ¢([v]) = 0 erhalten wir p(v) = 0,
also v € ker(y) und daher [v] = [0] € V/ker(p). Nach Proposition 11.3.22 ist @
daher auch injektiv. Somit ist ¢ eine lineare Bijektion, also ein Isomorphismus,
siehe Bemerkung I1.3.11. O

I1.6.7. KOROLLAR. Sei W ein Teilraum eines Vektorraums V' und W' ein
Komplement von W in V', d.h. V.= W @& W'. Dann ist die Einschrinkung der
kanonischen Projektion, w|w: W' — V/W, ein linearer Isomorphismus. Jede
Aquivalenzklasse in VW besitzt daher einen eindeutigen Reprdsentanten in W'.

BEWEIS. Dies folgt sofort aus Satz I1.6.3 und Proposition 11.5.13. O

11.6.8. BEISPIEL. Sei A € M,y (K) eine Matrix und L := {z € K" : Az =
0} der Losungsraum des assozierten homogenen Gleichungssystems. Weiters sei
£ € K" und y := A € K™, also A = y. Dann besteht die von £ repréasen-
tierte Aquivalenzklasse, [¢] € K"/L, genau aus jenen Vektoren, die das selbe
Gleichungssystem wie £ losen, d.h. [¢] = {z € K" : Az = y}.

11.6.9. BEISPIEL. Sei [a,b] ein Intervall, und bezeichne W C F([a,b],R) den
Teilraum der konstanten Funktionen. Die von einer Funktion f € F([a,b],R) re-
présentierte Aquivalenzklasse [f] € F([a,b],R)/W besteht daher aus allen Funk-
tionen, die sich von f nur durch eine additive Konstante unterscheiden. Elemente
von F'([a, b], R)/W konnen als Funktionen verstanden werden, die nur bis auf eine
additive Konstante definiert sind.

I1.6.10. BEisPIEL (Landau Symbol). Betrachte den Teilraum
W:=o0(1) ={f € F(R,R) | lim f(z) =0}
T—00

von F(R,R). Die von einer Funktion f € F(R,R) reprisentierte Aquivalenz-
klasse [f] € F(R,R)/W besteht daher genau aus jenen Funktionen g, fiir die
lim, 00 (g(x) — f(x)) = 0 gilt, d.h. aus allen Funktionen die sich asymptotisch
wie f verhalten. Elemente von F(R,R)/W kénnen daher als Asymptoten ver-
standen werden.
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Das Konzept der Basis bildet das wesentliche Hilfmittel um die Struktur all-
gemeiner Vektorrdume zu verstehen. Ist ein Vektorraum mit einer Basis ausge-
stattet, dann kann jeder Vektor in eindeutiger Weise als Linearkombination der
Basisvektoren geschrieben werden, Vektoren konnen somit durch Zahlen, und
zwar eine fiir jeden Basisvektor, beschrieben werden.

Basen werden als linear unabhéngige Erzeugendensysteme definiert, wir be-
ginnen dieses Kapitel daher mit zwei Abschnitten, in denen wir die Begriffe Fr-
zeugendensystem und lineare Unabhdngigkeit erlautern. In Abschnitt I11.3 werden
wir dann zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt und einige Konsequen-
zen dieses zentralen Resultats besprechen. Bevor wir im folgenden Kapitel IV
naher auf die wichtige Klasse der endlich-dimensionalen Vektorrdume eingehen,
werden wir in Abschnitt I1I.4 noch grundlegende Eigenschaften des Dualraums
zusammenstellen.

III.1. Erzeugendensysteme. Sei A eine Teilmenge eines K-Vektorraums
V. Unter einer Linearkombination von Elementen in A verstehen wir jeden Aus-
druck der Form

Aray + -+ Ayanp,

wobei A1,..., A, € Kund ay,...,a, € A. Auch n = 0 ist hier zuldssig, wir
interpretieren diesen Fall als leere Summe, ihr Wert ist definitionsgeméf gleich 0.
Lasst sich ein Vektor v € V' als Linearkombination von Elementen in A schreiben,
d.h. existieren a; € A und \; € K, sodass v = A\jaq + - - -+ \,a,, dann konnen wir
durch geeignetes Zusammenfassen auch erreichen, dass die Elemente a4, ..., a,
paarweise verschieden sind, siehe (V7). Somit ldsst sich v auch in der Form

v = Z Ag@
acA
schreiben, wobei die Skalare A\, € K fast alle verschwinden, d.h. alle bis auf

endlich viele gleich 0 sind.

[II.1.1. DEFINITION (Lineare Hiille). Ist A eine Teilmenge eines K-Vektor-
raums V', dann wird die Menge aller Vektoren, die sich als Linearkombinationen
von Elementen in A schreiben lassen, d.h.

<A> = {A1a1+-~-+)\nan )\1,...,)\n€K, al,...,CLnEA},

als lineare Hiille oder lineares Erzeugnis von A bezeichnet. Auch wird (A) der
von A erzeugte bzw. aufgespannte Teilraum genannt. Sind vq,...,v, € V, dann
schreiben wir auch

(U1, ..., 0n) 1= <{U17---7vn}>:{)\1U1+"~+)\nvn}Al,...,)\nEK}

fiir den von {vy,...,v,} aufgespannten Teilraum.
45
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I11.1.2. PROPOSITION. Sei A eine Teilmenge eines Vektorraums V. Dann ist
(A) der kleinste Teilraum von V', der A enthdlt, d.h. (A) bildet einen Teilraum
von V', es gilt A C (A) und fir jeden weiteren Teilraum W von V mit A C W
gilt schon (A) C W. Insbesondere ist

(A) = | | %%
W st Teilraum von V'
un w

wobei der Durchschnitt aller Teilrdaume von V' gemeint ist, die A enthalten.

BEWEIS. Zunéchst ist (A) nicht leer, denn 0 € (A). Weiters ist (A) offensicht-
lich abgeschlossen unter Addition. Um auch die Abgeschlossenheit unter Skalar-
multiplikation zu sehen, sei nun v € (A) und A € K. Nach Definition der linearen
Hiille lasst sich v in der Form v = Ajaq + - - - + A, a,, schreiben, wobei a; € A und
Ai € K. Es folgt Av = A \ja1+- -+ A\payn) = (AA)ag+- - -+ (A\,)ay, also ist auch
Av € (A). Dies zeigt, dass (A) einen Teilraum von V' bildet. Da sich jedes a € A
als Linearkombination a = la schreiben lésst, gilt auch A C (A). Sei nun W ein
Teilraum von V', sodass A C W. Fiir beliebige aq,...,a, € Aund \;,..., \, € K
folgt dann A\ja; + - - -+ Apa, € W, also (A) C W. O

()~ () rem)-{(3) ren)
()-(0) - (1) w# (D) rmerh- {(32) - nen)
() (0) =8+ (1) 2w} = (D)

()0 (1) = () (D) o (1) hm B =2

II1.1.4. LEMMA. Sind A und B Teilmengen eines Vektorraums V' dann gilt:
(a) (0) = {0} und (V) =V.
(b) Ist A C B, dann auch (A) C (B).
(c) A ist genau dann Teilraum von V', wenn A = (A).
(d) Es ist B C (A) genau dann, wenn (AU B) = (A).
(e) Es gilt (AU B) = (A) + (B).
(f) Fiir jede lineare Abbildung p: V — W gilt (p(A)) = ¢((A)).
(g) Fiir je zwei lineare Abb. p,: V — W gilt: p|a = |a < @|ay = ¥ (a).

W= LW

BEWEIS. Die Behauptungen (a) und (b) sind trivial. Punkt (c) folgt sofort
aus Proposition II1.1.2. Ad (d): Gilt (AU B) = (A), so folgt B C AUB C
(AU B) = (A), also B C (A). Fiir die andere Implikation sei nun B C (A). Da
auch A C (A) erhalten wir AU B C (A) und somit (AU B) C (A), denn (AU B)
ist der kleinste Teilraum, der A U B enthélt. Aus A C AU B folgt mit (b) aber
auch die umgekehrte Inklusion, (A) C (AU B), und somit Gleichheit.
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Ad (e): Aus (b) erhalten wir zunéchst (A) U(B) C (AU B), also (A) + (B) C
(AU B), denn (A) + (B) ist der kleinste Teilraum in dem (A) U (B) enthalten
ist, vgl. Proposition I1.5.2. Andererseits ist AU B C (A) U (B) C (A) + < ), e
gilt daher auch die umgekehrte Inklusion, (AU B) C (A) + (B), denn (AU B) 1st

der kleinste Teilraum, der A U B enthélt.

Ad (f): Aus A C (A) folgt p(A) C ¢((A)). Da p({A)) einen Teilraum bildet
erhalten wir (p(A)) C ¢((A)), denn (p(A)) ist der kleinste Teilraum, der ¢(A)
enthélt. Es gilt auch die umgekehrte Inklusion, ¢({A)) C (p(A)), denn jedes
v € (A) lasst sich als Linearkombination v = Aja; + - - - + A\, a, schreiben, a; € A,
Ai € K also o(v) = p(Aar + - - + Apan) = Mip(ar) + - + Aplan) € (p(A)).

Ad (g): Die eine Implikation ist trivial, da A C (A). Fiir die andere Implikation
sei nun |4 = ¥|a. Der Teilraum V' := {v € V : p(v) = ¢¥(v)} = ker(p — )
enthélt daher A als Teilmenge. Es folgt (A) C V' und daher ¢|ay = ¢[ay. O

I1I.1.5. BEMERKUNG. Aus Lemma II1.1.4(b) folgt zwar (AN B) C (A) N (B),
i.A. ist jedoch (AN B) # (A) N (B), siche Ubungsaufgabe 56.

II1.1.6. DEFINITION (Erzeugendensystem). Eine Teilmenge F eines K-Vektor-
raums V' wird Erzeugendensystem von V genannt, wenn (F) = V gilt. In diesem
Fall sagen wir auch E erzeugt V oder V wird von F aufgespannt. Ein Vektorraum
heifit endlich erzeugt, wenn er ein endliches Erzeugendensystem besitzt.

II1.1.7. BEMERKUNG. Jeder Vektorraum V' besitzt ein Erzeugendensystem,
etwa gilt V' = (V) nach Lemma III.1.4(a).

I11.1.8. BEMERKUNG. Ist E ein Erzeugendensystem eines Vektorraums V'
und gilt £ C E' C V, dann ist auch E’ Erzeugendensystem von V. Mit Lem-
ma I11.1.4(b) folgt ndmlich V = (F) C (E') CV, also (E') = V.

II1.1.9. BEMERKUNG. Ist ¢: V — W linear und £ ein Erzeugendensystem
von V', dann bildet ¢(F) ein Erzeugendensystem des Vektorraums img(y). Dies
folgt sofort aus Lemma II1.1.4(f). Insbesondere sind Quotienten endlich erzeugter
Vektorrdume wieder endlich erzeugt, vgl. Satz I1.6.3.

Erzeugendensysteme lassen sich auch mit Hilfe linearer Abbildungen charak-
terisieren.

I11.1.10. PrROPOSITION (Erzeugendensysteme). Fiir eine Teilmenge E eines
K- Vektorraums V' sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) E ist ein Erzeugendensystem von V.

(b) Jedes v € V lisst sich als Linearkombination v = ) __p Aee schreiben, fiir
gewisse Skalare N\ € K, die fast alle verschwinden.

(c) Fir je zwei lineare Abbildungen p,v:V — W gilt: p|gp =g = ¢ = .
BEWEIS. Die Aquivalenz (a)«<(b) ist trivial. Die Implikation (a)=(c) folgt

aus Lemma I11.1.4(g). Ad (c)=-(a): Betrachte die kanonische Projektion 7: V" —

V/(E), siehe Satz 11.6.3. Da 7|g = 0, folgt aus der Eindeutigkeitsaussage in (c),
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dass m = 0 gilt. Zusammen mit der Surjektivitit von 7 erhalten wir V/(E) =
img(7) = img(0) = {0} und somit V' = (FE), vgl. Bemerkung I1.6.5. O

II1.1.11. BEISPIEL. Die Teilmenge {(1),(2)} bildet ein Erzeugendensystem
von R?, denn jedes Element von R? lisst sich als Linearkombination dieser Vek-

toren schreiben,
T 1 3
(y) = (Tx — 3y) (2) + (2z + ) (7) .

[I1.1.12. BEISPIEL. Die Menge {(é) , (E) , (%)} bildet ein Erzeugendensy-

stem von R?, denn jedes Element von R? lisst sich als Linearkombination dieser
Vektoren schreiben,

(g) :(x—2y+z)(é>+(y—22)(§)+z(%).

[I1.1.13. BEISPIEL. Die Menge {(ljﬂ) , (:}:)} bildet ein Erzeugendensystem
von C2, denn jedes Element von C? lisst sich als Linearkombination dieser Vek-
toren schreiben,

<2) = (=3iz; — (1 —i)2) (1 Jlr i) + (1 +1)2 +iz) (1—;;) .

[11.1.14. BEISPIEL. Der Vektorraum K" ist endlich erzeugt, die Menge der

sogenannten Einheitsvektoren, {e1, ... ey},
1 0 0
0 1 0
€1 = 0 s €y = 0 s ey €n = 0 s
0 0 1

bildet ein Erzeugendensystem von K". Jedes x € K" lédsst sich ndmlich als Line-
arkombination x = x1e; + - -+ + x,e, schreiben, wobei z; die i-te Komponente
von x bezeichnet.

I11.1.15. BEISPIEL. Die Menge der Matrizen {(8),(83),(99),(59)} bildet
ein Erzeugendensystem von My (KK), denn jedes Element von Moo (K) lésst sich
als Linearkombination dieser Matrizen schreiben,

() )0 Qe )

I11.1.16. BEISPIEL. Die Menge der Monome {1, z, 22, 23,...} bildet ein Er-
zeugendensystem des Vektorraums der Polynome, K[z]. Die Menge der Monome
{1,2,2%,...,2"} bildet ein Erzeugendensystem von K[z]|<,.

Wir beenden diesen Abschnitt mit folgender Charakterisierung surjektiver
linearer Abbildungen mittels Erzeugendensystemen.
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II1.1.17. PROPOSITION (Surjektive lineare Abbildungen). F'ir eine lineare Ab-
bildung ¢: V — W sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) ¢ ist surjektiv.
(b) Fir jedes Erzeugendensystem E von V ist p(F) Erzeugendensystem von W.
(c) Es gibt eine Teilmenge A C V', sodass ¢(A) Erzeugendensystem von W ist.

Beweis. Die Impliktion (a)=-(b) folgt aus Bemerkung II1.1.9. Die Implikati-
on (b)=(c) ist offensichtlich, denn jeder Vektorraum besitzt ein Erzeugendensy-
stem. Ad (c)=(a): Nach Voraussetzung existiert eine Teilmenge A C V', sodass

(p(A)) = W. Aus Lemma II1.1.4(f) folgt daher p((A)) = (p(A)) = W, also ist ¢
surjektiv. O

II1.1.18. BEMERKUNG. Sei A € M,,5,(K) eine Matrix und ¢: K* — K™,
Y(x) ;= Az, die damit assoziierte lineare Abbildung. Dann bildet die Menge der
Spaltenvektoren von A, d.h.

an Qa1n
| = {v(er),...,¥(en)} K™
am1 Amn
ein Erzeugendensystem von img(1)), wobei e, ..., e, die Einheitsvektoren in K"

bezeichnen. Dies folgt aus Bemerkung I11.1.9, denn E = {ey,...,e,} bildet ein
Erzeugendensystem von K”. Der Teilraum jener y € K™, fiir die das Gleichungs-
system Axr = y mindestens eine Losung x € K" besitzt, wird daher von den
Spalten von A aufgespannt, vgl. Bemerkung I1.4.13. Insbesondere ist 1) genau
dann surjektiv, wenn die Spalten von A ein Erzeugendensystem von K™ bilden.
Etwa ist die mit der Matrix

A=

Ot W DN
w 00 ©

0
1
1

e

1
0
0

S = N
O = O

assoziierte lineare Abbildung v: K — K3, ¢(x) := Az, surjektiv, denn die Menge
der Spaltenvektoren von A enthélt die Vektoren e;, e; und es + e3, deren lineare
Hiille enthélt daher auch den Vektor e3 = (e2 + e3) — €2 und stimmt somit mit
K? {iberein, vgl. Beispiel II1.1.14. Das lineare Gleichungssystem Az = y besitzt
daher fiir jedes y € K3 mindestens eine Losung = € K”.

II1.2. Lineare Unabhéingigkeit. Eine Teilmenge eines Vektorraums heif3t
linear abhéngig wenn zwischen ihren Elementen nicht-triviale lineare Relationen
bestehen. Genauer haben wir folgende Definition.

[II1.2.1. DEFINITION (Lineare Abhéngigkeit). Es sei V' ein Vektorraum iiber
K. Eine Teilmenge A C V wird linear abhdngig genannt, falls gilt: Es existieren
paarweise verschiedene Elemente aq,...,a, € A und Skalare \,..., A\, € K, die
nicht alle verschwinden, sodass Aja; + - - - 4+ A\,a, = 0.
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[11.2.2. BEISPIEL. Die Teilmenge {(}),(%),(2)} von R? ist linear abhingig,
denn 2(3)+(-1)(3) =0.

II1.2.3. BEISPIEL. Die Teilmenge {(é) , (%) , (%)} von R3? ist linear abhin-

gig, denn (é) + (%) — (%) =0.

[11.2.4. BEMERKUNG. Jede Teilmenge eines Vektorraums, die 0 enthalt ist
linear abhéngig, denn 0 =1 - 0.

I11.2.5. BEMERKUNG. Jede Obermenge einer linear abhéngigen Menge ist li-
near abhéngig, d.h. ist A eine linear abhéngige Teilmenge eines Vektorraums V'
und gilt A C A" C V', dann ist auch A’ linear abhéngig.

I11.2.6. PROPOSITION (Lineare Abhéngigkeit). Fir eine Teilmenge A eines
K-Vektorraums V' sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) A ist linear abhdngig in V.
(b) Es existieren Aq,..., N\, € K und paarweise verschiedene a,ay,...,a, € A,
sodass a = Aja; + - -+ A\,a,, d.h. wenigstens eines der Elemente von A lisst

sich als Linearkombination der restlichen schreiben.
(c) Es existiert eine echte Teilmenge A’ C A, sodass (A') = (A).

BeEwEeIs. Ad (a)=-(b): Nach Voraussetzung existieren Ay,..., A, € K, nicht
alle gleich 0, und paarweise verschiedene ay, ..., a, € A, sodass \ja1+- - -+ \,a, =
0. Durch Umnummerieren diirfen wir 0.B.d.A. A, # 0 annehmen. Es gilt daher

an = (=N A)ay 4+ -+ (=2 ) a1,

die gewiinschte Darstellung.

Fiir die Implikation (b)=-(c) seien nun Aq,...,\, € Kund a,a4,...,a, € A
paarweise verschieden, sodass a = A\ja; + -+ -+ A\ya,. Dann ist A" := A\ {a} C A
eine echte Teilmenge von A und es gilt ay,...,a, € A'. Ausa = \ja; +-- -+ \a,

erhalten wir weiters a € (A’). Nach Lemma I11.1.4(d) gilt daher (A'U{a}) = (A’).
Da A= A" U{a} folgt (A) = (A').

Ad (c)=-(a): Sei also A’ C A eine echte Teilmenge mit (A") = (A). Es existiert
daher a € A\ A'. Daa € A C (A) = (A’) existieren paarweise verschiedene
ay,...,a, € A und \,..., A\, € Kmit a = \a; +- - - + A\,a,. Auch die Vektoren

a,ay,...,a, sind paarweise verschieden, denn a ¢ A’ aber aq,...,a, € A’. Da
(=Da+ M\ay + -+ Ma, =0,
ist A also linear abhéngig. O

I11.2.7. BEISPIEL. Wir wollen die Aussage von Proposition I11.2.6 an der li-

near abhiéingige Teilmenge {(3),(2),(%)} C R? aus Beispiel I11.2.2 illustrieren.

In diesem Fall lassen sich zwei Vektoren als Linearkombinationen der anderen
schreiben, (1) = 3 (%) und (2) = 2(}), aber der dritte Vektor ist nicht Line-
arkombination der restlichen, denn aus (2) = A(1) + p(2) folgt 3 = A + 2
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und 7 = 2\ + 4 und dieses Gleichungssystem besitzt keine Losungen. Auch gilt

R* = ((3),(2)) =((3), (1)) =((2).(3),(3) #{(5),(2) = {(5)).

1

[11.2.8. BEISPIEL. Die Menge der Vektoren {((1)> , ( 2 ) , ( s )} ist li-

i 3+5i —2+5i
near abhiingig in C3, denn

1 0 i
2% | =@+2) (1] i -3
3 + 5i i —2 4 5i

II1.2.9. BEISPIEL. Sei w € R\ §Z fix. Die Funktionen f1, f2, f3: R = R,
fi(z) :==sin(x), fa(x) :=cos(z) und f3(z) :=sin(z + w).
sind paarweise verschieden, denn f1(0) = 0 # f5(0) # 1 = f»(0). Die Teilmenge

{f1, f2, f3} € F(R,R) ist linear abhingig, denn nach dem Additionstheorem fiir
Winkelfunktionen gilt f3 = cos(w)f1 + sin(w) fa.

[11.2.10. DEFINITION (Lineare Unabhéngigkeit). Eine Teilmenge eines Vek-
torraums wird linear unabhdngig genannt, wenn sie nicht linear abhéngig ist.

I11.2.11. PROPOSITION (Lineare Unabhéngigkeit). Fir eine Teilmenge A ei-

nes K-Vektorraums V' sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) A ist linear unabhdingig in V.

(b) Sind ay, ..., a, € A paarweise verschieden und Ay, ..., A\, € K, sodass \aj +
s Apay, = 0, dann gilt schon Ay = --- =\, =0.

(c) Ist Y c4 Ao = 0, wobei die Skalare A, € K fast alle verschwinden, dann gilt
schon A\, = 0 fiir alle a € A.

(d) Ist Y caMa@ = Y ,ca Mot wobei die Skalare N\, € K und p, € K fast alle
verschwinden, dann gilt schon A\, = pg fiir alle a € A.

(e) Fiir jede echte Teilmenge A" C A gilt (A') # (A).

BEWEIS. Die Aquivalenz (a)<(b) folgt sofort aus der Definition. Die Aqui-
valenz (b)<(c) ist trivial. Ad (c)=-(d): Sei also Y .4 Aa@ = D, c 4 Ha@, WoObei die
Skalare A\, € K und p, € K fast alle verschwinden. Es folgt

Z(Aa - ,ua)a = Z )\aa - Zﬂaa = 0.

acA acA acA
Fiir jedes a € A gilt daher nach Voraussetzung A\, — p, = 0, also A\, = pi,.
Die Implikation (d)=-(c) folgt sofort indem wir p, = 0 setzen. Die Aquivalenz
(a)<(e) folgt aus Proposition I11.2.6. O

[11.2.12. BEMERKUNG. Die leere Menge ist stets linear unabhéngig.

[11.2.13. BEMERKUNG. Jede Teilmenge einer linear unabhéngigen Menge ist
linear unabhéngig, d.h. ist A eine linear unabhéngige Teilmenge eines Vektor-
raums V und gilt A" C A, dann ist auch A’ linear unabhingig. Dies folgt aus
Bemerkung II1.2.5.
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I11.2.14. BEMERKUNG. Ist W ein Teilraum eines Vektorraums V und A C W
linear unabhéngig in W, dann ist A auch linear unabhéngig in V.

[11.2.15. BEIsPIEL. Eine 1l-elementige Teilmenge {v} C V ist genau dann
linear unabhéngig, wenn v # 0.

I11.2.16. BEISPIEL. Die Menge der Vektoren {(1),(2)} ist linear unabhéngig
in R?. Sind nimlich A\, u € R und

1 3
QORAURD
dann folgt A + 3 =0 und 2\ + 74 =0, also A = u = 0.

[11.2.17. BEISPIEL. Die Menge der Vektoren { (é) , (z) , (%) } ist linear un-
abhingig in R3. Sind nidmlich A, i, v € R und

1 2 3
M)+ (d) +o () =0
so folgt A\ +2u+3r=0,u+2vr=0und v=0,also A\ =pu=v=0.

IT1.2.18. BEISPIEL. Die Menge der Vektoren {(p‘rl) , (1_’31)} ist linear un-
abhingig in C2. Sind nidmlich )\, € C und

i 1—i
A(1+i)+“<—3i) =0,
dann folgt i\ + (1 —i)u =0 und (1 4+ i)\ — 3ig =0, also A = p = 0.

[11.2.19. BEISPIEL. Die Menge der Einheitsvektoren {ej,...,e,} ist linear
unabhéngig in K", denn aus A\je; +---+ A\e, =0, folgt Ay =--- =)\, =0.

I11.2.20. BEISPIEL. Die Menge der Matrizen {(39),(54),(99),(89)} ist li-
near unabhingig in Msyo(K). Sind néamlich A\j, A2, A3, Ay € K und

10 0 1 00 0 0
A1 (0 0) + Ao (0 0) + A3 (1 O) + A\ (O 1) =0,
dann gilt schon Ay = Ao = A3 = Ay = 0.

I11.2.21. BEISPIEL. Die Menge der Monome, {1, z, 2%, 2%,...}, ist linear un-
abhéngig in K[z].
[11.2.22. BEISPIEL. Die Teilmenge {sin, cos} C F/(R, R) ist linear unabhéngig.
Sind nédmlich A, © € R mit
Asin +p cos = 0,

so folgt durch Auswerten bei 0 und /2 sofort 0 = Asin(0) + pcos(0) = p und
0 = Asin(mw/2) + pcos(m/2) = A.
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I11.2.23. BEISPIEL. Betrachte die Funktionen fi, fo, f3: R — R, fi(x) := €”,
f2(z) == €** und f3(x) := €**. Die Teilmenge {f1, f2, f3} € F(R,R) ist linear
unabhéngig. Sind ndmlich A, u, v € R und

AMi+pfo+vfs =0,

dann erhalten wir durch Auswerten bei x =1In 1, x = In2 und x = In 3 das lineare
Gleichungsystem

Adv+u=0
22 +4v+8u =0
N+ + 27 =10

und dieses besitzt nur eine Losung, A = p=v = 0.

IT1.3. Basen. Um Elemente eines Vektorraums effizient durch Linearkom-
binationen beschreiben zu kénnen, liegt es nahe moglichst kleine, d.h. linear un-
abhéngige Erzeugendensysteme zu betrachten. Diese werden Basen genannt.

II1.3.1. DEFINITION (Basis). Unter einer Basis eines Vektorraums verstehen
wir ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem.

I11.3.2. PROPOSITION (Basen). Fir eine Teilmenge B eines K- Vektorraums
V', sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) B ist eine Basis von V.

(b) Jedes v € V lisst sich in eindeutiger Weise als Linearkombination v =
ZbeB b schreiben, wobei die Skalare Ny € K fast alle verschwinden.

(c) Zu jedem Vektorraum W und jeder Abbildung f: B — W ezistiert eine ein-
deutige lineare Abbildung o: V — W mit p|p = f.

BEwWEIS. Die Aquivalenz (a)<(b) folgt aus Proposition 111.1.10(b) und Pro-
position I11.2.11(d). Ad (b)=(c): Wir definieren ¢: V" — W durch p(v) :=
Y pen Ao f(b), wobei A, € K jene eindeutig bestimmten Skalare bezeichnen, fiir die
v = Y .5 b gilt. Diese Abbildung ist wohldefiniert und es gilt ¢|p = f, denn
jedes b € B lisst sich in der Form b = 1-b schreiben, also ¢(b) = 1f(b) = f(b). Es
bleibt daher nur noch die Linearitit von ¢ zu zeigen. Seien dazu v = ), 5 b
und v = Y\ p A Dannist v+ 0" = 3 Nb+ D0 g N = D e g (A + AD
und daher

P +0) =Y+ XN)F0) =D Nf(b)+ D Nf(b) = p(v) +¢(¥)),
beB beB beB
Fir ¢ € K gilt analog pv = ) ,cp b = >, p(pAy)b und daher ¢(puv) =
Y oven(Xe) f(D) = 1) e p Ao f (D) = pp(v). Damit ist die Existenz einer linearen
Abbildung ¢ mit den gewiinschten Eigenschaften gezeigt. Die Eindeutigkeit von
@ folgt aus Proposition I11.1.10.

Ad (c)=-(a): Betrachte die kanonische Projektion 7: V' — V/(B). Da 7|p =

0, folgt aus der Eindeutigkeitsaussage in (c), dass 7 = 0 gilt. Da 7 surjektiv
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ist, erhalten wir V/(B) = img(7) = img(0) = {0} und somit V' = (B), vgl.
Bemerkung I1.6.5. Dies zeigt, dass B ein Erzeugendensystem von V' bildet. Um

auch die lineare Unabhéingigkeit von B zu zeigen, seien by, ...,b, € B paarweise
verschieden und Aq,...,\, € K so, dass \iby + -+ + \,b, = 0. Zu jedem i €
{1,...,n} existiert nach Voraussetzung eine lineare Abbildung ¢: V — K mit

@(b;) = 1 und ¢|p\ (3 = 0. Es folgt
0=¢(0) = SO()\1b1 +o Anbn) =XApb) + -+ Ap(bn) = Nip(b;) = A,
und daher A\; = --- =\, = 0. Dies zeigt, dass B auch linear unabhingig ist. [

I11.3.3. BEMERKUNG. Ist A eine linear unabhéngige Teilmenge eines Vektor-
raums V', dann bildet A eine Basis des Teilraums (A).

[11.3.4. BEMERKUNG. Die leere Menge bildet eine Basis des trivialen Vektor-
raums {0}.

I11.3.5. BEISPIEL. Die Menge der Einheitsvektoren {ej,...,e,} bildet eine
Basis von K", siehe Beispiel I11.1.14 und Beispiel I11.2.19. Diese Basis wird als
Standardbasis von K" bezeichnet.

I11.3.6. BEISPIEL. Die Teilmenge {(3),(2)} ist eine Basis von R?, denn nach
Beispiel I11.1.11 bildet sie ein Erzeugendensystem, das nach Beispiel I11.2.16 auch
linear unabhéngig ist.

II1.3.7. BEISPIEL. Die Menge {(é) ) (%) ) (g)} ist eine Basis von R?, denn

nach Beispiel I11.1.12 bildet sie ein Erzeugendensystem, das nach Beispiel 111.2.17
auch linear unabhéngig ist.

I11.3.8. BEISPIEL. Die Menge {(1;), ('5})} ist eine Basis von C?, denn nach
Beispiel I11.1.13 bildet sie ein Erzeugendensystem, das nach Beispiel I11.2.18 auch
linear unabhéngig ist.

I11.3.9. BEISPIEL. Die Menge der Matrizen {(39),(95),(98),(59)} ist eine
Basis von Ms,2(K), denn nach Beispiel 111.1.15 bildet sie ein Erzeugendensystem,
das nach Beispiel I11.2.20 auch linear unabhéngig ist.

I11.3.10. BEISPIEL. Die Menge der Monome {1, z, 2%, 23, ... } bildet eine Basis
von K[z]. Die Menge der Monome {1, z, 2%, ..., 2"} bildet eine Basis von K|[z]<,.

[11.3.11. BEMERKUNG. Zwei K-Vektorrdume, die gleichméchtige Basen besit-
zen, sind isomorph. Seien dazu V und W zwei K-Vektorrdume mit Basen B bzw.
C, und sei f: B — C eine Bijektion. Nach Proposition II1.3.2 existieren lineare
Abbildungen ¢: V — W und ¢: W — V, sodass ¢|p = f und ¢|c = f~!. Es
folgt (op)|p = f~lof =idp = idy|p und (por))|c = fof™t =ide = idw|c. Aus
der Eindeutigkeitsaussage in Proposition I11.3.2(c) erhalten wir also 1) o ¢ = idy,
und ¢ o ¢ = idy,. Somit ist ¢ ein linearer [somorphismus mit Umkehrabbildung
ot =1, dh. V = W. Ist etwa B eine Basis eines K-Vektorraums V, die aus
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genau n Elementen besteht, dann folgt V' = K”. Daraus erhalten wir erneut
Mpn(K) 2 K™ und K[z]<, = K"

I11.3.12. PROPOSITION (Injektive lineare Abbildungen). Ist ¢: V' — W linear
und B eine Basis von V', dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) @ ist injektiv.
(b) ¢ bildet jede linear unabhingig Teilmenge von V bijektiv auf eine linear un-
abhingige Teilmenge von W ab.
(c) ¢ bildet jede Basis von V bijektiv auf eine lin. unabh. Teilmenge von W ab.
(d) ¢ bildet B bijektiv auf eine linear unabhingige Teilmenge von W ab.

BEWwEIS. Ad (a)=-(b): Sei also A C V linear unabhéngig. Da ¢ injektiv ist,
wird A durch ¢ bijektiv auf p(A) abgebildet. Es geniigt daher zu zeigen, dass
©(A) linear unabhéngig ist. Seien dazu wy, ..., w, € ¢(A) paarweise verschieden
und A, ..., A\, € K, sodass \jw; + -+ + Aw, = 0. Da w; € ¢(A), existieren
v1,..., 0, € A, sodass p(v;) = w;, fir alle i = 1,...,n. Beachte, dass auch die
Vektoren vy, ..., v, paarweise verschieden sein miissen. Wir erhalten

V(A1 + - F Nvy) = (o) + -+ Ap(vn) = Awy + - -+ Aw, = 0.

Aus der Injektivitdt von ¢ folgt somit A\jv; + -+ + A,v, = 0. Da A linear un-
abhéngig ist, erhalten wir schliellich \; = --- = A, = 0. Dies zeigt, dass die
Menge ¢(A) linear unabhéngig in W ist.

Die Implikationen (b)=(c)=-(d) sind trivial.

Ad (d)=-(a): Sei v € ker(y). Da B ein Erzeugendensystem von V' bildet,
existieren paarweise verschiedene by,...,b, € B und A(,..., \, € K, sodass v =
Abi+- A0y Es folgt 0 = p(v) = @(Aibi+- - -4+ Xuby) = Aip(b1)+- - -+ Xn0(by).
Da ¢|p injektiv ist, sind die Vektoren ¢(by), ..., ¢(b,) paarweise verschieden. Da
©(B) linear unabhingig ist, folgt \y = --- = X\, = 0, also v = 0. Dies zeigt
ker(p) = {0}, folglich ist ¢ injektiv, vgl. Proposition I1.3.22. O

II1.3.13. BEMERKUNG. Sei A € M,,.,,(K) eine Matrix. Die mit A assoziierte
lineare Abbildung ¢ : K" — K™, ¢(x) = Az, ist genau dann injektiv, wenn die
Spaltenvektoren von A paarweise verschieden sind und eine linear unabhéangige
Teilmenge von K™ bilden. Dies folgt aus Proposition I11.3.12, denn die Standard-
basis E = {ey,...,e,} von K" wird durch ¢ auf die Menge der Spaltenvektoren
von A abgebildet.

I11.3.14. PROPOSITION (Isomorphismen). Ist ¢: V — W linear und B eine
Basis von V', dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) ¢ ist ein Isomorphismus.
(b) ¢ bildet jede Basis von V bijektiv auf eine Basis von W ab.
(c) ¢ bildet B bijektiv auf eine Basis von W ab.

BewEISs. Die Implikation (a)=(b) folgt aus Proposition III.1.17 und Propo-
sition II1.3.12. Die Implikation (b)=-(c) ist trivial. Die Implikation (c)=-(a) folgt
aus Proposition I11.1.17 und Proposition I11.3.12. U
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I11.3.15. BEMERKUNG. Sei A € M,,,(K) eine Matrix. Die mit A assoziierte
lineare Abbildung ¢: K" — K™, ¢ (x) = Az, ist genau dann ein Isomorphis-
mus, wenn die Spaltenvektoren von A paarweise verschieden sind und eine Ba-
sis von K™ bilden. Dies folgt aus Proposition I11.3.14, denn die Standardbasis
E ={ey,...,e,} von K" wird durch 1 auf die Menge der Spaltenvektoren von A
abgebildet. Wir werden spéter sehen, dass in diesem Fall m = n gelten muss.

I11.3.16. PROPOSITION. Seien W' und W' zwei komplementdire Teilriume
eines Vektorraums V, d.h. V. = W' @ W". Weiters sei B’ eine Basis von W' und
B" eine Basis von W". Dann ist B N B" = () und B’ U B" ist eine Basis von V.

BewEIs. Nach Lemma I11.1.4(e) gilt (B'UB") = (B")+(B") = W/+W" =V,
also bildet B’ U B” ein Erzeugendensystem von V. Weiters haben wir B’ N B” C
W' NW"” = {0} und daher B'N B” = (), denn jeder Basisvektor muss verschieden
von Null sein. Um die lineare Unabhéngigkeit von B’ U B” einzusehen, sei nun

Z Ao = 0,

beB'UB"
wobei die Skalare )\, fast alle verschwinden. Da B’ N B” = (), folgt

ZbeB' A = — ZbeB” v,
cw’ ewn

also Dy cp Ab = 0 = >, 5, Ay, denn beide Seiten obiger Gleichung liegen in
W' NnW” = {0}. Da B’ und B” beide linear unabhingig sind, folgt A\, = 0, fiir
alle b € B'U B”. Somit ist B’ U B” linear unabhéngig, also eine Basis von V. [

Wir wollen nun zeigen, dass jeder Vektorraum eine Basis besitzt. Eine Me-
thode Basen zu konstruieren besteht darin Erzeugendensysteme solange zu Ver-
kleinern, bis man bei einem linear unabhéngig Erzeugendensystem, also einer
Basis, anlangt. Ist etwa F ein linear abhéngiges Erzeugendensystem von V|
dann existiert nach Proposition I11.2.6 eine echte Teilmenge E’ C FE, sodass
(E') = (E) = V. Wir erhalten also ein echt kleiners Erzeugendensystem E’ von
V. Ist £’ immer noch linear abhéngig kénnen wir die selbe Konstruktion auf £’
anwenden und erhalten ein noch kleiners Erzeugendensystem E” C E’ von V.
Im Allgemeinen wird dieser Prozess nicht abbrechen, und liefert auch keine Basis
von V. War das urspriingliche Erzeugendensystem jedoch endlich, so miissen wir
nach endlich vielen Schritten ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem, d.h. ei-
ne Basis von V erhalten. Wir fassen diese Uberlegungen in folgender Proposition
zusamimen.

I11.3.17. PROPOSITION. Ist E ein endliches Erzeugendensystem eines Vek-
torraums V', dann existiert eine Basis B von V mit B C E. Insbesondere besitzt
jeder endlich erzeugte Vektorraum eine Basis.
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Ein anderer Ansatz zur Konstruktion von Basen besteht darin linear un-
abhéngige Teilmengen durch Hinzunahme von Vektoren so zu erweitern, dass
die entstehenden Mengen immer noch linear unabhingig sind. Dazu:

I11.3.18. LEMMA. Sei A eine linear unabhdngige Teilmenge eines Vektorraums
V und v € V\ (A). Dann ist auch AU {v} linear unahdingig.

BEWEIS. Seien also aq,...,a, € A paarweise verschieden und A\, \1,..., \, €
K so, dass

0=Xv+ \ag + -+ A\ay,.

Wire A # 0, erhielten wir v = (=A"'A\)a; + -+ + (=A7'\,)a, € (A), ein Wi-
derspruch zur Voraussetzung v € V'\ (A). Es muss daher A = 0 gelten. Somit ist
auch 0 = A\ja; + - - - + \pa,. Da A linear unabhéingig ist, folgt A\ = --- =\, = 0.
Dies zeigt, dass AU {v} linear unabhéngig ist. O

Ist nun A eine linear unabhéngige Teilmenge eines Vektorraums V', die nicht
ganz V aufspannt, dann existiert nach Lemma II1.3.18 eine echt gréflere linear
unabhéngige Teilmenge A’ D A. Ist A’ ein Erzeugendensystem von V', dann ha-
ben wir eine Basis gefunden. Ist A’ kein Erzeugendensystem, dann erhalten wir
mittels Lemma I11.3.18 eine noch grofere linear unabhéngige Teilmenge A” O A'.
Dieser Prozess liasst sich fortsetzen, er wird i.A. aber nicht abbrechen, und es ist
an dieser Stelle nicht klar wie sich daraus Basen von V gewinnen lassen. Lem-
ma [II.3.18 erlaubt es jedoch Basen als maximal linear unabhéngige Teilmengen
zu charakterisieren.

I11.3.19. PROPOSITION. Fiir eine Teilmenge B eines Vektorraums V sind fol-
gende Aussagen dquivalent:

(a) B ist eine Basis von V.

(b) B ist ein minimales Erzeugendensystem von V, d.h. (B) =V wund fir jede
echte Teilmenge A C B ist (A) # V.

(c) B ist eine mazimal linear unabhdingige Teilmenge von V', d.h. B ist linear un-
abhdngig und jede echte Obermenge A, d.h. B C A C V| ist linear abhdngig.

BEWEIS. Die Aquivalenz (a)<(b) folgt sofort aus Proposition I11.2.11.

Ad (a)=-(c): Sei also B eine Basis von V. Insbesondere ist B linear un-
abhéngig. Da B ein Erzeugendensystem von V' bildet, gilt fiir jede Obermenge
Avon B, dh. BC A CV,auch (A) = (B), denn V = (B) C (A) C V. Nach
Proposition I11.2.6 ist daher jede echte Obermenge, B C A C V, linear abhéngig.

Ad (c)=(a): Sei also B eine maximal linear unabhingige Teilmenge von V.
Jede echte Obermenge A mit B C A C V ist daher linear abhéngig. Insbesondere
ist fiir jedes v € V' \ B die Menge B U {v} linear abhéngig, also v € (B) nach
Lemma I11.3.18. Dies zeigt V' \ B C (B). Da auch B C (B) gilt, erhalten wir
V=BU((V\B)C(B)CV,also (B) =V. Somit ist B ein Erzeugendensystem
von V', also eine Basis. l
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Um nun die Existenz von Basen zeigen zu konnen, benotigen wir ein Hilfs-
mittel aus der Mengenlehre. Wir wiederholen zunéchst die notwendigen Begriffe.

Sei X eine Menge und < eine Halbordnung auf X, d.h. eine reflexsive, tran-
sitive und antisymmetrische Relation auf X, siehe |7, Kapitel 4]. Eine Teilmenge
A C X heifit nach oben beschrinkt wenn s € X existiert, sodass a < s, fiir al-
le a € A. Jedes solche s wird eine obere Schranke von A genannt. Unter einer
Kette in X verstehen wir eine totalgeordnete Teilmenge K C X, d.h. fiir je zwei
ki, ke € K gilt stets k1 < ko oder ky < k. Ein Element zy € X wird mazimal
genannt, wenn fiir jedes x € X mit xy < x schon zy = x gilt. In anderen Worten,
ein Element von X ist genau dann maximal, wenn kein echt gréfleres Element von
X existiert. Das wesentliche Hilfsmittel aus der Mengenlehre, das wir zur Kon-
struktion von Basen allgemeiner Vektorrdume verwenden werden ist das folgende
nach Max Zorn benannte Lemma.

I11.3.20. LEMMA (Lemma von Zorn). Jede halbgeordnete Menge, in der jede
Kette eine obere Schranke hat, besitzt mindestens ein maximales Element.

I11.3.21. BEMERKUNG. Das Lemma von Zorn ist zum Auswahlaxiom dquiva-
lent, siehe etwa [4, letztes Kapitel]. Dieses besagt, dass es stets moglich ist bei
einer Familie nicht leerer Mengen X, ¢« € I, aus jeder der Mengen X; ein Element
auszuwéhlen, in anderen Worten, es existiert eine Abbildung a: I — (J,.; X;,
sodass a(i) € X, fir jedes i € I. Dies bedeutet gerade, dass das Produkt
[L;c; Xi nicht leer ist. Aquivalent dazu ist auch folgende Aussage: Jede surjektive
Abbildung f: X — Y besitzt ein Rechtsinverses, d.h. es existiert eine Abbil-
dung g: Y — X, sodass f og = idy. Es soll an dieser Stelle auch erwahnt
sein, dass das Auswahlaxiom unabhingig vom Zermelo—Fraenkel Axiomensystem
(ZFA) der Mengenlehre ist. Ist ZFA widerspruchsfrei, dann gilt dies auch fiir
ZFA+ Auswahlaxiom, aber auch fiir ZFA+(Negation des Auswahlaxioms). Die
erste Aussage wurde von Kurt Godel 1938 bewiesen, die zweite von Paul Cohen
im Jahre 1963.

I11.3.22. SATz (Existenz von Basen). Sei V' ein Vektorraum, A C V eine
linear unabhdngige Teilmenge und E ein Erzeugendensystem von V', sodass A C
E. Dann existiert eine Basis B von'V mit AC BCE.

BEWEIS. Betrachte folgende Teilmenge der Potenzmenge von V|
X = {M ‘ ACM C F und M ist linear unabhéingig}.

Die Mengeninklusion definiert eine Halbordnung C auf X. Wir wollen nun zeigen,
dass sich das Lemma von Zorn auf X anwenden ldsst. Sei also K eine Kette in
X. Es geniigt zu zeigen, dass

S = U M

MeK
in X liegt, denn dann ist S offenbar eine obere Schranke fiir K. Offensichtlich gilt
ACSCUFE,denn AC M C F fiir jedes M € K, also auch fiir deren Vereinigung.
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Es bleibt daher nur noch die lineare Unabhéngigkeit von S zu zeigen. Seien dazu
S1,...,8, € S paarweise verschieden und A ..., \, € K, sodass A\;s1+- - -+\,8, =
0. Nach Konstruktion von S existiert zu jedem i € {1,...,n} ein M; € K, sodass
s; € M;. Da endliche totalgeordnete Mengen stets ein (eindeutiges) Maximum
besitzen, vgl. Ubungsaufgabe 63, existiert 4o € {1,...,n}, sodass M; C M, fiir
alle 7 = 1,...,n. Die Vektoren sy, ..., s, liegen daher alle in M;,. Da M;, linear
unabhéngig ist, folgt Ay = --- = A\, = 0. Dies zeigt, dass S linear unabhéngig ist.

Wir haben oben gesehen, dass jede Kette in X nach oben beschrinkt ist.
Nach dem Lemma von Zorn existiert daher ein maximales Element B € X. Nach
Konstruktion ist B eine linear unabhéngige Teilmenge von V und es gilt A C B C
E. Wegen der Maximalitidt von B ist jede Obermenge B’ mit B C B’ C F linear
abhéngig. Fiir jedes e € E'\ B ist daher BU{e} linear abhéingig, also e € (B) nach
Lemma II1.3.18. Dies zeigt £\ B C (B). Zusammen mit B C (B) folgt £ C (B).
Da E ein Erzeugendensystem von V bildet, erhalten wir V = (E) C (B) C V,
also (B) = V. Dies zeigt, dass B ein Erzeugendensystem von V' bildet, also ist B
die gesuchte Basis. O

I11.3.23. KOROLLAR.
(a) Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.
(b) Jede linear unabhingige Teilmenge kann zu einer Basis erweitert werden.
(c¢) Jedes Erzeugendensystem enthdlt eine Basis.

BEWEIS. Dies folgt aus Satz I111.3.22 mit A =) bzw. E = V. O

I11.3.24. BEMERKUNG. Es ldsst sich zeigen, dass je zwei Basen eines Vektor-
raums gleiche Kardinalitdt haben, d.h. bijektiv aufeinander abgebildet werden
konnen, siehe etwa [6, Theorem 1.12]. Den endlich-dimensionalen Fall werden
wir in Kapitel IV genau diskutieren.

I11.3.25. KOROLLAR. Ist W ein Teilraum eines Vektorraums V', dann lisst
sich jede lineare Abbildung p: W — U zu einer linearen Abbildung ¢:V — U
fortsetzen, d.h. @lw = .

Bewels. Nach Korollar 111.3.23(a) besitzt W eine Basis B. Offensichtlich
ist B auch in V linear unabhéngig. Nach Korollar II1.3.23(b) existiert daher
eine Basis B von V mit B C B. Nach Proposition II1.3.2 existiert eine lineare
Abbildung ¢: V' — U, sodass 4|5 = ¢|p und @| 5 = 0. Nach Proposition I11.3.2
gilt @l = @, also ist ¢ die gesuchte Fortsetzung von . U

I11.3.26. KOROLLAR. Jeder Teilraum besitzt ein Komplement.

BEWEIS. Sei also W Teilraum eines Vektorraums V. Nach Korollar I11.3.25
existiert eine lineare Abbildung 7: V' — W, sodass 7|y = idy . Daraus folgt
img(m) = W und 7 o m = 7. Nach Proposition I1.5.8 ist daher ker(r) ein Kom-
plement von W in V', d.h. V=W & ker(m). O

I11.3.27. KOROLLAR.
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(a) Jede injektive lineare Abbildung @: V — W besitzt eine lineare Linksinverse,
d.h. es existiert eine lineare Abbildung v: W — V mit ¢ o ¢ = idy .

(b) Jede surjektive lineare Abbildung p: V — W besitzt eine lineare Rechtsinver-
se, d.h. es existiert eine lineare Abbildung : W — V mit ¢ o = idy

BEWwWEIS. Ad (a): Wegen der Injektivitit von ¢ ist ¢: V' — img(¢) eine lineare
Bijektion, also ein Isomorphismus. Nach Korollar I11.3.25 lésst sich die lineare
Abbildung ¢~1: img(yp) — V zu einer linearen Abbildung ¢»: W — V fortsetzen,
d.h. Y]img() = ¢! Es folgt nun ¢ 0 ¢ = Yimgp) 0 ¢ = ¢ L 0o = idy.

Ad (b): Sei B eine Basis von W. Wegen der Surjektivitét von ¢ existiert eine
Abbildung f: B — V, sodass po f = idg. Nach Proposition II1.3.2 existiert eine
lineare Abbildung v: W — V', sodass ¥|g = f. Es folgt pot)|p = po f = idp und
nach der Eindeutigkeitsaussage in Proposition I11.3.2(c) daher p o) =idy,. O

I11.3.28. KOROLLAR. Sei V' ein K-Vektorraum und 0 # v € V. Dann existiert
ein lineares Funktional a: 'V — K mit a(v) = 1.

BEWEIS. Da v # 0, ist die lineare Abbildung ¢: K — V., p(\) := \v, injek-
tiv. Nach Korollar I11.3.27(a) existiert daher eine lineare Abbildung a: V' — K
sodass a o p = idg. Es gilt daher a(v) = a(p(1)) = (a0 p)(1) =idg(1) =1. O

I11.3.29. PROPOSITION. Seien W' und W zwei Teilrdume eines Vektorraums
V. Dann existieren eine Basis B' von W' und eine Basis B" von W", sodass
B'N B" eine Basis von W MW" bildet, und B" U B" eine Basis von W' + W"
bildet.

BEWwEIS. Nach Korollar 111.3.26 existiert ein zu W := W' N W” komple-

mentérer Teilraum U in W/ + W”, d.h.
W+W'=WaU.
Fiir die Teilraume U’ := W' NU und U” := W”" N U gilt dann:
W=WwalU, W'=waoU", U=UoU".

Es ist ndmlich WNU" C WNU = {0} und W+U" C W’ aber auch W/ C W +U’,
denn zu jedem w’ € W' existieren w € W und u € U mit w' = w + u, da aber
u=w'—w € W folgt u € U’ also w’ € W +U’. Dies zeigt die erste Behauptung,
W' =W @ U. Die zweite, W"” = W @ U”, lasst sich analog beweisen. Daraus
folgt weiters W/ + W"” = W + U’ + U” und somit U C U’ + U”, denn zu jedem
u € U exitieren w € W, v/ € U und v” € U” mit v = w + v + u”, da aber
w=u—u —u" € WnNU = {0} muss w = 0 gelten, also u=u'+uv" € U + U".
Da offensichtlich U’ 4+ U” C U erhalten wir U = U’ + U”. Schlielich haben wir
auch U'NU" CW'NW"'NU=WnNU={0},alsoU=U"aU".

Nach Korollar I11.3.23(a) existiert eine Basis B von W, eine Basis C’ von
U’ und eine Basis C” von U”. Nach Proposition 111.3.16 ist B’ := B U (" eine
Basis von W/, B” := B U C"” eine Basis von W”, C' U C” eine Basis von U,
B'"UB" = BUC'"UC"” eine Basis von W’ + W” und C' N C"” = (), also auch
B’ N B"” = B eine Basis von W/ NW" = W. O
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I11.4. Dualrdume. Eine Moglichkeit einen Teilraum W eines K-Vektor-
raums V' zu beschreiben besteht darin eine Basis, oder allgemeiner, ein Erzeu-
gendensystem von W anzugeben, sieche oben. Teilrdume lassen sich aber auch
durch lineare Gleichungen beschreiben. Eine naheliegende Verallgemeinerung ei-
ner Gleichung ayz; + --- + a,x, = 0 fiir Vektoren x € K" ist die Bedingung
a(v) =0, wobei a: V' — K linear ist. Haben wir eine Menge linearer Abbildun-
gen «;: V — K, i € I, dann bildet

{veV ’ Viel:av)=0}= nker(ai)
iel
einen Teilraum von V', den wir als Losungsraum des Gleichungssystems a;(v) = 0,
1 € I, verstehen konnen. Wir werden unten sehen, dass sich jeder Teilraum von
V' in dieser Form schreiben lésst. Fiir eine effektive Beschreibung sind natiirlich

moglichst kleine Gleichungssysteme interessant. Fiir endlich-dimensionale Vek-
torrdume werden wir diesen Aspekt im néchsten Kapitel genau behandeln.

[II1.4.1. DEFINITION (Dualraum). Sei V' ein Vektorraum iiber K. Unter einem
linearen Funktional auf V verstehen wir eine lineare Abbildung V' — K. Unter
dem Dualraum von V verstehen wir den Vektorraum V* := L(V,K), d.h. den
Vektorraum aller linearen Funktionale auf V', vgl. Proposition 11.3.18.

II1.4.2. BEISPIEL. Esist (K")* = L(K",K) = M, (K), vgl. Satz I1.4.4, linea-
re Funktionale auf K" konnen daher durch Zeilenvektoren beschrieben werden.

I11.4.3. PROPOSITION. Jede Abbildung p: V — W induziert eine lineare Ab-
bildung zwischen den Dualrdumen, p': W* — V* o' (3) := o, f € W*. Die
Zuordnung

L(V,W) = LIW* V*), o ¢, (I11.1)

st linear und ingektiv, es gilt daher

(o1 +@2) =¢i+9y  sowie  (Ap)' =Ag,
fiir beliebige lineare Abbildungen p, p1,po: V — W und A € K. Fiir jede weitere
lineare Abbildung v»: W — U gilt

(o) = or) und id}, = idy- .
Ist o: V — W ein Isomorphismus, so ist auch @': W* — V* ein Isomorphismus,
() =)
Insbesonder folgt aus V=W auch V* = W*.

BEWEIS. Beachte zuniichst, dass ¢'(5) = 8 o ¢ als Komposition linearer Ab-
bildungen selbst linear ist, d.h. ©*(8) € V* fiir jedes 3 € W*. Die Linearitéit von
o' W* — V* folgt aus Proposition I1.3.18(a), denn @' (31 + 82) = (B1+ f2) o p =
Brop+ faop=¢'(B1) +¢'(B2) und ¢*(AB) = (AB) o = A(Boyp) = A'(P), fir
beliebige 3, 51, B2 € W* und A € K. Aus Proposition 11.3.18(b) erhalten wir wei-
ters (1 +2)"(8) = Bo(p1+¢2) = Bowi+Bows = ¢i(B) +95(B) = (¢1+¥3)(B)
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und (Ap)H(B) = B o (Ap) = A(B o @) = A\p! (), fiir jedes f € W* und A € K. Die
Zuordnung (III.1) ist daher linear. Ist 0 # ¢ € L(V, W), dann existiert v € V'
mit ¢(v) # 0. Nach Korollar 111.3.28 existiert daher ein Funktional 5 € W* mit
Ble(v)) = 1. Es folgt @' (B)(v) = B(e(v)) =1 # 0, also ¢'(8) # 0 und da-
her ¢! # 0. Dies zeigt, dass die Abbildung (IIL.1) trivialen Kern hat, und daher
injektiv ist, vgl. Proposition II.3.22. Weiters gilt id},(a) = a oidy = «, fiir je-
des a € V*, also id}, = idy-, sowie (¢ o p)!(y) = yo (Yop) = (yo)op =
P (vov) = ¢ (¥'(7) = (¢' 0 ¥')(7), fiir jedes v € U*, also (1o p)! = ¢ o ",
Ist ¢: V — W ein Isomorphismus, so folgt ' o (p~!)t = (o™t o)t = id}, = idy-
und (1) ot = (po ™! =idl = idw~, d.h. ¢! ist invertierbar mit Umkehr-
abbildung (¢)~! = (¢71)% O

[11.4.4. BEMERKUNG. Die Abbildung (IIL.1) ist i.A. nicht surjektiv.

I11.4.5. BEMERKUNG. Nach Satz 1144 ist ¢: K» = L(K"K) = (K"),
() := 1y, ein Isomorphismus. Ist A € M, (K) und ¢4: K* — K™, 4(x) =
Ax, die damit assoziierte lineare Abbildung, dann kommutiert das folgende Dia-
gramm

Km ﬂ;’; (K™)*
wAtL l(wA)t d.h. (bKn o wAt = (wA)t e} (me.
Kn qbins (Kn)*
Es gilt némlich () o ¢xm)(z) = (a)'(Var) = Yot 0 Ya = Pura = Yrarey =
drn(A'z) = (Pxn 0 Y at)(z), fur alle z € K™. Bis auf den Isomorphismus ¢ ist die
duale Abbildung, (¢4)", daher durch die transponierte Matrix, A’, gegeben, vgl.
Proposition 11.4.11.

[I1.4.6. DEFINITION (Annihilator). Unter dem Annihilator einer Teilmenge
A eines K-Vektorraums V' verstehen wir den Teilraum

A ={a eV :aju=0} C V"

[11.4.7. LEMMA. Sind A und B Teilmengen eines Vektorraums V', dann gilt:
(a) {0}° =V* und V° = {0}.
(b)) AC B= B° C A°.
(¢) (AU B)° = A°N B°.
(d) A° = (A)°.
() (A) = (oene ker(a).
(1) (4) € (BY & B C e,
() {4) = (B) & 4" = B°.
(h) Fiir jeden Teilraum W von V' gilt: W = (- ker(a).
(i) Fiir je zwei Teilraume Wy und Wy von V' gilt: Wy C Wy < Wy C W7,
(j) Fir je zwei Teilraume Wy und Wy von V' gilt: Wy = Wy & WP = Wy,
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BEWwEIS. Die Behauptungen (a), (b) und (c) sind trivial. Behauptung (d)
folgt aus Lemma II1.1.4(g). Ad (e): Offensichtlich gilt A C (1), .40 ker(a) und
daher auch (A) € (\,c4 ker(ar), denn als Durchschnitt von Teilrdumen bildet
die rechte Seite einen Teilraum von V. Fiir die umgekehrte Inklusion sei nun
v € V\ (A). Es geniigt ein lineares Funktional a: V' — K zu konstruieren,
sodass a(v) = 1 und a|4 = 0. Fiir die Konstruktion eines solchen Funktionals
« bezeichne 7: V. — V/(A) die kanonische Projektion. Da v ¢ (A) gilt 7(v) #
0. Nach Korollar II1.3.28 existiert ein lineares Funktional a: V/(A) — K mit
a(m(v)) = 1. Fiir das Funktional a := @ o7 € V* gilt daher a(v) = 1 aber auch
ala =0, denn A C ker(m). Ad (f): Die Implikation (4) C (B) = B° C A° folgt
aus (b) und (d), die umgekehrte Implikation aus (e). Aus (f) erhalten wir auch
sofort (g). Die verbleibenden Behauptungen (h), (i) und (j) folgen aus (e), (f) und
(g), denn fiir jeden Teilraum W gilt W = (V). O

1I1.4.8. BEMERKUNG. Ist W ein Teilraum eines Vektorraums V und A C W°
ein Erzeugendensystem, d.h. (A) = W°  dann gilt

W:{’UEV’V(IGA:(I('U):O}: ﬂker(oz),
acA

jedes Erzeugendensysteme von W° liefert daher ein Gleichungssysteme fiir W.
Dies folgt aus Lemma I11.4.7(h) und

n ker(a) = ﬂ ker(a).
a€c(A)

a€A

Um die letzte Gleichung einzusehen, sei v € (1,4 ker(a). Fiir beliebige o; € A
und A; € K gilt dann auch (Ajaq + -+ -+ Apan) (v) = Mg (v) + - - -+ A\ay(v) = 0.
Dies zeigt (,c4ker(a) C (N,eea) ker(a), die andere Inklusion ist trivial. Um-
gekehrt folgt i.A. aus W = (., ker(a) nicht, dass A ein Erzeugendensystem
von W bildet. Betrachten wir etwa den Vektorraum V = K[z] und bezeichnet
a; € Klz]* das lineare Funktional, das einem Polynom seinen i-ten Koeffizi-
enten zuordnet, d.h. a;(pg + p1z + p22% + -++) := p;, dann gilt offensichtlich
N, ker(a;) = {0}, aber die Menge der Funktionale {ayg, v, . .. } bildet kein Erzeu-
gendensystem von {0}° = K[z]*, etwa ldsst sich das lineare Funktional o € K[z]*,
a(po + p1z + p22® +--+) := >, p;, nicht als Linearkombination der Funktionale
«; schreiben.

[11.4.9. SATZ. Fiir je zwei Teilrdume Wy und Wy eines Vektorraums V' gilt
(Wy+ W) =Wy nWy  und (WyNWy)° =W+ W;.
Insbesondere haben wir:
Wrnwy ={0} & Wi +Wy,=V
Wy +Wsg =V* < Wi nW,={0}
WreWs=V" & WieW,=V
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BEWEIS. Die erste Gleichheit folgt aus:

Wy nNwy = (W, UWsy)° nach Lemma I11.4.7(c)
= (W1 UW,)° nach Lemma I11.4.7(d)
= (Wi + Wy)° nach Lemma I11.1.4(e)

Auch die Inklusion W7 + Wy C (W; N Wa)° lésst sich leicht zeigen: Aus
Wy NW,y C W folgt ndmlich Wy C (W, NWs;)° und analog gilt Wy C (W, NW,)°.
Somit ist WP U Wy C (W N Wa)°. Da Wy + W3 der kleinste Teilraum ist, der
(W1 N Way)° enthélt erhalten wir Wy + Wy C (W N Wa)°.

Um auch die umgekehrte Inklusion (W) NW5)° C WP 4+ Wy zu zeigen sei nun
a e (WinNnWy)°, dh. a € V* und Wy N Wy C ker(a). Wir werden unten eine
lineare Abbildung p mit folgenden Eigenschaften konstruieren:

P V_>‘/7 p|W2:idW27 p<Wl)gW1ﬂW2
Es ist dann ay := avop € WP, denn fiir jedes wy € Wi gilt oy (w1) = a(p(w)) =0,
da ja p(w1) € p(Wy) € Wi N Wy C ker(a). Setzen wir as 1= «a — oy dann
gilt auch ap € Wy, denn fir jedes wy € Wy ist as(wy) = a(wy) — ag(wy) =
a(wy)—a(p(wsy)) = a(wy)—a(wy) = 0. Somit erhalten wir o« = o +ay € WP+Ws.

Fiir die Konstruktion von p wihlen wir Basen By von W; und By von W5 wie in
Proposition I11.3.29, d.h. By U Bs ist Basis von W7 + W,. Nach Proposition I11.3.2
existiert eine lineare Abbildung p: Wy + Wy — V., sodass p|p, = idp, und
ﬁ|Bl\BQ =0. Wegen Bl = (Bl \Bg) U (Bl ﬂBg) gllt daher auch ﬁ(Bl) Q W1 N WQ.
Aus der Eindeutigkeitsaussage in Proposition I11.3.2(c) folgt daher plw, = idyw,
und p(W7) € Wiy N Wy, Nach Korollar 111.3.25 ldsst sich p zu einer linearen Ab-
bildung p: V' — V erweitern, d.h. p|lw,+w, = p, und diese Fortsetzung hat die
gewiinschten Eigenschaften.

Die verbleibenden Behauptungen folgen nun aus Lemma I11.4.7(a)&(j), denn
Wi4+Wy=Ve W +Wy)° =V W>NWs ={0} und Wi, N W, = {0} &
(W1 N WQ)O = {0}0 ~ Wlo + W2O =V. ]

I11.4.10. SATZ. Fiir jede lineare Abbildung p: V — W gilt
ker(¢') = img(p)° und img(y") = ker(p)°.

Insbesondere ist ¢ genau dann injektiv, wenn ' surjektiv ist. Auch ist p genau
dann surjektiv, wenn @' injektiv ist.

BEWEIS. Es ist ker(¢") = img(¢)°, denn fur g € W* gilt:
B eker(¢h) & Bop=0
SYveV:Be)=0
< Yw € img(p) : f(w) =0
A 5|img(so) =0
& B € img(p)°
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Auch die Inklusion img(¢') C ker(p)° lisst sich leicht beweisen. Ist némlich
a € img(p') C V* dann existiert 5 € W* mit a = ¢'(8) = [ o p, also gilt
a(v) = (Boy)(v) = B(p(v)) =0 fir jedes v € ker(p), und daher a € ker(p)°.

Wir zeigen nun die umgekehrte Inklusion, ker(p)° C img(¢'). Sei dazu « €
ker(¢)°, d.h. @ € V* und i) = 0. Nach Satz I1.6.3 existiert ein lineares
Funktional a: V/ker(p) — K, sodass @ om = a, wobei m: V. — V/ker(p) die
kanonische Projektion bezeichnet. Nach Korollar I1.6.6 induziert ¢ einen linearen
Isomorphismus @: V/ker(p) = img(p) und es gilt g o 7w = . Nach Korol-
lar T11.3.25 lisst sich das lineare Funktional & o ¢~1: img(p) — K zu einem
linearen Funktional 5 € W* fortsetzen, d.h. Blimg,) = @ o ¢~ '. Nach Konstruk-
tion gilt ¢(8) = B0 ¢ = Blumgie) 0% = (@0 o (Pom) = aom = a also
a € img(¢"). Damit ist auch img(¢') = ker(p)° gezeigt. Insbesondere folgt

@ ist surjektiv < img(yp) = W

& img(p)° =W° nach Lemma I11.4.7(j)
< img(p)° = {0} nach Lemma I11.4.7(a)
& ker(¢') = {0} da ker(¢") = img(¢p)°
& ' ist injektiv nach Proposition 11.3.22

und analog

@ ist injektiv < ker(p) = {0} nach Proposition I1.3.22

& ker(p)® ={0}° nach Lemma I11.4.7(j)
& ker(p)? = V" nach Lemma I11.4.7(a)
< img (') =V~ da img(") = ker(¢p)°
& ! ist surjektiv

Damit ist der Beweis des Satzes vollsténdig. O

[11.4.11. BEISPIEL. Sei A € M,xn(K), a: K* — K™ 9p4(x) = Az, die damit
assoziierte lineare Abbildung und W = ker(14) der Losungsraum des homogenen
Gleichungssystems Az = 0. Bezeichnet a; € M, (K) = (K")* den i-ten Zeilen-
vektor von A, dann bildet {ay, ..., a,,} ein Erzeugendensystem von W°. Da die
Spalten von A’ ein Erzeugendensystem von img(t4:) bilden, folgt ndmlich mit
Bemerkung I11.4.5, dass die Zeilen von A ein Erzeugendensystem von img((¢4)")

darstellen, nach Satz I11.4.10 gilt jedoch W*° = ker(14)° = img((¢4)").

[11.4.12. KOROLLAR. Ist W ein Teilraum eines Vektorraums V', dann gilt:

(a) Die kanonische Inklusion v: W — V induziert einen Isomorphismus
Vi /We=w* |al—alw =aol, aecV™

Wir konnen V* /W* daher in natirlicher Weise mit W* identifizieren.
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(b) Die kanonische Projektion mw: V — V/W induziert einen Isomorphismus
(V/W)y =W, B Bom, e (V/W).
Wir konnen daher W° in natirlicher Weise mit (V/W)* identifizieren.

BEwEIS. Ad (a): Die Inklusionsabbildung ¢: W — V ist offensichtlich injek-
tiv, und img(t) = W. Nach Satz I11.4.10 ist daher die duale Abbildung /*: V* —
W* surjektiv, und ker(:*) = img(:)° = W°. Nach Korollar 11.6.6 induziert (' also
einen Isomorphismus V*/W° =2 W*  [a] — () = a o1 = aly, wobel o € V*.

Ad (b): Nach Satz I1.6.3 ist die kanonische Projektion 7: V' — V/W surjektiv,
und ker(m) = W. Nach Satz I11.4.10 ist daher die duale Abbildung #*: (V/W)* —
V* injektiv, und img(7*) = ker(7)° = W°. Somit liefert 7* einen Isomorphismus

(V/W)*=2We°, B+ 7'(8) = fom, wobei g € (V/W)*, O
Ist V' ein K-Vektorraum und v € V, dann ist die Abbildung
ev,: V' = K, ev,(a) = a(v),

linear, denn ev, (o +az2) = (o +a2)(v) = aq(v) +az(v) = ev,(ay) +evy,(az) und
ev,(Aa) = (Aa)(v) = Aa(v) = Aev,(«), fiir beliebige o, g, 0 € V* und A € K|
vgl. Beispiel I1.3.8. Somit ist ev, € (V*)*. Der Vektorraum (V*)* wird Bidual von
V' genannt und oft mit V** bezeichnet. Die Zuordnung

V=V 0y (v) = evy,

ist ebenfalls linear, denn es gilt evy, 14, (@) = a(v1+v2) = a(vy)+a(vy) = ev,, (a)+
evy, (a) = (evy, +evy,)(a) und evy,(a) = a(Mv) = da(v) = Aevy(a) = (Aev,) (@)
fiir alle v,v1,v3 € V und X\ € K.

I11.4.13. PROPOSITION. Die oben besprochene kanonische lineare Abbildung
w: V=V" ) (a) =al), veV,aeV™

ist injektiv. Fir jeden Teilraum W wvon V' gilt «(W) C W*°. Fir jede lineare
Abbildung p: V — U gilt o o1y = 1y 0 @, wobei p'*: V* — U** die zu ' duale
Abbildung bezeichnet, d.h. " (&)(B) = £(¥4(B)), E € V**, p € U*.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass ¢y injektiv ist. Sei dazu 0 # v € V.
Nach Korollar 111.3.28 existiert o € V* mit a(v) = 1. Es gilt daher ¢y (v)(a) =
a(v) =1 # 0, also ty(v) # 0. Es folgt ker(vy) = {0}, also ist ¢y injektiv, siehe
Proposition I1.3.22.

Sei nun W C V ein Teilraum, w € W und a € W°, d.h. a € V* und a|w = 0.
Dann folgt ¢y (w)(a) = a(w) = 0. Da dies fiir alle « € W* gilt, folgt vy (w) € We°.
Da dies fiir alle w € W richtig ist, erhalten wir ¢, (W) C Wee.
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Sei schlieflich ¢: V' — U linear, v € V und € U*. Dann gilt

(" o uy)(0)(B) = " (1 (v))(B) Definition der Komposition von Abb.
v()(©'(B)) Definition von der dualen Abb. ¢
0'(B)(v) Definition von ¢y

Blp(v)) Definition von der dualen Abb. '
ty(p(v))(5) Definition von ¢y

(tv o @)(v)(B)  Definition der Komposition von Abb.

L

Da dies fiir beliebige v € V und 8 € U* gilt, folgt ¢ o 1,y = 1y 0 . O
I11.4.14. BEMERKUNG. Die Abbildung ¢, : V' — V** ist i.A. nicht surjektiv.






IV. Endlich-dimensionale Vektorriume

Unter einem endlich-dimensionalen Vektorraum verstehen wir einen Vektor-
raum, der eine endliche Basis besitzt. Die entscheidende Beobachtung ist die
Tatsache, dass in diesem Fall je zwei Basen aus gleich vielen Elementen be-
stehen miissen, siehe Korollar IV.1.5 unten. Dies ermdglich es jedem endlich-
dimensionalen Vektorraum V eine Dimension, dim(V') € Ny, zuzuordnen, ndmlich
die Anzahl der Elemente einer, und dann jeder, Basis von V.

Im ersten Teil dieses Kapitels werden wir die grundlegenden Eigenschaften
dieses Dimensionsbegriffs zusammenstellen. Insbesondere werden wir sehen, dass
jeder Teilraum W von K" endlich-dimensional ist und daher von endlich-vielen
linear unabhéngigen Vektoren aufgespannt wird. In anderen Worten, jeder Teil-
raum lasst sich mit Hilfe einer Parameterdarstellung darstellen. Andererseits lésst
sich jeder Teilraum W von K" auch durch ein homogenes lineares Gleichungssy-
stem beschreiben, wobei mindestens n — dim(W) viele Gleichungen notwendig
sind. Anschliefend werden wir uns dem rechnerischen Aspekt widmen und Algo-
rithmen zur Losung linearer Gleichungssysteme und zur Berechnung der Inversen
einer Matrix besprechen. Im letzten Abschnitt werden wir lineare Abbildungen
zwischen allgemeinen endlich-dimensionalen Vektorrdumen, ¢: V' — W, durch
Matrizen beschreiben indem wir Basen der beiden Vektorrdume fixieren.

IV.1. Dimension. Im vorangehenden Kapitel haben wir Basen stets als
Teilmengen eines Vektorraums aufgefasst. Manchmal ist es jedoch zweckméafBig
geordnete Basen zu betrachten. Dies sind Systeme von Vektoren by, ...,b, die
ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem bilden. Wir wollen damit beginnen
diesen Begriff zu prézisieren.

Sei dazu V' ein Vektorraum iiber einem Koérper K. Ein System von Vektoren
v, ...,v, € V wird linear abhdngig genannt, falls \jv; + --- + A\,v, = 0 fiir
gewisse Skalare Ay, ..., A\, € K, die nicht alle veschwinden. Das System vy, ..., v,
heif3t linear unabhdngig wenn es nicht linear abhéngig ist. In anderen Worten, die
Vektoren vy, ..., v, sind genau dann linear unabhéngig, wenn aus A\jvy + --- +
AU, = 0 stets Ay = --- = A\, = 0 folgt. Dies ist genau dann der Fall, wenn die
Vektoren vy, ..., v, paarweise verschieden sind und die Teilmenge {vy,...,v,}
linear unabhéngig im Sinn von Abschnitt I11.2 ist.

IV.1.1. BEISPIEL. Die Vektoren (), (3), () sind linear abhingig in R?, aber
{(5),(8),(9)} bildet eine linear unabhingige Teilmenge von R2.

Ein System von Vektoren wvy,...,v, € V wird Erzeugendensystem von V'
genannt, falls (vy,...,v,) = V gilt, d.h. falls die Teilmenge {vy,...,v,} ein Er-
zeugendensystem von V' bildet, vgl. Abschnitt III.1. Ein linear unabhéngiges Fr-
zeugendensystem vy, ..., v, von V wird als (geordnete) Basis von V bezeichnet.
Die Vektoren vy, ..., v, bilden also genau dann eine geordnete Basis von V', wenn

sie paarweise verschieden sind und die Teilmenge {v1, ..., v,} eine Basis im Sinn
69
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von Abschnitt I11.3 bildet. Aus Proposition II1.3.2 erhalten wir sofort folgende
Charakterisierung geordneter Basen:

IV.1.2. PROPOSITION. Fiir ein System von Vektoren by, ..., b, eines K-Vek-
torraums V' sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) Die Vektoren by, ..., b, bilden eine Basis von V.
(b) Zu jedem v € V existieren eindeutige Skalare Ay, ..., N\, € K, sodass v =
Aiby 4 -+ Ayby,.
(c) Die Abbildung
I
¢o: K" =V, o | =xb+ -+ 2by,
:L‘n
15t ein linearer Isomorphismus.

(d) Ist W ein K-Vektorraum und wy, ..., w, € W, dann ezistiert eine eindeutige
lineare Abbildung ¢: V — W, sodass p(b;) = w; fir allei=1,..., n.

Aus Proposition II1.3.14 erhalten wir auch:

IV.1.3. PROPOSITION. Ist p: V — W linear und by, ..., b, eine Basis von V,
dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) @ ist ein Isomorphismus.
(b) Fir jede Basis ¢y, ..., Cy von V ist o(c1), ..., 0(cm) eine Basis von W.
(c) o(b1),...,¢(b,) ist eine Basis von W.

Der Schliissel zum Dimensionsbegriff ist folgendes Resultat.

IV.1.4. SATZ (Austauschsatz von Steinitz). Sei vy, ..., v, ein Erzeugendensy-
stem eines Vektorraums V', und wy, ..., wy linear unabhdngig in V. Dann gilt
k<n
und, nach geeignetem Umnummerieren der Vektoren vy, ..., v,, bildet auch
W1y ooy Whey U1y - - - Up

ein Erzeugendensystem von V.

BeEwEIS. Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach k. Fiir k£ = 0 ist die
Aussage trivial. Fiir den Induktionsschritt sei nun & > 1 und die Aussage fiir
k — 1 bereits gezeigt. Nach Induktionsvoraussetzung gilt daher £ — 1 < n und,
nach geeignetem Umnummerieren der Vektoren vy, ..., v, bildet

Wiy ooy Wh—1, Uky -+, Up (IV.1)
ein Erzeugendensystem von V. Daher existieren Skalare \; € K, sodass
W = AWy + -+ + A1 Whe1 + AUk + -+ -+ AU (IVQ)

Da das System wy,...,wy linear unabhéingig ist folgt £ < n und mindestens
einer der Skalare Ag,...,\, muss verschieden von 0 sein. Andernfalls erhielten
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wir die Relation w, = A\w; + -+ + A\g_1wi_1, was der linearen Unabhéngigkeit
des Systems wy, ..., w; widerspriache. Durch Umnummerieren der Vektoren v;
konnen wir also A, # 0 erreichen. Aus (IV.2) erhalten wir daher

Akt An

Al Ak71 —_— . e e — —
A Vk+1 A Un-

= My — e — Lo —
U = py w1 Y Wg—1 + py Wy,

Dies zeigt, dass der Vektor v, im Erzeugniss des Systems
W1y e ooy Wiy Vgi1y -+ Up (IV.3)
liegt. Mit (IV.1) ist daher auch (IV.3) ein Erzeugendensystem fir V. O

IV.1.5. KOROLLAR. Fiir einen Vektorraum V sind dquivalent:

(a) V besitzt eine endliche Basis.
(b) V ist endlich erzeugt, d.h. besitzt ein endliches Erzeugendensystem.

(c¢) Jede linear unabhingige Teilmenge von V ist endlich.
(d) Jede Basis von V ist endlich.

In diesem Fall haben je zwei Basen von V' gleich viele Elementen.
BEWEIS. Die Implikation (a)=(b) ist trivial. Die Implikation (b)=-(c) folgt

aus Satz IV.1.4. Die Implikation (c)=-(d) ist trivial. Die Implikation (d)=-(a)
folgt aus Korollar 111.3.23(a). Damit ist die Aquivalenz der vier Aussagen gezeigt.

Sind by, ..., by, und by, ..., b, zwei endliche Basen von V, dann erhalten wir aus
Satz IV.1.4 nun m < n und n < m, also n = m, d.h. die Basen bestehen aus
gleich vielen Vektoren. U

IV.1.6. DEFINITION (Dimension). Ein Vektorraum V wird endlich dimensio-
nal genannt, wenn er eine endliche Basis besitzt. In diesem Fall existiert eine
eindeutige Zahl n € Ny, sodass jede Basis von V' aus genau n Elementen besteht,
siehe Korollar IV.1.5. Diese Zahl n wird als Dimension von V bezeichnet und
mit dim(V') notiert. Wir sagen auch V ist ein n-dimensionaler Vektorraum. Be-
sitzt V' keine endliche Basis dann wird V' unendlich dimensional genannt und wir
schreiben dim(V') = oo.

IV.1.7. BEMERKUNG. Ein Vektorraum V ist genau dann 0-dimensional, wenn
die leere Menge eine Basis von V' bildet. Dies ist genau dann der Fall, wenn V'
nur aus dem Nullvektor besteht, d.h. V' = {0}.

IV.1.8. BEISPIEL. Es gilt dim(K") = n, denn nach Beispiel I11.3.5 bilden die
Einheitsvektoren eq, ..., e, eine Basis von K", die aus genau n Vektoren besteht.

IV.1.9. BEISPIEL. Esist dim(K|[z]<,) = n+1, denn die Monome 1, z, 2%, ..., 2"
bilden eine Basis von K]z]<,, die aus genau n + 1 Elementen besteht.

IV.1.10. BeispiEL. Es gilt dim(M,,«,(K)) = mn, denn die Matrizen E; ;,
1 <i<m,1<j<mn, bilden eine Basis von M,,,(K), die aus genau mn vielen
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Elementen besteht. Dabei bezeichnet

0O --- 000 --- 0
0 000 0
E,;j=10 010 0
0 000 0
0O --- 000 --- 0

jene (m x n)-Matrix, deren einzige nicht verschwindende Eintragungen eine Eins
in der i-ten Zeile und j-ten Spalte bildet. In anderen Worten: (E; ;) = dir0;1.

IV.1.11. BEISPIEL. Der Vektorraum der Polynome, K|z], ist unendlich-dim-
ensional, denn die linear unabhiingige Teilmenge der Monome, {1, z, 2%, 2%, ... },
hat unendlich viele Elemente.

IV.1.12. BEISPIEL. Betrachten wir C als komplexen Vektorraum, so ist dieser
ein-dimensional, denn 1 bildet eine Basis. Wir kénnen C = R? aber auch als zwei-
dimensionalen reellen Vektorraum auffassen, dann bildet etwa 1,i eine Basis. Es
gilt daher dim¢(C) = 1 und dimg(C) = 2, siehe auch Aufgabe 75.

IV.1.13. BEMERKUNG. Sind V und W zwei isomorphe Vektorrdume und
ist V' endlich dimensional, dann ist auch W endlich-dimensional und es gilt
dim(V) = dim(W). Ist namlich by,...,b, eine Basis von V und ¢: V. — W
ein Isomorphismus, dann bildet ¢(b), ..., ¢(b,) eine Basis von W, siehe Propo-
sition IV.1.3.

Das folgende Resultat zeigt, dass es iiber jedem Korper K im Wesentlichen
nur einen n-dimensionalen Vektorraum gibt, ndmlich K.

IV.1.14. KOROLLAR. Zwei endlich dimensionale K-Vektorrdume sind genau
dann isomorph, wenn sie gleiche Dimension haben. Insbesondere gilt K* =2 K™
genau dann, wenn n = m. Jeder endlich-dimensionale K-Vektorraum V st zu
K™ isomorph, wobei n = dim(V').

BEWwEIS. In Bemerkung IV.1.13 haben wir bereits beobachtet, dass isomorphe
endlich-dimensionale Vektorrdume gleiche Dimension haben miissen. Umgekehrt
folgt aus Bemerkung II1.3.11, dass endlich-dimensionale Vektorrdume gleicher
Dimension isomorph sind. 0

IV.1.15. BEMERKUNG. Sind A € M,,»,,(K) und B € M, ., (K) zwei Matrizen,
sodass AB = I, und BA = I,,, dann muss n = m gelten. Eine Matrix kann also
nur dann invertierbar sein, wenn sie quadratisch ist. Aus den beiden Gleichungen
folgt nédmlich, dass die assoziierten linearen Abbildungen ¥ 4: K* — K™ und
Yp: K" — K" zueinander inverse Isomorphismen darstellen, d.h. ¥4 o ¢y =
Yap = Y, = idgm und Y o Yy = Ypa = Yy, = idgn, vgl. Satz 11.4.4, die
Relation n = m folgt daher aus Korollar IV.1.14.
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IV.1.16. KOROLLAR. Ist V' ein n-dimensionaler Vektorraum dann gilt:

(a) Jede linear unabhdngige Teilmenge von V' hat hochstens n verschiedene Ele-
mente. Sind vy, ...,v, linear unabhdngig in V', dann bilden diese Vektoren
schon eine Basis von V.

(b) Jedes Erzeugendensystem von V' besitzt mindestens n verschiedene Elemente.
Istvy, ..., v, ein Erzeugendensystem von' V', dann bilden diese Vektoren schon
eine Basis von V.

BEwEIS. Nach Voraussetzung existiert ein linear unabhéngiges Erzeugenden-
system von V', das aus genau n Vektoren besteht. Nach Satz IV.1.4 kann eine
linear unabhéngige Teilmenge von V' hochstens n Elementen haben, und jedes
Erzeugendensystem von V' muss aus mindestens n Vektoren bestehen. Die restli-
chen Behauptungen folgen aus Proposition I11.3.19. U

Daraus erhalten wir auch:

IV.1.17. KOROLLAR. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und v, ..., v,
ein System von n Vektoren in V. Dann sind dquivalent:

(a) vi,..., v, ist eine Basis von V.
(b) vi,...,v, ist linear unabhingig in V.
(c) vi,...,v, ist ein Erzeugendensystem von V.

IV.1.18. BEMERKUNG. Nach Bemerkung III.3.15 ist eine quadratische Matrix
A € M,y,(K) genau dann invertierbar, wenn ihre Spaltenvektoren eine Basis
von K" bilden. Nach Korollar IV.1.17 ist dies genau dann der Fall, wenn die
Spaltenvektoren linear unabhéngig sind. Ebenso ist A genau dann invertierbar,
wenn die ihre Spaltenvektoren ein Erzeugendensystem von K" bilden.

IV.1.19. BEMERKUNG. Ein Vektorraum V' hat genau dann Dimension n, wenn
es n linear unabhéngige Vektoren vy, ..., v, in V gibt und je n+ 1 Vektoren in V'
linear abhéngig sind. Auch hat V' genau dann Dimension n, wenn ein Erzeugen-
densystem von V' mit n Vektoren existiert, und je n—1 Vektoren V nicht erzeugen.
Dies folgt aus Korollar IV.1.16 und Proposition II1.3.19, vgl. Aufgabe 67.

IV.1.20. KOROLLAR. Ist W ein Teilraum eines endlich-dimensionalen Vek-
torraums V', dann ist auch W endlich-dimensional und es gilt

dim(W) < dim(V).
Ist dariber hinaus dim(W) = dim(V'), dann folgt schon W = V.

BewEIs. Nach Korollar IV.1.16(a) besteht jede linear unabhéngige Teilmenge
von W aus hochstens dim(V') vielen Elementen. Es gibt daher eine grofite Zahl
k € Ny, sodass linear unabhéngige Vektoren wi, ..., wy in W existieren. Nach
Konstruktion bilden die Vektoren wsq, ..., w; eine maximal linear unabhéngige
Teilmenge von W und daher eine Basis von W, siehe Proposition I11.3.19. Somit

ist W endlich dimensional, und es gilt dim(W) = k < dim(V). Gilt dariiber
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hinaus dim(W) = dim(V'), dann ist wy,...,w; auch Basis von V, siche Korol-
lar IV.1.16(a), und daher V = (wq, ..., wg) = W. O

IV.1.21. BEMERKUNG (Teilrdume von K"). Nach Korollar IV.1.20 ist jeder
Teilraum W C K" endlich-dimensional und es gilt 0 < dim(W) < n. Es existieren
daher linear unabhéngige Vektoren wy, ..., w,, € W, sodass W = (wy, ..., wy),
wobei m = dim(W). Diese Vektoren bilden eine Basis von W und es gilt W = K™.
Jeder Teilraum von K" ist also zu einem K™ isomorph, wobei 0 < m < n.

IV.1.22. BEISPIEL (Teilrdume von K?). Aus Bemerkung IV.1.21 folgt, dass
jeder Teilraum W von K2 von der Form

W ={0}, W= (w), oder W =K

ist, wobei 0 # w € K2. In Beispiel 11.2.9 haben wir dies schon auf elementare
Weise hergeleitet.

IV.1.23. BEISPIEL (Teilriume von K?). Bemerkung IV.1.21 folgt, dass jeder
Teilraum W von K3 von der Form

W={0}, W= (w), W= (w,w), oder W =K

ist, wobei 0 # w € K3 und wy,w, linear unabhingig in K* sind. Fiir K = R
entsprechen die nicht-trivialen Félle also genau den Geraden bzw. Ebenen durch
den Koordinatenursprung.

IV.2. Dimensionsformeln. Wir wollen in diesem Abschnitt Dimensions-
formel fiir Summen und Durchschnitte von Teilrdumen, Kern und Bild linearer
Abbildungen, Dualrdumen, Quotientenrdumen und Annihilatoren herleiten, und
einige Anwendungen besprechen.

IV.2.1. SATZ (Dimension von Summen und Durchschnitten). Seien Wy und
Wy zwei Teilrdume eines Vektorraums V. Es ist W1 + Wy genau dann endlich-
dimensional, wenn W1 und Wy beide endlich-dimensional sind. In diesem Fall ist
auch W1 N Wy endlich-dimensional und es gilt

BeweEis. Ist W; 4+ W5 endlich-dimensional, dann gilt dies auch fiir die Teil-
raume Wy, Wy und Wy N Wy von Wy 4+ Wy, siehe Korollar 1V.1.20. Seien nun
umgekehrt W; und W5 endlich-dimensional. Nach Proposition I11.3.29 existieren
daher endliche Basen By von W7 und B, von Ws, sodass B; N By eine Basis von
Wi N Ws bildet und By U By eine Basis von Wy + W ist. Es gilt daher:

dim(Wy) = B,
dim(Wy) = By
dim(Wy N Wa) = #(B1 N By)
dim(W, + W) = £(B, U By)
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wobei §X die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge X bezeichnet. Aus der
evidenten Formel

1(B1 N By) + §(B1U By) = £B; + By
erhalten wir den Satz. O

IV.2.2. KOROLLAR (Dimension direkter Summen). Seien Wy und Wy zwei
komplementdire Teilrdume eines Vektorraums V', d.h. V. = W1 & Ws. Es ist V
genau dann endlich-dimensional, wenn Wi und Wy beide endlich-dimensional
sind, und in diesem Fall gilt

dim (V) = dim(W;) + dim(W3).
BEwEIs. Nach Voraussetzung gilt W, N Wy = {0} und Wy + Wy = V. Das
Korollar folgt daher sofort aus Satz IV.2.1. U

IV.2.3. KOROLLAR. Seien Wy und Wy zwei Teilraume eines endlich dimen-
sionalen Vektorraums V und dim(W;) + dim(W3) = dim(V'). Dann sind die fol-
genden Aussagen dquivalent:

(a) W1 ) WQ =V.
(C) W1 + W2 =V

BeEwEIs. Nach Satz IV.2.1 ist dim(W; NWs) +dim(W; +Ws,) = dim(V), also

Mit Korollar IV.1.20 und Bemerkung IV.1.7 folgt daher die Aquivalenz (b)<(c).
Die verbleibenden Behauptungen sind nun trivial. U

IV.2.4. BEISPIEL. Ist E ein 2-dimensionaler Teilraum von K3 und ist L ein
1-dimensionaler Teilraum von K3, der nicht in F enthalten ist, dann gilt schon

Ea L =K.

Nach Voraussetzung ist ndmlich FN L C L, also dim(F N L) < dim(L) = 1 nach
Korollar IV.1.20, folglich dim(£NL) = 0 und daher ENL = {0}. Die Behauptung
folgt somit aus Korollar IV.2.3.

IV.2.5. BEMERKUNG. Sind W; und W5 zwei Teilrdume eines endlich-dimen-
sionalen Vektorraums V', sodass

dim(Wy NWy) < dim(W7) + dim(Ws) — dim(V),
dann muss schon W; + Wy =V und
dim(W; N Wy) = dim(W7) 4 dim(Ws) — dim(V)
gelten. Aus Satz IV.2.1 folgt namlich
dim(Wy + Wy) = dim(W7) 4+ dim(Ws) — dim(W; N Ws) > dim(V),

also Wi + Wy = V nach Korollar IV.1.20. Die Formel fiir die Dimension des
Durchschnitts folgt nun aus Satz IV.2.1.
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IV.2.6. BEISPIEL. Sind F; und E5 zwei verschiedene 2-dimensionale Teilrdume
von K3, dann gilt

Ey+E, =K und dim(E;NE,)=1.
Nach Voraussetzung ist namlich Fy N Ey C E; oder Ey N Ey C Es, jedenfalls

folgt dim(E; N Ey) < 2 = dim(E,) = dim(F>) nach Korollar IV.1.20, und somit
dim(E; N Ey) <1=2+2—3=dim(E;) + dim(F,) — dim(K?). Die Behauptung
folgt daher aus Bemerkung IV.2.5. Fiir den Kérper K = R bedeutet dies, dass
zwei verschiedene Ebenen durch den Koordinatenursprung ganz R? erzeugen und

ihr Durchschnitt eine Gerade bildet. Siehe auch Aufgabe 71.

IV.2.7. BEMERKUNG. Sind W; und W5 zwei Teilrdume eines endlich-dimen-
sionalen Vektorraums V', sodass

dim(W; + Wy) > dim(W7) + dim(Ws),
dann muss schon W; N Wy = {0} und
dim(W; + Wy) = dim(W7) + dim(Ws)
gelten. Aus Satz IV.2.1 folgt ndmlich
dim(W; N Wy) = dim(Wy) 4+ dim(Ws) — dim(W; + Ws) <0,
also dim(W; + Ws) = 0 und daher Wy N Wy = {0}. Die Formel fiir die Dimension

der Summe folgt nun aus Satz IV.2.1.

IV.2.8. KOROLLAR (Dimension eines Quotienten). Sei W' ein Teilraum eines
Vektorraums V. Es ist V' genau dann endlich-dimensional, wenn W und V/W
beide endlich-dimensional sind, und in diesem Fall gilt

dim(V') = dim(W) + dim(V/W).

BeEWEIS. Nach Korollar I11.3.26 existiert ein zu W komplementéarer Teilraum
W' in V, d.h. V. =W & W'. Nach Korollar I1.6.7 gilt W’ = V/W. Insbesondere
ist W’ genau dann endlich-dimensional, wenn V/W endlich-dimensional ist, und
in diesem Fall gilt dim(W’) = dim(V/W). Das Korollar folgt daher aus Korol-
lar IV.2.2. U

IV.2.9. KOROLLAR (Dimension von Kern und Bild). Sei p: V. — W eine
lineare Abbildung. Es ist V' genau dann endlich-dimensional, wenn ker(yp) und
img(y) beide endlich-dimensional sind, und in diesem Fall gilt

dim(V') = dim(ker(y)) + dim(img(yp)).

BewEIs. Nach Korollar I11.6.6 gilt V/ker(¢) = img(y). Insbesondere ist also
img(p) genau dann endlich-dimensional, wenn V/ ker(y) endlich-dimensional ist,
und in diesem Fall gilt dim(V/ker(¢)) = dim(img(y)). Das Korollar folgt daher
aus Korollar IV.2.8. u
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IV.2.10. BEISPIEL (Hyperebenen). Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum
und a: V' — K ein nicht-triviales lineares Funktional, o # 0. Dann folgt {0} C
img(a) C K, aus Dimensionsgriinden gilt daher img(a) = K, also dim(img(a)) =
1. Mit Korollar IV.2.9 folgt dim(ker(a)) = n — 1. Teilrdume der Form ker(«) mit
0 # a € V* werden Hyperebenen genannt. Dies sind also genau jene Teilrdume,
die sich durch eine nicht-triviale lineare Gleichung beschreiben lassen. In R3?
entsprechen diese genau den Ebenen durch den Koordinatenursprung.

IV.2.11. KOROLLAR. Ist p: V. — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-
dimensionalen K- Vektorrdumen gleicher Dimension, dim(V') = dim(W), dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) ¢ ist injektiv.
(b) @ ist surjektiv.
(c) @ ist ein linearer Isomorphismus.

BEWEIS. Es gilt:
@ ist injektiv < ker(y) = {0} nach Proposition I1.3.22
< dim(ker(y)) =0 nach Bemerkung IV.1.7
< dim(img(y)) = dim(V) nach Korollar IV.2.9
& dim(img(y)) = dim(W) da dim(V') = dim(W)
S img(p) =W nach Korollar IV.1.20
& ist surjektiv

Dies zeigt (a)<(b). Die verbleibenden Behauptungen folgen sofort aus Bemer-
kung I1.3.11. U

IV.2.12. BEMERKUNG. Eine injektive lineare Abbildung zwischen unendlich-
dimensionalen Vektorrdumen wird i.A. nicht surjektiv sein. Etwa ist die lineare
Abbildung K[z] — K][z], p — zp, injektiv aber nicht surjektiv. Auch muss ei-
ne surjektive lineare Abbildung zwischen unendlich-dimensionalen Vektorrdum-
en nicht injektiv sein. Zum Beispiel ist die lineare Abbildung K[z] — K|z],
ap+ a2+ asz® +az2® + - = ay +asz +azz? + - - -, surjektiv aber nicht injektiv.
Auf die Voraussetzung in Korollar IV.2.11 kann daher nicht verzichtet werden.

IV.2.13. KOROLLAR. Seien A, A" € M, (K) zwei quadratische Matrizen.

(a) Gilt A’A = I,,, dann ist A invertierbar mit Inverser A= = A’.
(b) Gilt AA' = 1,,, dann ist A invertierbar mit Inverser A~' = A’

BEWEIS. Wir zeigen nur die erste Behauptung, die zweite ldsst sich vollig
analog beweisen. Seien also A, A" € M,,«,(K) und A’A = I,,. Betrachten wir
die assoziierten linearen Abbildungen 4,94 : K* — K", dann folgt idgn =
V1, = Yara = Ya 01y, sieche Satz 11.4.4. Die lineare Abbildung ¢4: K* — K"
ist daher injektiv, und somit ein Isomorphismus, siehe Korollar IV.2.11. Nach
Korollar I1.4.6 ist A also invertierbar. U
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IV.2.14. SATZ (Dimension von L(V,W)). Sind V und W zwei endlich-dimen-
sionale K-Vektorrdume, dann ist auch L(V,W) endlich-dimensional und es gilt

dim(L(V, W)) = dim(V') - dim(W).

PrROOF. Es existieren Isomorphismen ¢: K" = V und P K™ = W, wobei
n = dim(V) und m = dim(W). Weiters ist die Zuordnung

L(V,W) S LK, K™), pr—ilopod,

ein linearer Isomorphismus mit Umkehrabbildung o + 1 oo o¢~!. Die Linearitiit
dieser Abbildung folgt aus Proposition I1.3.18, denn

v o(pitp)og =0 opiog + Y¥lopod

und ¢t o (Ap) o = A(Yp~! o po @), fiir beliebige p, p1, p2 € L(V,W) und X € K.
Da L(K™", K™) = M,,x,(K), siche Satz 11.4.4, erhalten wir L(V, W) = M,,x,(K),
das Korollar folgt somit aus Beispiel IV.1.10, dim(M,,x,(K)) = mn. O

IV.2.15. KOROLLAR. Ein Vektorraum V ist genau dann endlich-dimensional,
wenn sein Dualraum V* endlich-dimensional ist. In diesem Fall gilt

dim (V) = dim(V*)

und die kanonische Abbildung vV — V** aus Proposition II1.4.13 ist ein Iso-
morphismus.

BeweEis. Ist V endlich-dimensional, dann folgt mit Satz IV.2.14, dass auch
V* = L(V,K) endlich-dimensional ist und

dim(V*) = dim(L(V,K)) = dim(V) - dim(K) = dim (V) - 1 = dim(V).

Nach Proposition I11.4.13 ist die Abbildung ¢: V' — V** injektiv, aus Korol-
lar IV.2.11 folgt daher, dass ¢ ein Isomorphismus ist, denn dim(V**) = dim(V*) =
dim(V'). Sei nun umgekehrt V* endlich dimensional. Nach dem eben gezeigten ist
daher auch V** endlich-dimensional. Nach Proposition 111.4.13 ist die kanonische
lineare Abbildung ¢: V' — V** injektiv. Somit ist V' zu dem Teilraum img(:) von
V** isomorph. Aus Korollar IV.1.20 folgt daher, dass auch V' endlich-dimensional
sein muss. U

IV.2.16. KOROLLAR (Dimension des Annihilators). Sei W ein Teilraum eines
Vektorraums V. Es ist W° genau dann endlich-dimensional, wenn V /W endlich-
dimensional ist, und in diesem Fall gilt

dim(W°) = dim(V/W).

BEWwEIS. Dies folgt aus Korollar IV.2.15, denn es gilt W° = (V/W)*, siehe
Korollar 111.4.12(b). O
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IV.2.17. SaTz (Teilrdume und Gleichungssyteme). Sei W' ein Teilraum eines
Vektorraums V', sodass V/W endlich-dimensional ist. Eine Teilmenge A C V*
ist genau dann ein Erzeugendensystem von W°, wenn W = [ <4 ker(a) gilt. Es
gibt daher k = dim(V/W) wviele Funktionale o, ..., ar € V*, sodass

k
W = ﬂ ker (o),
i=1
d.h. W ist Durchschnitt von k Hyperebenen, vgl. Beispiel IV.2.10. Jedes Funktio-
nal o € V*, das auf W verschwindet, o|w = 0, ist eine Linearkombination von
i, ..., ar. Mit weniger als k linearen Funktionalen ldsst sich W nicht beschrei-
ben.

BEWEIS. In Bemerkung I11.4.8 haben wir bereits festgehalten, dass fiir jedes
Erzeugendensystem A von W° auch W = (., ker(a) gelten muss. Sei nun um-
gekehrt W = ) o4 ker(a). Nach Korollar 1V.2.16 ist W* endlich-dimensional,
also ist auch der Teilraum (A) endlich-dimensional, es existieren daher endlich
viele Funktionale oy, ...,a; € A, die eine Basis von (A) bilden. Wie in Bemer-
kung I11.4.8 folgt

!

W = n ker(a) = ﬂ ker(a) = nker(ozi),
acA ac(A) =1

denn (A) = (a,...,q). Zusammen definieren die Funktionale o;: V' — K ei-

ne lineare Abbildung ¢: V — K!, sodass W = ker(yp). Wir erhalten V/W =

img(p) C K, also

dim(W°) = dim(V/W) = dim(img(y)) < dim(K") = 1.

Aus Korollar IV.1.16(a) folgt daher, dass a, . .., a; eine Basis von W° sein muss,
denn ay, ..., q; sind linear unabhéngig in W°. Somit enthélt A ein Erzeugenden-
system von W° und muss daher selbst ein Erzeugendensystem von W° sein. Die
verbleibenden Aussagen folgen nun aus Korollar 1V.2.16. O

IV.2.18. BEMERKUNG (Teilrdume von K" und Gleichungssysteme). Sei W ein
Teilraum von K™ und k = n — dim(W). Dann existiert ein Gleichungssystem

anry + -+ a1, = 0

a1+ + Qepty = 0

sodass W mit der Losungsmenge dieses Systems iibereinstimmt. Dies folgt aus
Satz IV.2.17, denn dim (K" /W) = dim(K") — dim(W') = k. Jeder Teilraum von
K™ l&sst sich daher durch ein Gleichungssytem beschreiben. Fassen wir die Koef-
fizienten a;; zu einer Matrix A € My, (K) zusammen, dann gilt also W = {x €
K" : Az = 0}. Weniger als k& Gleichungen reichen nicht aus um W darzustellen,
auch dies folgt aus Satz IV.2.17.
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IV.2.19. DEFINITION (Rang linearer Abbildungen). Eine lineare Abbildung
¢: V. — W hat endlichen Rang wenn ihr Bild, img(y), endlich-dimensional ist.
In diesem Fall wird die Zahl

rank(p) := dim(img(y))
als Rang der linearen Abbildung ¢ bezeichnet.

IV.2.20. SATZ (Rang der dualen Abbildung). Fine lineare Abbildung ¢: V —
W hat genau dann endlichen Rang, wenn ihre duale Abbildung p': W* — V*
endlichen Rang hat, und in diesem Fall gilt

rank(¢") = rank(y).

BeEwEIS. Aus Satz 111.4.10, Korollar I111.4.12(b) und Korollar I1.6.6 erhalten
wir Isomorphismen

img(") = ker(p)” = (V/ ker(p))" = img(¢p)".
Insbesondere ist img(¢') genau dann endlich-dimensional, wenn img()* endlich-
dimensional ist, und in diesem Fall gilt dim(img(¢")) = dim(img(¢)*). Der Satz
folgt daher aus Korollar 1V.2.15. O

IV.2.21. BEMERKUNG. Jeder komplexe Vektorraum V' kann auch als reeller
Vektorraum aufgefasst werden, indem wir die Skalarmultiplikation C x V' — V
zu R x V — V einschrinken. Wir werden diesen reellen Vektorraum wird mit V'
bezeichnen, er wird der dem komplexen Vektorraum V' zugrundeliegende reelle
Vektorraum genannt. Ist by,...,b, eine Basis des komplexen Vektorraums V,
dann bildet

by,iby, ba,ibs, ..., by, 1D,
eine Basis des zugrundeliegenden reellen Vektorraums V¥, vgl. Aufgabe 76. Mit
V ist daher auch V¥ endlich-dimensional und es gilt

dimg (V®) = 2dimc¢(V).
IV.2.22. BEMERKUNG. Sei V ein reeller Vektorraum. Mit den Operationen
(VxV)x(VxV) 5V x Vo (v, wr) + (v2, we) i= (V1 + vz, wy + wy),
Cx(VxV)=VxV, (a+ bi)(v,w) := (av — bw, bv + aw),
a,b € R, v,v1,v9, w,wi,wy € V, wird V x V zu einem komplexen Vektorraum,
vgl. Aufgabe 77. Wir bezeichnen diesen komplexen Vektorraum mit VC, er wird
die Komplezifizierung von V genannt. Wir fassen V als Teilmenge von VC auf,
v+ (v,0). Jedes Element von VC lisst sich daher in der Form v + iw schreiben,

fiir eindeutig bestimmte v,w € V. In dieser Darstellung sehen Addition und
Skalarmultiplikation vertrauter aus:

(v1 +iws) + (v2 +1wa) = (V1 + v2) + (w1 + w2)
(a+ bi)(v+iw) = av — bw + i(aw + bv)
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Ist by,...,b, eine Basis des reellen Vektorraums V', dann bildet b4, ...,b, auch
eine Basis des komplexen Vektorraums V. Mit V ist daher auch V' endlich-
dimensional und es gilt

dime(VE) = dimg(V).

~ ~

IV.2.23. PROPOSITION. Seien ¢: V' — V und ¢v: W — W' zwei lineare
Isomorphismen. Fine lineare Abbildung ¢: V. — W hat genau dann endlichen
Rang, wenn Y opo¢g: V' — W' endlichen Rang hat und in diesem Fall gilt

rank (¢ o ¢ o ¢) = rank(yp).
BEWEIS. Da ¢ surjektiv ist, gilt ¢(V’) =V und somit
img(y 0 p o) = (Yo pod)(V') =(p(¢(V"))) = d(e(V)) = ¢ (img(p)).
Wegen der Injektivitdt von 1 liefert die Einschrinkung einen Isomorphismus
Vlimg(e)© 1mg (i) = (img(p)).
Zusammen folgt img(y o p 0 ¢) = img(p), also rank(y o p o ¢) = rank(yp). O

IV.3. Rang von Matrizen. Sei A € M,,,(K) eine Matrix und
Ya: K" — K™, Ya(z) = Az,
die damit assoziierte lineare Abbildung. Der Teilraum
L :=ker(y4) C K" (IV.4)

ist daher genau der Ldsungsraum des homogenen Systems Ax = 0. Der von
den Spalten einer Matrix aufgespannte Teilraum wird ihr Spaltenraum genannt.
Bezeichnen wir die Spalten mit A = (aq|---|a,), so stimmt der Spaltenraum,

W :=img(ya) = (ai,...,a,) C K™, (IV.5)

also mit dem Teilraum jener y € K™ iiberein, fiir die das Gleichungssystem
Ax = y eine Losung € K" hat. Unter dem Zeilenraum einer Matrix verstehen
wir den von den Zeilen aufgespannten Teilraum. Wir fassen die Zeilenvektoren
der Matrix A als Elemente des Dualraums, (K")* = L(K", K) = M, (K) auf.
Bezeichnen wir die Zeilen von A mit ag, ..., a,,, dann stimmt der Zeilenraum
mit L° iiberein, siehe Satz I11.4.10,

L° = ker(th4)° = img((4)") = a1, @) € (K")",

Wir konnen den Zeilenraum daher als den Vektorraum aller linearer Gleichungen
verstehen, denen L geniigt. Schliellich betrachten wir auch

W = img(¥a)° = ker((¢4)") € (K™)",

den Teilraum aller Gleichungen, denen W geniigt.
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IV.3.1. DEFINITION (Rang einer Matrix). Unter dem Rang einer Matrix A €

M,pxn(K) verstehen wir den Rang der damit assoziierten linearen Abbildung
a: K" — K™ a(x) = Az, d.h.

rank(A) := rank(t4).

Nach Definition gilt daher dim (/') = rank(A). Der Rang bestimmt auch die
Dimensionen der anderen Teilraume, die wir oben betrachtet haben:

IV.3.2. SATz (Rang). Sei A € M, (K) und k = rank(A). Dann gilt:

(a) dim(L) = n — k, d.h. der Losungsraum ist (n — k)-dimensional.

(b) dim(W) = k, d.h. der Spaltenraum ist k-dimensional. Die Matriz A besitzt
daher k linear unabhdngige Spalten, und je k+1 Spalten sind linear abhdingig.

(¢c) dim(L°) = k, d.h. der Zeilenraum ist k-dimensional. Die Matriz A besitzt
daher k linear unabhdingige Zeilen, und je k + 1 Zeilen sind linear abhdngig.
Jedes minimale lineare Gleichungssystem fiir L besteht daher aus genau k
Gleichungen.

(d) dim(W°) = m — k. Jedes minimale lineare Gleichungssystem fiir W besteht
daher aus genau m — k Gleichungen.

BEWEIS. Behauptung (b) ist trivial, vgl. Definition IV.3.1 und (IV.5). Be-
hauptung (a) folgt aus Korollar IV.2.9, denn mit (IV.4) erhalten wir

dim(L) = dim(ker(¢4)) = dim(K") — dim(img(¢4)) = n — rank(A) =n — k.
Mit Korollar IV.2.8 und Korollar 1V.2.16 folgt nun
dim(L°) = dim(K"/L) = dim(K") — dim(L) =n — (n — k) = k.

Nach Bemerkung I'V.2.18 ldsst sich L als Losungsmenge eines linearen Gleichungs-
systems mit k& Gleichungen beschreiben, und weniger als k lineare Gleichungen
reichen nicht aus. D.h. jedes minimale lineare Gleichungssystem fiir L muss aus
genau k Gleichungen bestehen. Damit ist auch (c) gezeigt. Analog erhalten wir
dim(W°) = dim(K” /W) = dim(K") — dim(W) = m — k, und somit (d). O

Der Rang wurde als Dimension des Spaltenraums definiert, er wird daher
manchmal auch als Spaltenrang bezeichnet. Unter dem Zeilenrang verstehen wir
die Dimension des von den Zeilen aufgespannten Teilraums. Aus dem eben bewie-
senen Satz IV.3.2(b)&(c) folgt, dass diese beiden Begriffe iibereinstimmen. Wir
wollen dies nun nochmals auf direktere Art zeigen:

IV.3.3. SATZ (Rang der Transponierten). Fir jede Matriz A € M, (K) gilt:
rank(A") = rank(A).
Der Zeilenrang stimmt daher stets mit dem Spaltenrang tiberein. Weiters gilt:

0 < rank(A) < min(n,m).
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BEWEIS. Betrachte die lineare Abbildung ¢4: K* — K™ ¢4(z) = Az, und
die duale Abbildung (¢4)": (K™)* — (K")*. In Bemerkung II1.4.5 haben wir
Isomorphismen ¢gm: K™ — (K™)* und ¢gn: K* — (K")* konstruiert, sodass

bar = dign 0 (Ya)" 0 drem.
Mit Proposition IV.2.23 und Satz 1V.2.20 erhalten wir daher

rank(A") = rank(yar) = rank(¢gs o (¥4)" © dxm )
= rank((¢4)") = rank(¢p4) = rank(A).

Da die Zeilen von A gerade die Spalten von A’ bilden, stimmen Zeilen- und
Spaltenrang also iiberein. Da img(1¢4) C K™ gilt rank(A) = dim(img(¢a)) <
dim(K™) = m und analog rank(A") < n. Zusammen mit rank(A’) = rank(A)
folgt daraus rank(A) < min(n,m). O

IV.3.4. KOROLLAR. Fir A € M,«,(K) sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Die Matriz A besitzt eine Rechtsinverse A" € M, xm(K), d.h. AA" = I,,.

(b) Die lineare Abbildung ¥ 4: K" — K™, ¥a(x) = Az, ist surjektiv.

(¢) Das Gl.system Ax =y hat fiir jedes y € K™ mindestens eine Lisung v € K".
(d) Die Spalten von A erzeugen K™.

(e) Die Matriz A hat m linear unabhingige Spalten.

(f) Die Zeilen von A erzeugen einen m-dimensionalen Teilraum.

(9) Die Zeilen von A sind linear unabhdngig.

(h) Es gilt rank(A) = m.

In diesem Fall muss m < n gelten.

BEwEIs. Gilt AA" = I,,, so erhalten wir fiir die assoziierten linearen Ab-
bildungen ¥4 o Y4 = Yaa = 5, = idgm, also muss ¥, surjektiv sein. Ist
umgekehrt ¢4 surjektiv, dann existiert eine lineare Rechtsinverse ¢: K — K",
d.h. ¢4 0 = idgm, siche Korollar I11.3.27(b). Bezeichnet nun A’ die entsprechen-
de Matrix, Y = ’QDA/, dann fOlgt Q/JAA/ = Q/JA o Q/JA/ = Q/JA oY = ide = w[m, also
AA" = I,,,. Damit ist die Aquivalenz (a)<(b) gezeigt. Die Aquivalenz (b)<(c) ist
trivial. Die Aquivalenz (b)<(d) haben wir bereits frither fest gehalten, vgl. Be-
merkung I11.1.18. Die Aquivalenz (d)<(h) folgt aus der Definition des Rangs. Die
Aquivalenz (d)<(f) folgt aus Satz IV.3.3. Die Implikation (d)=>(e) folgt aus der
Tatsache, dass jedes (endliche) Erzeugendensystem eine Basis enthélt, siehe Pro-
position II1.3.17. Die umgekehrte Implikation (e)=-(d) folgt aus Korollar IV.1.17.
Die Aquivalenz (f)<(g) folgt aus Korollar IV.1.17, denn A hat genau m Zeilen.
Damit ist die Aquivalenz aller Eigenschaften gezeigt. Aus (e) folgt auch sofort
der Zusatz m < n. O

IV.3.5. KOROLLAR. Fiir A € M,«,(K) sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Die Matriz A besitzt eine Linksinverse A" € Myym(K), d.h. AA=1I,.
(b) Die lineare Abbildung ¥ 4: K" — K™, ¢a(z) = Az, ist injektiv.
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(¢) Das Gl.system Ax =y hat fiir jedes y € K™ hichstens eine Losung x € K™.
(d) Die Spalten von A erzeugen einen n-dimensionalen Teilraum.

(e) Die Spalten von A sind linear unabhdingig.

(f) Die Zeilen von A erzeugen My, (K).

(9) Die Matriz A hat n linear unabhingige Zeilen.

(h) Es gilt rank(A) = n.

In diesem Fall muss n < m gelten.

Der Beweis kann analog zu dem des vorangehenden Korollars gefiihrt werden
und sei den LeserInnen iiberlassen.

IV.3.6. BEMERKUNG. Offenbar gilt rank(A) = 0 genau dann, wenn A = 0.
Wir widmen uns nun der Berechnung des Rangs einer Matrix.

IV.3.7. DEFINITION (Elementare Zeilen- und Spaltenumformungen). Unter

einer elementaren Zeilenumformung einer Matrix verstehen wir eine der folgenden
Modifikationen:

(I) Vertauschen zweier Zeilen.
(IT) Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar A € K, X # 0.
(HI) Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

Unter einer elementaren Spaltenumformung einer Matrix verstehen wir eine der
folgenden Modifikationen:

(I) Vertauschen zweier Spalten.
(IT) Multiplikation einer Spalte mit einem Skalar A € K, A # 0.
(III) Addition eines Vielfachen einer Spalte zu einer anderen Spalte.

Jede elementare Spaltenumformung kann durch Multiplikation von rechts mit
einer invertierbaren Matrix S beschrieben werden, A ~~ AS. Bei elementaren
Spaltenumformungen vom Typ I ist diese Matrix von der Form

S =5 = A =1+ (A=1)E,,

wobei A # 0, und i bezeichnet die Nummer jener Spalte, die mit A\ multipli-

ziert wird. Beachte, dass diese Matrizen invertierbar sind, (S?}‘)_l = S?l/ A Bei
elementaren Spaltenumformungen vom Typ II hat S die Gestalt

S = S;,IJ# — = I+NEi,ja

wobei i1 € K, i # j, und i bezeichnet die Nummer jener Spalte, die y-mal zur j-ten
Spalte addiert wird. Auch diese Matrizen sind invertierbar, (S77" )71 = Sy
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Bei elementaren Zeilenumformung vom Typ III ist die Matrix S von der Form
S =Syl = =1—Ei;— B+ Bij+ Eji.

wobei ¢ und j die Nummern der beiden Spalten bezeichnen, die vertauscht werden,
i # j. Auch diese Matrizen sind invertierbar, (S}’I]I)f1 = Syl

IV.3.8. LEMMA. Sei A € M, (K). Durch Anwenden endlich vieler elementa-
rer Spaltenumformungen erhalten wir stets eine Matriz der Form A = AS, wobei
S € GL,(K). Dabei bleibt der Rang der Matriz unverdndert, rank(A) = rank(A),
und auch der Spaltenraum von A stimmt mit dem Spaltenraum von A iberein.

BEWEIS. Entsteht A aus A durch Anwenden von N elementaren Spaltenum-
formungen, dann existieren invertierbare Matrizen Sy, ..., Sy € GL,(K), sodass
A= ASS,-- - Sy, siehe oben. Es gilt daher A= AS, wobei auch S = S;--- Sy
invertierbar ist, d.h. S € GL,(K). Betrachten wir die mit diesen Matrizen asso-
ziierten linearen Abbildungen, ¥ ; = a5 = ¥4 © 15, dann gilt

img(¢ 1) = img(Ya 0 Ps) = Ya(s(K")) = a(K") = img(4),

denn ¢5(K") = K" wegen der Invertierbarkeit von S. Dies bedeutet aber gerade,
dass der Spaltenraum von A mit dem Spaltenraum von A iiberein stimmt. Daraus
erhalten wir auch sofort rank(A) = rank(A). O

Analog lassen sich elementare Zeilenumformung durch Multiplikation von
links mit invertierbaren Matrizen T beschreiben, A ~» T'A. Den drei Typen ele-
mentarer Zeilenumformungen entsprechen dabei Matrizen T' von der Form:

)\ — (Si;)\)t — S;';)\
- (5i%)' = i (Vo)
TIZIJI - (S}IJI) - Sj}jl
IV.3.9. LEMMA. Sei A € M,«n(K). Durch Anwenden endlich vieler elemen-
tarer Zeilenumformungen erhalten wir stets eine Matriz der Form A = T A, wobei
T € GL(K). Dabei bleibt der Rang der Matriz unverdndert, rank(A) = rank(A),
der Zeilenraum von A stimmt mit dem Zeilenraum von A dberein, und auch die
Losungsrdaume von A und A sind gleich, d.h. Ax =0 < Az = 0.

zau

BEWEIS. Entsteht A aus A durch Anwenden von N elementaren Zeilenum-
formungen, dann existieren invertierbare Matrizen 717, ..., Ty € GL,,(K), sodass
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A =Ty ---ThT1A, also A = TA, wobei T = Ty ---ToTy € CGL,,(K). Wir er-
halten aber auch A* = A'T!TYL...T%, d.h. A entsteht aus A* durch eine Folge
elementarer Spaltenumformungen, siehe (IV.6). Nach Lemma IV.3.8 gilt daher
rank(A*) = rank(A*) und der Spaltenraum von A’ stimmt mit dem Spaltenraum
von A! iiberein. Mit Satz IV.3.3 folgt rank(A) = rank(A). Da der Spaltenraum
der Transponierten gerade der Zeilenraum der urspriinglichen Matrix ist, miissen
auch die Zeilenriume von A und A gleich sein. Aus der Invertierbarkeit von 7T

folgt sofort Az =0 < Az =0, z € K" O

_ IV.3.10. DEFINITION (Zeilen- und Spaltenstufenform). Wir sagen eine Matrix
A € M,,wn(K) hat Zeilenstufenform, wenn sie die Gestalt

A

0---0 1jp kook K ke ok keeok ok keeok
0---0 0 0--0 A2j2 Kook ok Kook K keeok
00 0 00 0 00 Agj, ek ok ek
0-0 O 00 O 00 O Keeek ok keenk
00 0 0-0 0 00 0 Kk % ke
00 0 00 0 00 0 v 00 Apj s
00 0 0-0 0 00 0 - 00 0 0-0
00 0 00 0 00 0 - 00 0 00
hat, wobei 1 < j; < js < -+ < ji < n, und die Eintrage Ay, ..., Ay, alle

verschieden von Null sind. Die Matrix hat reduzierte Zeilenstufenform, falls sie
folgende Gestalt hat:

001 ke 0 koo O oo keeek 0 ke
00 0 0--:0 1 skevesk O +or ook O koo
0:--0 0000 0--0 1 -+ koo O keeox
000000 0--0 O -+ ook O *-eox
0---000-+-000---00 Kook O keeok
0---000--000---00 0--0 1 s--e

-000-000---00 0---0 0 0---0

050000 00-00 ~ 00000
Wir sagen A hat (reduzierte) Spaltenstufenform, wenn A’ (reduzierte) Zeilenstu-

fenform hat. Eine Matrix A ist also genau dann von Spaltenstufenform, wenn sie
folgende Gestalt hat

0 0 0 0 0
0 0 00 0
A1 0 -+ 0 00
* 0 0 0 0
* 0 0 0 0
* Ao o 0 00
* Aipk 00
* * 0 0
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wobei 1 < 77 < i < -+ < 7 < m und die Eintragungen flill,...,Aikk alle
verschieden von Null sind.

IV.3.11. SaTrz (Elimination). Jede Matrix A € Myxn(K) kann durch end-
lich viele elementare Zeilenumformungen auf (reduzierte) Zeilenstufenform A ge-
bracht werden. Sind dabei 1 < j; < o < -+ < jr < n wie in Definition IV.3.10
dann gilt:

(a) rank(A) = k.

(b) Die ersten k Zeilen der Zeilenstufenform A bilden eine Basis des Zeilenraums
von A, und liefern daher ein minimales Gleichungssystem fiir den Ldsungs-
raum L = {x € K" | Az = 0}.

(¢) Die Einheitsvektoren e;,, ..., ej, bilden eine Basis fir einen zu L komple-
mentdren Teilraum L'. Die Zeilenvektoren €}, j € {1,...,n} \ {j1,..., jr},
liefern ein minimales Gleichungssystem fir L'.

(d) Die Spalten von A mit den Nummern ji,...,j; bilden eine Basis des Spal-
tenraums von A. .

(e) Ist die Zeilenstufenform A reduziert, so bilden die Vektoren

€j— Z Aljejl, jE{l,...,n}\{jl,...,jk},

{r11<h<i}

eine Basis des Losungsraums L.

BEWEIS. Wir bringen die Matrix A spaltenweise von links nach rechts auf
reduzierte Zeilenstufenform. Induktiv nehmen wir an die ersten ¢ — 1 Spalten
von A sind schon in reduzierter Zeilenstufenform. Sei p minimal fiir die Eigen-
schaft A,y = --- = A,,-1 = 0. Sind die Elemente A,,, ..., A, alle Null, dann
sind auch die ersten ¢ Spalten von A in reduzierter Zeilenstufenform, und der
Induktionsschritt erledigt. O.B.d.A. sei also einer der Eintrége A,,, ..., A, ver-
schieden von Null. Durch Vertauschen zweier Zeilen konnen wir weiters A,, # 0
erreichen. Durch Multiplikation der p-ten Zeile mit 1/A4,,, diirfen wir weiters an-
nehmen, dass A,, = 1. Durch Addition geeigneter Vielfacher der p-ten Zeile zu
den restlichen Zeilen kénnen wir schlieBlich auch A;, = 0, fiir alle 7 # p erreichen.
Beachte, dass die verwendeten Zeilenumformungen die ersten ¢ — 1 Spalten von
A unveréndert lassen. Wir erhalten also eine Matrix, deren ersten ¢ Spalten in
reduzierter Zeilenstufenform vorliegen. Damit ist der Induktionsschritt gezeigt,
also lédsst sich A durch elementare Zeilenumformungen auf reduzierte Zeilenstu-
fenform A bringen. Nach Lemma IV.3.9 gilt rank(A) = rank(A), die Zeilenréiume
von A und A sind gleich und auch die Losungsriume von A und A stimmen
iberein. .

Im Fall A = A lassen sich die Aussagen (a), (b), (¢) und (e) aufgrund der
einfachen Zeilenstufenform sofort ablesen. Dies sind aber alles nur Aussagen iiber
den Zeilen- bzw. Losungsraum. Da auch im allgemeinen Fall Zeilen- und Lésungs-
raum der beiden Matrizen A und A {ibereinstimmen, bleiben sie fiir A richtig.
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Nun zur verbleibenden Behauptung (d): Der Spaltenraum von A hat Dimensi-
on k, siehe (a) und Satz IV.3.2(b). Es geniigt daher zu zeigen, dass die Spalten mit
Nummern ji, ..., jx linear unabhéingig sind, siehe Korollar IV.1.17. Es bezeichne
B die Matrix die wir aus A erhalten indem wir alle Spalten bis auf die mit Num-
mern ji,...,J streichen. Es geniigt rank(B) = k zu zeigen, siehe Satz IV.3.5.
Wenden wir die selben Zeilenumformungen, die uns von A zu A gefiihrt haben,
auf B an, so erhalten wir eine Matrix B, deren Spalten gerade die Spalten von

A mit Nummern 7, ..., ji sind. Nach Lemma IV.3.9 geniigt es rank(B) = k zu
zeigen. Wegen der einfachen Gestalt von A lésst sich dies aber sofort ablesen. [J

IV.3.12. SATZ (Elimination). Jede Matriz A € My, (K) kann durch endlich
viele elementare Spaltenumformungen auf (reduzierte) Spaltenstufenform A ge-
bracht werden. Sind dabei 1 < i1 < iy < --- < i < m wie in Definition IV.3.10,
dann gilt:

(a) rank(A) = k.
(b) Die ersten k Spalten der Spaltenstufenform A bilden eine Basis des Spalten-

raums W von A.

(¢) Die Spaltenvektoren e;, i € {1,...,m} \ {i1,...,ix}, bilden eine Basis fiir

einen zu W komplementiren Teilraum W'. Die Zeilenvektoren ef , . .. e} lie-
fern ein minimales Gleichungssystem fiir W'.
(d) Die Zeilen von A mit den Nummern iy,...,i bilden eine Basis des Zei-

lenraums von A und liefern daher ein minimales Gleichungssystem fiir den
Losungsraum L = {x € K" : Ax = 0}.
(e) Ist die Spaltenstufenform A reduziert, so bilden die Zeilenvektoren

- 3 Audy, e {lLi..mb\{in... i),

{l ‘ 1§’il<’i}

eine Basis von W° und liefern daher ein minimales Gleichungssystem fiir den
Spaltenraum von A.

BEwEIs. Wir fithren die erste Aussage auf den vorangehenden Satz IV.3.11
zuriick. Dieser besagt, dass A' durch elementare Zeilenumformungen auf redu-
zierte Zeilenstufenform gebracht werden kann. Es existieren daher invertierbare
Matrizen Ty, . .., Ty € GL,(K) wie in (IV.6), sodass Ty - - - T1 A® reduzierte Zeilen-
stufenform hat. Also ist AT} - - Tk eine Matrix in reduzierter Spaltenstufenform.
Da die Multiplikation von rechts mit 7} gerade einer elementaren Spaltenumfor-
mung entspricht sehen wir, dass A durch N elementare Spaltenumformungen auf
reduzierte Spaltenstufenform A gebracht werden kann. Nach Lemma IV.3.8 gilt
rank(A) = rank(A), und auch der Spaltenraum von A stimmt mit dem Spalten-
raum von A {iberein.

Wie im Beweis von Satz IV.3.11 lassen sich die Aussagen (a), (b), (¢) und

(e) fiir die (reduzierte) Spaltenstufenform A sofort ablesen. Da es sich dabei um
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Aussagen iiber den Spaltenraum handelt, bleiben sie fiir A richtig, denn die Spal-
tenrdume von A und A sind gleich. Die verbleibende Behauptung (d) lasst sich
wie zuvor zeigen, oder kann durch Ubergang zur Transponierten aus Satz [V.3.11

abgeleitet werden.

1V.3.13. BEISPIEL.

OO OO

o

t

Wir wollen zunéchst den Rang der reellen Matrix

0O 0 0 0 0 4 5
0 2 3 4 1 3 4
0 2 3 4 4 7 5
0 4 6 8 2 14 18| €Moxs(R)
0 6 9 12 9 17 14
0 -2 -3 —4 —4 -3 0

bestimmen. Durch Vertauschen der ersten und dritten Zeile erhalten wir:

Vertauschen der zweiten und dritten Zeile liefert:

oo 2 3 4 1 3 4
o0 0 o0 o0 0 4 5
o0 2 3 4 4 7 5
00 4 6 8 2 14 18
00 6 9 12 9 17 14
00 —2 -3 -4 -4 -3 0
Durch Addition geeigneter Vielfacher der ersten Zeile zu den anderen Zeilen:
00234 1 3 4
000O0O0O O 4 5
0000O0 3 41
0000O0O O 8 10
00000 6 8 2
00000 —-30 4
00234 1 3 4
0000O0O 3 41
000O0O0O O 4 5
000O0O0O O 8 10
000O0O0O 6 8 2
0000O0—-320 4

Durch Addition geeigneter Vielfacher der zweiten Zeile zu den letzten beiden

Zeilen erhalten wir:

0023413 4
0000034 1
000O0O0O0A4 5
000O0O0O0 8 10
0000O0OO0O0O
000O0O0OO04 5



90 IV. ENDLICH-DIMENSIONALE VEKTORRAUME

Durch Addition geeigneter Vielfacher der dritten Zeile zur vierten und sechsten
Zeile erhalten wir schlieffilich eine Matrix in Zeilenstufenform:

00234134
000O0O03471
000O0O0O0M4S5
000O0O0OO0OO0®O
000O0O0OO0OO0® O
000O0O0OO0OO0® O

Nach Satz IV.3.11(a) gilt daher rank(A) = 3. Aus dieser Rechnung lasst sich noch
viel mehr {iber A sagen. Nach Satz IV.3.11(b) bildet

2v3 +3xy +4vs 416 +3v7 +4ws = 0
3vg +4x7; Fwg = 0 (IV.7)
41’7 _'_5378 =0

ein minimales Gleichungssystem fiir den Losungsraum L = {x € R®|Az = 0}, und
es gilt dim(L) = 5, siehe Satz IV.3.2(a). Nach Satz IV.3.11(c) ist L' := (es, e, €7)
ein zu L komplementérer Teilraum, dim(L’) = 3, und dieser ldsst sich durch das
minimale Gleichungssytem xy = x9 = x4 = x5 = x3 = 0 beschreiben. Nach
Satz IV.3.11(d) bilden die folgenden Spalten von A

0 0 4
5 i 3
a3 = 4 ) ag = 2 ) a7 = 14 9
6 9 17
—2 —4 -3

eine Basis des Spaltenraums von A. Bringen wir A durch weitere Zeilenumfor-
mungen auf reduzierte Zeilenstufenform,

0013/221/23/2 2

00234134
00000341 000 0 0 1 4/31/3
00000088 | ~» 000000 1 54
00000000 000020 80
00000000 000000 00
0013/221/20 1/8 0013/220019/24
000 0 0 1 0-4/3 000 0 010 —4/3
~s [ 000000154 | ~s|0000001 54
0000000 0 000 0 000 0
0000000 0 000 0 000 0
0000000 0 000 0 000 0
dann folgt aus Satz IV.3.11(e), dass die Vektoren
0
1 0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 —3/2 ) 71%/24
_lo —_lo _ _ _
bb=|0o]|, ba=101], bs=| § |, bu=| 0|, bs= 0
8 8 ; 8 i
0 _
0 0 0 0 5/4

1
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cine Basis des Losungsraums L = {z € R8|Az = 0} bilden. Somit ist ¢: R® = L,

0
1 0 0 0
0 1 0 0 0
- 0 0 ~3/2 5 —19/24
S92 0
plss)=si| o] +s2a|0]|+ss| & [+sa| ¢ |+ss 0
sS4 0 0 0 1
LN 0 8 i
0 0 8 0 _51/4

ein Isomorphismus, d.h. eine Parameterdarstellung von L. Schliellich erhalten
wir aus der reduzierten Zeilenstufenform folgendes etwas einfachere minimale
Gleichungssystem fiir L, vgl. (IV.7):

1
XT3 -%%$4 '+2$5 '+§%$8 = 0
Te —§$8 = 0

5
T +Zx8 = 0

IV.3.14. BE1spiEL. Wir wollen den Rang der reellen Matrix

00 3 7
1 5 8 10

A=15 19 99 99| € M1xa(R)
3 13 21 32

bestimmen. Durch entsprechende Zeilenumformungen erhalten wir:

; 0N (138
2 29 ] ™02 6 9
3 32 0-2-32

10 !

7] o

11 0

r

SRR ANNGE
~1lo0o0 37 ]~~\loo
0-2-3 2 00

Somit rank(A) = 4, die Matrix A ist daher invertierbar, siche Korolla

Lo 00

corm
< cwow
W o3
C)_(\—/

IV.3.15. BEIsPIEL. Wir wollen den Rang der komplexen Matrix
i 7 1—1i
2i 14 3—1i

A= 20 o4 144 € Mxs(©)

1—i —4-5i Ti

bestimmen. Durch Zeilenumformungen erhalten wir:

i7 1-i io7 1-i i7 1-i
2 14 3—i 0 0 1+i 02-3i 3i
(1 2+4i 1+4i) ~ (023i 3 )“’" (0 0 1+i)
1—i —4—5i 7i 0 342i 2+7i 0 342i 247i

io7 1-i 7 1-i
02-3i 3i 02-3i 3i

W(0 0 1+i)W <o 0 1+i)
0 0 547 00 0

Es gilt daher rank(A) = 3. Die lineare Abbildung 4: C* — C*, y(z) = Az,
ist daher injektiv. Das Gleichungssystem Az = y hat daher fiir jedes y € C*
héchstens eine Losung o € C3, siehe Korollar IV.3.5.
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IV.3.16. BEispIEL. Wir wollen den Rang folgender Matrix iiber dem Korper
K = Z5 berechnen:

01 0010
110110

A - 1 O 1 1 O 1 € M5><6<Z2)
01 0010
101111

Durch Zeilenumformungen erhalten wir:

010010 110110 110110
110110 010010 010010
101101 ~ 101101 ~ 011011
010010 010010 010010
101111 101111 011001

110110 110110 110110

010010 010010 010010

~o 001001 ~ 001001 ~ 001001

000000 001011 000010

001011 000000 000000

Es gilt daher rank(A) = 4.

IV.3.17. BEISPIEL. Betrachte den von den Vektoren

1 1 4 3
2 Z % v g

v = Vy = V3 = Vy =
1 6 ) 2 9 3 9 ) 4 30 ) 5 21
1 8 15 12

aufgespannten Teilraum W := (vy, vy, v3, vy, v5) € R®. Wir wollen nun:

—
Y= TN

(1) dim(7¥) und eine Basis von W bestimmen.

(2) Ein minimales Gleichungssystem fiir W angeben.

(3) Einen zu W komplementéren Teilraum W’ bestimmen und diesen durch eine
Basis und ein minimales Gleichungssystem beschreiben.

(4) Eine Basis von W bestimmen, die aus gewissen der Vektoren v; besteht.

Fassen wir die Vektoren zu einer Matrix zusammen,
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eine Basis von W und es gilt dim(WW') = 3. Durch weitere Spaltenumformungen
kann die Matrix auf reduzierte Spaltenstufenform gebracht werden:

10000 10000 10000 10000 10000

20000 20000 20000 20000 20000

40000 ~ 40000 ~ 40000 ~ 40000 ~ 40000

63000 63000 63000 61000 01000

14300 14100 00100 00100 00100
n

bﬁ:(

die sehr viele verschwindende Komponenten hat. Insbesondere ist

1 0 0 s
o R S W, ¢<§>:s i)+t o) +ulo :(32),
! 0 b ? :

ein Isomorphismus, d.h. Parameterdarstellung von W. Nach Satz IV.3.12(e) ist

—2l‘1 +I9 = 0
—4l‘1 —I—l‘g = O

[SI=rN .
\_/
o
5=
I
N
o~ocoo
\_/
o
=
I
N

ein minimales Gleichungssystem fiir W. Nach Satz IV.3.12(c) bilden die Vektoren

eine Basis fiir einen zu W komplementéren Teilraum W' = (e, e3). Ein minimales
Gleichungssystem fiir W’ ist:

al =0

Ty =0

5 = 0

Um die letzte Frage zu beantworten bringen wir A auf Zeilenstufenform:

1214 3 1214 3 1214 3 1214 3 12143
24286 00000 03366 01122 01122
1841612 | ~» [ 00000 |~ (047119 | ~ [ 047119 | ~ [ 00331
6 159 30 24 0336 6 00000 00000 00000
1681512 047119 00000 00000 00000

Nach Satz IV.3.11(d) bilden auch die Vektoren vy, vo, v3 eine Basis von W.

IV.3.18. BeispiEL. Wir wollen verifizieren, dass die Vektoren

7 14 —21
—1 —1 06
— 2 — 4 — -
v = 0 ) Vg = 1 ) U3 = -3 ;
3 10 —23
1 3 2

linear unabhiingig in R® sind und diese zu einer Basis von RS ergéinzen. Mit Hilfe
von Spaltenumformungen erhalten wir

7 14 —21 700 700
~1-1 0 11 -3 ~-110
2 4 —6 2 0 O 2 00
01 -3 | ™ 01-3 | 010
3 10 —23 3 414 341
1 3 2 11 5 1 18



94 IV. ENDLICH-DIMENSIONALE VEKTORRAUME

Die Vektoren vy, vo, v3 sind also linear unabhéngig, sieche Korollar IV.3.5. Zusam-
men mit den Einheitsvektoren es, e, und eg bilden sie eine Basis vq, vo, v3, €3, €4, €g
von RS, siehe Satz IV.3.12(c).

IV.3.19. BEISPIEL. Es bezeichne L C R® den Losungsraum des Systems:

X1 +2ZL‘2 +ZL‘3 +4l‘4 +11l‘5 = 0
2l‘1 +4ZL‘2 +4ZL‘3 +14[L‘4 +30l‘5
3l’1 +6[L‘2 +3ZL‘3 +12[L‘4 +34l‘5
2x1 +4re +6x3 +20x, +4lxs
vy +2xy —x3 —2x4 HTr5 =

I
cooco

(IV.8)

Wir wollen nun:

(1) dim(L) und eine Basis von L bestimmen.

(2) Ein minimales Gleichungssystem fiir L angeben.

(3) Einen zu L komplementiren Teilraum L' bestimmen und diesen durch eine
Basis und ein minimales Gleichungssystem beschreiben.

(4) Ein minimales Gleichungssystem fiir L angeben, das aus gewissen der ur-
spriinglichen Gleichungen besteht.

Wir fassen die Koeffizienten des Gleichungssytems zu einer Matrix zusammen,

12 1 4 11 121 4 11 121411 121411
24 4 14 30 00 2 6 8 0026 8 0026 8
36 3 12 34 ~ 00 0 O 1 ~ 0000 1 ~ 0000 1
24 6 20 41 00 4 12 19 0000 3 0000 O
12-1-27 00-2-6 -4 0000 4 0000 O

121411 12140 12010

0013 4 00130 00130

~ 0000 1 ~ 00001 ~ 00001

0000 O 00000 00000

0000 O 00000 00000

Nach Satz IV.3.11(e) bilden die Vektoren

-2 —01
1
0 0

eine Basis von L und es gilt dim(L) = 2. Insbesondere ist

N -2 —01 —2s—t
¢:R* = L, (b(f):S(é)—i-t(ls):(—jst),
0 0 0

ein Isomorphismus, d.h. eine Parameterdarstellung. Nach Satz IV.3.11(b) erhal-
ten wir aus den nicht-trivialen Zeilen der reduzierten Zeilstufenform folgendes
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minimale Gleichungssystem fiir L:

T1 +239 +24 = 0
T3 —|—3374 = 0
Ty = 0

Nach Satz IV.3.11(c) bilden die Einheitsvektoren

() () ()

eine Basis eines zu L komplementédren Teilraums L', der auch durch das minimale
Gleichungssystem

[elelele) by
OO OO
HOOOO

i) =0
Ty = O
beschrieben werden kann. Um die letzte Frage zu beantworten bringen wir A auf
Spaltenstufenform:

121 4 11 100 0 O 10 0 00 1 0000
24 4 14 30 20 2 6 8 20 2 00 22000
36 3 12 34 ~ 300 0 1 ~ 30 0 01 ~ 30100
24 6 20 41 20 4 12 19 20 4 03 24 300
12-1-27 10-2—-6—4 10-204 1-2400

Nach Satz IV.3.12(d) bildet die ersten drei Gleichungen von (IV.8),

il +25L’2 +x3 —|—4.T4 +11.T5 =0
2¢1 +4xe +4dx3 +14zy +30x5 = 0
3x1 +6xs +3x3 +12x4 +34x5 = 0

ein minimales Gleichungssystem fiir L.

IV.3.20. BEISPIEL. Betrachte den Teilraum W = (vy, vy, v3, vy, v5) C R, der

von den Vektoren
1 4 11
3 13 v 2
v = Vo = Va = Vg = =
1 5 ) 2 ) 3 ) 4 20 ) 5 11
1 2 1 -2 7

aufgespannt wird. Wir wollen eine Basis von W bestimmen, die aus gewissen der
Vektoren v; besteht. Mit Zeilenumformungen erhalten wir:

121 4 11 121 4 11 121411 121411
24 4 14 30 00 2 6 8 0026 8 0026 8
36 3 12 34 ~ 000 0 1 ~ 0000 1 ~ 0000 1
24 6 20 41 00 4 12 19 0000 3 0000 O
12-1-27 00-2-6—4 0000 4 0000 O

Nach Satz IV.3.11(d) bilden die Vektoren vy, vs, v5 eine Basis von W und es gilt
dim (W) = 3. Auch sehen wir nun, dass etwa vy, vs, v5 keine Basis von W bildet.

FRCYNY)
| oo

I1V.3.21. BEISPIEL. Betrachte den von den Vektoren
1

5 —2 i o

— 7 Vo = —6 Va = 15 Vs = 20
1 — 4 ) 2 — 1 ) 3 — 11 ) 4 9 )

5 —1 14 11

8 26 17

1
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aufgespannten Teilraum W = (vy, vy, v3, v4) C R®. Wir wollen einen zu W kom-
plementaren Teilraum W' bestimmen, genauer, eine Basis von W’ angeben. Mit-
tels Spaltenumformungen erhalten wir:

1-12 3 100 O 1000 1000
7 78 15 20 7995 2900 7900
4-111 9 ~ 433 3 ) ™ \4a300 )| 4300
54 4 —4 5400 5400
89 8912 8910

5—-11411
8 1 2617

Nach Satz IV.3.12(c) spannen daher die Einheitsvektoren ey, 4, €5 einen Teilraum
W' = (e, e4,e5) C RS auf, der zu W komplementir ist, W @& W’ = RS. Beachte
auch dim(W) = 3 = dim(W’).

1V.3.22. BeispiEL. Wir wollen verifizieren, dass die Vektoren

(2) e=() w=(4) w=(4) w=(3)
v =\ — Vo = | — Vg = Vg = ve = | —
1 4 )’ 2 1)’ 3 18/ 4 21 )" 5 19

ein Erzeugendensystem von R? sind, und drei dieser Vektoren bestimmen, die
eine Basis von R? bilden. Wir fassen die Vektoren zu einer Matrix zusammen:
2 4 5 6 7
A=[1-2 -1 3 3 -6
4 11 18 21 19

Mittels Zeilenumformungen erhalten wir:

2 4 5 6 7 2 4567 245 67
-2 -1 3 3 —6|~[0389 1]~1032891
4 11 18 21 19 0 3 895 00004
Somit ist rank(A) = 3, also bilden die Vektoren vy, ..., vs ein Erzeugendensystem

von R3, siehe Korollar TV.3.4. Nach Satz IV.3.11(d) bilden die Vektoren vy, vs, vs
eine Basis von R3,

IV.3.23. BEISPIEL. Es bezeichne W C R® den Teilraum aller y, fiir die das
folgende Gleichungssystem losbar ist:

1 —T3 +2x5 = »

T +X9 +x3 —|—3.T4 +xr5 = Yo
71’1 —|—5.T2 —|—3.T3 +15.T4 +9SL’5 = Y3 (IV9)
5.1’1 —|—2.T2 —|—7.T4 —|—12.§L’5 = Ys

172y +7xy —23 +2324 +3525 = y5

Wir wollen nun dim (W) und eine Basis von W bestimmen, und auch ein minima-
les Gleichungssystem fiir W angeben. Beachte, dass W genau der Spaltenraum
der Koeffizientenmatrix

1 0 -1 0 2
1 1 1 3 1
75 3 15 9
5 2 0 7 12
17 7 =1 23 35
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ist. Durch Spaltenumformungen bringen wir diese Matrix auf reduzierte Spalten-

stufenform:
1 0
0 0
A 2 0
0 0
4 0

10-10 2 1000 0 1000
111 3 1 112 3 -1 0100
753159 |~ | 7510155 ]~ 2500
520 7 12 525 7 2 3211
177 —1 23 35 17716 23 1 10722
ab und erhalten auch eine Basis

Daraus lesen wir dim(W') =
0
) ’ b3 = (?) ’
2

—_
o
—
(o o f' Nenlen]en]
WOoOuU—O
N—OOO
[e=]e]e]ele)

3
1

= (1) n
4

von W, vgl. Satz IV.3.12(b). Mit Satz IV.3.12(e) erhalten wir auch ein minimales
Gleichungssystem fiir W:

WOoOuUT—O

—2y1 —dy2 +y3 = 0

—4y; —3y2 —2ys +ys = 0 (IV.10)

Das urspriingliche Gleichungssystem (IV.9) ist also genau dann lésbar, wenn die
rechte Seite den beiden Gleichungen (IV.10) geniigt.

IV.4. Inhomogene Gleichungssysteme. Sei wieder A € M,,.,(K) eine
Matrix. Wir wollen nun, fiir fixes y € K™, das inhomogene System Ax = y losen,
d.h. alle z € K" bestimmen, fiir die Az = y gilt.

IV.4.1. SATZ. Sei A € My,un(K) und y € K™. Das inhomogene System
Az =y (IV.11)
15t genau dann l0sbar, wenn
rank(A) = rank(A|y)

gilt. Durch Zeilenumformungen lisst sich die erweiterte Matriz (Aly) auf die
Form (A[j) bringen, wobei A (reduzierte) Zeilenstufenform hat. Sind 1 < j; <
Jo < -+ < Jr < n wie in Definition I1V.53.10, so ist (IV.11) also genau dann
losbar, wenn Ypy1 = Ypyo = -+ = Ym = 0 gilt. In diesem Fall liefern die ersten
k Zeilen von (121\3]) ein minimales inhomogenes Gleichungssystem, das dieselbe
Lésungsmenge wie (IV.11) besitzt. Ist dariber hinaus die Zeilenstufenform A
reduziert, dann bildet

§=11ej + -+ yrej,
eine spezielle Losung von (IV.11), d.h. es gilt A = y. Mit Satz IV.3.11(e) er-

halten wir aus A eine Basis by, ..., by_x fiir den Lésungsraum des homogenen
Systems Az = 0. Die allgemeine Lisung von (IV.11) ist dann von der Form

.T:£+Slb1+"'—|—8n,kbn,k, Sl,...,Sn,kEK.
BEWEIS. Bezeichnen A = (ay|---|a,) die Spalten von A, dann gilt
rank(A) = dim({a1,...,a,)) und rank(Aly) = dim((a1,...,an,y)).
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Die Bedingung rank(A) = rank(A|y) ist daher zu

(ay,...,a,) = {ay,...,an,y)

dquivalent, siche Korollar 1V.1.20. Nach Lemma III.1.4(d) ist dies genau dann
der Fall, wenn y € (aq,...,a,), d.h. genau dann, wenn das System Az = y eine
Losung besitzt. Nach Lemma IV.3.9 gilt (A|§) = T(Aly) = (TA|Ty), fiir ein
T € GL,,(K). Wegen der Invertierbarkeit von 7" ist

Ar=y & TAz=Ty < Az=7,

d.h. die Losungsmenge von Az = y stimmt mit der von Az = § iiberein. Daraus
lassen sich nun sofort die restlichen Behauptungen ablesen. U

IV.4.2. BeisPIEL. Wir wollen alle Losungen des Gleichungssystems

1 4xo  +6x3 +4xy +3xg = 5
T +5ZL‘2 +10l‘2 —4l‘4 —4l‘5 —Tg = 9 (IV 12)
2l‘1 +2[L‘2 +12$‘3 +8l‘4 +2[L‘5 +12l‘6 = 12 )
—3l‘1 —3l‘2 —18[L'3 —121‘4 +3ZL’5 = —12
bestimmen. Mittels Zeilenumformungen erhalten wir:
1 1 6 4 0 3| 5 116 4 0 3|5
1 5 10 -4 —4 —-1] 9 0 4 4 -8 —4 —4|4
2 2 12 8 2 12127 looo 0 2 6]2
-3 -3 —-18 =12 3 0 |—12 000 0 3 9|3
116 4 0 3|5 116 4 0 3|5
- 011 -2 -1 —1|1 " 011 -2 -1 —-1|1
000 O 1 3|1 000 O 1 3|1
000 0 3 9|3 000 O 0 010

Wir sehen daher bereits, dass das Gleichungssystem lésbar ist. Durch weitere
Zeilenumformungen erhalten wir:

116 4 0 3|5 116 4 0 35
01 1 -2 —1 —1]1 011 -2 0 2[2
000 0 1 3/t looo o 1 31
000 0 0 01lo0 000 0 0 00

105 6 0 13

011 -2 0 2[2

1000 0 1 31

000 0 0 0lo
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Daraus lesen wir eine spezielle Losung & sowie eine Basis by, bs, b3 fiir den Losungs-
raums des homogene System ab, vgl. Satz IV.4.1:

3 -5 —6 -1
% -1 2 -2
_ — — 0 — 0
- 0 ) bl - é ) b2 - 1 ) b3 - 0
1 0 0 -3
0 0 1

0

Die allgemeine Losung des Gleichungssystems (IV.12) ist daher

T 3 -5 —6 -1
T2 % -1 2 -2
x3 —
s | =10 ] t5s1 (1) + S2 (1) + S3 8 , S1, 89,83 € R.
Z5 1 0 0 -3
0 0 0

Auch ein minimales Gleichungssystem fiir den Losungsraum lésst sich ablesen:

T +5SL’3 —|—6.T4 +xg = 3
To +x3 —214 +2x¢ = 2
3 Ts +3l‘6 = 1
IV.4.3. BeispPiEL. Wir wollen alle Losungen des linearen Gleichungssystems
I +2l‘2 —|—3ZL‘3 +4l‘4 = 4
—X1 +3$’2 —|—3ZL‘3 +3l‘4 = -1
201 —x9 —16x3 —17x4 = 2
bestimmen. Durch Zeilenumformungen erhalten wir:

1 2 3 1 2 4 14
-1 3 3 0 b5 713
17 17 0 5 16 | 5
2 -1 —16 —17 2 0 =5 —22 —25|—6

12 3 4 | 4 1 2 3 4|4

— 05 6 713 — 05 6 73

0 0 8 9 |2 0 0 8 9|2

0 0 —16 —18|—3 0 0 0 01

Das Gleichungssystem (IV.13) besitzt daher keine Losung, vgl. Satz IV .4.1.

Unter einem affinen Teilraum eines Vektorraums V' verstehen wir jede Teil-
menge der Form

E=+W ={{+wlweW},
wobei W einen Teilraum von V' bezeichnet und £ € V. In diesem Fall ist
WS E  we 4w,

eine Bijektion, aber i.A. keine lineare Abbildung. Unter der Dimension des affinen
Teilraums E verstehen wir die Dimension des (dazu parallelen) Teilraums W. Ist
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bi,...,b, eine Basis von W, dann ist

gf):KkiE, o(s) =&+ s1by + - - + sgby,

eine Bijektion, d.h. eine Parametrisierung von F, aber i.A. nicht linear. Sei m =
dim(V) und ag, ..., ay— ein Gleichungssystem fiir W, d.h. W = ﬂ?i_lk ker (o).
Dann stimmt £ also mit der Losungsmenge des folgenden inhomogenen Systems

iiberein:
a(v) = a(§)

Oémfk(v) = O‘mfk<§)
Jeder affine Teilrdume F C V kann daher durch dim(V') — dim(F) inhomoge-
nen lineare Gleichungen beschrieben werden. Umgekehrt ist die Losungsmenge
eines inhomogenen Gleichungssystems stets ein affiner Teilraum, oder leer, siche
Satz IV.4.1. Soll ein Gleichungssystem fiir einen affinen Teilraum F = £+ W ge-
funden werden, so ist es zweckméflig zunéchst ein homogenes Gleichungssystem
fiir den Teilraum W zu bestimmen, die Konstanten auf der rechten Seite lassen
sich dann durch Einsetzen des Punktes & ermitteln.

IV.4.4. BEISPIEL. Wir wollen die Dimension sowie ein minimales Gleichungs-
system des affinen Teilraums

= ()-((1) (). () ==

bestimmen. Mittels Spaltenumformungen erhalten wir

§3EY L (3 99) (B30 (49
-131 )™ | =142 )™ | =140 )™\ =120 ]>
179 1 66 1 60 130

es gilt daher dim(F) = 2. Daraus lesen wir zunéchst ein minimales Gleichungs-
systems fiir den zu E parallelen Teilraum ab, siche Satz IV.3.12(e):

I —2372 +xs3 =0
—x1 —3T9 +z4 = 0
Einsetzen des Punktes liefert dann folgendes minimale Gleichungssystem fiir E:

T —2.1’2 +x3 = -2
—I1 —3.1’2 +r4 = —1

IV.5. Matrizeninversion. Wir wollen in diesem Abschnitt einen effizienten
Algorithmus zur Berechnung der Inversen einer Matrix besprechen. Wir beginnen
mit folgender Charakterisierungen der Invertierbarkeit einer Matrix, die wir sofort
durch Kombination der Korollare IV.3.4 und IV.3.5 erhalten:

IV.5.1. KOROLLAR (Invertierbare Matrizen). Sei K ein Korper. Fir eine qua-
dratische Matriz A € M,y (K) sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Die Matriz A ist invertierbar.
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(b) Die lineare Abbildung ¢: K* — K", ¢(x) = Az, ist ein Isomorphismus.
(¢) Das Gl.system Az =y hat fiir jedes y € K" genau eine Lisung x € K.
(d) Die Spalten von A bilden eine Basis von K".

(e) Die Zeilen von A bilden eine Basis von My, (K) = (K")* = K".

(f) Es gilt rank(A) = n.

IV.5.2. BEISPIEL. Wir wollen verifizieren, dass die Vektoren

_ - _ _ 2 _ -
v = 2 ) Vg = 9], V3= 2], Ug= 7
—4 4 8 -3

eine Basis von R* bilden. Nach Korollar IV.5.1 ist dies genau dann der Fall, wenn
die Matrix

2 1 0 6
-2 2 2 =5
A= 2 =2 2 7
-4 4 8 -3

Rang 4 hat. Mittels Zeilenumformungen erhalten wir

L EESY (BB L (380 (34
2 227 |™™lo-321 )~ 0042 )~ \ 0042
4 4 8-3 06 89 0047 0005
also bilden die Vektoren vy, vs, v3, v4 tatséichlich eine Basis von R*.

Wollen wir die Inverse einer Matrix A € M, «,(K) berechnen, dann miissen
wir also jene Matrix X € M, (K) bestimmen, fiir die AX = I,, gilt. Dies kann
als lineares Gleichungssystem mit n? vielen Gleichungen in den n? vielen Eintra-
gungen von X verstanden werden. Allerdings zerfillt dieses Gleichungsystem in
n unabhéngige Systeme, eines fiir jede Spalte von X, mit je n Gleichungen in n
Unbekannten,

T11 T12 Tin
Al =e, Al : =e, ... Al : =e,.
Tn1 Tn2 Tnn
Diese Systeme lassen sich bequem gleichzeitig mit folgenden Algorithmus l6sen:

IV.5.3. SATZ (Algorithmus zur Bestimmung der Inversen). Ist A € M,,«,(K)
eine invertierbare (n x n)-Matriz, dann kann die n x (2n)-Matriz (A|l,) durch
Zeilenumformungen auf die Gestalt (I,|B) gebracht werden und es gilt A~ = B.

BEWEIS. Die Matrix A kann durch Zeilenumformungen auf reduzierte Zeilen-
stufenform gebracht werden, siehe Satz IV.3.11. Wegen der Invertierbarkeit von
A ist rank(A) = n, also muss die reduzierte Zeilenstufenform mit der Einheits-
matrix [, iibereinstimmen. Nach Lemma IV.3.9 entsprechen diese Zeilenumfor-
mungen gerade einer Multiplikation von links, A ~» T'A, mit einer invertierbaren
Matrix T € GL,(K). Es gilt daher TA = I,,, also T = A~!. Wenden wir die
selben Zeilenumformungen auf die erweiterte Matrix (A|l,,) an, erhalten wir also

(A|L,) ~ T(A|l,) = (TA|TI,) = (I,|T) = (I,]A™1). O
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IV.5.4. BEISPIEL. Wir wollen die Inverse der Matrix

1 -2 3
A=|[-2 6 -3|e MR
3 8 -3

bestimmen. Mittels Zeilenumformungen erhalten wir:

1 -2 3]100 1 =2 3/1 00
—2 6 =301 0]~1]0 2 3210
-3 8 =310 0 1 0 2 6/3 0 1
1 -2 3[1 0 0 1 -2 00 1 —
~l0o 2 32 1 ol~[0 2 o1 2 -
0 0 31 -1 1 0 0 31 -1 1
1001 3 =2 1001 3 =2
~ o201 2 1]~ (010172 1 -1/
0031 -1 1 00 1{1/3 —1/3 1/3
Die Inverse von A ist daher
13 =2 (6 18 —12
At=1(12 1 -1/2|==13 6 -3
1/3 —1/3 1/3) OG\2 —2 2

IV.5.5. BEISPIEL. Wir wollen die Inverse der komplexen Matrix

1 1+i 1—1i
0 1—-31 —4+13i

bestimmen. Mittels Zeilenumformungen erhalten wir:

1 1+i 1—i |1
2 241 2421 |0
0 1-3i —4+13i|0

0 1 1+i 1—1i 1 00
O ~ 10 —i 4i -2 10
1 0 1-31 —4+13ij 0 0 1

_— O = O

1 1+i 1—i 0 0 1 0 5+3i—-1+2i 1—-i O
~ |0 1 —4 —2i i 0]~ (01 —4 —2i i 0
0 1-31i —4+13if 0 0 1 0 0 i 6+2i —-3—-1i 1
1 0 543i|—-1+4+2i 1-i 0
~ 01 -4 —2i i 0
0 0 1 2—-6i —-1+31 —i
1 0 0]—29+26i 15—13i —-3+5i
~ 10 1 0] 8—261i —4+4131 —4i
0 0 1| 2-6i -1+ 3i —i
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Die Inverse von A ist daher:
—29+4+26i 15—131 —3+5i
A= 8-261 —4+13i —4i
2 — 61 -1+ 3i —i
IV.5.6. BEISPIEL. Wir wollen zeigen, dass das Gleichungssystem
dry —4dxs Try = 11
20y —2x3 +2x4 = Yo
r1 +dry —6x3 +Try = Y3 (IV.14)
r1 +3ry —bry +4ry = Y4

fiir jede rechte Seite y1,y2,ys3, ¥4 € R eindeutig l6sbar ist und diese Losung be-
stimmen. Wir betrachten die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems,

0 4 —4 7
02 —2 2
A= 15 —6 7 € Myxa(R).
1 3 =5 4
Mittels Zeilenumformungen erhalten wir:
04 —4 71000 15 -6 70 0 1 0
02 -220100 - 02 —-220100
15 -6 70 0 10 04 —4 71000
1 3 =5 40 0 0 1 1 3 =5 4/0 0 0 1
1 5 -6 7|00 1 O 15 -6 7(0 0 1 O
- O 2 -2 2101 0 0 - 02 -2 2|0 1 0 0
-4 7|1 0 0 O 00 0 3|1 -2 0 0
O 1 =30 0 -1 1 00 -1 =10 1 -1 1
15 -6 70 0 1 0 15 -6 70 0O 1 0
. 02 -2 2|0 1 0 O . 01 -1 10 1/2 0 0
00 -1 —-1j0 1 -1 1 00 1 1[0 -1 1 -1
00 0 3|1 -2 0 0 00 0 1/1/3 =2/3 0 0
10 -1 20 =5/21 0 10030 =722 -1
01 -110 1/2 0 0 01020 -1/21 -1
“doo 1 1o -1 1 -1|7]oo110 -1 1 -1
00 0 1/1/3 =2/3 0 0 000 1/1/3 =2/3 0 0
100 0 -1 =3/2 2 -1
- 010 0-2/3 5/6 1 —1
0010-1/3 -1/3 1 -1
000113 -2/3 0 0
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Die Matrix A ist daher invertierbar mit Inverser

) |

1110
[
N — O
@\ [aplan)
3&12
_ [
[aplNan]
— T~
_21U
(.

Das Gleichungssysteme (IV.14) ist somit eindeutig 16sbar und =z = A~y die

gesuchte Losung, d.h.

ATl =

).

IV.5.7. BEISPIEL. Es soll die Inverse folgender Matrix iiber dem Korper K

Z5 bestimmt werden:

SOESOESY
[
S 8 2 a
N )
+ 4+ «e
|T N N _
S i i
0o — —
=N
3_2|T )
I o =
- D D
> N o
[ .
(\
I
-
— a4 o <
S D DD
/I\
~—
1110
[
AN — - O
[\l aelae]
~ O —
3w12
_ [
;M
— >~
I
(.
/I\
I
~
— N o ¢
88 8 8
/I\

~—~

[

N

~—~

0

X

=

w
—_
— O O O
O~ —
— O — O
SO — O = O
— O - O -
(

I

<

Mittels Zeilenumformungen erhalten wir:

[ejelelenl]
OO —HO
OO—HOO
O—HO—=HO
—HO—O—

—O—HOO
O—A—O—
OO ——
O—HOOO
—OOo0oO

OO
OO —HO
OO—HOO
O—HOOO
—O—O -

—O—HOO
O
OO —
O—HO—=HO
—OOo0oO

[jelelel]
OO —HO
OO—HOO
OoO—HOOO
—O000O

—OoOoO—
O
—HO—H—O
O—HO—HO
—O—O—

SOOoO—
OO—HO—
OO
O—A—O—
—OO—O

OO —
O—HO—HO
—OoO—HOoO
OoO—HOOO
—O000O

OO O—
oOoO—HO
OO —HO
OoO—H—HO
OO —

—OO—HO
OO
—O—OO
OoO—HOOO
—Oo0O0O

[ejejelen k]
OO—HOO
OO —HO
O—H—=HOO
OO —

—OoOO0O—O
OO
—O—O
O—HOOO
—OOo00O

— O
O
—OoOoO—
OO
——HO—O

[jelelel]
OO —HO
OO—HOO
OoO—HOOO
—O000O

COOO—
—O—O—
OO
O
——O—O

O
OO —HO
OO—HOO
OoO—HOOO
—Oo00O

OO O—
—O—O—
QOO
O
—OO—HO

OO —
O—HO—HO
OO—HOO
O—HOOO
—Oo00O

die Inverse von A ist daher:

— O
SO~~~
— O O O
SO~ —~
— — O — O
N—

I

T

<

IV.5.8. BEMERKUNG. Analog zur Formel fiir die Inverse einer (2 x 2)-Matrix,
siehe Beispiel 11.4.8, gibt es auch eine explizite Formel fiir die Inversion von
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(n x n)-Matrizen. Fiir (3 x 3)-Matrizen sieht diese wie folgt aus:

1 | az2 az3 _ | az1 az3 | az1 a2 t
a;n Q12 i3 1 azz ass az1 ass az1 asz
I ai2 ai3 ail ais ail a2
(21 Q22 Q23 - 5 - |032 a33 | asy as3 - ‘ a3l as2 (IV15>
a31 Q32 as3 | a2 a23 _ | az1 a23 |a21 a2
asz2 ass a3l a33 a3l a3s2

wobei | 28| = ad — be und
D = aj1a92a33 + 12023031 + Q13021032 — Q31022013 — A21A12033 — 11A32023.

Dabei ist A genau dann invertierbar wenn D # 0, d.h. genau dann wenn die rechte
Seite in Gleichung (IV.15) Sinn macht. Die analogen Formeln fiir grofiere n sind
noch komplexer und erfordern mehr Rechenaufwand als der oben beschriebene
Algorithmus mit Zeilenumformungen.

IV.6. Basisdarstellung. Wir haben in Abschnitt 11.4 lineare Abbildungen
K™ — K™ durch Matrizen beschrieben. Wollen wir lineare Abbildugen zwischen
allgemeinen endlich-dimensionalen Vektorrdumen, ¢: V' — W, durch Matrizen
darstellen, ist es notwendig geordnete Basen B und C der beiden Vektorrdume
V und W zu fixieren. Damit kann jeder lineare Abbildung ¢ eine Matrix [¢]cp
zugeordnet werden, und wieder entspricht die Matrizenmultiplikation der Kom-
position von Abbildungen, siehe Satz IV.6.15 unten. Diese Matrix [p]cp hdngt
von der Wahl der Basen B und C' ab. Gehen wir zu anderen Basen, iiber trans-
formiert sich die Matrixdarstellung mit sogenannten Basiswechselmatrizen, siehe
Korollar IV.6.21 unten. In diesem Zusammenhang ist es auch zweckméfig die zu
einer Basis von V' duale Basis von V* zu betrachten, und damit wollen wir diesen
Abschnitt beginnen.

Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, dim(V') = n, und by,...,b,
eine geordnete Basis von V. Nach Proposition IV.1.2(d) existiert zu jedem i €
{1,...,n} ein eindeutig bestimmtes lineares Funktional b}: V' — K, sodass

1 fallsi=j, und
b (b;) = bij = R (IV.16)
0 falls i # 7.
Wir erhalten somit Elemente b7,...,0" € V™.
IV.6.1. LEMMA. In dieser Situation ist by, ..., b}, eine Basis von V*.
BEWEIS. Seien Aq,...,\, € K, sodass

AMby A+ -+ A0 = 0.
Auswerten bei b; liefert unter Verwendung von (IV.16)
0= (Aab] + -+ A}, ) (by) = Aubi(by) + -+ + Aab}y (b)) = Ay,

fiir jedes 7 = 1, ..., n. Dies zeigt, dass die Vektoren b7, . .., b} linear unabhéngig in
V* sind. Nach Korollar IV.1.17 miissen diese Vektoren eine Basis von V* bilden,
denn es gilt dim(V*) = dim (V') = n, siehe Korollar IV.2.15. O
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IV.6.2. DEFINITION (Duale Basis). Ist V' ein endlich-dimensionaler Vektor-
raum, dim(V') = n, und by, ..., b, eine geordnete Basis von V', dann werden die
durch (IV.16) eindeutig bestimmten Funktionale b7, ..., b5 als die zu by,...,0b,
duale Basis von V* bezeichnet, vgl. Lemma IV.6.1.

IV.6.3. BEMERKUNG. Sei by, ...,b, eine Basis von K" und B := (by|-- - |by)
die Matrix mit Spaltenvektoren b;. Weiters bezeichnen aq, ..., a, die Zeilen der
Inversen Matrix B~!. Fassen wir a; € M;y,(K) als Element von (K")* auf,
My, (K) =2 L(K", K) = (K")*, dann ist ay,...,a, die zu by,...,b, duale Ba-
sis, genauer bf = 1,,, d.h. b7: K* — K, bf(z) = a;z, x € K", denn die Relation
B7'B = I, ist offensichtlich zu den Bedingungen (IV.16) dquivalent. Die duale
Basis einer Basis von K" ldsst sich daher durch Matrizeninversion berechnen.

IV.6.4. BEISPIEL. Es soll die zur Basis by = (3), by = (2) von K? duale
Basis von (K?)* bestimmt werden. Fiir die Inverse der Matrix B = (43) gilt
B™' = (7, *). Fiir die duale Basis erhalten wir also bj = 17 _3) und b} = ¢(_a,1).
Expliziter, bt: K2 — K, b (%) = (7,-3)(%) = 7z — 3y, und b5: K2 — K,
by (y) = (=2,1)(y) = =2z +y.

IV.6.5. BEISPIEL. Wir wollen die zur Basis b; — (é) by — (Ei) by — (é)

von K? duale Basis von (K3®)* bestimmen. Zeilenumformungen liefern:

1-11]100 1-11 1 00 1-11 1 00
2-10|010 ) ~> 01 —2| =210 ) ~~ 01 -2 —-210
3-22|001 01 -1 -301 00 1| -1-11

10-1] -1 10 100 -2 01

~ 01-2|-210 > 010 —4-12

00 1 -1 -11 001| —-1-11

Daraus schlielen wir
2 -1 0 =
3 =2 2
fiir die duale Basis gilt daher b} = ¥(_2,0,1), b5 = ¥(—4,-1,2), b3 = ¥(—1,-1,1), genauer
b} (g) =—2x+ 2z, b} (g) = —4z — y + 2z und b} (;2) =—x—y+2z
IV.6.6. BEISPIEL (Duale Basis der Standardbasis). Die zur Standardbasis

(
(
1 -1 1 (—201

e1,...,e, von K" duale Basis ], .. ., e von (K")* wird durch die (1 xn)-Matrizen
el, ..., el reprisentiert, genauer e; = Yer, d.h.ef: K" — Kist gerade die Projek-
tion auf die i-te Koordinate, e (z) = z;, x € K".

IV.6.7. LEMMA. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum, by, ..., b, eine Basis
von V, bj,...,b die dazu duale Basis von V* und by*,... 0" die zu letzterer
duale Basis von V**. Dann gilt

b = u(by), 1<i<n,

wobei 12V — V** die natirliche Abbildung aus Proposition II1.4.13 bezeichnet.
In anderen Worten: b7*(a) = a(b;), fiir alle o € V*.
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Bewers. Fiir 1 <i,j < n gilt nach (IV.16)
u(bi)(b7) = bj(bi) = 60 = ;5 = b;"(b]).

Aus der Eindeutigkeitsaussage in Proposition 1V.1.2(d) folgt daher «(b;) = br*,
denn diese beiden Funktionale V* — K stimmen auf der Basis b7, ...,b}, von V*
iiberein. O

IV.6.8. BEMERKUNG. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Basis

by,...,b,. Bezeichnet b7, ..., b’ die dazu duale Basis von V*, dann existiert genau
eine lineare Abbildung ¢: V. — V* mit ¢(b;) = bf, i = 1,...,n, und diese
Abbildung ist ein Isomorphismus. Bezeichnet b7*,... b5 die zu b7, ..., b} duale

Basis von V**, dann existiert analog ein Isomorphismus ¢: V* — V** mit ¢(bf) =
by*,i=1,...,n. Obwohl ¢ und v beide von der urspriinglichen Basis abhidngen,
ist deren Komposition unabhéngig von dieser Basis, denn nach Lemma IV.6.7
gilt pop=1:V — V*.

IV.6.9. PROPOSITION. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Jede Ba-
sis von V* ist die duale Basis einer Basis von V.

BEWEIS. Sei also f,. .., 3, eine Basis von V*, wobei n = dim(V*). Weiters
bezeichne f1,..., 3} die dazu duale Basis von V**. Nach Korollar IV.2.15 ist
v: V. — V** ein Isomorphismus. Setzen wir b; := fl(ﬂ;‘), 1 < j < n, dann bildet
also by, ...,b, eine Basis von V, siehe Proposition IV.1.3. Bezeichnet b7,...,0}
die dazu dual Basis von V*, dann gilt fiir alle 1 <4, 7 < n,

Bi(by) = 1(b;)(Bi) = 5;(@) = 05 = 045 = by (b;),
also stimmen die Funktionale 8; und b} auf einer Basis von V iiberein. Aus der

Eindeutigkeitsaussage in Proposition 1V.1.2(d) folgt daher 8; = b}. Dies zeigt,
dass (i, ..., B, die zu by, ..., b, duale Basis ist. O

Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber K und B = (by,...,b,) eine
geordnete Basis von V. Nach Proposition IV.1.2 ist

¢p: K" SV, ép(e) = x1by + - + T,by,
ein linearer [somorphismus. Zu jedem v € V existieren daher eindeutig bestimmte
Skalare x1,...,z, € K, sodass v = x1b; + - - - + x,b,. Der Vektor
T1
wp=11:1]ek"
xn
wird als Koordinatenvektor von v beziiglich der Basis B bezeichnet. Nach Kon-

struktion ist V' — K", v — [v], gerade die Umkehrabbildung von ¢g, fiir jedes
v €V gilt daher

v=¢p([v]p) = ([v]p)ibi + -+ ([v]5)nbn, (Iv.17)
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und auch [¢p(z)|p = x fiir alle z € K". Fiir die Basisvektoren erhalten wir
[bi] s = e, 1< <n.
Aus der Linearitdt der Umkehrabbildung folgt weiters
[v1 + vo|p = [1]B + [ve]p und [Mv]p = Av|p (IV.18)

fiir alle v,v1,v3 € V und A € K. Die Komponenten von [v]p kénnen auch mit
Hilfe der zu B dualen Basis B* = (bf,...,b") beschrieben werden, fiir die i-te
Komponente gilt

(Wlg)i = bi(v), 1<i<m, (IV.19)
denn b} (v) = b} (211 + - -+ + xpbn) = 210} (b1) + - - - + 205 (bn) = 2 = ([v]B):-
IV.6.10. BEMERKUNG. Ist etwa B = (b1, ..., b,) eine Basis von K" und sollen

die Koordinaten eines Vektors v € K" beziiglich B bestimmt werden, so muss
das Gleichungssystem

by + -+ xb, =0
gelost werden, die Koordinaten von v beziiglich B sind dann
Zq
[v]p =
Tn
Werden die Koordinaten von vielen verschiedenen Vektoren bendétigt, dann ist es

zweckméflig zundchst die duale Basis B* zu bestimmen, wir erhalten die Koordi-
naten eines beliebigen Vektors v dann sofort aus (IV.19),

bi(v)
pls=1 =+ | =l [ba) "0,
by, (v)
vgl. Bemerkung IV.6.3.
IV.6.11. BEISPIEL. Betrachte die Basis B = (by, by) von K2, wobei b; = (1)

und by = (#). Es sollen die Koordinaten des Vektors v = (3) beziiglich B be-
stimmt werden. In Beispiel IV.6.4 haben wir die zu B duale Basis berechnet,

b = s, und b = Y. Mit (IV.19) folgt [o]s = (1)) = (%). Die Ent-

wicklung des Vektors v in der Basis B ist daher v = (2) = 9b;—2b, = 9 (3)—2(3).
IV.6.12. BEISPIEL. Betrachte die Basis B = (by, by, b3) von K3, wobei

blz(é), 52:(%) und bgz@).

Es sollen die Koordinaten des Vektors v = <%) € K3 beziiglich der Basis B

bestimmt werden. In Beispiel IV.6.5 haben wir die zu B duale Basis bestimmt,
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bT = 1/}(,270,1), b; = 1/}(,47,172) und biq.; = w(fl,fl,l)- Mlt (IV19) fOlgt

] (?3) ="
Vlp = s (v = <712>
b3 (v) i

die Entwicklung des Vektors v in der Basis B ist daher

v = (‘%’) — 5y — 12by — by — —5@) _ 12(%) —4@).

IV.6.13. BEISPIEL. Fiir die Koordinaten eines Vektors x € K" beziiglich der
Standardbasis E = (e, ..., e,) von K" gilt offensichtlich

[z]p = .
Nach Satz I1.4.4 kann jedes lineare Funktional o € (K™)* durch einen Zeilenvektor

a=(ay,...,a,) € Mix,(K) beschrieben werden, a = 1,, d.h. a(x) = az, z € K"
Bezeichnet E* die zur Standardbasis duale Basis von (K")*, dann gilt

[a]g- = d’,

denn o = aq€] + - - - + aye), da ja beide Seiten auf den Basisvektoren e; {iberein-
stimmen, a(e;) = Vq(e;) = ae; = a; = (are + - - - + anel)(e;).

IV.6.14. BEISPIEL. Betrachte die Basis B = (1, z, 2?) des Vektoraums K|[z] <.
Der Koordinatenvektor eines Polynoms p = pg + p1z + p22? € K[z]<o beziiglich
B ist dann

[plB = [po + P12 + p22°]5 = (gz) €K’

Der i-te Vektor der dualen Basis ist jenes lineare Funktional K[z]<o — K, das
einem Polynom seinen i-ten Koeffizienten zuordnet.

Sei nun ¢: V. — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen
K-Vektorraumen, dim(V') = n und dim(W) = m. Weiters seien B = (b1, ..., b,)
und C' = (¢q,...,¢n) geordnete Basen von V und W. Nach Satz 11.4.4 ist die
Komposition gbal opoppg: K* - K™ durch Multiplikation mit einer eindeutig
bestimmen (m x n)-Matrix gegeben. Diese Matrix wird mit [p]cp € Myxn(K)
bezeichnet und die Matriz der linearen Abbildung ¢ beziiglich der Basen B und
C genannt. Die Definition lésst sich iibersichtlich in folgendem kommutativen
Diagramm veranschaulichen:

Kr 2>y

s |o dh (G epoon)@) =[desr. vk (IV.20)
¢—1
K™ < W

Da [¢]|cp €; mit der j-ten Spalte von [¢]|cp iibereinstimmt, ist letztere also durch

(¢c' oo dn)(e;) = dc (¢(d5(e;))) = b (9(b;)) = p(b;)]c gegeben. In anderen

Worten, wir erhalten den j-ten Spaltenvektor von [p]cp aus den Koordinaten
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beziiglich der Basis C' des Bildes des j-ten Basisvektors von B, d.h. die Eintra-
gungen in der j-ten Spalten sind gerade die Koordinaten von ¢(b;) beziiglich C.
Fiir die Eintragung in der i-ten Zeile der j-ten Spalte erhalten wir aus (IV.19)

([Ples)y = (lp(by)le)i = cilp(b;),  1<i<m, 1<j<mn,  (IV.21)
wobei C* = (¢, ..., c},) die zu C' duale Basis von W* bezeichnet.

IV.6.15. SATZ (Matrixdarstellung linearer Abbildungen). Seien V, W und
U drei endlich-dimensionale Vektorrdume tber K. Weiters seien B, C' und D
geordnete Basen von V., W und U. Fiir jede lineare Abbildung ¢:V — W und
jedes v € V' gilt dann

[p(v)]e = [ploslv]s, (IV.22)

die Koordinaten des Bildes p(v) kénnen daher durch Multiplikation mit der Ma-
triz [plop aus den Koordinaten von v berechnet werden. Die Zuordnung

L(V,W) = Myun(K), ¢ ¢ [plos, (IV.23)

ist ein linearer Isomorphismus, wobei n = dim (V') und m = dim(W). Fiir belie-
bige v, 1,02 € LIV, W) und X\ € K gilt daher

[p1+ woles = [piles + [p2les  und  [Moles = Alples.
Fiir jede weitere lineare Abbildung v»: W — U haben wir
[ oelps = [¥]pclelep  sowie [idv]ps = I (IV.24)

Die lineare Abbildung ¢ ist genau dann invertierbar, wenn die Matriz [¢]pc in-
vertierbar ist, in diesem Fall gilt

[~ e = lelos: (IV.25)
Fiir jede lineare Abbildung p: V — W gilt weiters
rank () = rank([¢]cp). (IV.26)

Bezeichnen B* und C* die zu B bzw. C' dualen Basen von V* und W*, dann gilt
fiir die Matriz der dualen Abbildung ©': W* — V*

[']B-c- = [Plos- (IV.27)
BeEwEIs. Aus (IV.20) erhalten wir mit x = [v]p sofort
[leslvls = ¢! (e(d5([v]s)) = 65 ((v)) = [#(v)]e,
also (IV.22). Beachte, dass
L(V, W)= L(K", K™), g0<—>¢alogpogb3,
ein linearer Isomorphismus mit Umkehrabbildung ¢¢ o o o ¢§1 < o ist, denn

¢c' o (91 + ) 0 dp =5 0 p10dp+ 5l 0005
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und ¢t o (A\p)ogp = Ao opodp) fiir alle o, vy, 0o € L(V,W) und A € K, siehe
Proposition 11.3.18. Zusammen mit Satz I1.4.4 folgt, dass (IV.23) einen linearen
Isomorphismus bildet. Aus

¢p' o (hop)ogp=(¢p 0hogc)o (pc'opod),  ¢5' oidyopp = idkn,

und Satz I1.4.4 erhalten wir nun auch (IV.24). Beachte, dass ¢ genau dann in-
vertierbar ist, wenn gbal o @ o ¢p invertierbar ist, und dass in diesem Fall

65 0 oge = (¢g' oo n)

gilt. Zusammen mit Satz I1.4.4 sehen wir daher, dass ¢ genau dann invertierbar
ist, wenn [¢]|cp invertierbar ist, und dass in diesem Fall (IV.25) gilt.

Nach Definition des Rangs einer Matrix gilt rank([¢]cp) = rank(¢' o po¢p),
die Gleichung (IV.26) folgt daher aus Proposition 1V.2.23.

Seien nun B* = (bj,...,b%) und C* = (cf,...,c,) die zu B = (by,...,by)
bzw. C' = (cy,. .., ¢y) dualen Basen von V* und W*. Mit (IV.21) erhalten wir

([P]Bc-),; = b (#'(c5)) = b (5 0 @) = 1 (bi)(cf 0 )
= (c; o) (bi) = ¢ (b)) = ([¢len)si = ([eles)is
wobei B* = (by*,...,b5") die zu B* duale Basis von V** bezeichnet, fiir die ja
vy (b;) = b* gilt, siche Lemma IV.6.7. Dies zeigt (IV.27). O
IV.6.16. BEMERKUNG. Bezeichnen B = (eq,...,¢e,) und C' = (eq, ..., e,) die

Standardbasen von K" und K™, dann stimmt der Isomorphismus aus Satz IV.6.15,
LK™, K™) = M;,«n(K), ¢ <> [¢]cp, mit dem in Satz I1.4.4 besprochenen Iso-
morphismus iiberein. In diesem Fall gilt ndmlich ¢p = idg» und ¢¢ = idgm. Die
Matrix einer linearen Abbildung ¢: K" — K™ beziiglich der Standardbasen von
K™ und K™ stimmt also mit der in Satz [1.4.4 besprochenen Matrix iiberein.

IV.6.17. BEMERKUNG. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K,
dim (V) = n, und B eine geordnete Basis von V. Dann ist die Zuordnung

end(V) = Mnun(K), ¢ ¢ ¢l

ein Isomorphismus von K-Algebren, der sich zu einem Gruppenisomorphismus
GL(V) = GL.(K), ¢ [¢]ss

einschrankt. Dies folgt sofort aus Satz IV.6.15.

IV.6.18. BEISPIEL. Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und 7: V. — V
ein Projektor. Sei by, ..., b eine Basis von img(7) und by, ..., b, eine Basis von
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ker(m). Da V = img(n) @ ker(n) ist B := (b1, ..., b,) eine Basis von V' und

1 -« 00 --- 0 O --- 00 --- 0
il = 0O --- 10 --- 0 ] = 0 --- 00 0

BBE=1qg ... 00 --- 0| BB= 10 ... 0 1 0l
O --- 00 --- 0 0O --- 00 --- 1

wobei " = idy —7 den komplementéren Projektor auf ker(w) lings img(w) be-
zeichnet. Fiir die Spiegelung ¢ = m — «’ an img(7) ldngs ker(m) und die dazu

komplementére Spiegelung o' = —o = 7’ — 7 an ker(7) ldngs img(7) haben wir
1 -« 0 0 --- 0 -1 - 0 0 --- 0
(0] 0 1 0 0 (0] 0 -1 0 0
BB 10 0 -1 0|’ B0 0 1 0
0O --- 0 0 --- —1 O --- 0 0 --- 1

IV.6.19. BEISPIEL. Wir betrachten den reellen Vektorraum der glatten Funk-
tionen, C*°(R, R). Die Ableitung definiert eine lineare Abbildung

C*(R,R) = (R,R), fr—f,

denn (f+¢g) = f'+ ¢ und (\f) = Af', fur alle f,g € C*°(R,R) und A € R.
Nach Beispiel 111.2.22 sind die beiden Funktionen sin,cos € C*°(R,R) linear
unabhingig, spannen also einen 2-dimensionalen Teilraum W := (sin,cos) C
C*°(R,R) auf. Da sin’ = cos und cos’ = —sin, schrinkt sich die Ableitung zu
einer linearen Abbildung D: W — W, D(f) := f’, ein. Fiir die Matrix von D
beziiglich der geordneten Basis B = (sin, cos) von W erhalten wir

o= (1 ).

Mit (IV.24) folgt daraus etwa

[D o Dlpp = [D]pp[D]pp = <(1) _01) ((1] _01) = (_01 _01) :

was genau (DoD)(sin) = sin” = — sin und (Do D)(cos) = cos” = — cos entspricht.

IV.6.20. BEISPIEL. Betrachte den (n + 1)-dimensionalen Vektorraum V =
R[z]<, mit geordneter Basis B = (1, z,2%,2%,...,2"), siche Beispiel I11.3.10. Die
Ableitung definiert eine lineare Abbildung D: W — W, D(p) := p/, denn es gilt
(p+q) = p'+¢ und (\p)’ = \p/, fiir alle p, ¢ € R[z] und X\ € R. Da D(2*) = kz*~1,
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ist die Matrix von D beziiglich der Basis B durch

Oo10¢0 --- 0 0
Oo0 220 --- 0 0
0003 --- 0 0
Dlgg=1]: : : : : S| € Mupgiyxmen)(R).
0000 - n—-120
0O00¢O0 --- 0 n
O000¢O0 --- 0 0

gegeben. Sezten wir n = 3 und betrachten die lineare Abbildung
P: Rlz]<3 = Rlz]<s, P(p) := 4p + 3p' +2p" = (4id +3D + 2D?)(p),

dann erhalten wir mit den Rechenreglen aus Satz IV.6.15 sofort

[P]ss = 41, + 3[D]ps + 2([D]s5)*

BUSRY s (8a88) Lo (8380 (41
= 0010 +3 0003 +2 0003 —loo
0001 0000 0000 00

Da diese Matrix invertierbar ist, gibt es also zu jedem Polynom ¢ € R[z]<3 genau
ein Polynom p € R[z]<s fiir das 4p + 3p’ + 2p” = ¢ gilt. Durch Inversion der
Matrix [P]gp liefle sich dieses Polynom p auch sofort berechnen.

[=INCYN
—
moDo

Seien nun B = (by,...,b,) und B = (by, ..., b,) zwei geordnete Basen von V.

Unter der Matrixz zum Basiswechsel von B nach B verstehen wir die Matrix
Tsp = [idV]BB S Mnxn(K)

Nach Definition stimmt der j-te Spaltenvektor von T, mit [b;]5 tiberein. Fiir
den Eintrag in der i-ten Zeile der j-ten Spalte gilt daher

(Tgp)iy = ([bi]a) = U (b;),  1<i,j<m,
wobei B* = (b%,...,b%) die zu B duale Basis bezeichnet.
IV.6.21. KOROLLAR (Basiswechsel). Seien V' und W zwei endlich-dimensio-
nale Vektorrdume tiber K. Weiters seien B und B zwei geordnete Basen von V

und C und C' zwei geordnete Basen von W . Die Basiswechselmatrizen sind stets
wnvertierbar mit Inverser

T;: =Tps (IV.28)
Fiir jedes v € V' qult
[vl5 = Tpplv]s, (IV.29)

wir erhalten also die Koordinaten von v beziiglich der Basis B durch Multiplika-
tion mit der Matriz Tz aus den Koordinaten beziiglich B. Fiir jede Abbildung
p: V=W gqilt

[Ples = TeolelesTpp: (IV.30)
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Fiir die Basiswechselmatrix der dualen Basen gilt
Tpege = Tgp. (IV.31)

BEWEIS. Da die identische Abbildung idy offensichtlich invertierbar ist, muss

auch Tz, = [idy] 55 invertierbar sein und mit (IV.25) erhalten wir
Téllg = [idv]ég = [idx;l]BB = lidv]ps = Tps;
also (IV.28). Gleichung (IV.29) folgt aus (IV.22), denn
[v]g = [idv (v)]5 = lidv]pp[v]s = Tsp[v]s.
Aus (IV.24) folgt
[ples = lidw oy oidv]ge = [idwlecleleslidv]ps = TaclelesTss,

also (IV.30). Schliefllich erhalten wir aus (IV.27) auch

Ty.p- = lidv+]p- - = [idy]pe - = [idV]tEng

womit auch (IV.31) gezeigt wire. O

IV.6.22. BEMERKUNG. Sei B = (by,...,b,) eine Basis von K" und bezeichne
E = (ey,...,e,) die Standardbasis von K". Dann gilt offenbar

Tep = (bi -~ -[bn),
und mit Korollar IV.6.21 erhalten wir erneut, vgl. Bemerkung IV.6.10,
[z]p = Tpplelp = Tgpr = (bi| -+ by) 'a
fir jedes € K", denn [z]p = z. Fiir die duale Basis gilt [b]p- = e;, also
(b}]e)" = (Tpp- [@]B*)t = (Thpei)' = elTpp = el(bi] - [b,)

d.h. die Matrix die dem linearen Funktional b} : K" — K entspricht, b} = 1,,, a; €
M, (K), ist gerade die i-te Zeile von (by|---|b,)~'. Auch dies haben wir weiter
oben schon festgehalten, vgl. Bemerkung IV.6.3. Ist A € M,,x,(K) und ¢: K* —
K™, p(z) = Az, dann gilt offenbar [p|gr = A, vgl. Bemerkung IV.6.16. Ist
C = (cy,...,c,) eine weitere Basis von K™ so erhalten wir mittels Korollar IV.6.21

[eles = TpaleleeTes = (a1l -+ -[en) P A1 - - - |bn).

IV.6.23. BEISPIEL. Betrachte die beiden geordneten Basen

5=((3)(3).(1)) ma 2=((4). () (1))
0 2 3 0 0 1
von R3. Offensichtlich gilt dann
1 -1 1
Teg=12 —1 3
0 2 3
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Nach (IV.28) folgt

1

1 -1 1\~ 9 5 -2
Toe=12 -1 3] =[-6 3 -1
0 2 3 4 -2 1

Dies erlaubt es nun die Koordinaten eines Vektors in R? bziiglich der Basis B zu
bestimmen. Betrachten wir etwa x = (133) € R3, dann gilt [x]p = (é) also

-9 5 =2 2 1
[SL’]B:TBE[SL’]E: —6 3 —1 9 = 2 ,
4 =2 1 13 3

d.h. ( 5 ) =1 (%) + 2 (;) +3 (é) Betrachte wir die lineare Abbildung

T —7l‘1 + 4l‘2 - 2l‘3
Q: R? — Rg, |z ]| = 1325 — 623 ,
T3 12l‘2 - 5l‘1
dann gilt offenbar
-7 4 =2
lge=1|( 0 13 —6
0 12 =5

Mit (IV.30) kénnen wir nun auch die Matrix von ¢ beziiglich B berechnen,

[SO]BB =TgE [SO]EETEB

-9 5 =2 -7 4 =2 1 -1 1 1 0 O
=1-6 3 -1 0 13 —6 2 -1 31 =101 O
4 =2 1 0 12 =5 0 2 3 00 —1

Wir verstehen dadurch die Abbildung ¢ besser, es handelt sich um eine Spiegelung

am Teilraum < <é) , < :j ) > langs des Teilraums < <§) >

1V.6.24. BEISPIEL. Wir wollen eine lineare Abbildung o: R? — R? bestim-
men, die die Punkte auf der Geraden ((3)) unverdndern lisst und auf Punkten
der Gerade ((2)) durch Multiplikation mit —1 wirkt. Beachte, dass die beiden
Vektoren (4) und (2) eine Basis von R? bilden. Nach Proposition I11.3.2 gibt es
also eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢: R? — R? fiir die o (4) = (3)
und o (3) = — (2) gilt. Fiir ihre Matrix beziiglich der Basis B = ((1),(2)) gilt
offenbar [o]pp = ({ % ). Bezeichnet E = ((}),(})) die Standardbasis dann gilt

Tpp = (53) und daher Tpp = Typ = (35 #)), siehe (IV.25). Mit (IV.24) folgt

[olee = TeslolssTse = G g) <(1) _01) <_25 —31) - (:é(l) 161)

die gesuchte Abbildung ist daher durch o (31) := ( 00112 ) gegeben.
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IV.6.25. BEISPIEL. Betrachte die beiden geordneten Basen
B =(1,z,2% 2% und B= (Lz+1,(2+1)% (2 +1)%)
des Vektorraums KJz]<3. Dann gilt

1111 1 -1 1 -1
01 23 41|01 =2 3
Tee=loo01 3| ™ Tes=Tss= |0 0 1 -3
0001 0O 0 0 1
Ist etwa p = 3 + 2 — 722 + 923, dann folgt
3 1 -1 1 -1 3 —14
1 0o 1 -2 3 1 42
[p]B = _7 ,alSO [p]é = T~B[p]B O O 1 _3 _7 = _34
9 0 0 0 1 9 9

Die letzte Gleichung bedeutet gerade p = —14+42(2+1) —34(2+1)24+9(z +1).
Wir beenden diesen Abschnitt mit folgender Anwendung:

IV.6.26. SATZ. Sei K ein Korper, xg,...,x, € K paarweise verschieden und
Yo, - - Yn € K beliebig. Dann existiert ein eindeutiges Polynom p € K[z]<,,
sodass p(x;) = y; fir alle i = 0,...,n. Insbesondere besitzt jedes nicht-triviale
Polynom n-ten Grades, 0 # p € K|z]<,, hdchstens n verschiedene Nullstellen in
K. Dariiber hinaus ist die sogenannte Vandermonde-Matrix,

1 oz a3 a3 -+ ap

1z 23 a3 -+ af
2 3 .. n

L ozy 75 x3 T2 | € Mns1yxnr1)(K),
2 3 n

1 z, =z =z, T

invertierbar.

BeEwEIs. Fiir das Polynom

bz —a)e— ) (e mme)E m ) (o w) g

P (xi_xo)(ffz‘—$1)"'($z‘—%'—1)(%'—$i+1)---(xi—xn) -

i=0
gilt offensichtlich p(z;) = y;, i = 0,...,n. Die lineare Abbildung

p(zo)
p(a1)
¢: Klzlan = K™ 0(p) = | . 7|,
p(zn)
ist also surjektiv. Nach Korollar IV.2.11 ist ¢ daher ein Isomorphismus, denn
dim(K[z]<,) = n + 1 = dim(K"*!). Die Injektivitit von ¢ bedeutet aber gerade,
dass das Polynom p durch seine Werte p(zg),...,p(x,) eindeutig bestimmt ist.
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Bezeichnet E = (e, . . ., €,) die Standardbasis von K" und B = (1, 2,22, ..., 2")
die Basis der Monome in K[z]<,,, dann gilt offenbar
1 xo x% :Eg e T
1 z x; xz R
Glep= |1 72 22 25 - 15| ¢ Mn41)x (nt1) (K).

Da ¢ invertierbar ist, muss also auch die Vandermonde-Matrix invertierbar sein,
siehe Satz IV.6.15. U

Aus dem vorangehenden Satz erhalten wir sofort:

IV.6.27. KOROLLAR. Ist K ein Kérper mit unendlich vielen Elementen, dann
ist die Abbildung K[z] — F(K,K), die einem Polynom p die Polynomfunktion
x — p(x), z € K, zuordnet injektiv. In diesem Fall ist ein Polynom also véllig
durch die entsprechende Polynomfunktion bestimmdt.

IV.6.28. BEMERKUNG. Fiir endliche Kérper K bleibt das vorangehende Re-
sultat nicht richtig. In diesem Fall ist ndmlich (K, K) endlich-dimensional, aber
dim(K]z]) = oo, es kann daher keine injektive Abbildung K[z] — F (K, K) geben.

Die Tatsache, dass ein nicht-triviales Polynom n-ten Grades, 0 # p € K[z]<,,
hochstens n verschiedene Nullstellen haben kann lédsst sich auch auf andere Art
beweisen. Ist ndmlich xq € K Nullstelle von p, dann liefert Polynomdivision ein
nicht-triviales Polynom 0 # ¢ € K[z]<,_1, sodass p = (z — x¢)q. Ist z; € K eine
weitere Nullstelle von p und xg # x;, dann muss x; eine Nullstelle von ¢ sein und
wir kénnen einen weiteren Linearfaktor abspalten. Da der Grad des Polynoms ¢
strikt kleiner als der Grad von p ist, folgt daraus, dass p hochstens n verschiedene
Nullstellen haben kann.






V. Determinanten

Wir werden in diesem Kapitel jeder quadratischen Matrix A € M, (K) ihre
Determinante, det(A) € K, zuordnen. Die Determinante ist multiplikativ, es gilt

det(AB) = det(A) det(B),

fir je zwei (n x n)-Matrizen A und B. Auch ist eine Matrix A genau dann
invertierbar, wenn det(A) # 0 gilt. Es ist keineswegs offensichtlich, dass eine
Abbildung mit diesen Eigenschaft iiberhaupt existiert.

In Abschnitt V.1 werden wir eine (rekursive) Konstruktion der Determinante
besprechen, ihre wichtigsten Eigenschaften herleiten, und auch einen effektiven
Algorithmus zur Berechnung kennen lernen. Dort werden wir auch die geome-
trische Bedeutung reeller Determinante kldren, sie stimmt mit dem orientierten
Volumen des von den Spalten der Matrix aufgespannten Parallelepipeds iibe-
rein. Aus diesem Grund tritt die Determinante in der Transformationsformel fiir
Mehrfachintegrale auf.

Mit Hilfe von Determinanten kann die Inverse einer invertierbaren Matrix
A explizit angegeben werden, und die Cramer’sche Regel liefert eine explizite
Losungsformel fiir das lineare Gleichungssystem Az = y, sieche Abschnitt V.2.

In Abschnitt V.3 werden wir eine nach Leibniz benannte explizite Formel
fiir die Determinante einer Matrix angeben, und so eine weitere, unabhéngige
Konstruktion der Determinantenfunktion kennen lernen. Diese Formel besteht
aus sehr vielen Termen und ist daher bei der Berechnung grofler Determinanten
nicht hilfreich. Fiir (3 x 3)-Matrizen liefert sie die Regel von Sarrus:

aij; Q12 a3
det | ag1 a2 a3 | = ar1axass + ajpasszas + aj3as ase
a31 32 33

— (11G23032 — 12021433 — 413022031 -
In Abschnitt V.4 werden wir den Begriff der Determinante auf lineare Abbil-
dung ¢: V — V ausdehnen, wobei V' einen endlich-dimensionalen Vektorraum
bezeichnet. Im letzten Abschnitt V.5 werden wir mit Hilfe von Determinanten
den Begriff der Orientierungen eines endlich-dimensionalen reellen Vektorraums

préazise fassen und kurz auf die wichtigsten Eigenschaften eingehen.
Vieles in diesem Kapitel findet sich etwa [3].

V.1. Determinantenfunktionen. Eine Funktion
0: Myun(K) = K, A 0(A),
wird linear in der k-ten Spalte genannt, falls fiir alle a; € K" die Abbildung

K" — K, x> 0(ar] - |ag-1|@|ags] - - |an)
119
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linear ist, d.h. wenn fiir alle a;, z,y € K™ und A € K gilt:

S+ lag 1o+ ylawal ) = 0 Jax alelagsal )+ 0+ alylo] )
O(- - Jak—1|Az|apsa] - ) = A0 (- - |ar—a|@larsal - -)

Gilt dies fiir jedes k = 1,...,n, dann wird 0 multlinear genannt, wir sagen auch

d(A) ist linear in jeder Spalte von A. Offensichtlich bilden die multlinearen Abbil-

dungen M, «,(K) — K einen Teilraum des Vektorraums aller K-wertigen Funk-
tion auf M, ., (K), siche Aufgabe 1.

V.1.1. LEMMA. SeiK ein Kiorper,n € N und §: Myx,(K) — K eine Funktion,
die folgende beiden Eigenschaften hat:

(a) & ist multilinear, d.h. 6(A) ist linear in jeder Spalte von A.
(b) Sind zwei benachbarte Spalten von A gleich, so gilt §(A) = 0.

Dann besitzt & auch folgende Figenschaften:

(c¢) Bei Vertauschung zweier Spalten von A wechselt §(A) das Vorzeichen.

(d) Sind zwei beliebige Spalten von A gleich, so gilt §(A) = 0.

(e) Addieren wir ein Vielfaches einer Spalte von A zu einer anderen Spalte, dann
bleibt §(A) unverdndert.

(f) Ist rank(A) < n, dann gilt 6(A) = 0.

(g9) Fiir jedes j € {1,...,n} und jede Matriz A gilt

5(A) = Z 8(Awj)-

Dabei bezeichnet Agjy jene (n x n)-Matriz, die wir aus A erhalten wenn wir
jeden Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte, aufer A;;, durch 0 ersetzen.*

(h) Bezeichnet §': M, x,(K) — K eine weitere Funktion, die die beide die Figen-
schaften (a) und (b) hat, und ist §(1,) = 6'(1,), dann gilt schon §(A) = §'(A),
fiir alle A.

(i) Es gilt 6(BA)(1,) = 6(B)o(A), fir je zwei Matrizen A und B.

(j) Fiir jedes i € {1,...,n} und jede Matriz A gilt

5(A) = Z (Auj)-

0
A : A
0
Dh. Agjy =0 -+ 0 A; 0 -+ 0], wobei A;; den Eintrag von A in der i-ten
0
A : A
0

Zeile und j-ten Spalte bezeichnet. Die mit A symbolisierten Blocke stehen jeweils fiir den
entsprechenden Teil von A, diese bleiben unverindert.
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(k) 0(A) ist linear in jeder Zeile von A.
(1) 6(AY) = §(A), fir jede Matriz A.
(m) Sind zwei beliebige Zeilen von A gleich, so gilt §(A) = 0.
(n) Bei Vertauschung zweier Zeilen von A wechselt §(A) das Vorzeichen.

(0) Addieren wir ein Vielfaches einer Zeile von A zu einer anderen Zeile, dann
bleibt §(A) unverdndert.

BEWwWEIS. Wir beobachten zunéchst, dass 6(A) bei Vertauschung zweier be-
nachbarter Spalten das Vorzeichen wechselt, d.h. es gilt

S+ alyl ) = =0+ lyle] ),
denn aus (a) und (b) folgt sofort:
0=6( |z +ylr+yl--)
Sind nun 1 <17 < j < n, dann folgt durch sukzessives Vertauschen von Spalten:
Sp. ¢ bis j
j—i—1
(- Tal-Tgl- ) = (=176 Jaly] )
= (=1 yla| ) = =Syl |- )
~———
Sp. @ bis j
Dies zeigt (c¢). Zusammen mit (b) erhalten wir daraus auch (d), denn
5(-+-lz|-|z| ) = £6(-- - |z|z| - --) = 0.

Unter Verwendung von (a) folgt weiters

S( ||y Ax| ) =8C- ||yl ) A x| 2] )

fiir jedes A € K. Somit ist auch (e) gezeigt.
Ad (f): Gilt rank(A) < n, dann sind die Spalten von A = (ay]- - - |a,) linear
abhéngig, wenigstens eine lasst sich daher als Linearkombination der anderen

schreiben. Durch Vertauschen zweier geeigneter Spalten diirfen wir 0.B.d.A. a; =
>, Aa; annehmen, siehe (¢). Mit (a) und (d) folgt dann

5(A) = 5(i N

Ad (g): Fiir die j-te Spalte von A gilt a; = > | A;je;, wobei A;; den Eintrag
in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von A bezeichnet. Mit (a) und (e) folgt

5(A) =) d(ar---laj | Ayeilajil - lan) = D 3(Auy),
i=1 =1

as } as ‘ ) an> = i)\ié(ai|a2|a3| -+ |a,) = 0.
i=2



122 V. DETERMINANTEN

denn es gilt

5(a1| R |aj_1|Aije,~|aj+1| te |an) = 5(14(”)) (V].)
Fir A;; = 0 ist die Gleichung (V.1) offensichtlich, denn in diesem Fall haben
beide Matrizen eine verschwindende j-te Spalte, nach (a) verschwinden daher
beide Seiten in (V.1). Ist A;; # 0, dann konnen wir durch Addition geeigneter
Vielfacher der j-ten Spalte von (ai|---|aj_1|A;ei|aj+1]| - +|an) zu den anderen
Spalten diese Matrix zu A(;;) umformen, und dabei bleibt § unverdndert, vgl. (e).

Ad (h): Beachte zunéchst, dass auch die Funktion

8" Myen(K) > K, §"(A) i= 8(A) — &'(A),

die beiden Eigenschaften (a) und (b) besitzt. Wie wir oben gezeigt haben, hat sie
daher auch Eigenschaft (c¢) und (d). Nach Voraussetzung gilt weiters 6”(1,,) = 0.
Sei nun A eine (n x n)-Matrix und bezeichne A;; den Eintrag in der i-ten Zeile
und j-ten Spalte. Aus (a) folgt

5"(A) = 5’/(& Aires, | - ) i Aiy iy )

i1=1 in=1

— Z e Z AijreeAgyp 0" (s, |- les,),

i1=1 in=1

es geniigt daher 6" (e;,| - - - |e;, ) = 0 zu zeigen, fiir alle i, ...,i, € {1,...,n}. Nach
(d) geniigt es dies fiir paarweise verschiedene iy, ..., zu verifizieren. In diesem
Fall folgt durch sukzessives Vertauschen mittels (c)

(e .. Jes) = £0"(er] ... |en) = £6"(I,,) = 0.

Dies zeigt 6”(A) = 0, fiir jedes A, und daher §(A) = §'(A).
Ad (i): Sei B fix. Beachte, dass die Funktionen

&' Myn(K) = K, &(A) = §(BA)(I,)

und
8" Myyn(K) = K, §"(A) :=6(B)(A)

beide die Eigenschaften (a) und (b) haben. Bezeichnen namlich A = (aq|---|a,)
die Spalten von A dann gilt BA = (Bay|---|Bay,), also hingt die k-te Spalte
von BA linear von der k-ten Spalte von A ab, und, falls die k-te Spalte von B
mit der [-ten Spalte iibereinstimmt, dann bleibt dies auch fiir BA richtig. Da
offensichtlich auch ¢'(1,) = §”(1,,) gilt, erhalten wir aus (h) nun §'(A) = §"(A),
d.h. 6(BA)d(1,) = 6(B)I(A).

Ad (j): Beachte, dass die k-te Spalte von A;;) linear von der k-ten Spalte von
A abhéngt. Daher stellt auch

8" Mpsn(K) = K, §'(A) = 25(14@]‘))
j=1
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eine Funktion dar, die linear in den Spalten von A ist. Stimmen die Spalten mit
Nummern k£ und [ von A iiberein, 1 < k <[ < n, dann folgt

0'(A) = 0(Agw) +9(Aw) =0,

denn fiir j # k,1 hat auch Ag;) zwei gleiche Spalten, also 5(A(ij)) = 0 nach (d),
und die Matrix A entsteht aus Ay durch Vertauschen der Spalten k& und [, also
6 (Agiry) = —0(Ag) wegen (c). SchlieBlich gilt auch ¢'(1,,) = §(1,), denn (1) sy =
I, und fiir j # 7 ist 5((In)(ij)) = 0, da die j-te Spalte von (/,,);;) verschwindet.
Aus (h) erhalten wir daher §(A) = ¢'(A), d.h. 6(A) =37, 6 (Agij))-

Ad (k): Beachte zunéchst, dass die i-te Spalte von A;) linear von der i-ten
Zeile von A abhéngt. Folglich ist ¢ (A(ij)) linear in der i-ten Zeile von A. Nach (j)
ist daher auch 0(A) linear in der i-ten Zeile von A. Da i beliebig war, folgt die

Behauptung.
Ad (1): Nach (k) ist die Funktion

8 Myn(K) = K, §'(A) := 6(A"),

linear in jeder Spalte. Ist rank(A) < n, dann auch rank(A") < n, also ¢'(A) =
d(A") = 0 nach (f). Insbesondere verschwindet 0'(A), falls zwei Spalten von A
tibereinstimmen. Mit (h) folgt somit ¢’(A) = §(A), denn offensichtlich gilt auch
8(1,) = 0(1y).

Die verbleibenden Behauptungen (m), (n) und (o) folgen sofort aus (c), (d)
und (e) mittels (m). O

V.1.2. BEMERKUNG. Nach Lemma V.1.1 sind fiir eine multilineare Abbildung
d: Myxn(K) — K folgende Aussagen dquivalent:

(a) Stimmen zwei benachbarte Spalten von A iiberein, so gilt §(A) = 0.
(b) Stimmen zwei Spalten von A iiberein, so gilt §(A) = 0.
(c) Sind die Spalten von A linear abhéngig, so gilt 6(A) = 0.

Eine multilineare Abbildung §: M, ,(K) — K, die diese Eigenschaften besitzt
wird alternierende multilineare Abbildung genannt. Offensichtlich bilden die alter-
nierenden multilinearen Abbildungen einen Teilraum des Vektorraums aller multi-
linearen Abbildungen M, «,(K) — K, vgl. Aufgabe 1. In Satz V.1.3 unten werden
wir eine alternierende multilineare Abbildung det: M, «,(K) — K konstruieren,
fir die det(7,) = 1 gilt. Nach Lemma V.1.1(h) ist daher jede alternierende mul-
tilineare Abbildung 0: M, x,(K) — K von der Form §(A) = d§(1,,) det(A). Der
Vektorraum der alternierenden multilinearen Abbildungen M, (K) — K hat
daher Dimension 1 und det bildet eine Basis. Gilt 2 # 0 € K, dann sind die
Eigenschaften (a) bis (c¢) oben auch zu folgender Bedingung dquivalent:

(d) Bei Vertauschung zweier Spalten von A wechselt 6(A) das Vorzeichen.
Fiir allgemeine Korper bleibt dies jedoch nicht richtig, siehe Aufgabe 2.

V.1.3. SATZ. Sei K ein Kérper und n € N. Dann existiert eine eindeutige
Funktion det: M,,.,(K) — K, die folgende drei Figenschaften besitzt:
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(a) det ist multilinear, d.h. det(A) ist linear in jeder Spalte von A.
(b) Sind zwei benachbarte Spalten von A gleich, dann gilt det(A) = 0.
(c) det(I,) = 1, wobei I,, die Einheitsmatriz bezeichnet.

Diese Funktion hat dariiber hinaus folgende Figenschaften:

(d) Bei Vertauschung zweier Spalten von A wechselt det(A) das Vorzeichen.

(e) Addieren wir ein Vielfaches einer Spalte von A zu einer anderen Spalte, so
bleibt det(A) unverdndert.

(f) det(A) ist linear in jeder Zeile von A.

(9) Bei Vertauschung zweier Zeilen von A wechselt det(A) das Vorzeichen.

(h) Addieren wir ein Vielfaches einer Zeile von A zu einer anderen Zeile, so bleibt
det(A) unverdndert.

(i) Fiir je zwei Matrizen A und B gilt

det(AB) = det(A) det(B).
(j) A ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0. In diesem Fall gilt
det(A™') = det(A)".
(k) Fiir jede Matriz A ist
det(A") = det(A).
(1) Fir jedesi € {1,...,n} und jede Matriz A gilt
det(A) =Y (=1)" A;; det (Ay).
j=1
Diese Formel wird Entwicklung nach der i-ten Zeile genannt. Dabei bezeichnet
A;j den Eintrag der Matriz A in der i-ten Zeile und j-ten Spalte, und Agj
bezeichnet jene (n — 1) x (n — 1)-Matriz, die wir durch Streichen der i-ten
Zeile und j-ten Spalte aus A gewinnen.
(m) Fiir jedes j € {1,...,n} und jede Matriz A gilt
det(A) = D J(=1)" Ay det (A).
i=1
Diese Formel wird Entwicklung nach der j-ten Spalte genannt.
(n) Fir Dreiecksmatrizen haben wir

all a12 oo aln all 0 A 0
0 axp --- a ag  Qax
det . , , ] = Q1G9 "+ * Ay = det
: - - : 0
O A 0 ann anl an2 o« o ann

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst mittels Induktion nach n, dass tatséchlich eine
Funktion det: M,«,(K) — K) mit den Eigenschaften (a), (b) und (c) existiert.
Der Fall n = 1 ist trivial, die Abbildung det: M;.;(K) — K, det(a) := a, hat
offensichtlich alle gewiinschten Eigenschaften. Fiir den Induktionsschritt sei nun
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det: Mu—1)x(n—1)(K) = K eine Abbildung, sodass (a), (b) und (c) gelten. Weiters

fixieren wir ein ¢ € {1,...,n}. Fir A € M, ,(K) definieren wir nun
det(A) := Y (=1)" A;;det(Ag;). (V.2)
j=1

Dabei bezeichnet A;; den Eintrag der Matrix A in der ¢-ten Zeile und j-ten Spalte,
und A(ij) bezeichnet jene (n — 1) x (n — 1)-Matrix, die wir durch Streichen der
i-ten Zeile und j-ten Spalte aus A erhalten. Jedenfalls ist dadurch eine Abbildung
det: M, xn(K) — K definiert. Wir verifizieren nun, dass diese die Eigenschaften
(a), (b) und (c) hat.

Ad (a): Seien j,k € {1,...,n}. Es geniigt zu zeigen, dass A;; det (A(ij)) linear
in der k-ten Spalte von A ist, vgl. (V.2). Wir unterscheiden zwei Fille. Fiir k = j
héngt det (A(Z-j)) nicht von der k-ten Spalte ab, denn diese wurde ja gestrichen,
und A;; ist offensichtlich linear in der k-ten Spalte. Ist j # k, so ist A;; unbhéngig
von der k-ten Spalte und nach Induktionsvoraussetzung héngt det (A(ij)) linear
von der k-ten Spalte von A ab. In beiden Fillen folgt, dass A;; det (A(ij)) linear
in der k-ten Spalte von A ist.

Ad (b): Sei A € M, x,(K) eine Matrix deren k-te Spalte mit der (k + 1)-ten
Spalte iibereinstimmt, 1 < k < n. Ist nun j # k und j # k + 1, dann hat auch
A(ij) zwei gleiche benachbarte Spalten, nach Induktionsvoraussetzung gilt daher
det(fl(ij)) = 0 fiir diese j. In der Summe (V.2) bleiben daher nur zwei Terme
ibrig,

det(A) = (—1)Z+kAlk det (A(zk)) -+ (—1)i+k+1Ai7k+1 det (A(i,k+1)).

Weiters ist A(ik) = A(i’k_’_l), die beiden Terme auf der rechten Seite stimmen also
bis auf ihr Vorzeichen iiberein, und es folgt det(A) = 0.
Ad (c): Der einzige nicht verschwindende Eintrag der i-ten Zeile der Einheits-

matrix I, ist (1,,); = 1. Weiters gilt (1)) = I,—1 und nach Induktionsvoraus-
setzung daher det((fn)(ii)) = det(l,_1) = 1. Aus (V.2) erhalten wir daher

j=1

Damit ist der Induktionsschritt gezeigt, also existiert fiir jedes n € N eine
Funktion det: M, ,(K) — K, die die Eigenschaften (a), (b) und (c) besitzt. Die
Eindeutigkeit dieser Funktion folgt aus Lemma V.1.1(h). Aus (V.2) erhalten wir
auch sofort (1).

Die Behauptungen (d), (e), (f), (g), (h), (i) und (k) folgen sofort aus den
entsprechenden Aussagen in Lemma V.1.1.

Ad (j): Ist A invertierbar, so erhalten wir mit (c) und (i)

1 = det(I,) = det(AA™) = det(A) det(A™).
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Es folgt det(A) # 0 und det(A™') = det(A)~". Ist A nicht invertierbar, dann gilt
rank(A) < n und daher det(A) = 0 nach Lemma V.1.1(f).
Ad (m): Dies folgt aus Lemma V.1.1(g), denn mit (1) erhalten wir det(A;)) =
(—1)"*9A;; det (fl(ij)). Alternativ ldsst sich (m) auch aus (1) mittels (k) herleiten.
Ad (n): Durch Entwicklung nach der ersten Zeile, siehe (1), erhalten wir

ail 0 e 0 Q22 0 Ce 0
21 A9292 ’ : aszo Q ’
det =ap det | 33
0 : : .0
Qp1 Qp2 - Qpn Qp2 QAp3 -°° Qpn

Mittels Induktion nach n folgt die zweite Gleichung in (n). Die erste ldsst sich
analog beweisen oder mit Hilfe von (k) aus der eben bewiesenen ableiten. U

V.1.4. DEFINITION (Determinante einer Matrix). Die Abbildung
det: M, y,(K) = K, A~ det(A),

aus Satz V.1.3 wird die Determinantenfunktion genannt, und det(A) als Deter-
minante der Matrix A bezeichnet. Eine andere géngige Notation ist:

@11 -+ Qin a1 - Qip
= det

Ap1 -+ Qpp Qp1  +++  Gpp

V.1.5. BEISPIEL. Fiir 2 x 2-Matrizen erhalten wir durch Entwicklung nach
der ersten Zeile, siehe Satz V.1.3(1),

@11 Q12
det = A11Q22 — A12Q91.
21 Q22

V.1.6. BEISPIEL (Regel von Sarrus). Fiir 3 x 3-Matrizen gilt:

ailz a2 a3
det | as1 a2 a3 | = ar1axass + ajnasszas + aj3as ase
az1 asz g3

— 11023032 — A12G21A33 — (13022031

Auch dies folgt durch Entwicklung nach der ersten Zeile, siehe Satz V.1.3(1),
zusammen mit der eben hergeleiteten Formel fiir die Determinante einer 2 x 2-
Matrix:

a1; aiz2 a3
21 QAg22 QAg3| = 411
a31 Q32 as3

ag1 A2
3
a31 32

Q22 A23
a3z Q33
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V.1.7. BEMERKUNG. Analog lassen sich rekursiv Formeln fiir groflere Matri-
zen herleiten, etwa gilt:

11 a2 Q13 dadiq

Q22 Q23 (A4 A21 Q23 (A4
d Q21 Q22 Q23 A4 | _
et = Q11 |A32 (33 (34| — Q12 |31 (33 (34
T B Aq2  A43 Q44 aq1 A43 Qg4
Qg1 Qg2 A43 Q44
A1 Q22 (A4 A21 Q22 (A23
+ a13 (31 G32 Q34| — Q14 (G371 G32 A33
aq1 Q42 Qg4 aq1 Q42 Q43

= 11022033044 + Q11023034042 + Q11024032043
— (11022A34043 — A11A23032044 — A11024A33042
+ 18 weitere ahnliche Terme.

Die Anzahl der Terme wéchst rapide, fiir eine (n x n)-Matrix sind es n! Summan-
den. In Abschnitt V.3 werden wir einen geschlossenen Ausdruck dafiir angeben,
siehe Satz V.3.6. Diese Formeln sind fiir die Berechnung der Determinanten nur
von begrenzter Niitzlichkeit.

V.1.8. BEMERKUNG (Volumen und Determinanten). Der orientierte Flachen-
inhalt des von zwei Vektoren a;,a, € R? aufgespannten Parallelogramms ist
det(ay|az). Um dies einzusehen, bezeichne §(aq|az) den orientierten Flacheninhalt
dieses Parallelogramms. Offensichtlich gilt §(/3) = 1, denn das Einheitsquadrat
hat Fldche 1. Auch gilt §(ala) = 0, denn in diesem Fall degeneriert das Paralle-
logramm zu einer Linie ohne Flédcheninhalt. Eine einfache elementargeometrische
Uberlegung zeigt, dass d(a;|as) linear in beiden Spalten ist. Nach Satz V.1.3
muss daher d(a;|az) = det(aq|as) gelten, die Determinante det(aq|ay) berechnet
also den orientierten Flacheninhalt des von a; und ay aufgespannten Parallelo-
gramms. VOllig analog lasst sich zeigen, dass das orientierte Volumen des von
drei Vektoren by, b, b3 € R? aufgespannten Parallelepipeds durch det(by|by|bs)
gegeben ist.

V.1.9. BEMERKUNG. Mit Satz V.1.3(j) erhalten wir folgende Beschreibung
der allgemeinen linearen Gruppe durch eine (nicht lineare) Ungleichung:

GLn(K) ={A € M,x,(K) : det(A) # 0}.
Die Determinante schrinkt sich zu einem surjektiven Gruppenhomomorphismus,
det: GL,(K) — K\ {0},

ein, wobei K \ {0} mit der Multiplikation des Korpers als (abelsche) Gruppe
aufgefasst wird. Der Kern dieses Homomorphismus,

SL,(K) := {A € My, (K) : det(A) =1},

bildet daher eine Untergruppe von GL,(K), sie wird die spezielle lineare Gruppe
genannt und ist durch eine (nicht lineare) Gleichung beschrieben.
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Soll die Determinante einer Matrix berechnet werden ist es zweckméaflig diese
durch Zeilen und oder Spaltenumformungen auf Dreiecksgestalt zu bringen und
dann die Formel aus Satz V.1.3(n) zu verwenden.

V.1.10. BEISPIEL. Wir wollen die Determinante der Matrix

1 5 8 10
-1 -5 1 6
A=149 19 22 29
3 17 30 43

bestimmen. Mit den Rechenregeln in Satz V.1.3 folgt

S S I TN I
2 122220 — (026 9|~ —|00916] — —|00916 =-1-2-9-4=-72,
3 17 30 43 02613 02613 000 4

d.h. det(A) = —72. Beachte, dass diese Vorgehensweise wesentlich effektiver ist,
als Einsetzen in die Formel aus Bemerkung V.1.7.

V.1.11. BEISPIEL. Wir wollen die Determinante der Matrix
1 7 1 2 1

1 9 3 5 3

A=|-1 -5 4 7 4

-2 —-14 1 6 5

1 5 —4 -3 5

bestimmen. Wie zuvor folgt mit Satz V.1.3

17 1 21 17 1 21 171 21
1 9 3 53 02 2 32 022 32
-1 -5 4 74/ =102 5 95|=1{003 63
—2-14 1 6 5 00 3107 003 107
1 5 —4-35 0-2-5-54 00-3-26

113313233

=100363|=100363|=1-2-3-4-5=120,
00044 00044
00049 00005

also det(A) = 120.
V.1.12. BEisPIEL. Wir wollen die Determinante der komplexen Matrix
i 741 3-2i
A=|(2i 15+3i 8—i
1 2—-61i 1-i

bestimmen. Mit Satz V.1.3 erhalten wir

i 7+i 3-2i i 741 3-2i i 741 3-2i . . . .
2i 15431 8—i | = [0 1+i243i | = [01+i243i | = i(1 4+1)(1 — 1) = 2i,
1 2—6i 1-i 0 1+i 3+2i 0 0 1-i

d.h. det(A) = 2i. Insbesondere sehen wir, dass A invertierbar ist.
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V.1.13. BEISPIEL. Liegt eine Matrix vor, die eine Zeile oder Spalte mit vielen
Nullern hat, so kann es fiir die Bestimmung der Determinante hilfreich sein nach
dieser Spalte bzw. Zeile zu entwickeln. Durch Entwicklung nach der dritten Zeile
erhalten wir etwa:

1 7 1 17 2 1
EEEEE . I

det | % % 95929 =(=1)*"7-det| -1 -5 12 74|=-7-120=840.
—2-14 1 29 6 5 2ol e

1 5 —431-35
wobeil wir im vorletzten Gleicheitszeichen die Berechnung aus Beispiel V.1.11
verwendet haben.

V.1.14. SaTz (Vandermonde-Determinante). Fir xg,z1,...,z, € K gilt

2 3 n
1 zy x5 x5 --- x{
1z 23 a3 -+ af
2 3 n
det |1 22 25 a5 - 23| = H (xj; — ;)
Do : 0<i<j<n
2 3 n
1z z x, -+ a

BEwEIs. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n. Die Falle n = 0 und
n = 1 sind trivial. Nun zum Induktionsschritt von n — 1 nach n: Subtrahieren wir
die vorletzte Spalte £y Mal von der letzten Spalte, und dann zy Mal die drittletzte
Spalte von der vorletzten, etc. erhlaten wir:

1 xo xg xg 1:8 1 0 0 0 0 L
12y 22 a3 o af 1 z1—z0 (z1—20)z1 (T1—70)2? - (z1—z0)x]™
_ _ —2)a2 - (zg—mg)zn L
det 1z 23 x5 - 8 — det 1 xo—zo (v2—w0)T2 (T2—T0)T5 (w2—mo)ah
1y 22 22 -zl 1 @n—z0 (Tn—20)Tn (Tn—20)z2 - (Tn—z0)zh !
z1—x0 (T1—70)T1 (xl—xo)azf (ml—mo)x?_l
x2—x0 (za—wo)x2 (To—0)23 - (T2—T0)2h "
= det
Tn—20 (Tn—10)Tn (Tn—z0)T2 - ($n_$0)x271
1z x% J:f_l
1 a2 x% m;kl
= H (x; — x;) det
0=i<j<n
1@y 22 - 2t
= I @-=) [ @-2)= T (5 —w)
0=i<j<n 1<i<j<n 0<i<j<n
wobei wir im vorletzten Gleichheitszeichen die Induktionsvoraussetzung verwen-
det haben. U
V.1.15. BEMERKUNG. Aus dem vorangehenden Satz erhalten wir erneut, dass
die Vandermonde-Matrix fiir paarweise verschiedene xg,x1,...,z, invertierbar

ist, vgl. Satz IV.6.26.
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V.2. Determinanten und Gleichungssysteme. Mit Hilfe von Determi-
nanten lassen sich die Losungen eines eindeutig 16sbaren Gleichungssystems ex-
plizit angeben:

V.2.1. SATZ (Cramer’sche Regel). Sei K ein Kdrper, n € N, A € M,,,,(K)
eine invertierbare Matriz und y € K". Dann besitzt das Gleichungssystem

Ar =y
eine eindeutige Losung x € K™ und fir die i-te Komponente von x gilt
1
T; = det(A) det(al\ T |ai71‘y‘ai+1‘ T |an)7

wobei A = (aq| - -|ay) die Spalten von A bezeichnen, 1 <1i < n.

BEWEIS. Da A invertierbar ist, existiert ein eindeutiges z € K" mit Az = y.
Sei nun i € {1,...,n} fix und betrachte die (n x n)-Matrix

X = (er] - leia|zlei] - - |en).
Dann gilt
AX = (Aey|---|Aei1|Ax|Aesyq| - - - |Aen) = (ar] - - - |aia|ylaisa| - - |an)
und nach Satz V.1.3(i) daher
det(A) det(X) = det(AX) = det(a1| - - - |ai_1|y|ais1| - - - |an).
Mit den Rechenregeln in Satz V.1.3 folgt det(X) = z; und damit der Satz. [
V.2.2. BEISPIEL. Wir wollen das Gleichungssystem

1 2 5 1 8
3 1 1 XT3 9

mit Hilfe der Cramer’schen Regel 16sen. Dazu berechnen wir folgende Determi-
nanten, vgl. Beispiel V.1.6:

1 2 5
det(A) =|-2 3 —1|=3-6-10—45+1+4=—53

31 1
8 2 5

det(ylaslag) = |5 3 —1| =24 — 18425 — 13548 — 10 = —106
9 1 1
1 8 5

det(ailylaz) = -2 5 —1|=5-24—-90—75+9+16 = —159
3 .9 1
1 28

det(ar]asly) = |-2 3 5| =27+30—-16-72—-5+36=0
3 19
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Nach Satz V.2.1 gilt daher

1 —106 2
- 0 0

Zum Vergleich wollen wir das selbe Gleichungssystem nochmals mit Hilfe des in
Abschnitt IV.4 beschriebenen Algorithmus lésen:

1 2 5|8 12 1 5 | 8
—2 3 -1|5 |~ 0 0 9/7| 3
3 1 1|9 0 —5 —14 —15 0 —14 | —15
12 5 |8 12 5|8
~ 101 9/73W019/73
0 0 —63/7/|0 00 110
120[8 100]|2
~lo010[(3]|~[010|3
00 1[0 00 1[0

Wir erhalten so die selbe Losung (V.3).

Mit Hilfe von Determinanten konnen wir auch eine explizite Formel fiir die
Inverse einer Matrix angeben:

V.2.3. SATZ. Sei K ein Korper, n € N, A € M,,»,(K) und bezeichne A die
Matriz mit Bintrigen A;; == (—1)"+7 det(A (7)), d.h.

+ det( 1)) —det (1{1 ) +det (1{1(13))
o det (A(21 ) + det (/} ) — det (/}(23))
B + det( )) —det (A 32)) + det (A(gg))

wobei Ay jene (n—1) x (n—1)-Matriz bezeichnet, die wir aus A durch Streichen
der i-ten Zeile und j-ten Spalte erhalten. Dann gilt
AA = det(A)I,.
Ist A invertierbar, so erhalten wir folgende explizite Formel fiir die Inverse:
1 -

-1 _ A
det(A)
BEWEIS. Entwickeln nach der i-ten Zeile, siehe Satz V.1.3(1), liefert
det(A) = (—1)"" A;; det (A ZAUA]Z = (AA);.

j=1
Die Matrizen AA und det(A)I, stimmen daher léings der Diagonale iiberein. Sei
nun k # i und bezeichne A’ die Matrix die wir erhalten, wenn wir die i-te Zeile
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von A durch die k-te Zeile von A ersetzen. Dann hat A’ zwei gleiche Zeilen, es gilt
daher det(A’) = 0. Nach Konstruktion gilt weiters Aj; = Aj;. Schliefllich haben

wir fl’(ij) = A(ij), denn A’ und A unterscheiden sich nur in der i-ten Zeile, und
diese wird ja gestrichen. Entwickeln nach der i-ten Zeile liefert somit:

n

0 = det(A’) = ) (=1)""7Aj; det (Af)

j=1
=Y ()M Agdet(Agy) = Y AwAy = (Ad).
j=1 Jj=1

Die Matrizen AA und det(A)I, stimmen daher auch auferhalb der Diagonale
iiberein. Dies zeigt AA = det(A)[,. Im invertierbaren Fall ist die Inverse also
durch A= = det(A) A gegeben. O

V.2.4. BEMERKUNG. Fiir die Inverse einer invertierbaren (2 x 2)-Matrix er-
halten wir aus Satz V.2.3 erneut, siehe Beispiel 11.4.8, die Formel

a b\ 1 d —b
c d)  ad—bc\—c a)’

V.2.5. BEMERKUNG. Fiir die Inverse einer invertierbaren (3 x 3)-Matrix er-
halten wir aus Satz V.2.3 die Formel:

1 + | a2 a3 | | ag @23 | 4 | az1 az2 |\ t
a1 Q2 a3 a3z as3 a3l as3 a3l asz
_ a12 ai3 a1l a1z a1l a2
Q21 Q22 d23 - det(A) - | az2 as3 + | as1 as3 - |a31 as2
azy azz2 Aass a12 ai3 | a11 a13 ail ai2
a2 a23 a21 a23 a1 a2
+ +

Damit erhalten wir etwa:

t
1 2 3\ +[33 =155 +153
2 3 2] =z |-133] +183 —153
02 1
+133] — 1381 +1i3
1—1—24t1—14—5
— =4 1 2| =2|=2 1 14
"\5 4 -1 T\ 4 -2 1

V.3. Permutationen und Leibniz’sche Formel. Es bezeichne &,, die
Menge aller Permutationen der Menge {1,...,n}, d.h. die Menge aller bijek-
tiven Abbildungen o: {1,...,n} — {1,...,n}. Beziiglich der Komposition von
Abbildungen bildet &,, eine Gruppe, die aus n! Elementen besteht. Unter einer
Transposition verstehen wir eine Permutation die zwei Elemente vertauscht und
alle anderen fix lésst. Es bezeichne 7;; € &,, jene Transposition die die beiden
Zahlen i und j vertauscht und alle anderen fix ldsst, i,5 € {1,...,n}, i # j.
Beachte, dass fiir jede Transposition 7 € &,, die Relation 7 o 7 = 1 gilt.



V.3. PERMUTATIONEN UND LEIBNIZ’'SCHE FORMEL 133

Wir beginnen mit folgendem einfachen Hilfsatz, den wir eigenlich schon im
Beweis von Lemma V.1.1(h) verwendet haben:

V.3.1. LEMMA. Jede Permutation o € &,, ldsst sich als Produkt von Trans-
positionen schreiben. Dabei geniigt es Transpositionen zu verwenden, die jeweils
nur benachbarte Zahlen vertauschen.

BEwEIS. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n. Die Falle n = 1
und n = 2 sind trivial. Fiir den Induktionsschritt sei nun o € &,, und i := o(n).
Nach Konstruktion lasst die Permutation

0 '=Tp-1nOTn-2n-10"""0Ti41i+20 T;;41 0 0T (V.4)

die Zahl n fix, d.h. 6(n) = n. Sie kann daher als Permutation von {1,...,n— 1}
aufgefasst werden. Nach Induktionsvoraussetzung léasst sich ¢ in der Form ¢ =
71 o --- o Ty schreiben, wobei jedes 7; eine Transposition bezeichnet, die zwei
benachbarte Zahlen vertauscht. Mit (V.4) erhalten wir die gesuchte Darstellung,

O=Tii410 0Ty 1p00 =T;j41 0+ OTp_1p 0T O - OTN.
Damit ist der Induktionsschritt gezeigt und das Lemma bewiesen. O
V.3.2. LEMMA. Die Abbildung
sgn: 6, — {1, -1}, sgn(o) = (_1)ﬁ{(i7j)\i < j und o(i) >0(j)}’

st ein Gruppenhomomorphismus, der jede Transposition auf —1 abbildet. Dabei
fassen wir {1, —1} beziiglich Multiplikation als (abelsche) Gruppe auf. Jeder wei-
tere Gruppenhomomorphismus &,, — {1,—1} mit dieser Eigenschaft muss mit
sgn dbereinstimmen.

BEWEIS. Sei 0 € 6,, und 7 = 7y 41, wobei 1 < k < n. Dann gilt
t{(0,5) | i< g, (gom)(i) > (0om)()} =t{(i,4) | i <, o(i) > a(j)} £ 1
je nachdem, ob o(k) > o(k + 1) oder o(k) < o(k + 1). Jedenfalls folgt
sgn(o o7) = —sgn(o). (V.5)

Sei nun o’ € &,,. Nach Lemma V.3.1 lasst sich ¢’ in der Form ¢/ = 7y 0--- o7y
schreiben, wobei jedes 7/ eine Transposition bezeichnet, die zwei benachbarte
Zahlen vertauscht. Induktiv erhalten wir aus (V.5)

sgn(ocoo’) =sgn(coryo-- o)
:—Sgn(aorjvo~-~oré) = ... = (=1)" sgn(o)
und analog

sgn(o’) =sgn(ryo---o)
= —sgn(tyo---om) == (=1)Vsgn(id) = (-1)V,
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denn sgn(id) = 1, da ja #{(i,j) | i < j, id(i) > id(j)} = 0. Dies zeigt
sgn(o o o’) = sgn(o) sgn(o’),

fiir beliebige 0,0’ € &, also ist sgn: &,, — {1, —1} ein Homomorphismus. Sei
nun 7 = 7y, eine beliebige Transposition, k # [. Dann existiert ¢ € &,,, sodass
o(1) =k und o(2) =[. Es folgt 7 = 0 0 719 0 071, und daher

sgn(7) = sgn(o) sgn(m2) sgn(o 1) = sgn(o) sgn(mi2) sgn(o) ! = sgn(rs) = —1.
Die Eindeutigkeitsaussage folgt sofort aus Lemma V.3.1. U

V.3.3. BEMERKUNG. Der Kern des Homomorphismus sgn: &,, — {1, —1},
A, ={0 €6, :sgn(o) =1},
bildet eine Untergruppe von G,,, sie wird die alternierende Gruppe genannt.

V.3.4. BEMERKUNG. Nach Lemma V.3.1 ldsst sich jede Permutation o € G,
als Produkt von Transpositionen schreiben, o = 75 o --- o 74. Diese Darstellung
ist allerdings nicht eindeutig, etwa haben wir auch ¢ = Ty 0o g 07y 0 --- 0 77.
Nach Lemma V.3.2 gilt jedoch sgn(c) = (=1)", d.h. die Paritit der Anzahl der
Faktoren ist unabhéngig von der Darstellung. Fiir sgn(c) = 1 muss N gerade sein,
d.h. jede Darstellung von o als Produkt von Transpositionen hat eine gerade
Anzahl von Faktoren. Solche Permutationen werden als gerade Permutationen
bezeichnet. Ist sgn(oc) = —1, dann muss N ungerade sein, d.h. jede Darstellung
von o als Produkt von Transpositionen hat eine ungerade Anzahl von Faktoren.
Solche Permutationen werden ungerade Permutationen genannt.

V.3.5. BEISPIEL. Die Permutation o € &3, (1) = 2, 0(2) = 3, 0(3) = 1,
lasst sich in der Form o = 75 o T3 schreiben, es gilt daher sgn(o) = 1.

V.3.6. SATZ (Leibniz’sche Formel). Sei K ein Kiorper und n € N. Dann gilt
fir jede Matriz A € My, (K)

det(A) = Z Sgn(o’)A17o—(1)A27o—(2) o -Anﬂ(n).

oeG,
BEWEIS. Wir bezeichnen die rechte Seite der Formel mit
0t M (K) > K, 6(A) ==Y sgn(0)Aro(yAoe) * Anom. (V.6

oeG,

Offensichtlich ist §(A) linear in jeder Spalte von A. Dies gilt sogar fiir jeden Aus-
druck der Form A; ;1)A20(2) - - An,o(n), denn er enthilt aus jeder Spalte von A
genau einen Faktor. Stimmen die Spalten k£ und [ von A iiberein, k # [, und be-
zeichnet 7 = 73; die Transposistion, die k mit [ vertauscht, dann gilt A; ; = A; 75
und daher auch A; ;) = A; (ro0)(i), fiir alle 4,5 € {1,...,n}. Die beiden Summan-
den in (V.6), die den Permutationen ¢ und 7 o ¢ entsprechen, unterscheiden sich
also nur durch ihr Vorzeichen, sgn(7 o o) = —sgn(o), und kiirzen einander. Dies
zeigt, dass §(A) = 0 gilt, wenn zwei Spalten von A iibereinstimmen. Schlieflich
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gilt auch 6(1,,) = 1, denn fiir A = I, liefert nur o = id einen nicht-trivialen Bei-
trag in der Summe (V.6), ndmlich 1. Aus der Eindeutigkeitsaussage in Satz V.1.3
folgt daher det(A) = §(A). O

V.3.7. BEMERKUNG. Der Beweis von Satz V.3.6 liefert eine neue Konstruktion
der Determinantenfunktion, die unabhéngig von der im Beweis des Satzes V.1.3
besprochenen ist.

V.3.8. BEISPIEL. Fiir (3 x 3)-Matrizen erhalten wir:

o | o(1)]o(2)]o(3) | sgn(o) | Term in Leibniz’ Formel
id 1 2 3 1 11022033
T12 2 1 3 —1 —@12021033
T13 3 2 1 -1 —a13092031
723 1 3 2 —1 —a110A23032
T12 © T23 2 3 1 1 112023031
T3 O Tio 3 1 2 1 13021 A3

Nach Satz V.3.6 gilt daher

ai; Q12 a3
det | as1 ag a3 | = anjaxass + ajpaszas; + ajzag ass
a31 32 Q33
— Q110230432 — (12021033 — A1302203] .
Wir erhalten also erneut die Regel von Sarrus, vgl. Bemerkung V.1.6.

V.4. Determinanten von Endomorphismen. Sei V' ein endlich-dimen-

sionaler K-Vektorraum und ¢: V' — V linear. Sind B und B zwei geordnete
Basen von V, dann gilt [¢]z5 = T|p|lpsT !, wobei T = Tss € GL,(K) und
n = dim(V'), siehe Korollar IV.6.21. Mit Satz V.1.3 folgt

det([¢]pp) = det(T[p]psT~") = det(T) det([y]pp) det(T)™" = det([¢]nn),

d.h. die Determinanten der Matrixdarstellung von ¢ ist unabhéngig von der Basis.
Dies erlaubt es eine Determinante fiir Endomorphismen ¢: V' — V' zu definieren:

V.4.1. DEFINITION (Determinante eines Endomorphismus). Sei V' ein endlich-
dimensionaler K-Vektorraum und ¢: V' — V linear. Unter der Determinante von
o verstehen wir die Zahl

det(y) := det([¢]sr),
wobei B eine geordnete Basis von V' bezeichnet. Nach den Ausfiithrungen oben
héngt dies nicht von der Wahl der Basis B ab, und ist daher wohldefiniert.

V.4.2. KOROLLAR. Sei V' ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum und

det: end(V) — K.
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die eben definierte Abbildung, siehe Definititon V.4.1. Dann gilt
det(¢) o @) = det (1) det(p) und det(idy) =1,

fir alle p,¢ € end(V). Weiters ist ¢ € end(V) genau dann invertierbar, wenn
det(¢) # 0, und in diesem Fall gilt

det(p™!) = det(p) .

Die Determinante schrdnkt sich daher zu einem surjektiven Gruppenhomomor-
phismus

det: GL(V) — K\ {0}

ein, deren Kern, SL(V) := {¢ € end(V) : det(¢) = 1}, eine Untergruppe von
GL(V) bildet. Schliefilich haben wir

det(") = det(y),
fiir jedes p € end(V'), wobei o € end(V*) die zu ¢ duale Abbildung bezeichnet.

BEWEIS. Es sei B eine geordnete Basis von V. Nach Korollar IV.6.21 gilt
[ o ¢l = [¥]BB[¢Y]BE und mit Satz V.1.3(i) daher

det(1p 0 ) = det([¢ 0 ¢|pg) = det([¢']sale]BB)
= det([¢]sp) det([¢]pp) = det(¢) det(y).

Da [idy]sp = I,, erhalten wir analog det(idy) = det([idv]gs) = det(,) = 1.
Nach Korollar IV.6.21 ist ¢ genau dann invertierbar, wenn [¢|gp eine invertier-
bare Matrix ist. Nach Satz V.1.3(j) ist dies genau dann der Fall, wenn det(yp) =
det([¢]pp) # 0 gilt. Im invertierbaren Fall folgt

1 = det(idy) = det(¢ ' 0 ) = det(p ") det(yp),
also det (1) = det(p)~!. Nach Korollar IV.6.21 gilt [p']p-p+ = [p]55, also
det(p") = det([¢']p-p-) = det([¢]pp) = det([¢]pr) = det(p),
wobei wir beim vorletzten Gleichheitszeichen Satz V.1.3(k) verwendet haben. [

V.4.3. BEISPIEL. Bezeichne V' = R[z]<3 den Vektorraum der reellen Polynome
vom Grad kleiner gleich 3 und betrachte die lineare Abbildung ¢: V- — V| o(p) :=
p" — p. Wir wollen die Determinante von ¢ bestimmen. Dazu wihlen wir eine
geordnete Basis B von V, etwa py = 1, p1 = 2, p» = 22, p3 = 2°. Dann folgt
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V.5. Orientierung reeller Vektorriume. Die Euklidische Ebene R? be-
sitzt zwei Orientierungen: im Uhrzeigersinn oder gegen den Uhrzeigersinn. Auch
auf R? gibt es zwei Orientierungen: Korkenzieher fiir Links- bzw. Rechtshinder.
Wir wollen diesen eher vagen Begriff der Orientierung nun prézisieren und auf be-
liebige Dimensionen ausweiten. Fiir den Rest dieses Abschnitts sei V' ein endlich-
dimensionaler reeller Vektorraum und n := dim(V) > 1.

Wir definieren auf der Menge der geordneten Basen von V' eine Relation:

B~B & det(TB/B) > 0.

Dabei sind B und B’ zwei geordnete Basen von von V und Ty p bezeichnet die
Matrix zum Basiswechsel von B nach B’, sieche Abschnitt IV.6.

V.5.1. LEMMA. Dies ist eine Aquivalenzrelation.

BEWEIS. Die Relation ist reflexsiv, denn wegen det(Tpp) = det(l,) =1 >0
gilt B ~ B. Die Relation ist symmetrisch, denn aus B ~ B’ folgt det(Tp/5) > 0,
also auch det(Tpp) = det(Ty'5) = det(Tr )™t > 0 und damit B’ ~ B. Gilt
B ~ B"und B ~ B" d.h. det(Tgp) > 0 und det(Tprp) > 0, dann folgt
det(TB//B) = det(TB//B/TB/B) = det(TB//B/)det<TB/3) > 0, also B ~ B”. Dies
zeigt, dass die Relation auch transitiv ist. U

Wir bezeichnen die Menge der Aquivalenzklassen dieser Relation mit O(V).
Die Elemente von O(V') werden Orientierungen von V genannt. Ist B eine geord-
nete Basis von V, dann bezeichne op € O(V), die von B repréasentierte Orientie-
rung (Aquivalenzklasse). Zwei geordnete Basen B und B’ werden gleich-orientiert
genannt, wenn sie dieselbe Orientierung représentieren, d.h. wenn o = 0p: gilt.
Nach Definition ist dies genau dann der Fall, wenn det(7Tgz 5) > 0 gilt.

V.5.2. LEMMA. Die Menge O(V) besteht aus genau zwei Elementen, d.h. V
besitzt genau zwei Orientierungen. Ist B = (by,...,b,) eine geordnete Basis von
V und op € O(V) die von thr reprdasentierte Orientierung, dann reprdisentiert
die Basis B = (=b1,ba, ..., b,) die andere Orientierung, d.h. og # 03.

BEWEIS. Die beiden Basen B und B sind nicht gleich-orientiert, denn

det(T55) = det (_1 I ) =-1<0.
n—1

In anderen Worten op # 05. Die Menge O(V') besitzt daher wenigstens zwei
verschiedene Elemente. Sei nun B’ eine weitere geordnete Basis von V und op #
op, d.h. det(Tp ) < 0. Da Ty p invertierbar ist, folgt det(Tsp) < 0 und daher
det(Ty 5) = det(Tp Typ) = det(Trp)det(Ty5) > 0, also 0p = 0p. Dies zeigt,
dass V' genau zwei Orientierungen besitzt, ndmlich op und oz. O

Ist 0 € O(V) eine Orientierung von V, dann bezeichne —o die andere Orien-
tierung von V. Mit der Notation aus Lemma V.5.2 gilt daher —op = 0.
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Unter einem orientierten Vektorraum verstehen wir einen Vektorraum zusam-
men mit einer Orientierung, d.h. ein Paar (V) 0), wobei V' ein endlich-dimensio-
naler reeller Vektorraum ist und o € O(V). In dieser Situation werden die Basen
in o als positiv orientierte Basen bezeichnet, die Basen in —o werden negativ
orientierte Basen genannt.

V.5.3. BEISPIEL. Unter der Standardorientierung von R™ verstehen wir die

von der Standardbasis E = (eq, ..., e,) repriasentierte Orientierung op. Beziiglich
der Standardorientierung von R? ist die Basis
1 2 3
b1 == 2 5 b2 - —1 y bg - 2
0 1 —7
positiv orientiert, denn
1 2 3
det(Tpp) =det |2 —1 2| =31>0,
0 1 1

wobei E = (ey, €9, e3) die Standardbasis von R? bezeichnet.

V.5.4. LEMMA. Ist o: V. — W ein linearer Isomorphismus zwischen endlich-
dimensionalen reellen Vektorrdumen, und sind B ~ B’ zwei gleichorientierte
Basen von V', dann sind auch ¢(B) und ¢(B') gleichorientierte Basen von W.
Wir erhalten daher eine induzierte Bijketion

p: O(V) = O(W), @(op) = 0,n).-
Dabei bezeichnet o(B) die Basis ¢(by),...,o(b,) von W, falls B = (by,...,by).

BEWEIS. Seien also B und B’ gleichorientiert, d.h. det(7z 5) > 0. Offensicht-
lich gilt [¢],ByB = In = [¥]p(pypr- Somit ist

= [idwly(B)4(8)

=[po ldv o0 o(Be(B)

= ¢l e lidv]ssleBes)
= [¢leyplidv]ele], s s
= L1 pl, =Tpsp

also det(T,(py(B)) = det(T ) > 0, d.h. die Basen ¢(B) und ¢(B’) sind gleich-
orientiert. O

ToBryp(B)

Fiir einen linearen Isomorphismus ¢: V' — V tritt genau einer der folgenden
beiden Fille ein:

(a) det(p) > 0: In diesem Fall gilt ¢(0) = o fiir alle 0 € O(V), und ¢ wird
orientierungsbewahrend genannt.
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(b) det(p) < 0: In diesem Fall gilt p(0) = —o fiir alle 0 € O(V) und ¢ wird
ortentierungumkehrend genannt.

Dies folgt aus der Gleichung [p]pp = Ts,(B), Wobei B eine Basis von V' bezeichnet.

V.5.5. BEISPIEL. Die Rotationen p: R? — R,

r\ [cosa —sina T
p y) \sina cosa Yy

cos —Sin o

. =1>0.
S11 ¢ COS ¥

ist fiir jedes o € R orientierungsbewahrend, denn

V.5.6. BEISPIEL. Seien W und W’ zwei komplementéare Teilraume von V', d.h.
V =W @ W' Bezeichnet o: V — V die Spiegelung an W lings W', dann gilt
det(o) = (=1)3m"") siehe Aufgabe 24. Diese Spiegelung ist also orientierungser-
haltend falls W’ gerade Dimension hat, und sie ist orientierungsumkehrend, wenn
W' ungerade Dimension hat. Insbesondere ist jede Spiegelung an einer Hyperebe-
ne orientierungsumkehrend. Auch folgt daraus, dass die Spiegelung am Ursprung,
—idy: V — V, genau dann orientierungsbewahrend ist, wenn V' gerade Dimen-
sion hat, anderenfalls ist sie orientierungsumkehrend.

V.5.7. BEMERKUNG. Die Menge der Orientierungsbewahrenden Isomorphis-
men bildet eine Untergruppe von GL(V'), siche Aufgabe 26.

Sei I C R ein Intervall. Unter einer Kurve in V' verstehen wir eine Abbildung
v: I =V t v(t). Eine solche Kurve wird stetig genannt, falls ihre Koordinaten
beziiglich einer geordneten Basis B von V stetig sind, d.h. die Abbildung I — R",
t — [v(t)]p, stetig ist. Dies bleibt dann fiir jede weitere Basis B’ von V richtig,
denn mit [v(t)]p ist auch [v(t)]p = Tr[v(t)|p stetig in ¢.

Eine Familie geordneter Basen, B(t) = (bi(t),...,b,(t)), t € I, wird stetig
genannt, falls jede der Kurven b;: I — V stetig ist, « = 1,...,n. Dies ist genau
dann der Fall, wenn jede Komponente der Basiswechselmatrix Ts () stetig von
t abhéngt, wobei B’ eine beliebige geordnete Basis von V' bezeichnet.

V.5.8. SAaTz. Sei I C R ein Intervall und B(t), t € I, eine stetige Kurve
geordneter Basen von V. Dann sind je zwei Basen dieser Familie gleichorientiert,
d.h. es gilt 0p(,) = 0Bw,), fir alle t;,ty € 1.

BEWEIS. Aufgrund der Leibniz’schen Formel ist die Abbildung

w: I — R\ {0}, w(t) == det(TB(tl)B(t)),

stetig. Weiters ist w(t;) = 1 > 0. Aus dem Zwischenwertsatz folgt w(t) > 0, fiir
alle t € I. Es gilt somit op) = 0p,), fiir alle t € 1. O






VI. Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir wollen in diesem Abschnitt lineare Abbildungen ¢: V' — V genauer
untersuchen, wobei V' einen endlich-dimensionalen Vektorraum bezeichnet.

VI1.1. Diagonalisierbarkeit. Wir beginnen mit der Definition einer Klasse
von Endomorphismen, die besonders leicht zu verstehen sind:

VI.1.1. DEFINITION (Diagonalisierbarkeit). Sei V' ein endlich-dimensionaler
K-Vektorraum. Eine lineare Abbildung ¢: V' — V wird diagonalisierbar genannt,
falls eine geordnete Basis B von V existiert, sodass

A1

[SO]BB = )
An

wobei n = dim(V) und Ay,..., A\, € K.

Eine lineare Abbildung ¢: V — V ist also genau dann diagonalisierbar, wenn
eine geordnete Basis B = (by, ..., b,) existiert, fiir die

gilt, wobei A\y,..., \, € Kund n = dim(V).

VI.1.2. DEFINITION (Eigenwerte und Eigenvektoren). Sei V' ein endlich-di-
mensionaler K-Vektorraum und ¢: V' — V linear. Ein Skalar A € K wird Eigen-
wert von @ genannt, falls ein Vektor v € V existiert, sodass v # 0 und

w(v) = Av.
In diesem Fall wird v als Figenvektor zum Eigenwert A bezeichnet, und
Eyx:={veV|pv) =} =ker(p — Aidy)

wird der Figenraum zum Eigenwert A\ genannt. Unter der geometrischen Viel-
fachheit des Eigenwertes A\ verstehen wir die Dimension des Eigenraums E). Die
Menge aller Eigenwerte wird Spektrum von ¢ genannt und mit o(y) bezeichnet.

Eine lineare Abbildung ¢: V' — V ist also genau dann diagonalisierbar, wenn
eine Basis von V existiert, die aus Eigenvektoren von ¢ besteht. Solche Basen wer-
den manchmal auch als Figenbasen bezeichnet. Zur Bestimmung der Eigenwerte
haben wir:

VI.1.3. PROPOSITION. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und
p: V=V linear. Ein Skalar A € K ist genau dann Eigenwert von ¢, wenn

det(¢ — Aidy) = 0.
141
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Beweis. Fiir A € K gilt:

A ist Eigenwert von ¢ < Jv € V@ p(v) = Av, v # 0

< ker(p — Aidy) # {0}
& p — Aidy: V. — V ist nicht invertierbar
< det(p — Aidy) =0

Dabei haben wir die beiden Korollare IV.2.11 und V.4.2 verwendet. ]

VI.1.4. BEMERKUNG. Eine lineare Abbildung ¢: V — V ist genau dann
invertierbar, wenn 0 nicht Eigenwert von ¢ ist. Beide Bedingungen an ¢ sind
némlich zu ker(p) = {0} dquivalent, vgl. Korollar IV.2.11.

VI.1.5. BEMERKUNG. Sei ¢: V = W ein linearer Isomorphismus zwischen
endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen, und ¢: V' — V linear. Dann hat die
lineare Abbildung 1) o p o)™ 1: W — W dieselben Eigenwerte wie ¢, d.h.

o(popoy™h) =0o(p).

Ein Vektor v € V ist genau dann Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert A, wenn 1 (v)
Eigenvektor von v o p o1~! zum Eigenwert X ist, d.h. bildet by, ..., b, eine Basis
von V, die aus Eigenvektoren von ¢ besteht, dann bildet ¢(by),...,9(b,) eine
Basis von W, die aus Eigenvektoren von 1) o ¢ o ¢)~! besteht. Insbesondere ist
genau dann diagonalisierbar, wenn ¢ o ¢ o ¢~ diagonalisierbar ist.

VI.1.6. BEMERKUNG. Sei ¢: V — V diagonalisierbar und B = (by,...,b,)
eine Basis aus Eigenvektoren,

A1
[plpp =
An
Ist 0 € 6,, eine Permutation und bezeichnet B = (ba(l), .. .,bo(n)) die mit o
umgeordnete Basis, dann gilt
As(1)
[plss =
Ao(n)

Die Diagonaleintriige konnen daher durch Ubergang zu einer geeignete Eigenbasis
in beliebige Reihenfolge gebracht werden, vgl. auch Aufgabe 31.

VI.1.7. BEISPIEL. Seien W und W’ komplementéare Teilraume eines endlich-
dimensionalen Vektorraums V', d.h. V.= W @& W’. Es bezeichne 7: V — V die
Projektion auf W langs W’. Wir wollen uns davon iiberzeugen, dass 7 diagona-
lisierbar ist. Seien dazu by, ..., b eine Basis von W und by, ...,0b, eine Basis
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von W’'. Dann bildet B = (by,...,b,) eine Basis von W und es gilt

nles = (1)

0 0
Der Projektor 7 ist daher diagonalisierbar. Die einzigen moglichen Eigenwerte
sind 1 und 0, denn det(7 — Aidy ) = det ((178‘)[‘“ _)\?n_k> = (1—=X\)*(=X\)""*, sieche
Proposition VI.1.3. Gilt W # {0} # W’ so treten beide Eigenwerte tatséchlich

auf, und die zugehorigen Eigenrdume sind F; = W sowie Ey = W',
Analog konnen wir die Spiegelung o: V' — V an W ldngs W’ analysieren. In

diesem Fall gilt
I 0
[U]BB = <(;€ _ n—k) )

d.h. auch o ist diagonalisierbar. Die einzigen méglichen Eigenwerte sind 1 und
—1. Gilt W # {0} # W’ und 2 # 0 € K dann treten beide Eigenwerte auf, und
die zugehorigen Eigenraume sind £} = W sowie E_; = W,

Unter den Eigenwerten und Eigenvektoren einer quadratischen Matrix A €
M, (K) verstehen wir die Eigenwerte und Eigenvektoren der damit assozierten
linearen Abbildung K" — K", x +— Az. Ein Skalar A € K ist also genau dann
Eigenwert von A, falls 0 # x € K" existiert, sodass Az = Az, und jedes solche x ist
Eigenvektor von A zum Eigenwert A. Der Eigenraum zum Eigenwert \ ist gerade
E\ ={x € K": Az = A\z}. Nach Proposition VI.1.3 ist A genau dann Eigenwert
von A, wenn det(A — AI,,) = 0 gilt. Die Matrix A wird diagonalisierbar genannt,
falls die damit assozierte lineare Abbildung K* — K", x — Az, diagonalisierbar
ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn eine Basis aus Eigenvektoren by,...,0,
existiert, d.h. Ab; = \;b;. Bezeichnet F = (ey,...,e,) die Standardbasis von K",
dann ist die Matrix S :=Tgp = (b1|- - - |b,) invertierbar und es gilt

M
STTAS = : (VL.1)
An

denn [w]BB = TBE[w]EETEB = TiéATEB = S_lAS. Ist umgekehrt S eine inver-
tierbare Matrix fiir die (VI.1) gilt, dann bilden die Spalten von S eine Basis aus
Eigenvektoren und die Diagonaleintrige \; sind genau die Eigenwerte von A. Die
Matrix A ist also genau dann diagonalisierbar, wenn eine invertierbare Matrix
S € GL,(K) existiert, sodass S™'AS eine Diagonalmatrix ist.

VI.1.8. DEFINITION (Ahnlichkeit von Matrizen). Zwei quadratische Matrizen
A A € My (K) werden dhnlich genannt, falls eine invertierbare Matrix S €
GL,(K) existiert, fiir die A’ = SAS™! gilt. Wir schreiben in diesem Fall A’ ~ A.

VIL.1.9. LEMMA. Ahnlichkeit definiert eine Aquivalenzrelation auf M,,,(K).
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BEWEIS. Die Relation ist reflexsiv, denn A = I,,AI;'. Die Relation ist sym-
metrisch, denn aus A’ = SAS™! folgt A = S71A(S7!)~L. Die Relation ist auch
transitiv, denn aus A’ = SAS™' und A” = TA'T~! folgt A” = (TS)A(TS)™".
Beachte hier, dass I,,, S~! und 7'S invertierbar sind, falls dies fiir S und 7" gilt. O

Mit dieser Terminologie ist eine quadratische Matrix A also genau dann dia-
gonalisierbar, wenn sie dhnlich zu einer Diagonalmatrix ist. Sind A ~ A’ zwei
ahnliche Matrizen, dann haben A und A’ die gleichen Eigenwerte, und A ist
genau dann diagonalisierbar, wenn A’ diagonalisierbar ist. Dies folgt aus Bemer-
kung VI.1.5. Ist ¢: V' — V linear, und sind B, C zwei Basen von V', dann gilt
lolBB ~ [¢]cc, denn [¢lcc = (Tre) tplssTre. Auch hat ¢ dieselben Eigenwerte
wie [¢]|pp, es gilt daher

o(p) = o([¢]sn), (VI.2)

fiir jede Basis B von V. SchlieBlich ist die lineare Abbildung ¢ genau dann diago-
nalisierbar, wenn die Matrix [p]gp diagonalisierbar ist, fiir eine (und dann jede)
Basis B von V.

VI.1.10. BEISPIEL. Wir wollen Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

A= (i’ ;) € My, »(R)

bestimmen. Aus Proposition VI.1.3 erhalten wir folgende Gleichung fiir die Ei-
genwerte:

O:det(A—)\Ig):det(gz)\ 35) — (322 —1=(A—2)(\—4).

Die Matrix A hat daher genau zwei Eigenwerte, Ay = 2 und Ay = 4. Fiir die
zugehorigen Eigenrdume erhalten wir

B, =ker(A—21,) = ker (1 1) = ((21))
By, =ker(A —4I,) =ker (7' 1) =((1))
Die beiden Eigenvektoren (!} ) und (1) bilden eine Basis von R? d.h. die Matrix

A ist diagonalisierbar. Fassen wir diese Eigenvektoren als Spalten einer Matrix S
auf, dann gilt also:

1 1\ /3 1\/1 1\ (20
-1 1 1 3/\—-1 1) \0 4
g-1
VI.1.11. BEISPIEL. Wir wollen Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix
1 -2 =2
A=112 6 4
-1 -2 0
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bestimmen. Da

1-X -2 =2
det(A — AI3) = det 2 6—-X 4
—1 -2 =

=(1=N(6—=A)(=A)+8+8—-2(6—A)+8(1 —A) —4A
=N+ 160 +12=(2-X1)*3 - ))

hat A genau zwei Eigenwerte, \; = 2 und A\ = 3, siehe Proposition VI.1.3. Fiir
die zugehorigen Eigenrdume erhalten wir:

1 -2 -2 2 2
Ey, =ker(A—X\I3)=ker| 2 4 4 | = < —1|,10 >
-1 -2 -2 0 —1
—2 -2 -2 1
E\, =ker(A—Xol3) =ker| 2 3 4 = < -2 >
-1 -2 -3 1

Der Eigenwert A\; = 2 hat daher geometrische Vielfachheit 2 und Ay = 3 hat

geometrische Vielfachheit 1. Da ( —21> , ( %1) , (—12> eine Basis aus Eigenvektoren

bildet ist A diagonalisierbar und es gilt:
1

2 2 1\ 1 -2 =2 2 2 1 2

-1 0 =2 2 6 4 -1 0 =2 = 2 ,

0 -1 1 -1 -2 0 0 -1 1 3
571 A 5

wobei die Spalten der Matrix S gerade die oben konstruierten Eigenvektoren sind.

VI.1.12. BEISPIEL. Die Eigenwerte einer Dreiecksmatrix

Al ok e %
A 0 X
0 -~ 0 \,

sind genau ihre Diagonaleintriige, denn nach Satz V.1.3(n) gilt
det(A—AL,) = A = AN (A= A) - (A — A),

und dies verschwindet genau dann, wenn A mit einem der Diagonaleintréige \;
iibereinstimmt. Beachte, dass selbst eine Dreiecksmatrix nicht diagonalisierbar
sein muss. Etwa hat die Matrix

Al
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nur einen Eigenwert, ndmlich A, und da der Eigenraum
Ex = ker(A = Aly) = ker (§5) = ((5))

1-dimensional ist, existiert also keine Basis von K2, die aus Eigenvektoren von A
besteht.

VI.1.13. BEISPIEL. Fiir & € R\ 7Z hat die reelle Matrix

cosa —sino
A= (sina Cos v ) € Mzx2(R)

keinen einzigen reellen Eigenwert, denn

cosa— A —sinao
sin « cosa — A

0 =det(A — \5) = det ( ) = (cosa — \)? +sin”

hat zwar die beiden Losungen A = cosa =+ isin«, diese sind aber nicht reell.
Insbesondere ist die Matrix A iiber dem Korper K = R nicht diagonalisierbar.
Fassen wir A jedoch als komplexe Matrix auf,

cosa —sina
= . € Msyo(C
<s1na Cos « ) 2:2(C),
dann hat sie zwei verschiedene Eigenwerte,
A =cosa+isina und A =cosa —isina,

mit entsprechenden Eigenrdumen:

E, =ker(A— A1) = ker (_ismo‘ ~sina ) ={(1))

E_ =ker(A — A\_I) = ker (figine tsinay — ((1))

sina isina i

Die beiden Vektoren ( %) und (1) bilden eine Basis von C?, die aus Eigenvektoren
besteht, d.h. A ist iiber dem Korper K = C diagonalisierbar:

1 1 ! cosa — Sin 1 1\ cos o + 1sin « 0
—1 1 sina  cosa —i i) 0 cosa — isin«

7 \\

5-1 A s
VI.1.14. LEMMA. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum tber K und
p: V. — V linear. Weiters seien \i,..., \x paarweise verschiedene Eigenwerte
von @ und vy, ...,v, € V entsprechende Eigenvektoren, d.h. v; # 0 und o(v;) =
A, firi=1,... k. Dann sind die Vektoren vy, ..., v, linear unabhdngig in V.

BeEwEIS. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach k. Der Fall £ = 1 ist
trivial, denn nach Voraussetzung gilt v; # 0. Fiir den Induktionsschritt diirfen wir
daher vy, ..., vx_1 als linear unabhéngig voraussetzen. Seien nun p, ..., ux € K,
sodass

p1v1 + flovo + -+ -+ 1 Vg1 + pv = 0. (VL.3)
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Wenden wir auf diese Gleichung ¢ an, erhalten wir wegen ¢(v;) = \v;,
HIAIVL + flo AoV + -+ 1 Ag—1Vk—1 + ppARUE = 0.
Subtrahieren wir davon A\i-mal die Gleichung (VI.3) folgt
p1( A — Ap)vr + pa(Ae — Ap)va + -+ - 4 p—1 (A1 — Ap)vg—1 = 0.

Da vy,..., v, linear unabhéngig sind, muss also
MZ(AZ_)\]C):O7 izlw'wk_lu
gelten. Nach Voraussetzung sind die Eigenwerte A1, ..., A\x paarweise verschieden,

also \; — A\ #£ 0, fir i = 1,...,k — 1. Wir erhalten somit

=g == pp_1 = 0.
Mit (VI.3) folgt auch ugvr = 0 und da vy # 0 schliellich py, = 0. Dies zeigt, dass
die Vektoren vy, ..., v linear unabhingig sind. O

VI.1.15. PROPOSITION. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum diber K und
p: V. — V linear. Dann besitzt @ hdchstens n verschiedene Eigenwerte. Hat ¢
genau n verschiedene Eigenwerte, so ist ¢ diagonalisierbar.

BEWEIS. Dies folgt sofort aus Lemma VI.1.14. Sind Ay, ..., \; paarweise ver-
schiedene Eigenwerte von ¢, dann existieren Eigenvektoren 0 # v; € V mit
o(vi) = \vg, = 1,..., k. Nach Lemma VI.1.14 sind die Vektoren vy, ..., v linear
unabhéngig, es muss daher k& < n gelten, d.h. ¢ kann hochstens n verschiede-
ne Eigenwerte haben. Gilt k& = n, dann bildet das linear unabhéngige System
vy, ..., 0, eine Basis von V, die aus Eigenvektoren von ¢ besteht, d.h. ¢ ist dia-
gonalisierbar. O

Nach Proposition VI.1.15 hat eine Matrix A € M,.,(K) also hochstens n
verschiedene Eigenwerte. Sind es genau n verschiedene Eigenwerte, dann ist A
diagonalisierbar. Etwa ist jede Dreiecksmatrix mit paarweise verschiedenen Dia-
gonaleintrédgen diagonalisierbar, vgl. Beispiel VI.1.12.

Proposition VI.1.15 liefert ein hinreichendes Kriterium fiir die Diagonalisier-
barkeit linearer Abbildung und Matrizen. Fiir Diagonalisierbarkeit muss dieses
Kriterium jedoch nicht notwendigerweise erfiillt sein. Etwa ist die identische Ab-
bildung idy : V' — V trivialerweise diagonalisierbar, obwohl sie nur einen Eigen-
wert, ndmlich 1 hat. Das gleiche gilt fiir die Einheitsmatrix I,,.

Analog zu Proposition I1.5.5 haben gilt:

VI.1.16. PROPOSITION. Sei V' ein K-Vektorraum und Wy, ..., Wy Teilrdume

von V. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Es gilt V.=Wi+- -+ Wi und W,N(Wy+---+W;,_1+ W1+ -+ W) = {0},
fir allei=1,... k.

(b) Esist V=W + -+ Wy und fir alle w; € W; mit wy + - -+ + wx = 0 muss
schon wy = --- = wi = 0 gelten.
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(c) Zu jedem v € V existieren eindeutig bestimmte Vektoren w; € W;, sodass
v=wi+ -+ Wg.

(d) Ist U ein weiterer K-Vektorraum und sind ¢;: W; — U linear, dann existiert
eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung p: V — U, sodass o|w, = ¢;, fir
allei=1,... k.

(e) Es existieren Projektoren m;: V. — V, mjom = m, i = 1,...,k, sodass
img(m;) =W, m + -+ 7, =idy und myom; =0 =m; om, fir alle i # j.

Sind diese dquivalenten Eigenschaften erfillt, und ist B; eine Basis von W, i =

1,....k, dann bildet By U---U By, eine Basis von 'V und es gilt B; N\ B; = 0, fir

alle i # j. Im endlich-dimensionalen Fall haben wir daher die Dimensionsformel

dim(V) = dim(W7) + - - - + dim (W),

BeEweIs. Ad (a)=(b): Schreiben wir die Gleichung wy + - - - + wy, = 0 in der
Form —w; = wy + -+ - +w;_1 +w;11 + - - - + wy, so sehen wir, dass

—w €W N (Wit A Wi+ Wop 4+ W), =1,k

Aus der zweiten Voraussetzung in (a) folgt daher w; = 0, fiir alle 4.

Ad (b)=(c): Wegen V.= Wj + - - - + Wy, ldsst sich jedes v € V in der Form
v = wy + -+ 4+ wy schreiben, wobei w; € W;. Um die Eindeutigkeit zu zeigen,
sei v = Wy + -+ + W, eine weitere solche Darstellung, w; € W;. Es gilt dann
0=w] + -+ wp, wobei w} := w; —w; € W;. Aus der zweiten Voraussetzung in
(b) folgt w; = 0, also w; = w;, d.h. die Darstellung v = w; +- - - +wy, ist eindeutig.

Ad (c¢)=(d): Da sich jedes v € V auf eindeutige Weise in der Form v =
wy + - - - + wy schreiben lasst, stellt

e:V=U, o) :=pi(wi)+ -+ gr(w),
eine wohldefiniert Abbildung dar. Es ist noch zu zeigen, dass ¢ linear ist. Fiir
A€ Kgilt Av = Awy + -+ - + Awy, und wegen der Linearitéit von ¢; daher
p(W) = or1(Awr) + -+ pp(dwr) = Apr(w) + -+ + gr(we)) = Ap(v).
Ist v = U~J1+"'+1I}k, U~}Z € Wi, dann gllt v+U = (w1+ﬁ)1)++<wk+ﬁ}k) mit
w; +w; € W; und wegen der Linearitdt der ¢; also
(v +0) =pi(wr +w1) + - + or(we + W)
= (p1(w1) + -+ (wr)) + (01(@01) + - + (W) = @(v) + (D).
Damit ist die Linearitét von ¢ gezeigt. Nach Konstruktion gilt ¢|w, = ¢;.

Ad (d)=-(e): Nach Voraussetzung existieren lineare Abbildung m;: V" — W,
i=1,...,k, sodass m|w, = idw, und 7|y, = O fiir alle j # i. Fassen wir diese
als Abbildungen 7;: V' — V auf, dann gilt offensichtlich img(m;) = W;. Auch
sind dies Projektoren, denn nach Konstruktion gilt (7; o m;)|w, = mi|w;, fiir alle

j, aus der Eindeutigkeitsaussage in (d) folgt daher m; o m; = m;. Weiters gilt
(m1 + -+ ™) |lw, = idy |w,, fir alle ¢, und wegen der Eindeutigkeitsaussage in
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(d) daher m + - - -4 7, = idy. Analog lésst sich fiir ¢ # j die Relation mom; =0
zeigen, denn (m; om;)|w, =0, fir alle [ =1,... k.

Ad (e)=(a): Es ist V.= Wy + --- + Wy, denn fiir jedes v € V haben wir
v=idy(v) = (m+---+m)(v) = m(v)+- - -+m(v), wobei m;(v) € img(m;) = W;.
Aus W; = img(n;) und m; o m; = 0 erhalten wir m;(W;) = {0}, fiir alle i # j.
Folglich bildet 7; den gesamten Teilraum Wy +-- -4+ W, 1 +W; 1 +-- -+ Wy auf 0
ab. Fir w € W; N (W1+---+WG_1+WG+1+---+W;€) gilt daher w = m;(w) = 0,
also W; N (W1 4+ Wi+ Wi+ -+ Wk) = {0}. Damit ist die Aquivalenz
der fiinf Eigenschaften gezeigt.

Sei nun B; eine Basis von W;, i = 1,...,k. Fiir i # j gilt B;N B; = 0, denn
BNB CW,nW; CW,;n(Wy+ -+ Wit + Wigr + -+ W) = {0}. Da
V=W 4. --+Wy, ist B:= ByU---UB; ein Erzeugendensystem von V. Sei nun
> pep b = 0, wobei fast alle A, € K verschwinden. Dann gilt S > ven, b =
0, und wegen (b) daher », 5 \b = 0, fiir jedes i = 1,..., k. Aufgrund der
linearen Unabhéngigkeit von B; erhalten wir A\, = 0, fiir alle b € B. Dies zeigt,
dass B linear unabhéngig, also eine Basis von V ist. U

VI.1.17. DEFINITION (Direkte Summe). Sind die dquivalenten Eigenschaften
in Proposition VI.1.16 erfiillt, dann schreiben wir

V=W, oder V=Wid W, (VL4)

und sagen V ist die direkte Summe der Teilrdume Wy, ..., W;. Offensichtlich ist
dies eine Verallgemeinerung der in Definition 11.5.6 eingefiithrten direkten Sum-
me zweier Teilrdume. Die Projektoren aus Proposition VI.1.16(e) werden als die
mit der Zerlegung (VI.4) assoziierten Projektionen oder als die damit assoziierte
Zerlegung der Eins bezeichnet.

VI.1.18. SATz (Diagonalisierbarkeit). Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum
iber K, und p: V. — V linear. Weiters bezeichnen Ay, . .., A\, alle (verschiedenen)
Figenwerte und E\, = ker(p — \;idy) die zugehorigen Figenrdume von . Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) @ ist diagonalisierbar.

(b) Es gilt dim(Ey,) + --- + dim(E),) = n, d.h. die Summe der geometrischen
Vielfachheiten aller Eigenwerte stimmt mit dim(V') tberein.

(c) Es gilt V=E\ &---® E,,.

Ist ¢ diagonalisierbar, und bezeichnen m;: V. — V die mit der Zerlequng V =
E\, @ ---® E,\, assoziierten Projektoren, dann gilt (Spektralzerlegung von ¢)

o =Mm1+ -+ AT (VL5)
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Weiters existiert eine Basis B von V', sodass
)\1]m1

[plpp = .. ; (VL6)

wobei m; = dim(E)y,) die geometrischen Vielfachheiten bezeichnen.

BEWEIS. Es bezeichne F = E), + --- + E), die Summe aller Eigenrdume.
Dies ist eine direkte Summe, d.h. es gilt

E=E, @ ---dE,. (VL7)

Sind namlich v; € E), und v; +- - -+v; = 0, dann folgt mit Lemma VI.1.14 sofort
vy = -+ = v = 0, siche auch Proposition VI.1.16(b). Insbesondere haben wir

dim(E) = dim(E,,) + - - - + dim(Ey, ). (VL8)

Ad (a)=-(b): Nach Voraussetzung existiert eine Basis by, ..., b, von V, die aus
Eigenvektoren besteht. Da jeder dieser Basisvektoren in einem der Eigenrdume
E,, liegt, enthélt I eine linear unabhéngige Teilmenge mit n Elementen, es ist
daher dim(F) > n. Wegen E C V muss aber auch dim(F) < n gelten. Somit ist
dim(E) = n. Aus (VL8) erhalten wir nun dim(Ey,) + - - - + dim(E),) = n.

Ad (b)=(c): Nach Voraussetzung gilt dim(V') = dim(E}y,) + - - - + dim(E), ).
Zusammen mit (VI.8) folgt dim(E) = dim(V') und daher £ =V, daja E C V.
Aus (VL.7) folgt somit V = E,, @ --- @ E,,.

Ad (¢)=(a): Firi=1,... k sei b\, ... b eine Basis des Eigenraums Ey,,
wobei m; = dim(F),). Nach Proposition VI.1.16 ist dann

RN I N BN A

s Umpo 9 Ymgy e

pk)

y o Ymyg

eine Basis von V = E), @ --- ® L),. Nach Konstruktion besteht diese Basis aus
Eigenvektoren von ¢, also ist ¢ diagonalisierbar. Die Matrixdarstellung von ¢
beziiglich dieser Basis hat die Form (VI.6). Die Gleichung (VI.5) folgt aus der
Eindeutigkeitsaussage in Proposition VI.1.16(d), denn offensichtlich gilt | Ey, =

)\i ICIEAZ = ()\17’(’1 + 4 )\k‘ﬂ-k)|E>\ia fiir alle 1 = 1, .. .,k?. U

Ist p € K[z] ein Polynom, p = Y. p;z*, und A € M,,,(K) eine quadratische
Matrix, dann kénnen wir A in p einsetzen und erhalten eine Matrix p(A) €
M, (K), genauer

p(A) = ZPiAi = pol, + p1A+ p2A2 +p3A3 4+

Analog definieren wir fiir jeden Endomorphismus ¢: V' — V|

ple) =Y pig' = poidy +p1p + pa® + psp® + - -

)

wobei ! = po---0pund ¢ = idy.
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VI.1.19. LEMMA. Sind p,q € K[z], A € K und A € M, +,(K), dann gilt

(p+q)(A) =p(A) +q(A), (Ap)(A)=Ap(A) und (pq)(A)=p(A)q(A),

d.h. K[z] = Mpxn(K), p — p(A), ist ein Homomorphismus von K-Algebren.
Weiters gilt p(A') = p(A)! und p(SAS™') = Sp(A)S™!, fiir jedes S € GL,(K).
Ist V' ein K-Vektorraum und ¢ € end(V'), dann haben wir analog

(r+a)(p) =pp) +qlp), (A)(p)=Ap(p) und (pg)(v)=p(p)e(e),

d.h. K[z] — end(V), p — p(p), ist ein Homomorphismus von K-Algebren. Wei-
ters gilt p(p') = p(@)t und p( o p o Y™) = 1 o p(p) o ™1, fiir jeden linearen
Isomorphismus ¥ : V = W. Ist V endlich-dimensional und B eine geordnete
Basis von V', dann gilt [p(¢)|ss = p([¢]sB)-

BEWEIS. Bezeichnen p = Y. p;z* und ¢ = Y, ¢;2" zwei Polynome, dann folgt
(p+a)(A) = (X pir' + 3, 0:2°) (A) = (Xi(pi + 0:)2") (4)
=30 + @) A" =3 pi AT+ 37, AT = p(A) +q(A).
Fiir A € K erhalten wir analog
(Ap)(A) = (A2, piz') (A) = (3,(Api)z") (A) = 32,() AT = A 32, piA” = Ap(A).
Ebenso
(ra)(4) = ((ipe2) (2 9547) ) (4)
= (Zk ( ZiJrj:k pl-qj)zk) (A) = Zk( ZiJrj:k pz‘%’)Ak
= ZiJrj:kpiAiquj = (Z@ piAi) (Z] quj) = p(A)q(A)

und p(At) = (Zz pizi)(At)A = Zz pi(At)i = Zz pi(Ai)t = (ZZ piAi)t = p(A)t. Fur
S € GL,(K) gilt (SAS™1) = (SAS™) .- (SAS™!) = SA'S™! und daher

p(SAS™) =3, pi(SAS™Y) =3 piSA'S ™ = 530, piAF) S~ = Sp(A4) S

Die entsprechenden Eigenschaften von p(y) lassen sich vollig analog herleiten. Ist
schliefllich V' endlich-dimensional und B eine geordnete Basis von V', dann gilt

()]s = [>; 0] 5y = Dipile'ls = >, PillelsB)' = P([¢]BB),

wobei wir die Eigenschaften in Satz IV.6.15 verwendet haben. U
VI.1.20. BEISPIEL. Fiir p =2+ 32+ 52?2 und A = (43) ist

B s (10 12 7 10\ (40 56
p(A) = 2L, + 3A + 5A _2(0 1)+3(3 4)+5(15 22)_(84 124).
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VI.1.21. BEISPIEL. Ist p € K][z] ein Polynom und D eine Dreiecksmatrix,

A ox e X p(A1) * *
D = Az , dann gilt p(D) = pRa) : ,
An p(An)

siche Aufgabe 35. Fiir die Spektra gilt daher o(p(D)) = p(a(D)).

VI.1.22. BEMERKUNG. Beachte, dass i.A. p(AA) # Ap(A), p(A+ B) # p(A) +
p(B) und p(AB) # p(A)p(B) gilt, wobei A € K, p € K[z] und A, B € M, (K).

VI.1.23. PROPOSITION. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber K,
p: V=V eine lineare Abbildung und p € K[z]| ein Polynom. Ist v Eigenvektor
von ¢ zum Eigenwert X, dann ist v auch Eigenwert von p(p) zum Figenwert p(\).
Fiir die Spektra gilt daher p(o(¢)) C o(p(p)). Ezistiert eine Basis B von V,
sodass [p|pp obere Dreiecksgestalt hat, dann haben wir sogar p(o(¢)) = o(p(p)).

BEWEIS. Ist v Eigenvektor zum Eigenwert A, d.h. ¢p(v) = Av, dann folgt

pe)(v) = (Zipm )( ) = D> pipt(v) = >, piXv = p(A)v, also ist v auch Ei-
genvektor von p(¢) zum Eigenwert p(\). Insbesondere gilt p(a(p)) C o(p(p)).
Sei nun B eine Basis von V, sodass [¢|gp obere Dreiecksgestalt hat. Aus Bei-
spiel VI.1.21 folgt p(o([¢]s )) o(p(l¢)p)) und somit

p(a(e)) = plo(lelss)) = o(p(l¢]sr)) = o(lp(@)lss) = o(p(¥)),

wobei wir auch zwei mal (VI.2) verwendet haben. O

[

Fiir eine Matrix A € M, ,(K) und ein Polynom p € K[z] besagt Propo-
sition VI.1.23, dass jeder Eigenvektor von A zum Eigenwert A auch ein Eigen-
vektor von p(A) ist, und zwar zum Eigenwert p(\). Fiir die Spektra gilt daher
p(a(A)) € o(p(A)). Ist A dhnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix, dann haben

wir sogar p(a(A)) = a(p(A)).
VI1.1.24. BEISPIEL. Betrachte das Polynom p = 2% und die reelle Matrix A =
<1 -1, ) Dann gilt p(A) = <1 1 4), also p(c(A)) = o(p(A)). Beachte jedoch, dass

A drei 1-dimensionale Eigenrdume besitzt, wihrend p(A) nur zwei Eigenrdume
hat von denen einer 2-dimensional ist.

VI.1.25. BEISPIEL. In Beispiel VI.1.13 haben wir gesehen, dass die reelle Ma-
trix A = (?!) iiber K = R keinen Eigenwert besitzt, d.h. 0(A) = (). Setzen wir
A in das Polynom p = 22 ein, erhalten wir p(A) = A2 = (_1 _01), eine diagona-
lisierbare Abbildung mit Spektrum o(p(A)) = {—1}. Dieses Beispiel zeigt, dass
LA p(o(A)) # a(p(A)).

Wir beenden diesen Abschnitt mit einer ersten Anwendung;:
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VI.1.26. BEISPIEL (Fibonacci-Folge). Betrachte die rekursiv definierte Fibo-
nacci-Folge: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34, ... Genauer:

=0, =1 xy=241+Tp2 n=2

Wir wollen eine geschlossene Formel fiir xz,, herleiten. Dazu betrachten wir die
Vektoren v, := (47, ) € R? und die Matrix A = (91). Es gilt dann
,UOZ((l])a Un:Avn—h nzl
Somit ist v, = A"vy und z, also die erste Komponente von A"vy. Es geniigt
daher eine geschlossene Formel fiir A™ herzuleiten. Dies ldsst sich durch Diagona-
lisieren von A erreichen. Losen der quadratischen Gleichung 0 = det(A — A\l) =
det (7*;1,) = A% = X — 1 liefert die beiden verschiedenen Eigenwerte
1++5

Ay = 5

Die Matrix A ist also diagonalisierbar, d.h. es existiert eine invertierbare Matrix

S, sodass ST'AS = D, wobei D = ()‘J N ) Fiir die Potenzen von A folgt

A" = (SDS™)" = (SDS™)---(SDS™) = SD"S~ = § (A(? fg) st

Um eine Matrix S wie oben zu bestimmen, betrachten wir die beiden Eigenrdume:

145 1 1
E+ == ker(A — )\+[2) = ker 12 1-/5 = <<1+\/5)>
2 2

1—

E_=ker(A—A_I) = ker <_ 2

1 14+
1 1 1 [(—1=5
S = ( _ ) und S =— 2 )
1+2\/5 1 2\/5 \/g 1+2\/5 1
Es folgt

Zn N oA 0 ot (0
(arn) === (3 52) s (3)

L 0N 1Y Ly
V50 A ) —1) T 57\ =) T s Dt -t

also z,, = Ai\;é\ﬁ und daher
(%) - (5%)
2 2
NG )
die gesuchte geschlossene Formel fiir die n-te Fibonacci-Zahl. Mit dieser Methode
lassen sich natiirlich viel allgemeinere lineare Rekursionen losen.

S

—_
TS
N——
I
S
VR
ol —
S
N———
~_

Somit

Ty =
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VI1.2. Charakteristisches Polynom. Die die Eigenwerte charakterisieren-
de Gleichung det(p — Aidy ) = 0, siehe Proposition VI.1.3, ist polynomial in A.
Wir wollen dieses Polynom nun genauer untersuchen und damit u.a. eine weitere
Charakterisierung der Diagonalisierbarkeit herleiten.

Unter dem Grad eines Polynoms p = py + p1z + p22? + - - - verstehen wir die
grofite Zahl n, fir die p, # 0 gilt. Wir schreiben dafiir deg(p) = n. Der Grad des
Nullpolynoms wird durch deg(0) := —oo definiert. Mit dieser Konvention gilt

deg(pq) = deg(p) + deg(q),

fiir beliebige Polynome p und ¢. Beachte, dass ein Polynom genau dann konstant
ist, wenn sein Grad kleiner oder gleich Null ist. Polynome vom Grad 1 sind genau
die Polynome der Form p = py + p1z, wobei pg, p; € K und p; # 0.

VI.2.1. LEMMA (Polynomdivision). Seien p,q € K[z] Polynome und q # 0.
Dann existieren eindeutig bestimmte Polynome s,r € K|[z], sodass

p=gqs+r und deg(r) < deg(q).

BEWEIS. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit der Darstellung. Seien dazu
s, 5,1, 7 € K[z], sodass gs+r = p = ¢5+7, deg(r) < deg(q) und deg(7) < deg(q).
Es folgt q(s — 5) =7 — r und deg(7 — r) < deg(q). Somit deg(q(s — 3)) < deg(q),
also s — s = 0. Dies zeigt, s = §, woraus aber auch sofort r = 7 folgt. Damit ist
die Eindeutigkeit der Darstellung gezeigt.

Sei ¢ = Y 1", ¢;z", wobei m = deg(q) > 0 und daher g, # 0. Ist deg(p) < m,
dann haben s = 0 und r = p die gewiinschten Eigenschaften. O.B.d.A. sei daher
n = deg(p) > m. Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach dem Grad
von p. Bezeichne dazu p = Y p;z*, also p, # 0. Betrachten wir das Polynom
§ = 5—;2"*7” dann gilt deg(p — ¢5) < deg(p). Nach Induktionsvoraussetzung
existieren daher Polynome s und r, sodass p — ¢5 = ¢5 + r und deg(r) < deg(q).
Setzen wir s := § + 5, so folgt p = ¢s + r, wie gewiinscht. O

VI1.2.2. BEISPIEL. Mit dem bekannten Algorithmus erhalten wir etwa:
2’ — 22t +20° + 927 — 120 + 10 = (2> — 22+ 3)(2® — 2 +7) + 5r — 11.

p q S T

Beachte, dass dieser Algorithmus auf der im Beweis von Lemma VI.2.1 verwen-
deten Konstruktion basiert.

VI.2.3. LEMMA. Sei p € K[z] ein Polynom und A € K eine Nullstelle von p.
Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Polynom q € K|z], sodass p = (z — \)q.

BEWEIS. Nach Lemma VI.2.1 existieren eindeutig bestimmte Polynome ¢ und
r,sodass p = (z—\)g+r und deg(r) < deg(z—A) = 1. Somit ist  ein konstantes
Polynom, d.h. » = ry, wobei rq € K. Einsetzen von \ liefert

0=p(A) = A =NgA) +r(A) =,
also r = 0, und daher p = (z — \)q. O
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VI.2.4. LEMMA. Ist 0 # p € K[z] ein nicht-triviales Polynom, dann ezistieren
Ay M € K und ein Polynom q € K[z], ohne Nullstellen in K, sodass

p=1(2—=XM) (2= Mg

BeEwEeIs. Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach dem Grad des Po-
lynoms p. Der Induktionsanfang, deg(p) = 0, ist trivial. Nun zum Induktions-
schritt: Besitzt p keine Nullstelle in K, dann haben £ = 0 und ¢ = p die
gewiischten Eigenschaften. O.B.d.A. sei daher A\; € K eine Nullstelle von p. Nach
Lemma VI.2.3 existiert ein Polynom p € K|z], sodass p = (2 — A\;)p. Beachte
p # 0 und deg(p) = deg(p) — 1. Nach Induktionsvoraussetzung existieren daher
Ao, ..., A\ € K und ein Nullstellen-freies Polynom ¢ € K[z], sodass

p=(2—X2) (2= M\)q.

Insgesamt folgt p = (z — A)p = (2 — A1)(z — A2) - -+ (2 — Ax)g. Damit ist der
Induktionsschritt gezeigt und das Lemma bewiesen. O

VI.2.5. PROPOSITION. Sei K ein Kdrper und 0 # p € K[z] ein Polynom
vom Grad n. Dann hat p héichstens n verschiedene Nullstellen in K. Bezeichnen
A,y .o A € K oalle, paarweise verschiedenen, Nullstellen von p, dann existieren
eindeutig bestimmte Zahlen ny, . .., n; € N und ein eindeutig bestimmtes Polynom
q € K[z] ohne Nullstellen in K, sodass

P = (2= A" e (2 — M) (VL9)
Weiters gilt n = nq + - - - + ny + deg(q) und daher auch ny + -+ - + ng < n.

BEWEIS. Durch Zusammenfassen mehrfach auftretender Linearfaktoren in
Lemma VI.2.4 erhalten wir ny,...,n; € N, ein Nullstellen-freies Polynom ¢ €
K[z] und paarweise verschiedene i, ..., A\, € K, sodass

p=1(2—X)" (2= M\)™q.
Offensichtlich ist jedes A; eine Nullstelle von p. Andererseits sind dies schon alle

Nullstellen von p, denn aus p(\) = 0 folgt (A — A)™ -+ (A — Ag)™q(A) = 0, also
A = \; fiir ein 4, da ja ¢(\) # 0. Fiir den Grad von p erhalten wir

n =deg(p) =ni + -+ ng +deg(q) > ny + -+ ny.

Insbesondere folgt & < n, also kann p hochstens n verschiedene Nullstellen haben.
Um die Eindeutigkeit von n; und ¢ zu beweisen werden wir folgende Kiirzungs-
regel verwenden: Ist sr = s7, wobei s, 7, 7 € K[z] und s # 0, dann gilt schon r = 7.
Dies folgt sofort aus der Eindeutigkeitsaussage in Lemma VI.2.1.
Sei nun p = (z — A\;)™ -+ (2 — \)"q eine weitere solche Darstellung, d.h.
ni,...,7, € Nund ¢ € K[z] Nullstellen-frei. O.B.d.A. sei n; > ny. Wenden wir
oben erwihnte Kiirzungsregel mit s = (z — A;)™ auf

(2= A)™ (2 = M) g =p = (2 = )™ - (2 = )™ ¢
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an, so erhalten wir
(Z - )\2)"2 - (z — )\k)nkq _ (Z _ )\1)731—711(2 _ )\2)732 . (Z _ )\k)ﬁkq

Da die linke Seite fiir z = Ay nicht verschwindet, muss dies auch fiir die rechte
Seite gelten. Daraus folgt n; = ny und dann

Induktiv fortfahrend, erhalten wir n; = n,, fiir jedes ¢ und schliellich ¢ = ¢. U

VI.2.6. DEFINITION (Algebraische Vielfachheit). Sei 0 # p € K|z] ein Poly-
nom vom Grad n und p = (z — A)™ --- (2 — \g)™q wie in Proposition VI.2.5.
Dann wird n; die algebraische Vielfachheit der Nullstelle \; genannt. Beachte,
dass dies nach der Eindeutigkeitsaussage in Proposition VI.2.5 wohldefiniert ist.

Sei 0 # p € K[z] ein Polynom vom Grad n. Nach Proposition VI.2.5 ist die
Summe der algebraischen Vielfachheiten aller Nullstellen von p hochstens n. Dies
wird oft auch so formuliert: p hat hochstens n Nullstellen, wenn diese entsprechend
ihrer Vielfachheit gezdhlt werden. Wir sagen das Polynom p zerfdillt (iber K) in
Linearfaktoren, wenn es sich in der Form

p=clz—A) (22— \) (VIL.10)

schreiben lasst, wobei Ay, ..., A\, € Kund ¢ € K. Dies ist also genau dann der Fall,
wenn das Polynom ¢ in Proposition VI.2.5 konstant ist, d.h. wenn die Summe der
algebraischen Vielfachheiten aller Nullstellen gleich n ist. Ein Polynom vom Grad
n zerfillt daher in Linearfaktoren, wenn es genau n Nullstellen (mit Vielfachheit
gezahlt) besitzt. In diesem Fall ist die Darstellung (VI.10) bis auf Permutation
der Linearfaktoren eindeutig, und Aq,..., \,, sind alle Nullstellen von p, wobei
diese ihrer algebraischen Vielfachheit entsprechend oft auftreten.

VI.2.7. BEISPIEL. Betrachte das reelle Polynom p € R][z],
p=25—520+102* — 1223+ 1122 — 72 + 2.
Durch Erraten von Nullstellen und Polynomdivision erhalten wir
p=(2—17%z—-2)(z* +1).

Das Polynom p hat daher zwei reelle Nullstellen, \; = 1 mit Vielfachheit 3 und
Ao = 2 mit Vielfachheit 1. Es zerfiillt iiber R nicht in Linearfaktoren, denn 22 + 1
besitzt keine reelle Nullstelle. Fassen wir p als komplexes Polynom auf, p € C[z],
dann gilt

p= (2= (== 2)(z — i)(= +1).
Uber C zerfillt p daher in Linearfaktoren. Zu den bereits genannten reellen Null-

stellen kommen nun noch zwei komplexe Nullstellen, A3 =i und \y = —1i, jeweils
mit Vielfachheit 1, hinzu.
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VI.2.8. DEFINITION (Algebraisch abgeschlossene Korper). Ein Korper K wird
algebraisch abgeschlossen genannt, falls jedes nicht konstante Polynom p € K|z]
eine Nullstelle A € K besitzt, p(\) = 0.

Aus Proposition VI.2.5 erhalten wir sofort:

VI.2.9. PROPOSITION. Uber einem algebraisch abgeschlossenen Korper zerfallt
jedes nicht-triviale Polynom vom Grad n in Linearfaktoren und besitzt genau n
Nullstellen, wenn diese ihrer Vielfachheit entsprechend oft gezihlt werden.

Der Koérper Q ist nicht algebraisch abgeschlossen, denn das Polynom p =
22 — 2 besitzt keine Nullstelle in Q. Auch der Kérper R ist nicht algebraisch
abgeschlossen, denn das Polynom p = 22 + 1 besitzt keine reelle Nullstelle.

VI.2.10. SATZ (Fundamentalsatz der Algebra). Der Kirper C ist algebraisch
abgeschlossen.

BEWEIS. Sei also p = pg + p1z2 + - -+ + pp2" ein komplexes Polynom, p; € C,
n > 1 und p, # 0. Es ist zu zeigen, dass z € C existiert, fiir das p(z) = 0 gilt.

Wir leiten zunéchst folgende Abschétzung her: Es existieren reelle Zahlen
0<m< M und R > 0, sodass

m|z|" < |p(2)| < M|z]", fiir alle z € C mit |z| > R. (VL.11)

Wir zeige, dass m = |p,|/2, M = > " ,|p;] und R := max{l,2M/|p,|} die
gewiinschte Eigenschaft haben. Sei dazu z € C mit |z| > R. Insbesondere gilt
daher |z| > 1. Mit der Dreiecksungleichung erhalten wir sofort:

p(2)| = ’szzi <D Il =Y Ipillel” < Y Iplll™ = M)z
=0 =0 i=0 i=0

Analog haben wir

n—1
< pillal Tt < Mt < e
=0

n—1
= ‘ E piz"
=0

wobei wir am Ende |z| > R > 2M/|p,|, dh. M < @|z|, verwendet haben.
Zusammen mit der Dreiecksungleichung,

n—1
P2 = p(2)] = )— > pid
=0

pal[2]" = [pn2"] = [pnz" — p(2) + p(2)| < [pnz" — p(2)| + |p(2)],
folgt daraus
P(2)] = [pall2]™ = [Paz™ — p(2)| > pall2® — B2l[2| = Eel|z|m = m)2".

Damit ist also die Abschéitzung (VI.11) gezeigt.
Daraus werden wir nun ableiten, dass z; € C existiert, sodass

Ip(2)| > [p(20)], fiir alle z € C. (VI.12)
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Dies bedeutet gerade, dass die stetige Funktion f: C — R, f(2) := |p(2)]|, ein
globales Minimum besitzt. Sei dazu R := max{R, {/|p(0)|/m}. Da die abge-
schlossene Scheibe {z € C : |z| < R} kompakt ist, nimmt f darauf ein Minimum
an, d.h. es existiert zy € C, sodass

Ip(2)| > |p(20), fiir alle z € C mit |z| < R.
Es gilt aber auch
Ip(2)| > |p(20), fiir alle z € C mit |z| > R,

denn fiir diese z folgt aus (VL11): [p(2)| > m|z|* > mR™ > |p(0)| > [p(z0)].
Damit ist also (VI.12) bewiesen.

Wir werden nun p(zy) = 0 zeigen, und damit den Beweis des Satzes abschlie-
Ben. Wir gehen indirekt vor und nehmen p(zp) # 0 an. Beachte, dass dann auch
p(2) = p(z+ 20)/p(20) ein nicht-konstantes Polynom vom Grad n darstellt, es ist
daher von der Form

p(z) =14 gz + - + pn2",
wobei k > 1, p; € C und py # 0. Nach (VI.12) gilt fiir jedes z € C:

|~(Z)‘ _ |p(z+20)| > |p(20)| - 1.

Ip(z0)]  — [p(20)]
Sei nun w € C mit w* = —1/p;,° und betrachte das Polynom ¢(z) := p(wz).
Nach Konstruktion ist ¢ von der Form
q(2) =1 = 2" + g2+ g, (VI.13)
wobei ¢; € C. Aus der entsprechenden Eigenschaft von p folgt sofort
lg(2)] = 1, fir alle z € C. (VI.14)

Sei nun C' := 371" . |¢| und p := min{1,1/2C}. Fiir jedes z € C mit [z < p
gilt daher |z| <1 und C|z| < 1/2, folglich

n n
< D aill=l < Y7 lall=l* = Ol < el

1=k+1 i=k+1

Qo1 2 A g2

Zusammen mit (VI.13) erhalten wir aus der Dreiecksungleichung,
lg(2)| < |1 — 2" + %[z, fir alle z € C mit |z] < p.
Fiir reelle ¢ € (0, p| folgt daraus
lgt)] <1 —t*|+ 3 =1+ b =1 -1k <1,

im Widerspruch zu (VI.14).
Da die Annahme p(zg) # 0 auf einen Widerspruch fiihrt, muss also p(zg) = 0
gelten. Somit hat p eine Nullstelle und der Beweis ist vollsténdig. U

5Jedes z € C besitzt eine k-te Wurzel, d.h. es existiert w € C mit w* = z. Schreiben wir
z=rel?, wobei r >0 und 6 € R, dann hat w = &rel?/* die gewiinschte Eigenschaft.
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VI.2.11. BEMERKUNG (Algebraischer Abschluss). Zu jedem Korper K exi-
stiert ein algebraisch abgeschlossener Korper K, der K enthélt und fiir den die
Inklusion K — K mit Addition und Multiplikation vertraglich ist. Dieser, i.W.
eindeutige, Korper K wird der algebraische Abschluss von K genannt. Aus dem
Fundamentalsatz der Algebra folgt, dass der Kérper C mit dem algebraischen
Abschluss des Korpers R iibereinstimmt, in Zeichen: C = R. Der algebraische
Abschluss von Q ist der Korper der algebraischen Zahlen.

Wir kommen nun zur Definition des charakteristischen Polynoms einer qua-
dratischen Matrix. Wir wollen jeder Matrix A € M,,.,,(K) ein Polynom p4 € K|[z]
zuordnen, sodass

pa(A) = det(A — A1),
fiir jedes A € K. Aus der Leibniz’schen Formel folgt sofort, dass A — det(A—A\1,)
eine Polynomfunktion bildet, d.h. es existieren p; € K mit

det(A — Al,) = po+piA+ -+ p A",

fiir jedes A € K. Die Koeffizienten p; sind durch diese Bedingung aber i.A. nicht
eindeutig bestimmt, das Polynom pa kann daher nicht einfach durch py + p1z +
<o+ pp2" definiert werden! Betrachten wir etwa den Korper Zs und das Polynom
p = z2+2% € Zy[2], dann gilt p(A\) = 0, fiir jedes A € Zy, obwohl 0 # p € Zy[z]. Fiir
unendliche Korper ist die Abbildung K[z] — F(K, K), die einem Polynom p die
Polynomfunktion A — p(\) zuordnet, injektiv, sieche Korollar IV.6.27. Fiir unend-
liche Korper kann das charakteristische Polynom also durch p4(\) = det(A—A\L,),
A € K, definiert werden, es ist dadurch eindeutig bestimmt. I.A. miissen wir vor-
sichtiger vorgehen.

Ist P € M,xn(K[z]) eine Matrix von Polynomen, dann definieren wir deren
Determinante, det(P) € K|z|, durch die Leibniz-Formel,

det(P) := Z sgn(0) Proa) -+ Prom) € K[z,
O'EGn

wobei P;; € K[z] das Polynom in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von P bezeich-
net. Aus Satz V.3.6 folgt

(det(P))(N) = det(P(N)), Ae kK, (VI.15)
wobel P(A) € M,,x,(K) die Matrix mit Eintragungen P());; = P,;(\) bezeichnet.
Fiir beliebige Matrizen von Polynomen, P, Q € M, (K[z]), gilt

det(PQ) = det(P) det(Q) € K[z], (VI.16)

wobei das Produkt von Polynommatrizen analog zum gewohnlichen Matrizen-
produkt definiert ist, (PQ)i; = Y., PxQr; € K[z]. Uber unendlichen Kérpern
folgt dies aus (VI.15), fiir beliebige Korper siche Aufgabe 49. Beachte, dass auch
M, «n(K[z]) eine assoziative Algebra bildet. Indem wir Matrizen mit Eintragun-
gen in K als Matrizen konstanter Polynome auffassen erhalten wir M, ., (K) C
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M, «n(K[z]), und dies ist mit Addition, Skalarmultiplikation, Matrizenmultipli-
kation und der Determinante vertréglich.

VI.2.12. DEFINITION (Charakteristisches Polynom einer Matrix). Unter dem
charakteristischen Polynom einer Matrix A € M, «,(K) verstehen wir das Poly-
nom pu € K[z],

pai=det(A—zL,) =Y sgn(0)(A— zL)100) (A= 2L)no@m).  (VLIT)
oeG,
Dabei bezeichnet (A — z1I,,);; € K[z] das Polynom in der i-ten Zeile und j-ten
Spalte von A — zI,, € M,y (K[2]). Fiir i # j ist (A — z1I,,);; = A;; ein konstantes
Polynom und (A — z1,,); = Ay — z hat Grad 1.

VI1.2.13. BEISPIEL. Betrachte die Matrix A = (§9) € Mayxa(Zs) tiber dem
Korper K = Z,. Fiir ihr charakteristische Polynom py € Zs|z| gilt

pa = det(A — zI5) = det (082 192) = —2(1—2)=2z+2%

Beachte p4(\) = 0, fiir jedes A € Zy, denn pa(0) = 0402 = 0 und pa(1) = 1+1% =
0. Das charakteristische Polynom ist jedoch nicht trivial, 0 # pa € Zs[z].

VI.2.14. LEMMA. Sei A € My« (K). Dann gilt:

(a) pa(X) = det(A — \1,), fir alle A € K.

(b) deg(pa) = n. Bezeichnen wir die Koeffizienten mit pa = po+p1z+---+ppz",
dann gilt p, = (=1)", pp_1 = (=1)""1tr(A) und po(A) = det(A).

(c) ps-1as = pa, fir jedes S € GL,(K).

(d) Ist A € Myyn(K), B € Myym(K) und C € Mimyxmim)(K) eine Blockma-
triz der Form C' = (4 %), dann gilt pc = papp.

(e) Fiir das charakteristische Polynom einer Dreiecksmatriz,

Ao e %

D= A :
*
An

gilt pp = (M — 2)( A2 — 2) - - (AN, — 2).
BEWEIS. Behauptung (a) folgt aus (VI.15), denn
pa(A) = (det(A — zI,)) (\) = det(A — A1,,).
Daraus erhalten wir auch py = pa(0) = det(A — 01,,) = det(A). Weiters hat
(A =2zl 1001y (A= 2L)nom)
hochstens Grad n — 2, fallsid # 0 € G,,. Fiir id =0 € G,, gilt
(A= zL)100) (A= 2L)nom = (=1)"2" + (1) (A 4+ -+ Apn) 2" + g,
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wobei g € K[z] und deg(q) < n — 2. Mit (VI.17) erhalten wir also deg(pa) = n,
pn = (—1)" und p,_; = (—=1)""' tr(A). Behauptung (c) folgt aus (VI.16), denn

ps-1as = det(STTAS — z1,) = det(S™(A — 21,,)5)
= det(S) T det(A — zI,) det(S) = det(A — 21I,,) = pa
Um (d) einzusehen, beobachten wir zunéchst, dass

(C - Zj)l o(l) " (C - ZI)n—l—m o(n+m) — 07

falls ein ¢ > n existert, fiir das o (i) < n gilt. In der Definition von p¢ ist daher nur

tiber jene Permutatlonen 0 € S, zu summieren, fir die o({n+1,...,n+m}) C
{n+1,...,n+m} gilt. Solche Permutationen miissen aber auch a({l, ...,n}) C
{1,...,n} geniigen und konnen daher mit &,, x &,,, identifiziert werden. Somit
bc = Z sgn(0)(C — 21)150) ** (C = 2 )nymo(nim)
U€6n+m
= Z sgn(7) sgn(m H —21)i+0) H(C — 2D ) ntjntn()
Teen,ﬂ'EGm i=1 ]:1
= Z sgn(7) sgn(m H —21)i+0) H(B —21) x()
TEG,,TECH i=1 j=1
= > sen(n) [[(A=2Dizey) D sen(m) [[(B = 2D)jn0) = paps
TEG, i=1 TEGH J=1

Behauptung (e) ldsst sich mittels Induktion nach n aus (d) herleiten. Wir geben
einen anderen, direkteren Beweis. Beachte, dass wegen der Dreiecksform von D
offensichtlich (D — 21,)1001) - - (D — 2l )nom) = 0, fiir jedes id # 0 € &,,. Aus
(VI.17) folgt daher

pp=(D =zl (D—=z2L)pm =AM —2) (A — 2),
womit auch (e) gezeigt wire. 0

VI.2.15. BEMERKUNG. Nach Lemma VI.2.14(c) haben @hnliche Matrizen das
selbe charakteristische Polynom, d.h. jeder Koeffizient p; des charakteristischen
Polynoms py = po+p12+- - -+p,2" einer Matrix A € M,,«,,(K) bleibt unveréndert,
wenn wir A durch eine #hnliche Matrix B = S7'AS, S € GL,(K) ersetzen. Fiir
die Koeffizienten p,_; und p, bedeutet dies gerade tr(S™'AS) = tr(A) bzw.
det(S71AS) = det(A), vgl. Lemma VI.2.14(b).

VI.2.16. DEFINITION (Charakteristisches Polynom eines Endomorphismus).
Sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und ¢: V' — V linear. Unter dem
charakteristischen Polynom von ¢ verstehen wir das charakteristische Polynom
der Matrix [p]pp, wobei B eine geordnete Basis von V' bezeichnet. Beachte, dass
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dies nach Lemma VI1.2.14(c) nicht von der Basis B abhéngt und daher wohldefi-
niert ist. Wir bezeichnen das charakteristische Polynom von ¢ mit p,, € Klz]|.

VI.2.17. BEMERKUNG. Ist A € M,,,(K) und bezeichnet ¢: K* — K",
p(x) = Az, die damit assoziierte lineare Abbildung, dann gilt p, = pa, denn
beziiglich der Standardbasis B von K" gilt [p]pp = A.

VI1.2.18. PROPOSITION. Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, ¢: V —V
linear und p, € K[z] das charakteristische Polynom von . Dann gilt:

(a) ppo(N) = det(p — Nidy), fiir alle A € K.

(b) Die Eigenwerte von ¢ sind genau die Nullstellen von p,, fir das Spektrum
von ¢ gilt daher: o(p) = {A € K: p,(\) = 0}.

(c) deg(p,) = n. Bezeichnen wir die Koeffizienten mit p, = po+p12+---+p,2",
dann gilt p, = (=1)", pp1 = (=1)" "' tr(p) und po = det ().

(d) py-14p = Dy, fiir jeden linearen Isomorphismus 1: W — V.

(e) priay = (A — 2)", fir jedes A € K.

(f) Sei W ein Teilraum von V', sodass o(W) C W. Bezeichnet p|y: W — W die
FEinschrinkung und ¢: V/W — V/W, ¢([v]) = [¢(v)] die induzierte lineare
Abbildung auf dem Quotientenraum, dann gilt p, = py|,, Po-

BEWEIS. Behauptung (a) folgt sofort aus Lemma VI.2.14(a). Ist ndmlich B
eine Basis von V und A € K, dann gilt

Po(A) = Pions(N) = det([p]ss — AL,) = det([p — Nidv]zg) = det(p — Xidy).

Zusammen mit Proposition VI.1.3 erhalten wir daraus auch (b). Aussagen (c)
folgt aus Lemma VI1.2.14(b), denn det([¢]|pp) = det(y) und tr([¢]ss) = tr(y),
vgl. Aufgabe 23. Behauptung (d) folgt aus Lemma VI.2.14(c), denn fiir jede
Basis C' von W ist S := []gc € GL,(K) und [ 'p¥)cc = [V]eslels[¢]sc =
S~p]prS, also

Dy=14pp = Plp—teylecc = PS—glssS = Pleles = Pe-

Behauputng (e) folgt aus Lemma VI.2.14(e), denn [N idy]pg = AL, also pria, =
Piridy]ss = Pal, = (A — 2)". Es bleibt daher nur noch (f) zu zeigen. Wir wihlen
dazu eine Basis B’ = (by,...,b,) von W und ergénzen sie zu einer Basis B =
(b1, by, b1, - -, by) von V. Bezeichnet w: V' — V/W die kanonische Pro-
jektion, dann bildet B := (7(byy1), ..., 7(b,)) eine Basis von V/W siehe Korol-
lar I1.6.7, und es gilt:

lam = (P ). (VL18)

Um dies einzusehen beginnen wir mit der Definition der Matrix [¢]ps,

o(b;) = ([¢lsB)ibi- (VL.19)
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Fir j < m ist b; € W und nach Voraussetzung an ¢ daher auch ¢(b;) € W.
Daraus folgt

(lpp)ss = (lelwlpp )i fir j <mundi<m
PIBB )i = 0 fir j <m und 7 > m.

Dies erkldrt die linken beiden Blocke in (VI.18). Sei nun j > m. Wenden wir auf
(VI.19) die Projektion 7: V' — V/W an, so folgt

@(m(bs)) = m(p(bs)) = Z([SO]BB)iﬂ(bz’) = Z (le]B)im(bi),

denn 7(b;) = 0, fiir alle ¢ < m. Daraus erhalten wir ([¢|gg)ij = ((?]58)i—m,j—m fir
alle 7, j > m, also den rechten unteren Block in (VI.18). Mit Lemma VI.2.14(d)
erhalten wir aus (VL.18) nun p, = pejps = Plolwlp s Pidlss = Pelw Pe- O

VI.2.19. DEFINITION (Algebraische Vielfachheit von Eigenwerten). Sei V' ein
endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢: V' — V linear. Unter der algebrai-
schen Vielfachheit eines Eigenwerts \ von ¢ verstehen wir die Vielfachheit der
Nullstelle A des charakteristsichen Polynoms p,,, vgl. Proposition VI.2.18(b). Fiir
Matrizen A € M, «,(K) definieren wir die algebraische Vielfachheit der Eigen-
werte {iber die assoziierte lineare Abbildung, K® — K", x — Ax. Offensichtlich
stimmt dies mit der algebraischen Vielfachheit der Nullstelle A von p4 iiberein.

VI1.2.20. BEISPIEL. Algebraische und geometrische Vielfachheit eines Eigen-
werts sind i.A. verschieden. Betrachte dazu die Matrix

0
A=

OO W
o O Wwo
L= OO

o ot O

mit charakteristischen Polynom pa = (3 — 2)%(5 — 2)2. Diese Matrix hat zwei
Eigenwerte, Ay = 3 und Ay = 5. Beide haben algebraische Vielfachheit 2. Auch
die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts A\; = 3 ist 2, denn der zugehorige
Eigenraum wird von den beiden Einheitsvektoren e; und e, aufgespannt, E), =
ker(A — 314) = (ey,eq). Die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts Ay = 5
ist allerdings nur 1, denn der entsprechende Eigenraum ker(A — 51;) = (es) ist
1-dimensional.

VI.2.21. PROPOSITION. Sei V' ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum und
w: V=V linear. Dann ist die algebraische Vielfachheit jedes Eigenwerts von o
mindestens so grofl wie seine geometrische Vielfachheit.

BEWEIS. Sei A ein Eigenwert von ¢, bezeichne W = ker(¢ — Aidy) den ent-
sprechenden Eigenraum und m = dim(W) die geometrische Vielfachheit von A.
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Es gilt daher |y = Aidw, insbesondere ist W invariant unter ¢. Es bezeich-
ne p: V/W — V/W, ¢([v]) = [¢(v)], die induzierte lineare Abbildung. Nach
Proposition VI.2.18(e)&(f) gilt fiir die charakteristischen Polynome

Py = PolwPe = (A = 2)" g,
die algebraische Vielfachheit von A ist daher mindestens m. U

Aus der vorangehenden Proposition folgt sofort, dass auch fiir quadratische
Matrizen die algebraische Vielfachheit jedes Eigenwerts mindestens so grofi wie
seine geometrische Vielfachheit ist.

VI1.2.22. SATZ. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Eine lineare
Abbildung p: V' — V ist genau dann diagonalisierbar, wenn ihr charakteristisches
Polynom tiber K in Linearfaktoren zerfillt und die algebraische Vielfachheit jedes
FEigenwerts mit seiner geometrischen Vielfachheit ibereinstimmit.

BEWEIS. Es bezeichne p das charakteristische Polynom von ¢. Zerfillt p in
Linearfaktoren, dann stimmt die Summe der algebraischen Vielfachheiten aller
Nullstellen von p mit deg(p) = dim(V') iiberein. Somit ist die Summe der alge-
braischen Vielfachheiten aller Eigenwerte von ¢ gleich dim(V'). Stimmen dariiber
hinaus die algebraischen mit den geometrischen Vielfachheit iiberein, dann ist
also auch die Summe der geometrischen Vielfachheiten aller Eigenwerte gleich
dim (V). Nach Satz VI.1.18 ist ¢ in diesem Fall diagonalisierbar. Die umgekehrte
Implikation folgt sofort aus Lemma VI.2.14(e). O

VI.2.23. DEFINITION (Triangulierbarkeit). Sei V' ein endlich-dimensionaler
K-Vektorraum. Eine lineare Abbildung ¢: V — V wird triangulierbar genannt,
falls eine geordnete Basis B von V existiert, sodass die Matrixdarstellugn von ¢
beziiglich B obere Dreiecksgestalt hat, d.h.

Al ok eee %
0 X

[plss = | )
: .. .. *
o --. 0 N\,

Eine quadratische Matrix A € M, «,(K) wird triangulierbar genannt, wenn die
damit assoziierte lineare Abbildung K" — K", x — Az, triangulierbar ist.

Eine quadratische Matrix ist genau dann triangulierbar, wenn sie dhnlich zu
einer oberen Dreiecksmatrix ist. Eine lineare Abbildung ¢: V — V ist genau
dann triangulierbar wenn ihre Matrixdarstellug beziiglich einer (und dann jeder)
Basis triangulierbar ist. Offensichtlich ist jede diagonalisierbare lineare Abbildung
auch triangulierbar. Umgekehrt muss eine triangulierbare Abbildung bzw. Matrix
nicht diagonalisierbar sein. Beispielsweise ist die Matrix ({ }) triangulierbar aber
nicht diagonalisierbar, vgl. Beispiel VI.1.12. Nicht jede Matrix ist triangulierbar.
Etwa hat die reelle Matrix (9 ') keinen einzigen reellen Eigenwert und kann
daher {iber R nicht triangulierbar sein.



VI.2. CHARAKTERISTISCHES POLYNOM 165

VI1.2.24. SATZ. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. FEine lineare
Abbildung p: V — V ist genau dann triangulierbar, wenn ihr charakteristisches
Polynom iiber K in Linearfaktoren zerfillt.

BEWEIS. Aus Lemma VI.2.14(e) folgt sofort, dass das charakteristische Poly-
nom einer triangulierbaren Matrix in Linearfaktoren zerfillt. Fiir die umgekehrte
Implikation sei nun ¢ eine lineare Abbildung, deren charakteristisches Polynom
in Linearfaktoren zerféllt. Wir werden nun mittels Induktion nach der Dimensi-
on von V zeigen, dass ¢ triangulierbar ist. Der Induktionsanfang, dim(V') = 1,
ist trivial, denn jede 1 x 1-Matrix hat obere Dreiecksgestalt. Fiir den Indukti-
onsschritt sei nun dim(V’) > 2. Da das charakteristische Polynom p, in Line-
arfaktoren zerféllt, existiert eine Nullstelle A € K, d.h. p,(A) = 0. Nach Pro-
position VI.2.18(b) ist A Eigenwert von ¢. Sei 0 # by € V ein entsprechender
Eigenvektor, d.h. ¢(b;) = A1by, und bezeichne W := (b;) den davon aufgespann-
ten 1-dimensionalen Teilraum. Nach Proposition VI.2.18(f) gilt

Py = PylwPe = (A — 2)pg,

wobei ps das charakteristische Polynom der linearen Abbildung ¢: V/W —
V/W, @([v]) = [¢(v)], bezeichnet. Daraus schlieflen wir, dass auch p; in Line-
arfaktoren zerféllt. Nach Induktionsvoraussetzung ist ¢ also triangulierbar, denn
dim(V/W) = dim(V) — 1 < dim(V). Es existiert daher eine geordnete Basis
B = (b, ...,b,) von V/W sodass [@]55 obere Dreiecksgestalt hat:

[Plas =

*

Wihlen wir by,...,b, € V mit [b;] = b;, dann bildet B = (by,by,...,b,) eine
Basis von V, siehe Korollar I1.6.7. Nach Konstruktion hat [¢]|pp die Form

A ok e x
A= (0 )=

denn ¢(by) = Aby + 0by + - - - 4 0b,, und, fiir j > 2,

n n n

p(b;) = @([bs]) = lp(b;)] = [Z([@]BB)ijbi] = ([lsn)ilbd = > _([¢]ss)ibi,

i=1 i=1 1=2

da [by] =0 € V/W, folglich ([¢]gr)ij = ([¢]B5)i-1,-1, fir alle 4,5 > 2. Somit ist
¢ also triangulierbar. O
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VI.2.25. KOROLLAR. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum dber K und
p: V. — V eine lineare Abbildung deren charakteristisches Polynom in Line-
arfaktoren zerfdllt, d.h.

Po=Do+piz+ - +p2" =M —2) (A — 2), (VI.20)

wobei Ay, ..., \, die Figenwerte von ¢ bezeichnen und ihrer algebraischen Viel-
fachheit entsprechend oft aufgelistet sind. Dann gilt

a(q(¥)) = q(o(¥))

fir jedes Polynom q € K[z]. Weiters ist

(=1)"pn; = Z Aiy =t Aijs

1<t <m<iy<n
fiir jedes 1 < j < n. Insbesondere gilt
tr(p) = A +---+ X und  det(p) = Ap--- Ay,

d.h. die Summe der Figenwerte stimmt mit der Spur tberein und thr Produkt
liefert die Determinante.

BEWEIS. Nach Satz VI.2.24 ist ¢ triangulierbar. Die erste Behauptung iiber
das Spektrum von ¢(y) folgt daher aus Proposition VI.1.23. Die Formeln fiir p; er-
halten wir durch Ausmultiplizieren der rechten Seite von (VI.20). Fiir j = n erhal-
ten wir daraus det(¢) = pg = Ay - -+ A, und fiir j = 1 auch tr(p) = (=1)""'p,_; =
A1+ -+ A, vgl. Proposition VI.2.18(c). Diese Formeln fiir die Spur und die
Determinante lassen sich, nach Wahl einer Basis in der ¢ obere Dreiecksgestalt
hat, auch direkt ablesen, denn beziiglich einer solchen Basis stimmen die Diago-
naleintrige mit den Eigenwerten {iberein. O

Fiir algebraisch abgeschlossene Korper erhalten wir daher:

VI1.2.26. KOROLLAR. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum tiber einem al-
gebraisch abgeschlossenen Korper K. Dann ist jede lineare Abbildung p: V — V
triangulierbar. Weiters gilt o(q(p)) = q(o(p)), fir jedes Polynom q € K[z]. Be-
zeichnen A1, ..., \, die Eigenwerte von @, ihrer algebraischen Vielfachheit ent-
sprechend oft angefiihrt, dann gilt tr(¢) = A1+ -+ + A, sowie det(p) = A1+ \,.

VI1.3. Jordan’sche Normalform. Sei V' ein endlich dimensionaler Vektor-
raum iiber K, und ¢: V' — V eine lineare Abbildung, deren charakteristisches
Polynom in Linearfaktoren zerfallt. Nach Satz VI.2.24 ist ¢ daher triangulierbar,
d.h. es existiert eine Basis B von V, sodass [p]pp obere Dreiecksgestalt hat. In
diesem Abschnitt werden wir sehen, dass sich die Matrix [¢]|gp durch geschick-
te Wahl der Basis B noch erheblich vereinfachen lédsst. Wie wir bereits weiter
oben am Beispiel A = (§}) beobachtet haben, wird ¢ i.A. nicht diagonalisierbar
sein, d.h. es ist nicht immer mdoglich [p]pp auf Diagonalgestalt zu bringen. Wir
beginnen mit der sogenannten Primé&rzerlegung.
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VI.3.1. DEFINITION (Verallgemeinerte Eigenrdume). Sei V' ein endlich-dimen-
sionaler K-Vektorraum, ¢: V' — V linear und A ein Eigenwert von (. Unter dem
verallgemeinerten Figenraum von ¢ zum Eigenwert \ verstehen wir den Teilraum

Ey:={veV[3INeN: (p—\idy)"(v) =0} = | ker((p — Aidy)").
N>1
Beachte, dass E) wegen der offensichtlichen Inklusionen ker((ap — Aidy)V ) C
ker((¢ — Aidy )V *!) tatséichlich einen Teilraum von V' bildet, der den Eigenraum

zum Eigenwert A\ enthélt, E) C E\. Unter den verallgemeinerten Eigenrdumen
einer Matrix A € M, «,(K) verstehen wir die verallgemeinerten Eigenrdume der
damit assoziierten linearen Abbildung, K" — K", x — Ax.

VI1.3.2. BEISPIEL. Die reelle Matrix

A:

S O Ot
O Ot =
ot = O

hat charakteristisches Polynom p = (5 — 2)® und daher nur einen Eigenwert,
A = 5, mit algebraischer Vielfachheit 3. Der entsprechende Eigenraum, Es =
ker(A — 51) = (ey), ist ein dimensional. Da
(010 _ 9o (001 B 3 (000
A-sh=(§h1). (a-snr = (§1). (a-sn° = (§EE).
ist der verallgemeinerte Eigenraum, E5 = ker((A —5)%) = K3, echt grofier als Ej.
VI.3.3. BEISPIEL. Die reelle Matrix

31
4
A= 30
50
5

hat charakteristisches Polynom p = (3—2)*(5—2)?, also zwei Eigenwerte, nimlich
A1 = 3 mit algebraischer Vielfachheit 4 und A\, = 5 mit algebraischer Vielfachheit

2. Aus
01 00
00 00
A—3[5:< 0(1](]), (A—3[5)2:< 0
20
2

erhalten wir F5 = ker(A—31) = (e, e3) und E5 = ker ((A=31)?%) = (e1, €2, €3, €4),
der verallgemeinerte Eigenraum ist daher echt grofier als der Eigenraum. Ebenso,

2

4 %
40
A_5I5: 72,12 ’ (A_5I5)2:< 420())7

0

und daher E5 = F5 = ker(A — 5I) = (es, eq), fiir diesen Eigenwert stimmt der
verallgemeinerte Eigenraum also mit dem Eigenraum {iberein.

Wir untersuchen zunéchst verallgemeinerte Eigenrdume zum FEigenwert 0.
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VI.3.4. LEMMA. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum tiber einem Kdrper
K und ¢: V — V linear. Dann existiert N € {0,...,n}, sodass

ker(o") = ker(oV ).

Es gilt dann fiir jedes k € N,

N) N+k> N) N+k>.

ker(p™) = ker(¢ und img(e™) = img(p

Dariiber hinaus gilt
V = ker(¢™) ® img (™),
und diese Zerlequng ist invariant unter ¢, d.h.
p(ker(¢™)) Cker(¢™) und ¢ (img(p")) < img(e™).
Weiters ist die Einschrikung |~y : ker(e™) — ker(o™) triangulierbar mit 0
als einzigem Eigenwert, und die Einschrinkung ¢|ing,~): img(¢™) — img(¢™)
ist invertierbar. Bezeichnet m die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts 0 von
Y, S0 st
dim(ker(gpN)) =m, ker(p") =ker(p™) wund img(p") = img(yp™).

SchliefSlich existiert eine Basis B von V', sodass

0 % oo %

[plss = a0 , A= 00 € Myxm(K), C € GL,_,(K).
0 C el el %
0 --- 0 0

BEWEIS. Betrachte die aufsteigende Kette von Teilrdumen:
{0} = ker(idy) = ker(") C ker(¢') C ker(p?) C -+ C ker(¢") C ker(p" ™) C V.
Indirekt angenommen ker(¢™) # ker(p™N 1), fiir alle N € {0,...,n}. Dann gilt
dim ker (™) < dim ker (™), N=0,1,...,n,
wir erhalten
0 = dimker ¢ < dimker ¢' < dimker ¢* < --- < dimker ¢™ < dim ker ¢" ",

und somit dimker(¢"*) > n + 1. Da dies dimker(¢"™!) < dim(V) = n wider-
spricht, muss also ein N € {0,...,n} mit ker(p") = ker(¢™*1) existieren.

Wir zeigen nun ker(¢") = ker(o" ") mittels Induktion nach k. Der Induk-
tionsanfang, k = 0, ist trivial. Fiir den Induktionsschritt sei nun k£ > 1. Da
offensichtlich ker(p™) C ker(o™**), geniigt es die umgekehrte Inklusion,

ker(gpN) D ker(gpNJrk),

zu zeigen. Sei dazu v € ker(p" ). Dann gilt o™V (o*1(v)) = pVT*(v) = 0, also
©* " (v) € ker(pVT!) = ker(p") und daher v € ker(pNT*71) = ker(p), wobei
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wir im letzten Gleichheitszeichen, die Induktionsvoraussetzung verwendet haben.
Damit ist ker(p) = ker(p"N**) gezeigt. Insbesondere gilt

dim (ker (™)) = dim(ker(¢V "))
und wegen der Dimensionsformel, dim (V) = dim(ker (")) + dim(img(,')), auch

dim(img(™)) = dim(img ("))
fiir alle & € N. Da img () C img(¢") folgt img(p™) = img(pN**).
Wir zeigen nun
ker(¢™) Nimg(p™) = {0}. (VI.21)
Sei dazu v € ker(¢") N img(p?). Dann existiert w € V, sodass v = o (w).
Somit N TN (w) = oV (v) = 0, also w € ker(V ™) = ker(o). Dies bedeutet
v =" (w) = 0. Damit ist (VI.21) gezeigt. Zusammen mit der Dimensionsformel

dim (V) = dim(ker (™)) + dim(img(x"))

folgt, dass V direkte Summe der Teilriume ker(¢”) und img(¢") ist. Die Inva-
rianz der Zerlegung ist offensichtlich, denn ¢(ker(¢")) C ker(¢™ 1) C ker(¢")
und p(img(p?Y)) = img(eV ™) = img(¢"). Daraus folgt auch, dass die Ein-
schrinkung @|i,gv: img(e™) — img(p") surjektiv, also invertierbar ist. Wihle
eine Basis by,...,b;, von ker(y), erginze sie zu einer Basis by, ..., bk, ..., bk,
von ker(p?), ergéinze weiter zu einer Basis by, ..., bg,, ..., Dpy, - - . , by, von ker(p?),
w.s.w. bis wir bei einer Basis B := (by, ..., b;,) von ker(p™) angelangt sind, wobei
k = dim(ker(¢")). Beziiglich dieser Basis hat ¢|ye(,~) folgende Blockdiagonal-
gestalt:

0 * -
0o o0 .
A= [‘p‘ker(gaN)]BB = o . € MkaGK) (VI.QQ)
STl Tl %
0 --- 0 0
Dies zeigt, dass die Einschrankung ¢|ie(,~y triangulierbar ist mit 0 als einzigem
Eigenwert. Sei nun b1, ..., b, eine Basis von img(¢”), und betrachte die Basis
B := (by,...,b,) von V. Da ¢ auf img(p") invertierbar ist, gilt
(olpn = A 0
Y)|BB = 0o C

mit obigem A und C € GL,_,(K). Insbesondere ist 0 nicht Eigenwert von C.
Nach Lemma VI.2.14(d) gilt p, = papc, also muss der Eigenwert 0 von A al-
gebraische Vielfachheit m haben, und wir erhalten & = m, vgl. (V1.22). Daraus
folgt nun auch A™ = 0, also [¢"]gp = (§ (= ) mit C"™ € GL,_,,(K). Daraus lesen
wir ker(¢") = ker(¢™) und img(p?) = img(p™) ab. Damit ist der Beweis des
Lemmas vollstandig. O
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Aus dem vorangehenden Lemma erhalten wir sofort eine analoge Aussage
iiber verallgemeinerte Eigenrdume zu beliebigen Eigenwerten:

VI.3.5. LEMMA. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum tiber einem Kdérper
K und p: V. — V linear. Weiters sei A Eigenwert von ¢ mit algebraischer Viel-
fachheit m und verallgemeinerten Eigenraum E\. Dann gilt
dim(E\) =m und E,= ker ((¢ — Aidy)™).
Weiters existiert ein invarianter komplementdrer Teilraum W, d.h.

V=EaW, ¢E)CE, oW)CW

Dariiber hinaus ist die Finschrinkung ‘P|EA3 E\ — E, triangulierbar mit X als

einzigen Eigenwert, und X\ ist kein Figenwert der FEinschrikung p|lw: W — W,
d.h.

o(elg) ={AL  und  olelw) = a(p) \ {A}.
SchliefSlich existiert eine Basis B von V', sodass

) WCE.
A 0 0o X .

: ‘. . %

0 -~ 0 X

und C' € Mp—m)x(n—m)(K) mit o(C) = o(p) \ {A}.
BEWEIS. Beachte, dass 0 Eigenwert der linearen Abbildung
e—Aidy: V=V
ist und algebraische Vielfachheit m besitzt. Wenden wir Lemma VI.3.4 auf diese
lineare Abbildung an, so folgt dim(E\) = m, Ex = ker((¢ — Aidy)™), und der
Teilraum W := img((¢ — Aidy)™) bildet ein Komplement,
V=E@&W

Da beide Teilrdume unter ¢ — A idy invariant sind, sind sie auch invariant unter ¢,
d.h. o(E)) C E\ und o(W) C W. Nach Lemma ist (o — Aidy)| g, triangulierbar
mit 0 als einzigen Eigenwert. Somit ist auch ¢| 7, triangulierbar mit A als einzigen
Eigenwert, insbesondere gilt o(¢|z ) = {A}. Nach Lemma ist (¢ —Aidy)|w inver-
tierbar, folglich ist A kein Eigenwert von ¢|w, d.h. A ¢ o(¢|w). Aus der Invarianz
der Zerlegung folgt () = o(p|z,) Ua(plw), also a(plw) = o(p) \ {A}. Sei nun
B eine Basis von V' wie in Lemma VI.3.4, d.h.

0 * -+ x

. A0 . 0 0 .
[p — Aidy]pp = (0 é>, A= . € M (K),
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und C: € GL,_(K). Dann hat [¢]pp die Form (VI.23), wobei A = A + A1, und
C=CH A, . O
VI.3.6. BEMERKUNG. Betrachte nochmals die Matrix A aus Beispiel VI1.3.3.

Sie hat A = 3 als Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 4. Nach dem vor-
angehenden Lemma muss E5 = ker((A - 31 )4) gelten. Weiter oben haben wir

gesehen, dass in diesem Fall sogar Es = ker ((A — 31)?) gilt. LA. ist daher die
algebraische Vielfachheit, m, eines Eigenwerts A, nicht die minimale Zahl mit
Ey =ker((A—XI)™).

VI1.3.7. SATZ (Primérzerlegung). Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum iber
einem Korper K und ¢: V' — V linear. Weiters bezeichnen Ay, ..., A alle (paar-
weise verschiedenen) FEigenwerte, my, ..., my thre algebraischen Vielfachheiten
und E~,\1, ey E)\k die entsprechenden verallgemeinerten Figenrdume. Dann gilt

dim(Ey,) = m; und B, = ker ((¢ — Agidy)™), (VI.24)
fir allei =1, ..., k. Dartber hinaus existiert ein invarianter Teilraum W, sodass
V=FE\® - 0E,oW, ¢E)CE, eW)CW.  (VL25)

Die Einschrinkung ¢| B EAZ. — EN,\i st triangulierbar mit \; als einzigen Eigen-

wert, und |y hat keine Figenwerte, also
olelg, ) ={x}  und  olelw) =0

SchliefSlich existiert eine Basis B von V', sodass

A0 0 Nox e s
llps = O R ,wobei  A; = O Ai e € M. xm,; (K)
s A 0 T T %
0 -~ 0 A 0 -~ 0 X\
und A € My xm(K) keine Eigenwerte besitzt, 0(A) = 0, und m = n—mq—- - -—my,.

Zerfallt das charakteristische Polynom von ¢ in Linearfaktoren ( etwa weil K
algebraisch abgeschlossen ist), dann ist W = {0}, V = E,, @ --- & E\_ und der
letzte Block in der Matrizdarstellung, A, tritt nicht auf, d.h. m = 0.

BEwEIS. Wir gehen mittels Induktion nach der Anzahl der verschiedenen
Eigenwerte vor. Der Induktionsanfang, o(¢) = (), ist trivial. Fiir den Induk-
tionsschritt sei nun A ein Eigenwert von ¢. Nach Lemma VI.3.5 existiert ein
komplementérer Teilraum W', sodass

V=FE,oW, @E\) CE, oW)CwW. (VI.26)
Bezeichnet ¢’ := ¢l : W' — W’ die Einschriankung, so gilt weiters
cr(cp|EA1) ={\} und a(@)={Na, ..., A\t
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Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein Teilraum W von W’ sodass
W=E,o oL oW ¢E)CE, W)W odlw) =0

wobei Ef\l die verallgemeinerten Eigenrdume von ¢’ bezeichnen. Offensichtlich
ist E;\Z C E),, es gilt aber auch die umgekehrte Inklusion, E, C E;\Z, fiir jedes
1 =2,...,k. Sei dazu v € E)\i und N so, dass (¢ — \;jidy)¥v = 0. Bezeichnet
v = e +w die eindeutige Zerlegung mit e € Ey, und v’ € W’, dann folgt
(o—Niidy)Ve =0 = (p — \jidy)NYw’ wegen der Invarianz der Zerlegung (VI1.26).
Da A; nicht Eigenwert von ¢| By, ist, muss e = 0 gelten, und daher v = w’ € ES\,
Dies zeigt Ef\l = E)\i, und daher die invariante Zerlegung (VI.25). Zerfillt das
charakteristische Polynom in Linearfaktoren, dann muss W = {0} gelten, da ja
o(¢'|w) = 0. Wihlen wir Basen von Ej, wie in Lemma VI.3.5 und vereinigen

diese mit einer Basis von W, so erhalten wir eine Basis B von V beziiglich der
die Matrixdarstellung [p]|pp die gewiinschte Form hat. O

Daraus erhalten wir sofort:

VI.3.8. KOROLLAR. Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum tiber einem
Korper K und ¢: V. — V' linear. Weiters bezeichnen Ay, ..., A, alle (paarweise

verschiedenen) Eigenwerte und E;m ..., )\, die entsprechenden verallgemeiner-
ten Figenrdume. Dann sind dquivalent:

(a) Das charakteristische Polynom p, zerfdllt iber K in Linearfaktoren.
(b)) V=E\® - @E,.
(¢) dim(V) = "L, dim(E),).

V1.3.9. BEispiEL. Wir wollen die Primérzerlegung der Matrix

> 1 1 0 0
-4 1 -2 0 0
A=10 0 3 0 O
0 0 6 6 1
0 0 -6 -1 4

5—2z 1 1 0 0
—4 1—-z =2 0 0
p = det 0 0 3—z2 0 0
0 0 6 6—2z 1
0 0 —6 -1 4-=z

=det [ —4 1—2z =2 |det (6__12 4 L ) = (3—2)35-2)?,
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also 0(A) = {3,5}. Dann ist

o 1 1 0 0 -4 -4 -4 00

-4 -4 -2 0 0 6 12 8 0 0
A-5I=]0 0 -2 0 0|, (A-50)2=|0 0 4 0 0f,

0 0 6 1 1 0 0 —-12 0 O

0 0 -6 -1 -1 0 0 12 0 0

also

E5:ker(A—5[):<<§>>, E5:ker((A—5[)2):<<

siche (VI.24). Analog

2 1 1 0 O
-4 =2 =2 0 0
A-3I=|0 0 0 0 0f, (A-31)?=
0O 0 6 3 1
0 0 -6 -1 1
also
1
Egzker(A—3I):<<_82>,<
0
und

)R :ker((A—3I)2) = <<_é2> , <;1

Bezeichnen wir die gewonnene Basis von V' mit

ANNOWE
1 0 0
-1 1 0

und die entsprechende Basiswechselmatrix mit

0 0 1 0
0
S:TEB: 0
1
—1

_ o O O

dann gilt

~— _
(enlian R an i en B an)

OO O

1
0
o
0

[Alps = ST'AS =

O O OO Ut
o O ol =
O O WwWo o

die gesuchte Primérzerlegung von A.

O Ww oo o

w oD O

1

)

—OOoOoO

)
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VI.3.10. SATz (Caley—Hamilton). Sei V' ein endlich dimensionaler Vektor-
raum tber einem Korper K und p: V — V eine lineare Abbildung mit charakte-
ristischem Polynom p. Dann gilt p(¢) = 0.

BeEwEIS. Wir werden dies nur fiir algebraisch abgeschlossene Korper zeigen,
der allgemeine Fall lisst sich dann durch Ubergang zum algebraischen Abschluss
von K beweisen. Sei also K algebraisch abgeschlossen. Es bezeichnen Aq,..., A\
alle verschiedenen Eigenwerte, myq, ..., m; ihre algebraischen Vielfachheiten und
E,\i die entsprechenden verallgemeinerten Eigenrdume. Fiir das charakteristische
Polynom gilt dann p = (A; — 2)™ -+ - (A — 2)™*, und daher

plp) = (Aridy =)™ -+ - (Agidy —p) ™.
Nach Satz VI.3.7 ist
V=E,®  -0F, und ©(Ey,) C E),.
Schriinken wir p(p): V — V auf den Teilraum E\_ C V ein, erhalten wir
p(#)lg,, = idy =)™ - (Aridy —90)mk|E}kJ =0,

-
=0

sieche (VI.24). Da die Faktoren (\; idy —¢)™ miteinander kommutieren, gilt auch
p(@)lg,, = Aidy =)™ - (Aiidy —p)™ 5, =0,

J

~
=0

und wir erhalten analog

Nachdem die Teilrdume Ej,, ..., E~,\,c ganz V' aufspannen, folgt p(p) = 0. O

VI.3.11. BEMERKUNG. Ist A € M, ,(K) und bezeichnet p das charakteristi-
sche Polynom von A, dann gilt p(A) = 0. Dies folgt sofort aus aus Satz VI.3.10,
sieche auch Aufgabe 60. Etwa hat die Matrix

1 -2 =2
A=12 6 4
-1 -2 0

charakteristisches Polynom p = —2% + 722 — 162 + 12 = (2 — 2)?(3 — 2) und es
gilt tatsédchlich

p(A) = —A® + TA? — 16A + 1213
__ <3181 oL ’7%8> 47 (i)l o 350) — 16 < P e ?f> 12 (
~19 —38 —30 ~5—10 —6 -1-20
! )
0
12

11 38 38 -7 =70 =70 —-16 32 32 12
= | —-38 -84 —-76 | + 70 168 140 ) 4+ [ —32 -96 —64 | + | O
19 38 30 —35 =70 —42 16 32 0 0

0
1
0

[ =J=]

)

1
0
0

—
oo

(§88)

0
0
0

oo
oo
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VI.3.12. BEMERKUNG. Es scheint verlockend, den Beweis von Satz VI.3.10
wie folgt kiirzer zu fithren: Da p(z) = det(A — z1,,) ist p(A) = det(A — AL,) =
det(A — A) = det(0) = 0. Dies ist jedoch kein korrekter Beweis! Das Problem
liegt beim vermeintlichen Gleichheitszeichen, p(A) = det(A — Al,,), denn auf der
linken Seite steht eine Matriz, p(A), wohingegen auf der rechten Seite der Skalar
det(A — Al,) steht.

VI1.3.13. DEFINITION (Nilpotente Abbildungen). Sei V' ein endlich dimensio-
naler K-Vektorraum. Eine lineare Abbildung ¢: V — V wird nilpotent genannt,
falls N € N existiert, sodass ¢ = 0. Eine Matrix A € M, ,(K) wird nilpo-
tent genannt, wenn die damit assoziierte lineare Abbildung K* — K", z — Ax,
nilpotent ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn AN = 0, fiir ein N € N.

Aus den vorangehenden Betrachtungen folgt sofort:
VI1.3.14. PROPOSITION. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum tber einem
Korper K und ¢: V. — V eine lineare Abbildung. Dann sind dquivalent:
(a) @ ist nilpotent.
(b) Ey=V.
(c) " =0.
(d) Es existieren ineinander geschachtelte Teilrdume (Flagge)
{0}=hCVichhc.--CV.=V,

sodass p(V;) C V;_y, fir allei=1,...,r.
(e) Es existiert eine Basis B von V', beziiglich der die Matrizdarstellung von ¢
strikte obere Dreiecksgestalt hat, d.h.

0 * -+ x
0 0
lplss = | )
ok
0 0 0

Ist K algebraisch abgeschlossen, dann ist dies weiters dquivalent zu

(f) o(v) < {0}

Fine Folge (strikt) geschachtelter Teilrdume wie in (d) ist durch
0} = ker(¢")  ker(!) € ker(¢?) € -+ C ker(¢") = V

gegeben, wobei v die kleinste Zahl mit " = 0 bezeichnet (Nilpotenzindex). Eine
Basis wie in (e) lisst sich gewinnen, indem wir mit einer Basis von ker(p) begin-
nen, diese zu einer Basis von ker(¢?) erginzen, weiter zu einer Basis von ker(p?)
erginzen, u.s.w. bis wir schliefilich bei einer Basis von V' landen.

VI1.3.15. KOROLLAR. Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum diber einem
Korper K und ¢: V. — V eine lienare Abbildung deren charakteristisches Poly-
nom in Linearfaktoren zerfdllt. Dann existiert eine eindeutig bestimmte diagona-
lisierbare lineare Abildung v:V — V und eine eindeutig bestimmte nilpotente
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lineare Abbildung v:V — V, sodass

p=v+v und Yv = .
Dariiber hinaus haben ¢ und v das selbe charakteristische Polynom, also die
gleichen FEigenwerte und algebraischen Vielfachheiten.

BEWEIS. Die Existenz von ¢ und v folgt aus der Primérzerlegung. Ist B eine
Basis von V' beziiglich der [¢]gp von der Form in Satz VI1.3.7 ist, dann definieren
wir [¢]gpp (und damit v) durch die Diagonaleintrige von [p]|gp und v := ¢ — 1.
Eine einfache Uberlegung zeigt, dass diese linearen Abbildungen alle gewiinschten
Eigenschaften haben.

Es bleibt daher nur noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Seien dazu ¢: V — V
diagonalisierbar und v: V' — V nilpotent, sodass ¢ = ¢+ v und ¢v = v1). Da die
verallgemeinerten Eigenrdume von ¢ ganz V' aufspannen, geniigt es | B, = Aldg,
fiir jeden Eigenwert A von ¢ zu zeigen, denn dadurch sind ¢ und dann auch
v = @ — 1) eindeutig festgelegt. Da 1) und v kommutieren gilt auch ¢y = ¥ und
wv = v und daher, siche Aufgabe 61,

w(E)\) Q E)\ und I/(E)\) Q EA.
Beachte, dass v|g und @[z — Aidg, beide nilpotent sind. Da sie kommutieren
ist auch ihre Differenz, ¢z — Aidg, = ¢|g — Aid |z — v|g, nilpotent, siehe
Aufgabe 62. Andererseits ist ¢z, —A\idz auch diagonalisierbar, siche Aufgabe 63.

Somit ist 9| 7, —Aidg, diagonalisierbar und nilpotent, also Null, sieche Aufgabe 64.
Wir erhalten ¢|z = Aidg, . O

Nach Korollar VI.3.15, ldsst sich jede Matrix A € M,,«,(K), deren charakte-
ristisches Polynom in Linearfaktoren zerféllt, in der Form A = D + N schreiben,
wobei D € M, ,(K) diagonalisierbar, N € M, (K) nilpotent, und DN = ND.
Die Matrizen D und N sind durch diese Eigenschaften eindeutig bestimmt, die
Eigenwerte von A und D, und deren algebraische Vielfachheiten, stimmen iibe-
rein.

VI1.3.16. SATZ. Sei V' ein n-dimensionaler K- Vektorraum und p: V. — V eine
nilpotente lineare Abbildung. Dann existieren Vektoren vy,...,v; € V und Zahlen
Ty >re > > > 1, sodass @i (v;) =0, fir jedes i =1,...,1, und so, dass

v, (1), ..., v1), V2, p(V2), ..., (2), .., (), ., " ()
eine Basis von V' bildet. Bezeichnet B diese Basis in umgekehrter Reihenfolge,
dann ist die Matrizdartsellung von der Form

T‘171<

0 & 0 --- 0
0 0 & . :

Wes=|: . . . 0 (VI.27)
: 0 e,-1
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fir gewisse €; € {0,1}. Es gilt in diesem Fall
n=ry+---+r und [ =dimkerp=1+4{i|¢e; =0}.

Eine solche Basis kann durch Losen linearer Gleichungssysteme algorithmisch
konstruiert werden (siehe den Beweis unten).

BEWEIS. Sei r; die kleinste Zahl, sodass ¢™ = 0 und @™ ! # 0. Es existiert
daher v; € V, sodass ¢ (v1) # 0. Wir zeigen zunéchst, dass die Vektoren

v1, o(v1), % (v1), ..., @ (v1) (VI.28)
linear unabhéngig in V' sind. Seien dazu \; € K mit
Aov1 + Aot (v1) + Ao (v1) + -+ A 10" H(vy) = 0.
Da ¢ (v1) = 0, erhalten wir durch sukzessives Anwenden von ¢, das System
Aovt 4+ A1 (01) + Ao@?(01) + -+ - + Ay 19" (01) =0
Ao (V1) + M@ (V1) + -+ Ay T v1) = 0
M@ (v1) + Ay g™ Hvy) =0

)\0g0r172(1]1) + )\1(,071171(1] )

1) =0
)\0()071171(’01) =0
Da ¢ (vy) # 0 folgt daraus \g = Ay = --- = \,,_1 = 0 in dem wir Glei-

chungssystem von unten nach oben inspizieren. Dies zeigt, dass (VI.28) linear
unabhéngig sind. Bezeichne den davon aufgespannten Teilraum mit

U := (v, 0(v1),9*(v1), ..., " " (w1)).

Beachte, dass U invariant unter ¢ ist, d.h. @(U) C U. Die Abbildung ¢
induziert daher eine Abbildung auf dem Quotientenraum,

p: V=V, o) =[], V=V/U

Beachte ¢ = 0, denn ¢ ([v]) = [¢"(v)] = [0] = 0, fiir jedes v € V. Insbesondere
ist auch ¢: V' — V nilpotent. Mittels Induktion nach der Dimension von V

diirfen wir d_aher annehmen, dass Zahlen vy > ry > --- > r; > 1 und Vektoren
Vg, ..., U € V existieren, sodass @™ (v;) = 0 fiir jedes i = 2,...,[, und so, dass
Vo, @(02), ..., @2 (02), ..., 00, @(1)),..., 0" () (VI.29)

eine Basis von V bildet. Wihle Reprisentanten @, ..., € V, d.h. 9; = [§]. Es
folgt [¢" (0;)] = @™ (v;) = 0, also ¢"(¥;) € U. Es existieren daher i, ; € K, sodass

ri—1

CE) = pig(vr),  i=2,...L (VI1.30)
j=0
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Anwenden von "~ liefert, unter Verwendung von " = 0,

ri—1

0= (B:) = " 7" (@7 (T) = D pagee™ T (v1)
=0

ri—l4+ri—r; ri—1

= Z ,LLi,jfrlJrri(Pj(Ul): Z Ml',jfrlJrTigpj(Ul)

Jj=ri—rg Jj=ri—r;

Aus der linearen Unabhéngigkeit des Systems (VI.28) folgt ;0 = piq = -+ =
iri—1 = 0. Zusammen mit (VI.30) erhalten wir also

r1—1

QOTZ(@Z) = Z ,ui,jgoj(vl), 9, = 2, ey l
J=ri
Setzen wir
ri—1
Vi = U — Z pi g’ (1),
J=ri

dann gilt somit
O (v;) =0 und v; = [vi], i=2,...,1.
Beachte, dass

v, p(va), .., (va), .., (W), @™ () (VL.31)

unter der kanonischen Projektion V' — V', v + [v], bijektiv auf die Basis (VI.29)
abgebildet wird. Somit ist (VI.31) linear unabhéngig in V' und bildet die Basis
eines zu U komplementéren Teilraums. Da vy, ¢(v1), ..., ¢ " ~!(v;) eine Basis von
U ist, bildet

vy, (v1), ..., gorl*l(vl), ve, (va), ..., gorrl(vg), o un (), gp”fl(vl)

also eine Basis von V. Damit ist der erste Teil des Satzes gezeigt. Die verbleiben-
den Aussagen sind nun offensichtlich. O

Fir nilpotente Matrizen A € M, «,(K), besagt der vorangehende Satz, dass
eine invertierbare Matrix S € GL,(K) und Skalare ¢; € {0, 1} existieren, sodass
S~1AS die Form (VI.27) hat.

VI.3.17. BEISPIEL. Die Matrix

0 1 0 00O
2 0 1 000
0 -2 0 100
A= 0 0 0 00O
1 0 -1 2 01
0 -3 0 00O
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ist nilpotent, denn

2 0 1 0 00 000 1 00
000 0 1 00 000 0 00

, |-40 -2 0 00 s o000 =200 .

=10 00 o000 “=fooo 0o 00| A0
000 0 —100 000 0 00
—6 0 -3 0 0 0 000 —300

Wir wollen eine invertierbare Matrix S finden, sodass S™*AS die Gestalt (VI.27)
hat. Wir gehen wie im Beweis des vorangehenden Satzes vor. Da A? # 0 und
A* =0 ist = 4. Es ist v; so zu wihlen, dass A%v; # 0. Wir verwenden v; = ey
und erhalten A*v; = 0 sowie

0 0 1
1 2 0 3 %
_ _ 1 _ _ -
V1 = s /1U1 = 0 s f1 v = 0 s f1 V1 = 0
2 — 0
0 0 -3

Nach dem Beweis des Satzes oben, sind diese Vektoren linear unabhéngig und
spannen daher einen 4-dimensionalen Teilraum U auf. Um den Nilpotenzindex der
induzierten Abbildung auf dem Quotientenraum K°/U zu bestimmen, beobachten
wir, dass img(A?) zur Génze in U liegt, aber img(A) € U, somit ro = 2. Es ist
daher ¥y so zu bestimmen, dass Ave ¢ U. Wir entscheiden uns fiir 93 = e; und

erhalten
0 2
2 0
’52: ( )7 A'ﬁQZ (8)7 A2’I72: _04 :2A3U1€U.
1 0
0

-6
Setzen wir vy 1= Uy — 2Av;, dann gilt A%v, = 0 und

) |

QOO OO
—

[elelelelel bl

S

[\]

I

o Lo~

I

S

[\]

Il
N
cwoooco

1 0 000 1
(1] : . . . (1] 0 1 000 0
DO OO () sy
07717270737_47 0001007
3 0 0 0 0 0 0 -1 2 0 3 —4
B 30 000 0
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mit der gewiinschten Eigenschaft:

010000
001000
.o 000100
STAS=10 000 0 0
000001
000000

VI.3.18. DEFINITION (Jordanblock). Unter dem Jordanblock der Gréfie m €
N mit Eigenwert A € K verstehen wir die Matrix

Al

)= N | € Mpn(X).

1
A

VI1.3.19. SaTz (Jordan Zerlegung). Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum
tber einem Korper K und @: V — V eine lineare Abbildung, deren charakteristi-
sches Polynom iiber K in Linearfaktoren zerfillt. Weiters bezeichnen A1, ..., A\
alle (paarweise verschiedenen) Eigenwerte von ¢ und my, ..., my ihre algebrai-
sche Vielfachheiten und nq,...,ny ihre geometrischen Vielfachheiten. Dann exi-
stiert eine Basis B von V', sodass die Matrizdarstellung von ¢ folgende Blockdia-
gonalgestalt besitzt:

Jle (>‘1)

Jml,nl (Al)

Jmk,nk (Ak)
Dabei sind m; ; € N und m;y + -+ -+ my,, = my, fir jedes ¢ = 1,... k. Fir die
Anzahl der Jordanblicke zum Figenwert \; und Grifse mindestens r gilt

8{j | mi; > r} = dimker((p — Aiidy)") — dimker((¢ — A;idy) ™).

Insbesondere ist diese Matrizdarstellung von ¢, bis auf die Reihenfolge der Jor-
danblicke, eindeutig betsimmt. Sie wird die Jordan’sche Normalform von ¢ ge-
nannt.

BEWEIS. Bezeichnen E), = ker((p — \;idy)™) die verallgemeinerten Ei-
genrdume von ¢, so haben wir nach Satz VI.3.7 eine invariante Zerlegung,

V:Ekl@“‘@Ekka ©(Ey) C E\,,



VI.3. JORDAN'SCHE NORMALFORM 181

und die Einschrankung ¢| 7, st triangulierbar mit einzigem Eigenwert A;. Somit
ist die Einschriankung 90|EA, — Aildp, - E,\Z, — E~,\i nilpotent. Nach Satz VI.3.16

existiert daher eine Basis B; von E), und Zahlen ¢, ; € {0, 1}, sodass

0 &1
0
[90|EA1- —Ai idEAJBiBi = S
0
Folglich:
Ai €il
Ai
[SO|E)\1-:|BZB = et
Ai
Beachte,

n; = dim(Ey,) = dim (ker(p — \;idy))
= dim(ker(g0|EM -\ idEAi)) =1+4{j|e,; =0}

Es existieren daher Zahlen m; ;,...,m;,, € N, sodass m;; +---+m;,, = m; und
Ao 1
|:(’0|E)\Z:| BiBi = - ° 7 Jmi,j (Al) = ‘ . 1
! ) !
m; X my A ~- J

Mi,j X My,

Die Vereinigung B := By, ..., By bildet daher eine Basis von V', beziiglich der ¢
die gewiinschte Form hat. Daraus erhalten wir sofort

dim(ker(gp -\ idv)”) = dim(ker(g0|EX -\ idEﬂ)\.)r)
Tm; 1 (0) T
:dimker( ) =#{jImi; 21} + -+ 8{j | mi; >},
Tmi n; (0)

und daher §{j | mq; > r} = dimker ((p—X;idy)") —dimker ((o—X;idy)~"). O

Fir Matrizen A € M, «,(K), deren charakteristisches Polynom iiber K in

Linearfaktoren zerfillt, besagt der vorangehende Satz gerade, dass eine invertier-
bare Matrix S € GL,(K) existiert, sodass S™'AS wie die Matrix in Satz VI.3.19
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aussieht. Eine mogliche Jordan’sche Normalform ist etwa:

31

3 1
3 1
3

5

wobei, wie bisher, alle nicht spezifizierten Eintragungen Null sind.

VI1.3.20. KOROLLAR. Zwei Matrizen A, B € M, x,(K), deren charakteristische
Polynome in Linearfaktoren zerfallen, sind genau dann dhnlich, wenn ihre Jor-
dan’schen Normalformen, bis auf die Reihenfolge der Jordanblocke, gleich sind.
Dies ist genau dann der Fall, wenn A und B die selben Eigenwerte, \i,..., A,
haben und fiir jedes i =1, ...,k und jedes r die folgende Relation gilt:

dimker((A — NI,)") = dimker ((B — N1,)").

VI1.3.21. BEMERKUNG. Durch die geometrischen und algebraischen Vielfach-
heiten der Eigenwerte ist die Jordan’sche Normalform noch nicht eindeutig fest-
gelegt. Etwa haben die beiden Matrizen

71 71
70 71
7 1 und B = 7 g 1
71 71
7 7
beide nur einen Eigenwert, ndmlich A = 7 mit algebraischer Vielfachheit 6 und
geometrischer Vielfachheit 2. Die beiden Matrizen sind jedoch nicht dhnlich, da
ihre Jordan’schen Normalformen verschieden sind, es gibt daher keine invertier-
bare Matrix S € GLg(K), sodass S7'AS = B. Dass A und B nicht dhnlich sein

kénnen, folgt auch direkt aus (B — 71)> = 0 und (A — 71)3 # 0.

V1.3.22. BEISPIEL. Wir wollen die Jordan’sche Normalform der Matrix
71 0 -1 0 0 -15

1
7

0Oo70 0 -1 =2 0
o007 1 0 0 7
A=10 00 7 1 2 0
0ooo0 o0 7 0 =2
ooo0o o0 0 7 1
000 0 0 O 7
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bestimmen. Wir setzen N := A — 71,, und berechnen

010-10 0 —15 0000240
0000 —1 -2 0 00000 00
0001 0 0 7 0000 1 2 0
N=|0000 1 2 0 ., N?=1|o00000 00|, N*=0.
0000 0 0 —2 00000 00
0000 0 0 1 00000 00
0000 0 0 0 00000 00
Somit dimker(N) = 3, dimker(N?) = 6 und dimker(N") = 0, fiir r > 3. Nach

Satz VI.3.19 hat die Jordan’sche Normalform von A daher 3 Jordanblécke der
Groflen 3, 2,2, und muss somit folgende Gestalt haben:

71

71
7
J = 71 (V1.32)

71
7

Um auch eine Matrix S mit S™1AS = J zu bestimmen gehen wir wie im Beweis
von Satz VI.3.16 vor. Da N? # 0 und N3 = 0, ist r; = 3. Es daher v; so zu
withlen, dass N%v; # 0. Wir verwenden v; = e5 und erhalten:

0 0 -2
0 o !

vi=10], Ny, = s N2y, = K N3v; = 0.
0 0 0
0 0 0

Da img(N?) C U, := (v, Nvy, N%v;) aber img(N) € U, ist 7o = 2. Es daher vy
so zu withlen, dass Nvy ¢ U; und N?vy = 0. Wir verwenden v, = ey und erhalten
0

2
Vg = s N’UQZO.

5 NUQZ

[elelelelely
[elelelolelel ]

Da img(N) € (v, Nvy, N?vy, vy, Nuy), ist auch 73 = 2. Es ist daher v so zu
withlen, dass Nvs ¢ (vy, Nvy, N*vy,v9, Nvg) und N?v3 = 0. Wir verwenden v3 =
e7 und erhalten

—15
7
, N’U3 = 92 s N2U3 =0.
1

V3 =

HOOOoOOOoO

Insgesamt erhalten wir folgende Basis und Transformationsmatrix:

-2 0 0 1 0 ~15 0 —20010-150
0 —1 0 0 1 0 0 0 -1001 0 0
1 0 0 0 0 7 0 1 0000 7 0
o |, 1t .o, tof,lo),| o],[o S=1| 0 1000 0 0
0 0 1 0 0 —2 0 0 0100 —20
0 0 0 0 0 1 0 0 0000 1 O
L 0 0 0 0 0 1/ 0 0000 0 1
~
B



184 VI. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

Nach Konstruktion gilt S™1AS = J, siehe (VI.32).
VI1.3.23. BEISPIEL. Betrachte die Folge 0,0, 1,6, 24, 80, 240,672 ... Genauer:
rg=0, 21=0, 29=1, =x,=06x,1— 122, 9+ 8x,_3, n>3.

Wir wollen eine explizite Formel fiir x,, herleiten. Setzen wir

Tn 0 1 0
Up = | Tpy1 |, A=10 0 1],
Tn+2 &8 —12 6

dann gilt v,,1 = Av, und daher v,, = A"vy. Da das gesuchte x,, den ersten Eintrag
von v, bildet, geniigt es also A" zu berechnen. Das charakteristische Polynom von
Aist p = (2 — 2)3, die Matrix hat also nur einen Eigenwert, niimlich 2. Es gilt

-2 1 0 4 —4 1
A=-2I=| 0 =2 1], (A—2[)2: 8 —8 2], (A—21)3:O,
8 —12 4 16 —16 4
und daher
0 0 1
bh=|(0], (A=2Db=[1]|, (A—=20)%h = |2
1 4 4
Daraus lesen wir die Jordan’sche Normalform von A ab:
210 1 00 1 0 0
STAS=1[0 2 1| wobei S=(2 1 0], S'=-2 1 0
00 2 4 4 1 4 -4 1

Damit konnen wir die Potenzen von A bestimmen, siehe Aufgabe 67,

n

2 10 2m p2nt o (h)2n?
A"=8(0 2 1] S'=5(0 2 p2nt |51
00 2 0 0 on
Somit,
2 w2 ()20 (0 G- (@2
vp=AMe=S5|0 2n n2n! 0l =S| n2t | = ("2t
0 0 on 1 on 2\ on
("2)2

Der erste Eintrag liefert die gesuchte explizite Formel fiir z,,,

1
Ty = (Z) 9n—2 — L”Q Jon=2 _ i — 1y203,



VI1.4. REELLE NORMALFORMEN 185

VI.4. Reelle Normalformen. Wir wollen hier die Primérzerlegung des
vorangehenden Abschnitts verfeinern und anschlieend die reelle Jordan’sche Nor-
malform besprechen. Wir beginnen mit der Primfaktorzerlegung von Polynomen.

VI.4.1. DEFINITION (Teiler). Seien p,q € K[z] zwei Polynome. Wir sagen p
teilt g, und schreiben plq, falls ein Polynom s € K|z| existiert, sodass ¢ = sp.
Jedes solche Polynom p wird als Teiler von ¢ bezeichnet.

Jedes nicht-triviale konstante Polynom 0 # ¢ € K[z] teilt jedes andere Po-
lynom p € K[z], denn p = c(c™'p), wobei ¢~ !p € K[z]. Auch gilt cp|p fiir jedes
Polynom p und jede Konstante 0 # ¢ € K, denn p = ¢ !(cp). Solche Teiler, d.h.
konstante Polynome und konstante Vielfache von p, werden als triviale Teiler von
p bezeichnet.

VI1.4.2. DEFINITION (Irreduzible Polynome). Ein Polynom p mit deg(p) > 1
wird irreduzibel genannt, wenn es neben den trivialen Teilern (konstante Polyno-
me und konstante Vielfache von p) keine weiteren Teiler besitzt.

VI1.4.3. BEISPIEL. Jedes Polynom ersten Grades ist irreduzibel, denn fiir den
Grad gilt deg(pips) = deg(p1) +deg(ps). Das Polynom p = 22+ 1 € R[z] ist nicht
irreduzibel, denn es zerféllt {iber R nicht in Linearfaktoren.

VI.4.4. DEFINITION (Teilerfremde Polynome). Polynome py,...,pr € K[2]
werden teilerfremd oder relativ prim genannt, falls sie neben den konstanten
Polynomen keine weiteren gemeinsamen Teiler besitzen, d.h. ¢|pi,...,q|px ist
nur fiir konstante Polynome ¢ méglich.

VI1.4.5. LEMMA. Polynome p1,...,pr € K|z| sind genau dann teilerfremd,
wenn Polynome qq, ..., qx € K[z] existieren, sodass

@p1+ -+ qepr = 1.

BEWEIS. Gilt ¢1p1 + -+ 4+ qepr = 1 und ist s € K[z] ein gemeinsamer Teiler
aller p;, d.h. s|p1,..., s|px, dann folgt s|1, also muss s konstant sein. Dies zeigt,
dass pq, ..., px teilerfremde Polynome sind. Fiir die andere Implikation betrachte

J = {Q1p1 + -+ QePk } q; € K[Z]}

Da wenigstens ein p; # 0 gilt J # {0}. Sei nun 0 # a € J mit minimalem
Grad, d.h. deg(a) < deg(b), fiir alle 0 # b € J. Wir zeigen nun, dass a jedes
der Polynome p; teilt, ¢ = 1,...,k. Da a € J existieren q1,...,q € K[z] mit
a=qp1+ -+ qepr. Nach Lemma VI.2.1 existieren 7, s € K[z] mit p; = sa +r
und deg(r) < deg(a). Somit

r=(1-sq)p— - —sqpk € J,

und wegen der Minimalitdt von deg(a), also r = 0. Wir schliefen p; = sa und
daher a|p;. Vollig analog lasst sich a|p; fir jedes ¢ = 1,...,k zeigen. Als ge-
meinsamer Teiler der teilerfremden Polynome pq,...,pr muss a konstant sein.
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Wir erhalten somit 1 = a™'a = a Yqip1 + -+ + @pr) = Gp1 + -+ + Gepr mit
qi = (l_lqi € K[Z] l

VI1.4.6. LEMMA (Irreduzible Polynome sind prim). Seien q1, ¢2 € K[z] beliebige
Polynome und p € K[z] irreduzibel, sodass p|q1q2. Dann gilt p|q; oder p|gs.

BEWEIS. Wir nehmen an, dass p nicht ¢; teilt und werden p|g zeigen. Be-
achte, dass p und ¢; teilerfremd sind, denn wegen der Irreduzibilitdt von p sind
alle nicht konstanten Teiler von p von der Form c¢p mit 0 # ¢ € K, diese kénnen
aber nicht ¢, teilen, da ¢; nicht von p geteilt wird. Nach Lemma VI.4.5 existieren
daher a,b € K[z], sodass ap + bg; = 1. Wir erhalten apgs + bg1ga = o, also p|qa,
denn p teilt offensichtlich den ersten Summanden, apgs, aber auch den zweiten,
bq1q2, denn nach Voraussetzung gilt p|qiqo. O

VI.4.7. DEFINITION (Normierte Polynome). Ein Polynom 0 # p € K|z] wird
normiert oder monisch genannt, falls es fithrenden Koeffizient 1 hat, d.h. wenn
es von der Form p = 2" + pp_12" L+ -+ p12 + po ist, p; € K.

VI1.4.8. PrRoPOSITION (Eindeutige Primfaktorzerlegung). Sei p € K[z| ein
Polynom mit deg(p) > 1. Dann ezistieren paarweise verschiedene irreduzible nor-
mierte Polynome qq,...,q, € K[z], my,...,m; € N und 0 # ¢ € K, sodass

p=cqi" gt

Diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig.

BEWEIS. Ist p irreduzibel und bezeichnet 0 # ¢ € K den fithrenden Koeffizi-
enten von p, dann ist ¢ = ¢ !p ein normiertes irreduzibles Polynom und p = cq
die gesuchte Darstellung. Ist p nicht irreduzibel, dann existieren p;, ps € K[z] mit
deg(p;) > 1, sodass p = p1p, und daher auch deg(p;) < deg(p). Mittels Induktion
nach deg(p) diirfen wir daher annehmen, dass normierte irreduzible Polynome ¢;
und 0 # ¢; € K existieren, sodass p; = ¢1q1 -+ - q und ps = caqy11 - - - @, Fassen wir
in p = pips = c102q1 - - - g, gleiche Faktoren zu Potenzen zusammen, so erhalten
wir die gewiinschte Darstellung von p mit ¢ = cyco. Damit ist die Existenz der
Primfaktorzerlegung bewiesen.

Um auch die Eindeutigkeit der Darstellung zu zeigen, seien nun ¢;, ¢; normierte
irreduzible Polynome und 0 # ¢ € K, 0 # ¢ € K, sodass

cqi- @ =Cqr e
Aus der Normiertheit der ¢; und ¢; folgt ¢ = ¢ und daher

GG =q e
Nach Lemma VI1.4.6 teilt ¢; wenigstens eines der Polynome ¢;. O.B.d.A. ¢;|g;. Da
¢1 und ¢; beide normiert und irreduzibel sind, folgt ¢; = ¢;. Mit Hilfe der schon

frither verwendeten Kiirzungsregel schlieflen wir qs - - - q; = Gs - - - G- Induktiv fort-
fahrend erhalten wir [ = n und, nach Umnummerieren der ¢;, auch ¢; = ¢;. U
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V1.4.9. BEISPIEL (Irreduzible Polynome iiber alg. abg. K). Ist K algebraisch
abgeschlossen, dann zerfillt jedes nicht konstante Polynom in Linearfaktoren,
also sind die irreduzible Polynome iiber K genau die Polynome mit Grad 1. Die
eindeutige Primfaktorzerlegung eines Polynoms p € K[z] mit deg(p) > 1 ist daher
von der Form

p=clz = A)™ e (2= M)
wobei Ay, ..., \; die Nullstellen, my, ..., m; ihre algebraischen Vielfachheiten und
0 # ¢ € K den fithrenden Koeffizienten von p bezeichnen.

VI1.4.10. BEISPIEL (Irreduzible Polynome iiber R). Neben den Polynomen
ersten Grades, siehe Beispiel VI1.4.3,

qg=-c(z— M), e, €K, ¢#0, (VI.33)
gibt es noch einen zweiten Typ irreduzibler reeller Polynome, nédmlich
q:c((z—oz)Q—l—ﬁQ), c,Na,B€ER, >0, c#D0. (VL.34)

Dieses Polynom ¢ besitzt zwei konjugiert komplexe Nullstellen, A = o 4+ i3, hat
keine reelle Nullstelle, und ist daher irreduzibel. Jedes irreduzible reelle Polynom,
p, ist von der Form (VI.33) oder (VI.34). Hat p eine reelle Nullstelle, dann muss
es von der Form (VI.33) sein. Hat p keine reelle Nullstelle, dann existiert nach
dem Fundamentalsatz der Algebra eine komplexe Nullstelle, p(u) = 0, wobei

w € C\ R. Da p reelle Koeffizienten hat, folgt p(f1) = p(u) = 0, also ist i eine
weitere Nullstelle von p, die verschieden von p ist. Es existiert daher ein Polynom
¢ € Clz], sodass p = ¢(z — pu)(z — 1). Schreiben wir 4 = « + i, dann gilt
(z = p)(z — i) = (z — a)? + B2 Da dies ein reelles Polynom ist, folgt ¢ € R[z],
und wegen der Irreduzibilitdt von p muss ¢ daher konstant sein. Somit hat p die
Gestalt (VI.34). Die Primfaktorzerlegung eines beliebigen reellen Polynoms p mit
deg(p) > 1 ist daher von der Form

p=clz =)™ (2= )™ (2 — a2+ )™ - (2 — ) + 8™

wobei ¢, A, a;, B; € R, ; > 0 und ¢ # 0. Dabei sind Ay, ..., Ay die reellen Null-
stellen, myq, ..., m; ihre algebraischen Vielfachheiten, oy + if8;,...,q; + if; die
komplexen Nullstellen mit positivem Imaginirteil und m;,...,m,; ihre algebrai-
schen Vielfachheiten. Fassen wir p als komplexes Polynom auf, dann gilt

p=clz =)™ (2= M)™ (2 = (a1 +11)) ™ (2 = (o B 16,)™ i
ce (2 — (al —+ iﬁl))ml (z — (Ozl - 161))ml

d.h. die komplexen Nullstellen ay — i/, ..., a; — iF; haben die gleichen algebrai-
schen Vielfachheiten, mq, ..., my, wie die dazu komplex konjugierten Nullstellen.

VI.4.11. SAaTz (Primérzerlegung). Sei V' ein endlich dimensionaler K-Vek-
torraum, ¢: V. — V linear und p € K[z] ein Polynom mit deg(p) > 1, sodass
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p(p) = 0. Bezeichnet p = cp™ ---p.™* die eindeutige Primfaktorzerlegung von p,
dann zerfdllt V' in eine invariante direkte Summe:

V =ker(p"(p)) @ @ ker(py*(¢)),  lker(p]"(p)) C ker((p}"(¢)))-

BEWEIS. Bezeichne p; := p/pi" = pi™ - p vyt - pi* € K[z]. Da die

Polynome py, ..., py teilerfremd sind, existieren Polynome ¢; € K]z], sodass 1 =

G1p1+ -+ qePr- Setzen wir m; := (qg:ipi)(¢): V = V,i=1,...,k, so erhalten wir
idv =7+ + T (V135)
Fiir 1 # j ist a := p/(p;nip?j) € K[z] und ap = p2/(p’imp;nj) = pip;, also ag;q;p =

¢ipiq;p; und daher m; o w5 = (q:p;) (0) © (¢;05) () = (@ipia;P;) (@) = (aqiq;p) () =
(agiq;)(p) o p(p) = 0. Zusammen mit (VI.35) folgt

= und mom; =0, i#7].
Nach Proposition VI.1.16 erhalten wir die Zerlegung
V =img(m) ® - @img(m,),  ¢(img(m)) C img(m),
wobei die Invarianz aus ¢ o m; = (2¢;p;)(¢) = (¢:piz)(p) = m; o ¢ folgt. Es bleibt
img(m;) = ker (p;" ()

zu zeigen. Da pi*'qip; = qip folgt p]" (p) o mi = (0" @idi) (¢) = (qip) () = () ©
p(p) = 0 und daher die Inklusion img(m;) C ker(p;"(¢)). Da die Polynome p}™
und ¢;p; teilerfremd sind, existieren Polynome b, ¢ € K|z|, sodass 1 = bp;"" + cq;p;,
also idy = b(p) o p;""(¢) + m; o ¢(p), woraus wir auch die umgekehrte Inklusion,
ker (p{"(¢;)) C img(;), erhalten. O

VI1.4.12. BEMERKUNG. Ist ¢: V — V linear und bezeichnen Ay,... Ay € K
alle verschiedenen Eigenwerte von ¢, dann hat die eindeutige Primfaktorzerlegung
des charakteristischen Polynoms von ¢ die Form

p - C(Z — )\l)ml e (z _ )\k>mkp§h1 .. .p;ﬁl’

wobei my, ..., my die algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte bezeichnen.
Die Zerlegung aus Satz VI1.4.11,

Ex, Ej,
V= ier((@ -\ idv)mly@ RS ier((gp — g idv)mky

@ ker (p}" () @ -+ @ ker (p" ()

verfeinert die Zerlegung aus Satz VI.3.7.
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VI1.4.13. BEISPIEL. Die reelle Matrix

SN = O

hat charakteristisches Polynom p = (2% + 1)(2% + 4) und daher keine reellen
Eigenwerte. Es gilt:

00 2 18 1 0
ker<A2+I4>=ker(88‘13 3):<<8)’<6)>
00 0 -3 0 0
30 2 18 —2 ~18
ker(A2+4[4):ker(88&53):<(135),(04)>
00 0 0 0 3
Somit
0 1 10 -2 —18
e | =10 o1 15 -4
STAS = 2 ’ §= 0O 0 3 0
-2 0 00 0 3

VI1.4.14. DEFINITION. Fiir o, 8 € R mit 8 > 0 definieren wir den reellen
Jordanblock zum komplexen Eigenwert o + i durch

o —B
g o b
8

Q@ )

Jom(av, B) := f . € Mapxom(R)
. I,
a —f
£«
Das charakteristische Polynom eines solchen Jordanblocks ist
p=((z=0a)+8)" = (z = (a+iB))" (z — (@ —ip))"

und hat daher zwei komplex konjugierte Nullstellen, A\ = o + i3, beide mit alge-
braischer Vielfachheit m.

VI1.4.15. LEMMA. Sei V ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum und
w: V=V linear mit charakteristischem Polynom

p=((z—a)+5)",
wobei o, € R und B > 0. Dann existiert eine Basis B von V', sodass die
Matrizdarstellung [¢|pp folgende Blockdiagonalgestalt hat:

J2m1 (av 6)
[olBE =
J2mn (Oé, 6)
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Dabei sind my,...,m, € N und my + ---+m, = m. Fir die Anzahl der auftre-
tenden Jordanblécke gilt weiters:

28{j | m; >r} = dimker(((<p _ OzidV)Q i 52 idv)r)
— dim ker(((gp — aidy)? + 32 idv)Pl)

BEWEIS. O.B.d.A. sei V = R*" und ¢ durch eine Matrix A € Mo,,x0m(R)
gegeben, p(x) = Az. Wir fassen A nun als komplexe Matrix auf, A € May,5om(C),
und betrachten die damit assoziierte komplex lineare Abbildung ¢ : C*™ — C?™,
wc(x) ;= Az. Fiir ihr charakteristisches Polynom gilt

p=(z—N"(z = )"
wobei A := a + i und A = a — if8. Nach Satz VI.3.7 gilt
C*™ = B, @ Es. (VI1.36)
Da A reelle Eintragungen hat gilt
Ex=F5, ud Ey=E, (VL37)
denn fiir z € Ey ist (A — Myyp,)™z = 0, also
(A= Mop)™Z = (A — Mop)™Z = (A — Myp)™z = 0 = 0,

und daher z € E. Nach Satz VI.3.19 existieren eine Basis ¢4, . . ., ¢,, von Ey und
g; € {0,1}, sodass

ACj :)\Cj—F&j,le,l, j: 1,...,77’?,,
wobei gy := 0. Da A = A und &; = ¢;, folgt daraus

Aéj = S\Ej +5j—1éj—17 j = 1, .o, M.

Setzen wir
bj = %(Cj—i-éj), b; = %(Cj—éj), jzl,...,m,
so gilt
Ej:bj, E;:b;, Cj:bj—Fib;-, Ej:bj—ib;-,
sowie

Aej = (ab; — BY;) +i(Bb; + abf).
Durch einfache Rechnung folgt
Abj = Oébj + Bb; + Ej—lbj—la Ab; = —6bj + Oéb; + E‘:j_lb;_l. (V138)

Wegen (VI.37) bildet &, ..., &, eine Basis von E, also ist ¢1,...,Cm,C1, - - -, Cm
eine Basis von C*™, siehe (VI.36). Da b; + i, = ¢; und b; — i} = ¢; ist auch

B = by, b, b9,y ... by, b
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eine Basis von C*™. Nach (VI.38) gilt

o —p

el
/B 142
a —p
B«
loclp =
Em—112
o —fp
g«
Da b; = b; und b, = b} liegen alle Basisvektoren von B in R*™ C C*™, also bildet
B auch eine Basis des reellen Vektorraums R?*™ und [p]gp = [¢c|pp hat die

gewiinschte Gestalt. Die Formel fiir die Anzahl der verschiedenen Jordanblocke
folgt aus, sieche Aufgabe 72,

dimker<(<<p ~aidy)? + 8 idv)r) —2{j |m; > 1+ +28{j | m; >r}. O

VI.4.16. SATZ (Reelle Jordan’sche Normalform). Sei V' ein endlich dimensio-
naler reeller Vektorraum, : V — V' linear und

p=(z= )™ (2= W)™ (2 —0a)* + B)™ - (2 — ) + )™
die eindeutige Primfaktorzerleqgung des charakteristischen Polynoms von , wobei

iy @, Bi € R und f; > 0. Dann existiert eine Basis B von V', sodass [¢|pp Block-
diagonalgestalt hat, wober entlang der Diagonale folgende Jordanblocke stehen:

s (A1) oo g, (A1) Ty (M) - e, (Ag),
J2m1,1(041, 51), ) JQmI,ﬁl (041, 51), ) szm(ala 51)7 cey szml (Oéz, 51)-

Dabet sind m; ;, m; j,n;,n; € N und es gilt
M1+ + My, =m;  sowie Mg+ -+ My n = 1.
Fiir die Anzahl der auftretenden Jordanblocke gilt weiters:
8{j | mi; > r} = dimker((¢ — A;jidy)") — dimker((¢ — A;idy)"™")
28{j | mi; >r} = dimker(((gp — oy idv)2 + ﬁf idv)r)
— dim ker(((gp — a;idy)? + 37 idv)rfl)

Insbesondere ist diese Matrizdarstellung, [¢|pp, bis auf die Reihenfolge der Jor-
danblicke eindeutig bestimmt. Zwei lineare Abbildungen zwischen reellen Vek-
torraumen sind genau den dhnlich, wenn ihre Jordan’schen Normalformen, bis
auf die Reihenfolge der Jordanblocke, tibereinstimmen.

BEwEIs. Nach dem Satz von Caley—Hamilton gilt p(p) = 0. Aufgrund der
Primérzerlegung in Satz VI.4.11 geniigt es daher Abbildungen mit charakteristi-
schem Polynom p = (z — A)™ bzw. p = ((z — a)? + %)™ zu betrachten. Erstere
haben wir in Satz VI.3.19 behandelt, die anderen in Lemma VI1.4.15. U
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VI1.4.17. KOROLLAR. Sei V' ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum und
w: V=V linear. Dann existiert eine Basis B von V', sodass die Matrizdarstel-
lung [p]pp fast obere Dreiecksgestalt hat, soll heiflen,

)\1 %k *k *k PR “ e “ e k
Ak * *
[olps = ay =P ox
61 (0%} * e *
* *
a —p
B o
wobei Ny, ..., \g, 1 + 161, ..., + 10 alle komplexen FEigenwerte mit nicht ne-

gativen Imagindrteil, threr algebraischen Vielfachheit entsprechend oft gelistet,
bezeichnen, \;, oy, B; € R, B; > 0. In anderen Worten:

po=(z=X) - (z=M)((z=a)* + B7) - ((z — aw)* + 57).

VI.4.18. BEMERKUNG (Minimalpolynom). Sei A € M, (K) eine quadrati-
sche Matrix. Da dim(M,,,(K)) = n?, sind die Matrizen I,,, A, A% A3, .. LA™
linear abhéngig in M, ., (K). Es existieren daher Skalare qq,...,q,2 € K, die
nicht alle verschwinden, sodass Zio @A = 0. Fiir ¢ := Z;io ¢;7* gilt daher
0 # q € K[z] und ¢(A) = 0. Somit ist

Ja={p €Kz |p(A) =0} # {0}.
Offensichtlich bildet J4 einen Teilraum von K[z], und fiir jedes p € J4 und
r € K[z] gilt auch rp € Ja, denn (rp)(A) = r(A)p(A) = r(A)0 = 0. Solche
Teilraume werden Ideale genannt. Sei nun 0 # my € J4 normiert mit minimalem
Grad, d.h. deg(m,) < deg(p), fiir jedes 0 # p € J4. Es gilt dann

Ja={sma|seK[},

denn zu p € J4 existieren s,7 € K[z] mit p = smy + r und deg(r) < deg(m,),
folglich r = p — smy € Jy4, und wegen der Minimalitét von deg(m,) muss r =0
gelten, also p = smy. Solche Ideale, die von einem Element, m 4, erzeugt wer-
den, heiflen Hauptideale. Das Argument oben zeigt, dass jedes Ideal von K[z]
ein Hauptideal ist. Insbesondere sehen wir, dass das Polynom m 4 eindeutig be-
stimmt ist, es wird das Minimalpolynom von A genannt. Nach dem Satz von
Caley—Hamilton liegt auch das charakteristische Polynom von A in diesem Ideal,
pa € Ja, es wird daher vom Minimalpolynom geteilt, ma|pa.
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Wir werden in diesem Abschnitt Vektorrdume, die mit einem inneren Produkt
(Skalarprodukt) ausgestattet sind, untersuchen. Als prototypisches Beispiel dient
das bekannte standard Euklidische innere Produkt auf R",

(,y) =2y =z + -+ Totn, T,y €ER™

Damit lassen sich Langen von Vektoren, Winkel zwischen Vektoren, orthogonale

Komplemente, Isometrien (d.h. Léngen und Winkel bewahrende lineare Abbil-

dungen), u.v.a.m. definieren und studieren. Folgende Eigenschaften dieses inneren

Produkts haben sich als wesentlich herausgestellt:

(a) Bilinearitit: Die Abbildung (—, —): R" x R® — R, (x,y) = 'y, ist bilinear,
d.h. linear in jeder der beiden Eintragungen. Es gilt daher (z + 2/,y) =
(x,y) + (@, y), (x,y +y) = (z,y) + (z,¥) und Az,y) = XNz,y) = (2, \y),
fiir alle z, 2/, y,y' € R" und X\ € K.

(b) Symmetrie: (z,y) = (y, z), fiir alle z,y € R™.

(¢c) Positivitit: (x,z) > 0, fir alle 0 # x € R™.

VII.1. Symmetrische Bilinearformen. Eine naheliegende Verallgemeine-
rung der Eigenschaften (a) und (b) oben fithrt zum Begriff der symmetrischen
Bilinearform auf allgemeinen Vektorraumen.

VIIL.1.1. DEFINITION (Symmetrische Bilinearformen). Sei V' ein Vektorraum
iiber einem Korper K. Unter einer Bilinearform auf V' verstehen wir eine Abbil-
dung

B:VxV =K,

die linear in jeder Eintragung ist, d.h.

Blv+vw)=pv,w)+ B0, w), BAv,w)=A\3(v,w)
und
Blv,w+w') = Bv,w)+ Bv,w'), Bv, \w)=A3(v,w),
fiir alle v,?v',w,w" € V und X\ € K. Gilt dariiber hinaus
B(o, w) = Blw,v),
so wird [ eine symmetrische Bilinearform genannt.

VII.1.2. BEMERKUNG. Ist #: V x V — K linear in der ersten Eintragung
und symmetrisch, dann muss es auch linear in der zweiten Eintragung sein, siehe

Aufgabe 80.

Die Menge der Bilinearformen auf V' bildet einen Vektorraum beziiglich der
Operationen

(61 + 62)('07 w) = Bl(vv w) + 62(1)7 'LU), (AB)('U? w) = AB('U’ w)'

193
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Dabei sind 3, 81, B2 Bilinearformen auf V., A € K und v,w € V. Die Menge der
symmetrischen Bilinearformen auf V' bildet einen Teilraum und ist daher selbst
ein Vektorraum iiber K, siehe Aufgabe 79.

VIIL.1.3. BEISPIEL (Mit Matrizen assoziierte Bilinearformen auf K"). Jede

quadratische Matrix A € M, ., (K) liefert eine Bilinearform auf K",
BA: K" x K" — K7 ﬁA<x7 y) = .ﬁUtij

denn (z1 + 22)'Ay = 2 Ay + 2L Ay, ' A(yq + y2) = 2 Ay + ' Ays und (\z) Ay =
Azt Ay) = x' A(\y). Beachte, dass die Matrix A durch die Bilinearform 3,4 ein-
deutig bestimmt ist, denn A;; = [a(e;,e;). Diese Bilinearform (4 ist genau
dann symmetrisch, wenn die Matrix A symmetrisch ist, d.h. A®* = A, denn
Baly,r) = y'Ar = (y'Ax)t = 2'A'y = Ba(z,y). Umgekehrt ldsst sich jede
(symmetrische) Bilinearform : K" x K® — K durch eine (symmetrische) Matrix
A beschreiben, denn fiir alle x,y € K" gilt

- 6(2 Zi€q, Z%‘%‘) = Z xiyjﬂ(eia 6] Z xzy] ij 614 l‘ y)
i=1 j=1

i,5=1 i,7=1

also 8 = (4, wobei A;; := [(e;, e;). Beachte auch faya = B4 + Ba und fra =
ABa, d.h. die Zuordnung A <> 4 liefert einen linearen Isomorphismus zwischen
dem Vektorraum der (symmetrischen) (n x n)-Matrizen und dem Vektorraum
der (symmetrischen) Bilinearformen auf K". Inbesondere hat der Vektorraum
der Bilinearformen auf K” Dimension n? und der Teilraum der symmetrischen
Bilinearformen auf K" hat Dimension n(n + 1)/2.

VII.1.4. BEISPIEL. Das Euklidische innere Produkt, (—, —): R” x R" — R,

n 1
90?/>:Z$iyi:$ty=$t< )ya
i=1 1
ist eine symmetrische Bilinearform auf R™.

VII.1.5. BEISPIEL. Die Lorentz Metrik, ¢g: R* x R* = R,

-1
g(x,y) = —oyo + T1y1 + T2ys + x3y3 = ' ( Y ) v
1

ist eine symmetrische Bilinearform auf R*.
VII.1.6. BEISPIEL. Die Abbildung
B Mysn(K) X My (K) — K, B(A, B) := tr(A'B)
ist eine symmetrische Bilinearform auf dem Vektorraum der Matrizen, M,y (K).

VIIL.1.7. BEISPIEL. Sei I C R ein kompaktes Intervall und bezeichnen C°(I;R)
den Vektorraum der stetigen Funktionen auf /. Dann bildet

B: CLR) x C%ILR) R,  B(f,g) = / F(Hg(t)dt
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eine symmetrische Bilinear form auf C°(I;R).

VII.1.8. DEFINITION (Matrixdarstellung). Sei f: V x V' — K eine Biline-
arform auf einem n-dimensionalen K-Vektorraum V. Ist B = (by,...,b,) eine
geordnete Basis von V', dann wird die Matrix [8]p € M,,x,(K),

([B]B)ij = B(bi, bj), 1<i,j<n,
als Matrixdarstellung von 8 beziiglich der Basis B bezeichnet.

VII.1.9. PROPOSITION. Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Jede ge-
ordnete Basis B von V' liefert einen linearen Isomorphismus, B <> [B]p, zwischen
dem Vektorraum der (symmetrischen) Bilinearformen auf V und dem Vektor-
raum der (symmetrischen) (n x n)-Matrizen. Insbesondere ist 8 durch die Matriz
(Bl eindeutig bestimmt,

B(v,w) = ]p[Blawls,  vweV,

und zu jeder (symmetrischen) (n x n)-Matriz A existiert eine eindeutig bestimm-
te (symmetrische) Bilinearform  auf V, sodass [f]lp = A. Ist C' eine weitere
geordnete Basen von V', dann gilt

18] = Té‘B [BlcTes,
wobei Tep € GL,(K) die Matriz zum Basiswechsel von B nach C' bezeichnet.

BEWEIS. Die Zuordnung 3 — [(]p ist linear, d.h. fiir Bilinearformen 3, 81, 5
auf V und A € K gilt

[B1+ Bolg = [Bi] + [Ba]B und [A\Bls = AlB]s,

denn ([61 + 52]B)i (61 + 52)(1717(7 ) 6 ( ) + BQ(be ) ([61]3)1‘3‘ +

(18215),; = ([B1]s + [B2]),;» und amalog ([AB] B) = (MAls),-
Firv=>3"",([v]p)ib; und w =" ([w]p);b; gilt weiters

also ist die Zuordnung  — [f]p injektiv. Um auch die Surjektivitéit einzusehen,
sei nun A € M,,»,,(K). Definieren wir 8: V x V — K durch (v, w) := [v]5A[w]p,
so ist [ offensichtlich bilinear und [8]p = A. Dies zeigt, dass die Zuordnung
S+ [B]p auch surjektiv, also ein Isomorphismus ist. Offensichtlich ist die Matrix
[5]s genau dann symmetrisch, wenn die Bilinearform § symmetrisch ist. Fiir jede
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weitere geordnete Basis C' haben wir [v]c = Tep[v]p und [w]e = Tep|w] s, somit
[w]s[8ls[w]s = Bv,w) = [v]c[Blclwle
= (Tenlvls) Blo (Teslwlp) = ol (TealfloTen ) lulp.

also [B]p = TEgBlcTes. O

VII.1.10. BEMERKUNG. Beachte, dass sich die Matrix einer Bilinearform bei
Basiswechsel anders transformiert, als die Matrix einer linearen Abbildung. Sind
B, C zwei Basen von V und ist ¢: V — V linear, dann gilt [p]sp = T p[¢)ccTos,
wohingegen [f]p = Ttg[0)cTes, fir jede Bilinearform § auf V.

VII.1.11. BEMERKUNG (Orthogonale Gruppe). Ist f: V x V' — K eine sym-
metrische Bilinearform, dann bildet

O(V. ) = {p € CL(V) | Vo,w € V : B((v). o(w)) = Alv, w)}

eine Gruppe. Ist V' endlich dimensional, B eine Basis von V und A := [§]p, dann
schrinkt sich der Gruppenisomorphismus GL(V) = GL,(K), ¢ «+ [¢]|sp, siehe
Bemerkung 1V.6.17, zu einem Gruppenisomorphismus,

oV, p) = {X € GL,(K) ‘ X'AX = A},
ein. Dies folgt aus Proposition VII.1.9, denn

= ([¢lsslv]s) 18] (l¢)sElw]s) = [ﬂ%([@]%za[ﬁ]B[@]BB) [w]s

und (v, w) = [v][6] 5[w].
Jede Bilinearform g: V x V — K definiert eine lineare Abbildung
B:V =V Bo)(w) = Bo,w),

und jede linear Abbildung V' — V* ist von dieser Form fiir eine eindeutig be-
stimmte Bilinearform . Die Bilinearform [ ist genau dann symmetrisch, wenn
die Komposition

vy 2y
mit (3 iibereinstimmt, denn (3*(c(v)))(w) = (v)(B(w)) = B(w)(v) Dabei be-
zeichnet ¢ die kanonische Inklusion aus Proposition 111.4.13 und 3* die zu 3 duale

Abbildung. Ist V endlich dimensional, B eine Basis von V' und B* die duale Basis
von V*, dann gilt

18] = (855 (VIL1)

denn B(b;) = >0 B(b:)(bj)b; = S0, Bbi, b)by = 327 ([B]s)i;b;, wobei B =
(by,...,b,) und B* = (bf,...,b}).
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VII.1.12. DEFINITION (Rang und Kern). Sei V' ein endlich dimensionaler K-
Vektorraum und S: V x V' — K eine symmetrische Bilinearform. Der Teilraum

ker(8) :={v eV |Vw € V': B(v,w) = 0} =ker(B: V — V)

wird Kern oder Radikal der symmetrischen Bilinearform genannt. Unter dem
Rang von (3 verstehen wir den Rang der linearen Abbildung g: V' — V*, d.h.

rank(p) := rank(B: V— V*) = rank([B]B),
wobei B eine beliebige Basis von V' bezeichnet, siche (VII.1). Beachte
dim ker(3) + rank(8) = dim(V), (VIL.2)

denn dim ker (/) + dim img(f) = dim(V') nach Korollar IV.2.9.

VII.1.13. PROPOSITION. Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum diber
einem Korper K und 5: V xV — K eine symmetrische Bilinearform. Dann sind
dquivalent:

(a) Zu jedem 0 # v € V existiert w € V, sodass (v, w) # 0.

(b) Die lineare Abbildung 3: V — V*, B(v) = B(v, =), ist ein Isomorphismus.
(c) ker(8) = {0}.

(d) rank(f5) = dim(V).

(e) Fiir eine (und dann jede) Basis B von V ist die Matriz [3]p invertierbar.

BEWEIS. Die Aquivalenz (a)&(c) ist offensichtlich. Da dim(V*) = dim(V')
erhalten wir (b)<(c)<(d) aus Korollar IV.2.11. Die Aquivalenz (b)<(e) folgt
aus (VIL.1). O

VII.1.14. DEFINITION (Nicht degenerierte Bilinearformen). Eine Bilinearform
auf einem endlich dimensionalen Vektorraum wird nicht-degeneriert genannt,
wenn sie die dquivalenten Eigenschaften in Proposition VII.1.13 hat. Eine sym-
metrische Matrix A € M,,«,(K) wird nicht-degeneriert genannt, falls die damit
assozierte symmetrische Bilinearform S4: K* x K® = K, fa(x,y) = 2' Ay, nicht-
degeneriert ist. Nach Proposition VII.1.13 ist dies genau dann der Fall, wenn A
invertierbar ist.

VII.1.15. BEISPIEL. Das Euklidische innere Produkt aus Beispiel VII.1.4 ist
nicht-degeneriert. Auch die Lorentz Metrik aus Beispiel VII.1.5 ist nicht-degene-
riert. Ebenso ist die Bilinearform aus Beispiel VII.1.6 nicht-degeneriert. Fiir die
Bilinearform aus Beispiel VIL.1.7 gilt ker(3) = {0}, aber 3: C°(I,R) — C°(I,R)*
ist micht surjektiv. Fiir jedes x € I ist nimlich ev,: C°(I,R) — R, ev,(g) := g(x),
ein lineares Funktional, aber es existiert kein f € C°(I,R), sodass ev,(g) =
[; f(t)g(t)dt, fir alle g € C°(I,R).

VII.1.16. BEMERKUNG. Ist §: V x V — K eine nicht-degenerierte Bilinear-
form auf einem endlich dimensionalen Vektorraum, V', dann gilt

OV, 8) = {p € end(V) | Vv,w € V : B(p(v), p(w)) = B(v,w)},
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d.h. eine lineare Abbildung, die § bewahrt, ist automatisch invertierbar. Aus
B(p(v), p(w)) = B(v,w) folgt ndmlich ker(p) C ker(5), also ker(y) = {0} und
daher ¢ € GL(V).

Ist : VxV — Keine (symmetrische) Bilinearform und W C V ein Teilraum,
dann ist offensichtlich auch die Einschrankung

Blw: W xW =K, Blw(w,w') = B(w,w'), w,w €W,
eine (symmetrische) Bilinearform auf W.

VII.1.17. PROPOSITION. Sei 3: V x V — K eine symmetrische Bilinearform
auf einem endlich dimensionalen Vektorraum V. Ist W ein zu ker(5) komple-
mentdrer Teilraum, dann ist |y nicht-degeneriert. Es existiert daher eine Basis
B von V., sodass [B]g = (43), wobei A € My, (K) invertierbar und

k = rank(8) = max{dim(W) | W Teilraum von V, s.d. B|w nicht-deg.}.

BEWEIS. Sei W ein zu ker(8) komplementérer Teilraum, d.h. V' = Waker ().
Sei nun w € ker(B|lw), d.h. w € W und f(w,w’') = 0, fiir alle w’ € W. Ande-
rerseits haben wir auch f(w,u) = 0, fir alle u € ker(f). Da sich jedes v € V
in der Form v = u + w’ schreiben lésst, folgt f(w,v) = 0, fir alle v € V, also
w € ker(8). Daw € W, folgt w € W Nker(8) = {0}, also w = 0. Dies zeigt
ker(8lw) = {0}, nach Proposition VIL.1.13 ist |y daher nicht-degeneriert. Ist
B = (b1,...,bx) eine Basis von W und bg,1,...,b, eine Basis von ker(/3), dann
bildet B = (by,...,b,) eine Basis von V und [8]p = (4 §), wobei A € My« (K).
Weiters ist A = [5|w] 5 invertierbar, denn S|y ist nicht-degeneriert, sieche Propo-
sition VII.1.13. Daraus, oder via (VII.2), folgt nun auch k = rank(3) und

rank(3) < max{dim(W) | W Teilraum von V, s.d. 8] nicht-deg.}. (VIL3)

Ist W ein beliebiger Teilraum von V', sodass 3|y nicht-degeneriert ist, dann muss
W Nker(8) = {0} gelten, und daher dim(W) < dim(V') — dim ker(3) = rank(5),
sieche (VIL.2). Somit gilt in (VIL.3) auch die umgekehrte Ungleichheit. O

VIIL.1.18. DEFINITION (Quadratische Formen). Ist 8: V x V — K eine sym-
merische Bilienarform, dann wird die Abbildung
¢: V=K q):=p6vv),

als die mit 3 assoziierte quadratische Form bezeichnet.

Beachte, dass die quadratische Form einer symmetrischen Bilinearform homo-
gen vom Grad zwei ist, d.h.

q(\v) = Nq(v), AeK, veV

Gilt 0 # 2 € K, dann kann die Bilinearform g aus der quadratischen Form ¢
mit Hilfe der sogenannten Polarisierungsidentitit zuriickgewonnen werden, siehe
Proposition VII.1.22 unten. Wir haben die Bedingung 0 # 2 € K schon ofters
angetroffen und wollen diese nun formalisieren.



VII.1. SYMMETRISCHE BILINEARFORMEN 199

VII.1.19. DEFINITION (Charakteristik eines Korpers). Unter der Charakteri-
stik eines Korpers K verstehen wir die kleinste Zahl k£ € N, sodass

k=1+---41=0€K.
—_—
k Summanden
Existiert keine solche Zahl k, d.h. ist 0 # k € K, fiir jedes k € N, dann wird die
Charakteristik von K als 0 definiert. Wir werden die Charakteristik von K mit
char(K) bezeichnen.

VII.1.20. BEISPIEL. Es gilt char(Q) = char(R) = char(C) = 0 und char(Z,) =
p, fiir jede Primzahl p. In einem Korper K gilt 0 # 2 € K genau dann, wenn
char(K) # 2.

VII.1.21. BEMERKUNG. Ist die Charakteristik eines Korpers nicht 0, so muss
sie eine Primzahl sein. Ist ndmlich char(K) = nm mit n,m € N, dann gilt 0 =
nm € K, also 0.B.d.A. 0 = n € K und daher n = char(K), m = 1. Dies zeigt,
dass char(K) keine echten Teiler besitzt und daher eine Primzahl ist.

VII.1.22. PROPOSITION (Polarisierungsformel). Sei V' ein Vektorraum iber
einem Korper mit char(K) # 2 und f: V x V — K eine symmetrische Bilinear-
form mit assoziierter quadratischer Form q(v) = B(v,v). Dann gilt

Bv,w) = 3(q(v+w) = q(v) = q(w)) = §(a(v +w) = g(v — w)),
d.h. B kann aus q zuriickgewonnen werden.
BEWEIS. Aus der Bilinearitdt und Symmetrie von 3 folgt
Blv+w,v+w)=Bv,v)+28(v,w) + f(w, w),
also
28(v,w) = q(v +w) — q(v) — g(w).
Nach Voraussetzung ist 0 # 2 € K, und wir erhalten die erste Polarisierungsfor-
mel. Ersetzen wir in der letzten Gleichung w durch —w, erhalten wir

—2B(v,w) = q(v —w) = q(v) = q(w),
denn fB(v, —w) = —f(v,w) und ¢(—w) = g(w). Subtraktion der letzten beiden
Gleichungen liefert
4B (v, w) = q(v + w) = g(v —w),
und somit auch die zweite Polarisierungsformel. Beachte, dass wegen char(K) # 2
auch 4 # 0 € K. O

VII.1.23. BEISPIEL. Betrachte den Korper K = Zs; und die mit der Matrix
A = (9]) assoziierte symmetrische Bilinearform, 8: K* x K? — K, B(x,y) =
2t Ay = x1ys + xoy. Fiir die assoziierte quadratische Form gilt ¢(x) = S(z,z) =
T129 + Tox1 = 21129 = 0. In diesem Fall kann die Bilinearform [ also nicht aus
der zugehorigen quadratischen Form rekonstruiert werden. Die Voraussetzung
char(K) # 2 in Proposition VII.1.22 kann daher nicht ersatzlos gestrichen werden.
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VII.1.24. BEMERKUNG. Sei K ein Kérper mit char(K) # 2 und g: V x V —
K eine symmetrische Bilinearform mit assoziierter quadratischer Form ¢(v) =
B(v,v). Dann gilt

O(V,8) = {¢ € GL(V) | Vv € V1 q(p(v)) = q(v) }.

Dies folgt sofort aus der Polarisierungsidentitdt in Proposition VII.1.22 und der
Linearitdt von ¢, sieche Bemerkung VII.1.11 fiir die Definition von O(V, ).

VII.1.25. SATZ. Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum diber einem
Korper K mit char(K) # 2. Weiters sei B: V x V. — K eine symmetrische
Bilinearform. Dann existieren eine geordnete Basis B von V', sodass [3]p Diago-
nalgestalt hat. Ist K ein Kdorper indem jedes Element mindestens eine Quadrat-
wurzel besitzt (etwa jeder algebraisch abgeschlossene Korper), dann kann B so
gewdhlt werden, dass [B]p = (%7), wobei k = rank(f).

BEWEIS. Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach der Dimension von
V. Der Induktionsanfang, dim(V') = 1, ist trivial. Nun zum Induktionsschritt.
Ist 5 =0, so hat jede Basis von V die gewiinschte Eigenschaft. O.B.d.A. sei also
f # 0. Nach Proposition VII.1.22 existiert by € V, sodass a; := 5(b1,b1) # 0.
Beachte, dass

W :={veV|B(b,v)} =ker(B(b;,—): V = K)

eine Hyperebene in V ist, die b; nicht enthélt. Somit V' = (b;) & W. Wenden wir
die Induktionsvoraussetzung auf die symmetrische Bilinearform S|y an, erhalten
wir eine Basis by, ..., b, von W, sodass B(b;,b;) = a;0;;, 2 < i,j < n. Beachte,
dass dies auch fiir ¢ = 1 oder j = 1 richtig bleibt, B(b;,b;) = a;0;5, 1 < 14,5 < n.
Somit ist B = (b, ...,b,) eine Basis von V und [§]p hat Diagonalgestalt. Dies
zeigt den ersten Teil des Satzes.

Sei nun K ein Korper in dem jedes Element eine Quadratwurzel besitzt und
k := rank(f). Durch Umnummerieren der Basisvektoren kénnen wir a; # 0 fiir
1=1,...,kund agyy = --- = a, = 0 erreichen. Setzen wir nun

17 oo
Ei::{\@bz firve=1,...,k

b; firt=k+1,...,n

dann ist B := (by,...,b,) eine Basis von V und [8]5 = (7). O

VII.1.26. KOROLLAR. Sei V' ein n-dimensionaler komplexer Vektorraum und
B: VxV — C eine nicht-degenerierte symmetrische Bilinearform. Dann existiert
eine Basis B von' V', sodass [l = I,, d.h.

B(v,w) = [v]5[w]s, v,w e V.
Jede solche Basis liefert einen Gruppenisomorphismus,

OV, 8) =2 0,(C) :={A € M,x,(C) } A'A=1,}, v < [plBB-
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BEWEIS. Die erste Behauptung folgt sofort aus Satz VII.1.25. Die zweite Aus-
sage erhalten wir aus den Bemerkungen VII.1.11 und VII.1.16. U

Zwei symmetrische Matrizen A, A’ € M’ (K) werden kongruent genannt,
falls S € GL,(K) existiert, sodass S*AS = A’. Dies definiert eine Aquiva-
lenzrelation auf der Menge der symmetrischen Matrizen, M, (K) := {A €
M, sn(K) : A" = A}, siehe Aufgabe 87. Ist K ein algebraisch abgeschlossener
Korper (oder, allgemeiner, ein Koérper in dem jedes Element eine Quadratwurzel
besitzt) mit char(K) # 2 und ist A € M, (K) eine symmetrische Matrix, dann

nxn

existiert eine invertierbare Matrix S € GL,(K), sodass S*AS = (Iéﬂ 8), wobei
k = rank(A). Dies folgt sofort aus Satz VII.1.25 durch Betrachten der Biline-
arform B4: K" x K" — K, B4(z,y) = x'Ay. Aus diesen Erliuterungen folgt,
dass zwei symmetrische Matrizen iiber einem Korper K wie oben, genau dann

kongruent sind, wenn sie gleichen Rang haben. Insbesondere erhalten wir:

VII.1.27. KOROLLAR. Zwei symmetrische kompleze (n X n)-Matrizen sind
genau dann kongruent wenn sie gleichen Rang haben.

VII.1.28. BEISPIEL. Betrachte die symmetrische Matrix

1 -2 -3
A=|-2 5 7 |em¥mE)
-3 7 11

Nach Korollar VII.1.26 existiert eine Basis B von C3, sodass [84]p = I3, denn
rank(A) = 3. Um eine solche Basis zu bestimmen gehen wir wie im Beweis von
Satz VII.1.25 vor. Da fBa(er,e1) = e} Ae; = 1 # 0 konnen wir by = e; als ersten
Basisvektor verwenden,

b= (). Balbib) = biAb = 1.

Es ist nun by so zu bestimmen, dass [S4(b1,b2) = 0 und B4(be,by) = 1. Wir
entscheiden uns fiir

b2 = (z) ' Ba(by, by) = i Aby =0, Ba(ba, by) = bpAby = 1.

Fiir den letzten Basisvektor, bs, muss S4(by, b3) = Ba(be,b3) = 0 und Ba(bs, b3) =
1 gelten. Wir verwenden

by = (%1) , Balbi,b3) =0, Balbe,b3) =0, PBalbs,bs) =1.

Nach Konstruktion ist B = (by, by, b3) eine Basis von C* mit [34]p = I3. Fiir die
Basiswechselmatrix,

S::TEB:<

(=Xl
O N

1 .
711) gilt daher S'AS = T} 5(B4leTEs = [Balp = I,
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wobei E = (eq, e, e3) die Standardbasis von C? bezeichnet. Alternativ, kénnen
wir die assoziierte quadratische Form,

z s\t (1 28\ (@ 2 2 2
%(g) = (Z) (:g 5 171) <Z> =2+ 0y” + 112° — 4oy — 622 + 14yz,

durch Ergénzen auf vollstdndige Quadrate auf die Form
qa <§> =(x—2y—32)*+ 9> +222 + 2z = (v — 2y — 32)* + (y + 2)* + 2°

bringen. Dies zeigt q4(v) = (Tv)"Tv = v'T*T'w fiir alle v € C3, wobei

Durch Polarisieren erhalten wir v!Aw = (v, w) = v'T'Tw, also A = T'T oder
(T~ AT~ = I3. Tatsichlich gilt, aufgrund unserer Wahlen, 77! = S.

Uber dem Kérper K = R ist die Situation ein wenig komplizierter.

VII.1.29. DEFINITION (Definitheit). Eine symmetrische Bilinearform auf ei-
nem reellen Vektorraum, §: V x V' — R, und die damit assoziierte quadratische
Form, ¢: V — R, q(v) = (v, v), heilen:

(a) positiv semidefinit, in Zeichen 5 > 0, falls 5(v,v) > 0, fur alle v € V.

(b) positiv definit, in Zeichen § > 0, falls f(v,v) > 0, fir alle 0 £ v € V.

(c) negativ semidefinit, in Zeichen § < 0, falls 5(v,v) < 0, fir alle v € V.

(d) megativ definit, in Zeichen § < 0, falls f(v,v) < 0, fiir alle 0 #£ v € V.

(e) indefinit, falls es v,w € V gibt, sodass f(v,v) > 0 und S(w,w) < 0.

Eine symmetrische Matrix A € M, ,,(R) wird positiv bzw. negativ (semi) definit
genannt, falls die damit assozierte symmetrische Bilinearform £4: R" x R" — R,
Balx,y) = x' Ay, positiv bzw. negativ (semi)definit ist, d.h.: A > 0 falls 2* Az > 0
fiir alle z € R™; A > 0 falls 2 Az > 0 fiir alle 0 # 2 € R"; A <0 falls 2'Az <0
fiir alle z € R”; und A < 0 falls ' Az < 0 fiir alle 0 # = € R™.

VII.1.30. BEMERKUNG. Beachte, dass eine symmetrische Bilinearform [ ge-
nau dann negativ (semi)definit ist, wenn die symmetrische Bilinearform —3 po-
sitiv (semi)definit ist. Jede positiv definite symmetrische Bilinearform hat tri-
vialen Kern und ist daher nicht-degeneriert. Dasselbe gilt fiir negativ definite
symmetrische Bilinearformen. Ist 5 eine positiv definite symmetrische Bilinear-
form auf V und W C V ein Teilraum, dann ist auch die Einschrinkung 5|y
positiv definit und daher nicht-degeneriert. Beachte, dass die Einschrinkung ei-
ner nicht-degenerierten symmetrischen Bilinearform sehr wohl degeneriert sein
kann. Schrinken wir etwa die Lorentz Metrik g aus Beispiel VII.1.5 auf den 1-
dimensionalen Teilraum W := (e + ¢;) € R* ein, so erhalten wir gl = 0.
Nicht-triviale Teilrdume W # {0} mit S|y = 0 werden isotrop genannt.

VIL.1.31. BEMERKUNG (Konvexitit). Seien § und [’ zwei positiv definite
symmetrische Bilinearformen auf einem reellen Vektorraum V. Fiir 0 < X < 1 ist
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dann auch A5+ (1 — X))/’ eine positiv definite symmetrische Bilinearform auf V|
denn fiir jedes 0 # v € V gilt:
(AB+ (1= NB)(0,0) = A B(0,0) +(1 — N) F'(v,0) > 0.
——

N——
>0 >0

Die Menge der positiv definiten symmetrischen Bilinearformen bildet daher eine
konvexe® Teilmenge im Vektorraum aller symmetrischen Bilinearformen auf V.
Auch die Menge der positiv semidefiniten symmetrischen Bilinearformen ist eine
konvexe Teilmenge. Analoge Aussagen gelten fiir negativ (semi)definite symme-
trische Bilinearformen. Beachte, dass die Menge der nicht-degenerierten symme-
trischen Bilinerformen nicht konvex ist.

VII.1.32. BEISPIEL. Das Euklidische innere Produkt aus Beispiel VII.1.4 ist
positiv definit, denn fiir jedes 0 # x € R" gilt

(x,x) =23+ +a2 > 0.

Auch die symmetrische Bilinearform aus Beispiel VII.1.6 ist positiv definit, denn
fir jedes 0 # A € M4 (R) gilt

tr(A'A) = z": zm: A?j > 0.

j=1 i=1

Auch die symmetrische Bilinearform aus Beispiel VII.1.7 ist positiv definit, denn

fiir jedes 0 # f € C°(I,R) gilt

/If2(t)dt > 0.

Ip 0

¢ 0) Yy, ist positiv semidefinit, denn

Die symmetrische Bilinearform 5(z,y) = ' (

fiir jedes x € R™ gilt
Bla,ax)=a' (P )z =ai+ -+, >0.

Die Lorentz Metrik aus Beispiel VII.1.5 ist indefinit, denn g(eg,eq) < 0 und

gley,er) > 0.

VII.1.33. BEISPIEL. Die symmetrische Bilinearform 3(z,y) = 2! (!, 3') y ist
positiv definit, denn

2 2 2 2
q(23)=0((3),(5)) = 2] = 2z129 + 225 = (21 — 22)* + 75 > 0,
fiir alle 0 # (5) € R2.
6Eine Teilmenge A eines Vektorraums wird konvex genannt, wenn sie folgende Eigenschaft

besitzt: Vz,y € AVA € [0,1] : Ax + (1 — M)y € A. Dies bedeutet, dass fiir je zwei Punkte 2 und
y in A auch die Strecke von x nach y zur Génze in A liegt.
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VII.1.34. BEISPIEL. Die symmetrische Bilinearform 3(x,y) = 2 (1, 3*) y ist
indefinit, denn

q(z) :5((%)7(3)) = 1% — dzyxo + 205 = (31 — 220)* — 223,
also A((3), (1)) = 1> 0 und B((3),(3)) = —2 < 0.

VII.1.35. SATZ (Trégheitssatz von Sylvester). Sei V' ein n-dimensionaler re-
eller Vektorraum und B:V x V. — R eine symmetrische Bilinearform. Dann
existiert eine geordnete Basis B von V', sodass

I
18] = —1,
0
Dabei ist p + q = rank(f3) und
p =max{dim(W) | W Teilraum von V mit |y > 0}, (VIL4)
q = max{dim(W) | W Teilraum von V mit ]y < 0}. (VIL5)

Insbesondere sind die Zahlen p und q unabhdngig von der Basis B.

BEWwEIS. Nach Satz VIL.1.25 existiert eine Basis B = (l;l,...,bn) von V/,
sodass B(b;, b;) = a;0;j, wobei ay,...,a, > 0, apt1,...,0p1q < 0 und apigr1 =
-+ =a, = 0. Setzen wir

L p firi=1,...,p,

v
bi=q A=b; firi=p+1,...,p+q,
b; z firi=p+q+1,...,n,
so ist B = (by,...,b,) eine Basis von V mit der gewiinschten Eigenschaft,
I
[B]B = _Iq
0
Betrachten wir die Teilrdume V' := (by,...by) und V" := (b,41, ..., by,), so gilt
V=VaeV" Blyr >0 und Bly» < 0.
Da dim(V”) = p erhalten wir insbesondere
p < max{dim(W) ‘ W Teilraum von V' mit Sy > 0}. (VIL6)
Sei nun W ein beliebiger Teilraum von V' mit 5|y > 0. Dann gilt
W nv"={0},

denn fiir v € W N V" ist f(v,v) = 0 und daher v = 0. Daraus erhalten wir
dim(W) + dim(V") = dim(W + V") < dim(V) = n,

also dim(W) < n — dim(V"”) = p. Zusammen mit (VIL.6) erhalten wir (VIL.4).
Die Formel (VIL.5) ldsst sich analog zeigen, oder aus (VIL.4) fiir —3 ablesen. [
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VII.1.36. DEFINITION (Signatur). Das Paar (p,q) in Satz VII.1.35 wird als
Signatur der symmetrischen Bilinearform /3 bezeichnet.” Unter der Signatur einer
symmetrischen Matrix A bzw. der Signatur einer quadratischen Form verstehen
wir die Signatur der damit assoziierten symmetrischen Bilinearform.

VI1.1.37. BEisPIEL. Das Euklidische innere Produkt aus Beispiel VII.1.4 hat
Signatur (n,0). Die Lorentz Metrik aus Beispiel VII.1.5 hat Signatur (3, —1). Die

symmetrische Matrix
_ (0 I
=5, )
hat Signatur (p,p), denn
stas=(%5,)  wmit  s=%(77F).
X

VII.1.38. KOROLLAR. Zwei reelle symmetrische (n
dann kongruent, wenn sie gleiche Signatur haben.

n)-Matrizen sind genau

VII.1.39. KOROLLAR. Sei 3: V x V — R eine positiv definite symmetrische
Bilinearform auf einem n-dimensionalen reellen Vektorraum V. Dann existiert
eine Basis B von V', sodass [flg = I,,, d.h.

Blv,w) = []plwls,  vweV.
Jede solche Basis liefert einen Gruppenisomorphismus,
OWV,8) =0, :={A € M,.,(R) } AtA:In}, © < [plBB-

BEWEIS. Die erste Behauptung folgt sofort aus Satz VII.1.35. Die zweite Aus-
sage erhalten wir aus den Bemerkungen VII.1.11 und VII.1.16. U

VII.1.40. BEISPIEL. Wir wollen die Signatur der mit symmetrischen Matrix
A=(27)

—2 -7 -8
assoziierten symmetrischen Bilinearform [4(v,w) = v'Aw auf R?® bestimmen.
Durch Ergéanzen auf vollstdandige Quadrate erhalten wir

q (g) = 42% — 3y* — 82% + 4oy — 4wz — 14yz
=Qr+y—2?% 4792 12yz= 20 +y—2)*— (2y + 32)%
Die Signatur von (34 ist daher (1,1). Obige Rechnung zeigt,

oo =q) = (To) (11 ) (Te),  mit T=(§27),

1

also

A:Tt(l—lo)T,

"Manchmal wird auch die Differenz, p — ¢, als Signatur von § bezeichnet.
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und daher

PN
> Ot

(@) CIE
N

STAS = (1 -1 0) , wobei S=T""1=

]
ON|=
—_

VII.1.41. DEFINITION (Hauptminoren). Unter dem k-ten Hauptminor einer

symmetrischen Matrix A € M%7 (R), verstehen wir den Skalar

@11 - Qg
det : : ,
Qg1 -+ Akk

wobei a;; die Eintragung der Matrix A bezeichnen, 1 < k < n.

VII.1.42. SATZ (Sylvester Kriterium). Sei V' ein endlich dimensionaler reeller
Vektorraum. Eine symmetrische Bilinearform 3:V x V. — R ist genau dann
positiv definit, wenn alle Hauptminoren der Matriz [5]p positiv sind, beziglich
einer (und dann jeder) Basis B von V.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass eine positiv definite symmetrische Biline-
arform positive Hauptminoren hat. Sei dazu 3 eine positiv definite symmetrische
Bilinearform auf V. Nach Satz VII.1.35 existiert eine Basis B = (by,...,b,) von
V', sodass [f]p = I,. Es gilt daher det([f]g) > 0. Ist C' eine weiter Basis von
V', und bezeichnet S = Top € GL,(R) die Basiswechselmatrix, dann haben wir
[B]c = S*[B]BS, siehe Proposition VII.1.9, also auch

det([B]c) = det(S"[8]5S) = det(S") det([5]p) det(S) = det(S)* det([5]r) > 0,

denn det(S) # 0. Dies zeigt det([3]g) > 0, fiir jede Basis B von V. Sei nun k €
{1,...,k} und bezeichne W := (by,...,b;) den von den ersten k Basisvektoren
aufgespannten Teilraum. Dann ist 3|y positiv definit, B = (by,...,b;) ist eine
Basis von W und aus dem eben Gezeigten folgt det([3|w]z) > 0. Beachte, dass
det([Blw]z) gerade der k-te Hauptminor von [§]p ist, denn

8ls = ([5|>vkv]é :) .

Somit sind also alle Hauptminoren von [§]p positiv.

Fiir die umgekehrte Implikation sei nun B eine Basis von V', sodass alle Haupt-
minoren der Matrix [§]p positiv sind. Wir werden nun mittels Induktion nach
dim (V') zeigen, dass [ positiv definit ist. Der Induktionsanfang, dim(V') = 1, ist
trivial. Fiir den Induktionsschritt betrachten wir die Basis C' = (¢y,...,¢,) von
V', wobei

B(bi, b1)
B(b1,b1)

b, i=2...n (VILT7)

C1 = bl, C; ‘= bz —
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Beachte, dass 5(b1,b1) > 0, da der erste Hauptminor von [3]p positiv ist. Die
Transformationsmatrix zum Basiswechsel hat die Gestalt

1 x -+ x%

S="Tpc = L
*
1

Ist X eine Matrix so schreiben wir Xy fiir die linke obere (k x k)-Untermatrix
von X, d.h. der k-te Hauptminor von X ist det(X)). Aus [B]c = S*[8]pS und
der speziellen Gestalt von S folgt

([5]0)(@ = ka)([ﬁ]B)(k)S(k),
und daher

det<([5]0) (k)) — det () det<([5]B) (k)) det(Sg) = det(([ﬁ]g) (k)).

Dies zeigt, dass [$]¢ die selben Hauptminoren wie [5]p hat. Insbesondere sind
auch alle Hauptminoren von []c positiv. Wir betrachten nun den Teilraum W :=
(co,...,cp) mit Basis C' := (co,...,c,). Nach Konstruktion der Basis C, siehe

(VILT), gilt
_ (B(bi,b1) 0O
[5]0 - ( 0 [5|W]C‘) .

Da (b1, b1) > 0 sind auch alle Hauptminoren von [3|w]s positiv. Nach Induk-
tionsvoraussetzung ist daher S|y > 0. Ist nun v € V beliebig, dann existieren
A€ Kund w € W, sodass v = \b; + w und wir erhalten

B(v,v) = 5()\51 +w, Aby + w) = X2 B(b1,b1) +2) (b1, w) + B(w, w) >0
——— —_—— —
>0 =0 >0
wobei Gleichheit nur eintreten kann, wenn A = 0 und §(w,w) = 0, d.h. nur wenn

v = 0. Dies zeigt, dass  positiv definit ist. O

VII.1.43. KOROLLAR. Sei V' ein n-dimensionaler reeller Vektorraum. Fine
symmetrische Bilinearform 5:V xV — R ist genau dann negativ definit, wenn
alle Hauptminoren der Matriz —[3] g positiv sind, beziglich einer (und dann jeder)
Basis B von V. Dies ist genau dann der Fall, wenn

ai;p -0 Qg
(—1)*det [ : | >0,
Ak - Gk
fir jedes k =1,...,n, wobei a;; die Eintragungen der Matriz [5]g bezeichnen.

BEWwEIS. Dies folgt aus Satz VII.1.35, da f < 0 & —f > 0 und [-f]p =
—[B] 5. Beachte auch det(—C) = (—1)*det(C), fiir jede (k x k)-Matrix C. O
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VII.1.44. BEISPIEL. Betrachte die symmetrische Matrix
-12 3
_ S sym
A= ( 2 5 7171) e M375(R).
Fiir ihre Hauptminoren erhalten wir

)= — —12 ) _ ‘1,23)__
det(—1) = —1<0,  det(3 %) =3>0, det(gigiﬂ —_1<0,
also ist die Matrix A nach Korollar VII.1.43 negativ definit. Alternativ kénnen

wir die assoziierte quadratische Form,

x x t -1 2 3 x 2 2 2
q(y):(y) (2 -5 —7)(3;):—1‘ — oy~ — 112° + 4xy + 6xz — 14y2z,

z z 3 —7-11) \z
auf vollstdndige Quadrate ergédnzen,

q(é) = (2 -2y —32)2 —y* =222 —2yz = —(x — 2y — 32)* — (y + 2)* — 2%,
und daraus schlieffen, dass sie negativ definit ist.

VII.1.45. BEMERKUNG (Lokale Extrema). Sei U C R" eine offene Teilmenge,
f: U — R eine C*-Funktion und y € U ein kritischer Punkt von f, d.h.

Dyf = (g5 W), 5 () = 0.

2 2 . . :
Da ‘9, L= a,f - ist die Hessesche Matrix
Ox;0x; Ox;0x; )

o2 f o2f
Ox10x1 (y) U 0x10xn (y)
Hyf = 9
o2 a2 f
Oxn0x1 (y) U OTn 0Ty (y)
symmetrisch. Aus der Analysisvorlesung wissen wir: Ist die Hessesche positiv

definit, H, f > 0, dann ist y ein lokales Minimum von f. Analog folgt aus H, f < 0,
dass y ein lokales Maximum von f ist.

VII.1.46. DEFINITION (Sesquilinearformen). Sei V' ein komplexer Vektorraum.
Unter einer Sesquilinearform auf V verstehen wir eine Abbildung

h:V xV —=C,

die komplex linear in der zweiten Eintragung und komplex anti-linear in der
ersten Eintragung ist, d.h. es gilt

h(v,w+w") = h(v,w) + h(v,w"), kv, \w) = (v, w),
und B
h(v+v,w) = h(v,w)+ h(v,w), h(Qv,w)=Mh(v,w),
fiir alle v,v",w,w" € V und A € C. Unter einer Hermiteschen Form auf V ver-

stehen wir eine Sesquilinearform h auf V', die symmetrisch in folgendem Sinn ist:
fiir alle v, w € V gilt:

h(w,v) = h(v,w).
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VII.1.47. BEMERKUNG. Die Menge aller Sesquilinearformen auf V' bildet einen
komplexen Vektorraum beziiglich der Operationen

(h+ 1) (v,w) := h(v,w) + h'(v,w) und (AR) (v, w) :== Ah(v,w).
Dabei bezeichnen h und h’' zwei Sesquilinearformen auf V, v,w € V und \ €
C. Die Menge der Hermiteschen Formen ist kein komplexer Teilraum, denn fiir
eine Hermitesche Form, h, ist h := ih keine Hermitesche Form, da ja h(w,v) =
ih(w,v) = ih(v,w) = —h(v,w). Die Hermiteschen Formen bilden jedoch einen
reellen Teilraum, d.h. fiir Hermitesche Formen h, A’ auf V und A € R sind auch
h + h' sowie \h Hermitesche Formen auf V.

Ist A € M4, (C) eine komplexe Matrix, dann wird A* = At € My (C) als
die zu A adjungierte Matriz bezeichnet, d.h. (A*);; = A;;. Etwa gilt

. s 12
(33 20) = (=5 14,).

Fiir die Adjungierte gelten folgende Rechenregeln, siehe Aufgabe 94:

(a) (A+ B)* = A"+ B*, fur alle A, B € M,,x,(C).

(b) (MA)* = M\A*, fiir alle A € M,,»,(C) und X\ € C.

(¢) (AB)* = B*A*, fiir alle A € M,,»,(C) und B € M,,;(C).

Eine quadratische Matrix A € M,,,(C) wird Hermitesch oder selbstadjungiert

genannt, wenn A* = A. Die Menge der selbstadjungierten Matrizen bildet einen

reellen, aber keinen komplexen, Teilraum von M, (C).

VII.1.48. BEISPIEL (Sesquilinearform einer Matrix). Jedes A € M,,.,,(C) de-
finiert eine Sesquilinearform h 4 auf C”,

hy: C" x C" — C, ha(z,y) = x* Ay, x,y € C",
denn (21 + 22)* Ay = 27 Ay + 234y, (\r)* Ay = Aa* Ay, 2" A(y1 + y2) = 2" Ayr +
x*Ays und x*A(Ay) = Aa* Ay, fiir z, x1, 9, y,y1,y2 € C" und A € C. Die Zuord-
nung A <> ha liefert einen linearen Isomorphismus zwischen M, ., (C) und dem

komplexen Vektorraum aller Sesquilinearformen auf C". Die Sesquilinearform h 4
ist genau dann eine Hermitesche Form, wenn A* = A gilt.

VII.1.49. DEFINITION (Matrixdarstellung). Sei h: V' xV — K eine Sesquiline-
arform auf einem n-dimensionalen komplexen Vektorraum V. Ist B = (by,...,b,)
eine geordnete Basis von V., dann wird die Matrix [h|g € M+, (C),

([h]B)ij = h(bi, b), 1<1,75<n,
als Matrizdarstellung von h beziiglich der Basis B bezeichnet.

VII.1.50. PROPOSITION. Sei V' ein n-dimensionaler komplexer Vektorraum.
Jede geordnete Basis B von V' liefert einen linearen Isomorphismus, h < [h]g,
zwischen dem Vektorraum der Sesquilinearformen auf V und M, ., (C). Insbe-
sondere ist h durch die Matriz [h]p eindeutig bestimmit,

h(v,w) = [v]p[h]slw]s,  v,weV,
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und zu jedem A € M, «,(C) existiert eine eindeutig bestimmte Sesquilinearform h
auf V' mit, sodass [h]g = A. Dariber hinaus ist h genau dann Hermitesch, wenn
(] = [h]B. Ist C' eine weitere geordnete Basis von V', dann gilt

[B]s = Tcp [BlcTes,
wobei Tep € GL,(C) die Matriz zum Basiswechsel von B nach C bezeichnet.

BEWEIS. Analog zum Beweis von Proposition VII.1.9. U

VII.1.51. BEMERKUNG (Unitdre Gruppe). Ist h: V' xV — C eine Hermitesche
Form, dann bildet

U(V,h):= {ap e GL(V) } Vo, w eV : h(pv), p(w)) = h(v,w)}

eine Gruppe. Ist V endlich dimensional, B eine Basis von V und A := [h], dann
schrinkt sich der Gruppenisomorphismus GL(V) = GL,(C), ¢ « [¢]|sB, siehe
Bemerkung 1V.6.17, zu einem Gruppenisomorphismus,

U(V,h) = {X € GL,(C) ‘ X*AX = A},
ein. Dies folgt aus Proposition VII.1.50, denn

und h(v,w) = [v][h]glw].

VIIL.1.52. DEFINITION (Quadratische Form). Ist h: V x V' — C eine Her-
mitesche Form, dann wird ¢: V. — R C C, ¢(v) := h(v,v), als die mit h
assoziierte quadratische Form bezeichnet. Beachte, dass h(v,v) reell ist, denn
h(v,v) = h(v,v). Auch ist ¢ homogen vom Grad zwei, d.h.

g(w) = |\*q(v), AeC, wveV.

VII.1.53. PROPOSITION (Polarisierungsidentitit). Sei h: V x V. — C eine
Hermitsche Form und q(v) = h(v,v) die damit assoziierte quadratische Form.
Dann gilt

h(v,w) = 1(q(v +w) — g(v — w)) —if(q(v + iw) — g(v — iw)).

Insbesondere kann die Hermitesche Form h aus der quadratischen Form q zuriick-
gewonnen werden.

BEWEIS. Durch direktes Nachrechnen, siehe Aufgabe 95. O
VII.1.54. BEMERKUNG. Aus der Polarisierungsidentitét erhalten wir
U(V.h) = {p € GL(V) | Vv € V : q(p(v)) = q(v) },

wobei q(v) = h(v,v) die mit h assoziierte quadratische Form bezeichnet.
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VII.1.55. DEFINITION (Definitheit). Eine Hermitesche Form auf einem kom-
plexen Vektorraum, h: V x V — C, und die assoziierte quadratische Form,
q:V =R, q(v) = h(v,v), heiflen:

(a) positiv semidefinit, in Zeichen h > 0, falls h(v,v) > 0, fiir alle v € V.

(b) positiv definit, in Zeichen h > 0, falls h(v,v) > 0, fiir alle 0 £ v € V.

(c) negativ semidefinit, in Zeichen h < 0, falls h(v,v) <0, fiir alle v € V.

(d) negativ definit, in Zeichen h < 0, falls h(v,v) <0, fur alle 0 #v € V.

(e) indefinit, falls es v,w € V gibt, sodass h(v,v) > 0 und h(w,w) < 0.

Eine Hermitesche Matrix A = A* wird positiv bzw. negativ (semi)definit genannt,
falls die assoziierte Hermitesche Form, h4: C"xC" — R, ha(z,y) = x* Ay, positiv
bzw. negativ (semi)definit ist, d.h. A > 0 falls 2*Az > 0 fiir alle x € C*; A > 0
falls x*Ax > 0 fiir alle 0 #£ x € C™*; A < 0 falls x* Az < 0 fiir alle z € C"; und
A <0 falls x* Az < 0 fiir alle 0 # x € C".

VII.1.56. BEI1sSPIEL. Das standard innere Produkt auf C”,

1
(x,y>=x1y1+---+xnyn=$*y:‘”*( )y xz,y € C",
1

ist eine positiv definite Hermitesche Form auf C”, denn

(x,x) = Z@xz = Z |z;|> > 0,
i=1 i=1
fiir jedes 0 # z € C".
VII.1.57. BEISPIEL. Die Abbildung
(—, =) Mpyxn(C) X Mppyn(C) — C, (A, B) :=tr(A*B)
ist eine positiv definite Hermitesche Form auf M,,«,(C), denn

tr(ATA) =D Y AAy =)0 AP >0

j=1 i=1 j=1 i=1
fiir jedes 0 # A € M,,5,(C).

VIIL.1.58. BEISPIEL. Ist I C R ein kompaktes Interval und bezeichnet C°(I, C)
den Vektorraum der stetigen, komplexwertigen Funktionen auf I, dann ist

() CLO X CLO) > (fg) = [ Dt
eine positiv definite Hermitesche Form auf C°(7, C), denn
= [ f()f(t)dt = 2d
)= [TOswa= [ 1rwpa=o
fiir jedes 0 # f € C°(,C).
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VII.1.59. SATZ (Trigheitssatz von Sylvester). Sei V' ein n-dimensionaler kom-
plexer Vektorraum und h: V x V — R eine Hermitesche Form. Dann existiert
eine geordnete Basis B von V', sodass

Fiir jede solche Basis gilt
p =max{dim(W) | W Teilraum von V mit hly > 0},
g = max{dim(W) | W Teilraum von V mit h|y < 0}.

Insbesondere sind die Zahlen p und q unabhdngig von der Basis B. Das Paar
(p, q) wird als Signatur der Hermiteschen Form h bezeichnet.

Eine Hermitesche Form auf einem n-dimensionalen komplexen Vektorraum
ist genau dann positiv deifnit, wenn sie Signatur (n,0) hat. Sie ist genau dann
negativ definit, wenn sie Signatur (0,n) hat. Die Menge der positiv definiten
Hermiteschen Formen ist konvex, und auch die Menge der negativ definiten Her-
miteschen Formen ist konvex.

VIIL.1.60. KOROLLAR. Zwei Hermitesche (n xn)-Matrizen A und B haben ge-
nau dann gleiche Signatur, wenn eine invertierbare Matriz S € GL,(C) ezistiert,

sodass B = S*AS.

VII.1.61. KOROLLAR. Sei h: V x V — C eine positiv definite Hermitesche

Form auf einem n-dimensionalen komplexen Vektorraum V. Dann existiert eine
Basis B von V', sodass [h]p = I, d.h.

h(v,w) = [v]pw]s,  v,weV.
Jede solche Basis liefert einen Gruppenisomorphismus,
UWV,B) =2 U, ={A € M,«,(C) } A*A:In}, v < [plBB-

VIIL.1.62. SATZ (Sylvester Kriterium). Sei V' ein endlich dimensionaler kom-
plexer Vektorraum. Eine Hermitesche Form h: V xV — R st genau dann positiv
definit, wenn alle Hauptminoren der Matriz [h]p positiv sind, beziiglich einer (und
dann jeder) Basis B von V.

BEWEIS. Analog zum Beweis von Satz VII.1.42. O

VII.1.63. BEISPIEL. Wir wollen die Signatur der mit

(1 1+i
a= (5 Y
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assoziierten Hermiteschen Form hu(v,w) = v*Aw auf C? bestimmen. Durch
Ergénzen auf vollstdndige Quadrate erhalten wir

(=) (L4 1) (0) s e+ -

= (x+ (1+ i)y) (x+ (1+ i)y) — Y,
die Hermitesche Form h, hat daher Signatur (1,1). Aus obiger Rechnung folgt

(10 . (1 14
v*Av = q(v) = (Tv) (O _1> (Tw) mit T = <0 1 ) ,
also A =T*(} % )T, siche Proposition VII.1.53, und daher

S*AS = (é _01) ; wobei S=T"= <(1) _11_ l) )

VII.2. Innere Produkte.

VIL.2.1. DEFINITION (Euklidische Vektorrdume). Unter einem inneren Pro-
dukt auf einem reellen Vektorraum V' verstehen wir eine positiv definite symme-
trische Bilineaform auf V', d.h. eine Abbildung (—, —): V' xV — R, mit folgenden
Eigenschaften:

(a) (v+v',w) = (v,w) + V', w), (A, w) = ANv,w), fir alle v, w e V, A € R.
(b) (v,w+w') = (v,w) + (v,w'), (v, \w) = Mo, w), fir alle v,w,w’ € V, X\ € R.
(¢) (w,v) = (v,w), fiir alle v,w € V.

(d) (v,v) >0, firalle 0 £ v e V.

Ein reeller Vektorraum, der mit einem inneren Produkt ausgestattet ist, wird
Euklidischer Vektorraum genannt.®

VIIL.2.2. DEFINITION (Unitédre Vektorrdume). Unter einem inneren Produkt
auf einem komplexen Vektorraum V' verstehen wir eine positiv definite Hermi-
tesche Form auf V, d.h. eine Abbildung (—,—): V x V — C, mit folgenden
Eigenschaften:

(a) (v+ v, w) = (v,w) + @, w), (Av,w) = Mv,w), fiir alle v,v',w €V, X C.
(b) (v,w+w') = (v,w) + (v, W', (v, \w) = A(v,w), fir alle v,w,w" € V, X\ € C.
(¢) (w,v) = (v,w), fiir alle v,w € V.

(d) (v,v) >0, firalle0£veV.

Ein komplexer Vektorraum, der mit einem inneren Produkt ausgestattet ist, wird
unitirer Vektorraum genannt.’

Ist (—, —) ein inneres Produkt auf einem reellen oder komplexen Vektorraum,

so schreiben wir
o] == {v,v), veV

8Diese Forderungen sind redundant, etwa liisst sich (b) sofort aus (a) und (c) folgern.
9Auch hier folgt (b) aus (a) und (c).
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Beachte, dass die Wurzel wohldefiniert ist, da (v,v) > 0. Beachte auch, dass
|v]|?> = (v,v) = q(v) gerade die mit (—, —) assoziierte quadratische Form ist. Aus
den Propositionen VII.1.22 und VII.1.53 erhalten wir daher:

VII.2.3. PROPOSITION (Polarisierungsidentitéiten).
a) Fir je zwei Vektoren v und w eines Euklidischen Vektorraums gilt:

(v,w) = 3(llv +wl* = ol = wl*) = F(llv + w|* + [lv — w]?).
b) Fiir je zwei Vektoren v und w eines unitiren Vektorraums gilt:
(v, w) = (110 + w]? = lJo = wl® = illo + iw]? + v - jw]?).
VII.2.4. BEISPIEL. Der Vektorraum R™ mit dem standard inneren Produkt,
(= —):R*"xR" =R, (T,9) = 2191 + -+ + TnYn,
ist ein Euklidischer Vektorraum mit Norm
2]* = fa1[* + - + 2]
VIIL.2.5. BEISPIEL. Der Vektorraum C™ mit dem standard inneren Produkt,
(==):C"xC"=C,  (z,y) =T+ + Tn¥n,
ist ein unitédrer Vektorraum mit Norm
l2]* = |2 [* + -+ [l

VI1.2.6. BEISPIEL. Der Vektorraum der stetigen Funktionen auf einem kom-
pakten Intervall, C°(I, C), wir durch das innere Produkt,

(9) = [ T@ott)ar
I
7zu einem unitaren Vektorraum mit Norm

12 = / ().

VIIL.2.7. BEISPIEL. Der Vektorraum der quadratsummierbaren Folgen,
P={z:N=C|X
ein Teilraum des Vektorraums aller Folgen, wird durch das innere Produkt

<ZL‘,y> = Z"Z‘nyna T,y € ZQ(N), (VII8)

neN

neN |x"|2 < OO}’

zu einem unitaren Vektorraum mit Norm
BRSNS
neN

Mit Hilfe der Cauchy—Schwarz Ungleichung, siehe Proposition VII.2.9 unten, lasst
sich zeigen, dass die Reihe (VIIL.8) absolut konvergent ist.
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VIIL.2.8. PROPOSITION (Satz von Pythagoras). Sei V' ein Euklidischer oder
unitdrer Vektorraum. Sind v,w € V- mit (v,w) =0 so gilt

lv +wl* = [v]|* + fJwlf*.
BEWEIS. Aus der Bilinearitéit des inneren Produkts folgt sofort
lv+wl* = (v +w,v +w) = (v,0) + (v, W) + (w,v) + (w,w), = [Jv]|* + [Jw]]?,
denn nach Voraussetzung ist (v, w) = 0 und daher auch (w,v) = (v,w) =0. O

VIIL.2.9. PROPOSITION (Cauchy—Schwarz Ungleichung). Sei V' ein Fuklidi-
scher oder unitirer Vektorraum mit innerem Produkt (—,—). Dann gilt

[(v,w)] < [Jollllw], (VIL9)

fir allev,w € V. Gleichheit tritt in (VIL.9) genau dann ein, wenn v und w linear
abhdngig sind.

BEwEIS. O.B.d.A. sei v # 0. Setzen wir © := <”v1;f|”2>v und @ = w — 0, dann gilt

w =1+, (0,0) =0, und  ||7]]? = : (VIL.10)

Die erste Gleichung ist trivial, die dritte folgt aus

SI2 = (5 5) — <v,w>v <v,w>v _ (v, w) (v, w) oy (v, w)?
I = 0.2 = (o o) = o e ) = ol
und die zweite via
<’l~},'U~J> = <27,w) - <’l~},'l~}> = <<|,l|}1’)|1|02>v’w> _ ||1~)||2
_(v7w) v W) — QZZM_ S12 —

Aus den Relationen in (VII.10) und Proposition VII.2.8 erhalten wir
(v, w)|?

lwl* = llo +@)* = |5]* + [[a]* = |9]* = Tl

also (VIIL.9). Gleichheit kann nur eintreten, wenn @ = 0 gilt, d.h. wenn w ein
Vielfaches von v ist. O

VII.2.10. PROPOSITION (Dreiecksungleichung). Sei V' ein Euklidischer oder
unitarer Vektorraum. Dann gilt fir alle v,w € V,

[o 4wl < Jlvfl + [Jw]-
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BEWEIS. Aus der Bilinearitéit des inneren Produkts und der Cauchy—Schwarz
Ungleichung in Proposition VII.2.9 erhalten wir:

v 4+ wl||? = (v +w,v + w)
= (v,0) + (v, w) + (W, v) + (W, w)
= ol + (v, w) + (v, w) + [Jw]?
= [lv]l* + 2Re(v, w) + [Jw]|?
< Joll* + 2l(v, w)] + [Jw]]?
< Jloll* + 2flollflwll + [lw]?

2
= (Il + )"
Mit der Monotonie der Wurzel folgt daher ||v + w|| < ||v|| + |Jw]|. O
VII.2.11. DEFINITION (Norm). Sei V' ein reeller oder komplexer Vektorraum.
Unter einer Norm auf V' verstehen wir eine Abbildung ||—||: V' — R mit folgenden
Eigenschaften:

(a) [[v+w| <|v|| + [|w]], fur alle v,w € V. (Dreiecksungleichung)

(b) ||Av]] = |A]||v]], fiir alle v € V und A € R bzw. A € C.

() VweV:||=0=v=0"

Unter einem normierten Vektorraum verstehen wir einen Vektorraum, der mit

einer Norm ausgestattet ist. Beachte, ||v]| > 0 fiir alle v € V, denn aus (a) und
(b) folgt 0 = [[0]] = [lv = v[| < [Jo[| + [(=1)vll = 2[|v]].

VII.2.12. PROPOSITION. Sei V' ein Fuklidischer oder unitdrer Vektorraum mait
innerem Produkt (—,—). Dann ist ||v]| = \/{(v,v) eine Norm auf V', fir die die
Parallelogrammgleichung gilt, d.h. fir alle v,w € V' haben wir

[l + wlf* + v — wl|* = 2([[o]|* + [|w]]*).

BEWEIS. Die Dreiecksungleichung haben wir in Proposition VII.2.10 gezeigt.
Weiters gilt

N 2
IA0]|* = (A, Av) = A (v, v) = [(AP[[ol]* = (JAlll]]),

also auch || Av|| = |Al[|v||. Ist ||v]] = 0, dann gilt (v,v) = 0, also v = 0 wegen
der positiv Definitheit des inneren Produkts. Aus der Bilinearitdt des inneren
Produkts erhalten wir:

v +wl* = (v +w,v +w) = [Jv]* + wl* + (v, w) + (w,v)
v —wl* = (v —w,v—w) = [o|* + [[w]* = (v, w) = (w,v)
Aufaddieren liefert die Parallelogrammgleichung. g

VII.2.13. DEFINITION (Metrische Rédume). Unter einer Metrik auf einer Men-
ge X verstehen wir eine Abbildung d: X x X — R mit folgenden Eigenschaften:

0Aus (b) folgt sofort [|0]| = 0, es gilt daher Vo € V : |Jv]| =0 < v = 0.
g g
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(a) d(x,z) <d(z,y) + d(y, 2), fiir alle z,y, 2 € X. (Dreiecksungleichung)
(b) d(z,y) = d(y, x), fir alle z,y € X. (Symmetrie)

(¢) d(z,y) =0z =y.

Unter einem metrischen Raum verstehen wir eine Menge X, die mit einer Metrik
ausgestattet ist. Beachte d(z,y) > 0 fiir alle z,y € X, denn aus (a), (b) und (c)
folgt 0 = d(x,x) < d(x,y) + d(y,z) = 2d(x,y).

VIIL.2.14. PROPOSITION. IstV ein normierter Raum, dann definiert d(v,w) :=
|lw —v]|| eine Metrik auf V.

BEWwEIS. Die Dreiecksungleichung folgt aus Definition VII.2.11(a),
dlu,w) = ||lw—ul| = |lw—v+v—ul <|Jw—2|+ v —ul| =dv,w)+ d(u,v).
Symmetrie folgt aus Definition VIL.2.11(b),

d(v,w) = [w —vl| = [[(=1)(v —w)|| = [(=D[}v — w]| = lv — w|| = d(w, v).

SchlieBlich gilt d(v, w) = 0 genau dann wenn ||w —v|| = 0, d.h. genau dann wenn
w — v = 0, siche Definition VII.2.11(c). d

VII1.2.15. BEMERKUNG. Nicht jede Norm kommt von einem inneren Produkt.

Etwa definiert

1/
]l == (Jza P + -+ |z l?) "

fiir jedes 1 < p < oo eine Norm auf R™ bzw. C", die aber nur im Fall p = 2 der
Parallelogrammgleichung geniigt. Ist I ein kompaktes Intervall, so ist

11 = ([ 1cpae)”

eine Norm auf dem Vektorraum der stetigen Funktionen, C°(7, C) bzw. C°(I,R),
die im Fall p # 2 nicht der Parallelogrammgleichung geniigt. Auch die Supre-
mumsnormen

|2lloo := maxi|za],.. s fzal} bzw. | fllo := max |£(2)]

auf C" bzw. C°(I, C) sind Normen die nicht der Parallelogrammgleichung geniigen
und daher nicht von einem inneren Produkt stammen. Ein weiteres wichtiges Bei-
spiel ist die sogenannte Operatornorm linearer Abbildungen ¢: V' — W zwischen
Euklidischen oder unitdren Vektorraumen,

()]l
]| :== sup = sup |le(v)].
ozvev V]| veV, |lv]|=1

Es lésst sich zeigen, dass im Fall dim(V) < oo dieses Supremum endlich ist
und eine Norm auf L(V, W) definiert, die i.A. nicht die Parallelogrammgleichung
erfiillt.
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VII.2.16. DEFINITION (Winkel). Ist V' ein Euklidischer Vektorraum und sind
v,w € V, v # 0 # w, dann gilt nach Proposition VII.2.9 —1 < o) 1, es

= lollllwl]
existiert daher ein eindeutiges o € [0, 7], sodass'!

B (v, w)
0s(@) = ol

Diese Zahl a wird als Winkel zwischen v und w bezeichnet.

VIL.2.17. PROPOSITION. Seien v # 0 # w zwei Vektoren eines Fuklidischen
Vektorraums und « € [0, 7] der Winkel zwischen v und w. Dann gilt:

(a) o =0, genau dann wenn X\ > 0 ezistiert, sodass w = \v.

(b) a =7/2, genau dann wenn (v,w) = 0.

(¢c) a=m, genau dann wenn \ < 0 existiert, sodass w = \v.
BEWEIS. Ist w = Av mit A € R, dann folgt A\ # 0 und

(v, w) (v, Av) v, v) A

cos(a) = = = = —.

[olllfwll Aellixell Al A
Im Fall A > 0 erhalten wir cos(a) = 1 und daher a = 0. Im Fall A < 0 erhalten
wir cos(a) = —1, also @ = 7. Seien nun v # 0 # w beliebig und o = 0 oder

a =m, d.h. cos(a) = £1. Dann gilt ’(v,w)} = ||v||||w]|, nach Proposition VII.2.9
existiert daher A € R mit w = Av. Dies zeigt (a) und (c). Behauptung (b) ist
trivial, cos(m/2) = 0. O

VII.2.18. BEMERKUNG (Cosinussatz). Sind v # 0 # w zwei Vektoren in einem
Euklidischen Vektorraum und bezeichnet o den Winkel zwischen v und w, so gilt

I

lv = wl|* = [[v]|* + [Jw]|* — 2 cos(a) o] |w]l,

siehe Aufgabe 101.

VIIL.2.19. DEFINITION (Orthogonalitét). Sei V ein Euklidischer oder unitérer
Vektorraum. Zwei Vektoren v, w € V werden orthogonal genannt, falls (v, w) = 0.
Wir schreiben in diesem Fall v L w. Ein Vektor v € V' wird normiert genannt,
falls ||v|| = 1. Unter einem Orthonormalsystem in V verstehen wir ein System
von Vektoren v; € V', i € I, sodass (v;,vj) = d;j, fiir alle ¢, j € I. Eine Orthonor-
malbasis von V ist ein Orthonormalsystem, dass eine Basis von V' bildet.

VII.2.20. BEISPIEL. Die Standardbasen von R™ und C" sind Orthonormalba-
sen beziiglich der standard inneren Produkte, siche Beispiel VII.2.4 und VIIL.2.5.
Fiir jedes 6 € R bilden die beiden Vektoren,

cos —sinf
by = (sin@) und b = ( cos 0 ) ’
eine Orthonormalbasis von R2.

UDer Cosinus schriinkt sich zu einer Bijektion cos: [0, 7] — [—1,1] ein.
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Eine Basis, B, eines endlich dimensionalen Euklidischen oder unitédren Vektor-
raums, V', ist also genau dann eine Orthonormalbasis, wenn die Matrixdarstellung
des inneren Produkts beziiglich B durch die Einheitsmatrix gegeben ist, d.h.

(v, w) = [v|[w]B, bzw. lv]]? = [v];[v]s, v,we V. (VIL.11)

Nach den Ergebnissen des vorangehenden Abschnitts besitzt jeder endlich dimen-
sionale Euklidische (Korollar VII.1.39) oder unitére (Korollar VII.1.26) Vektor-
raum daher eine Orthonormalbasis.

Ein System von Vektoren by, ...,b, in R" ist genau dann eine Orthonormal-
basis, wenn die Matrix A = (b1] - - - |b,) orthogonal ist, d.h.

A€O,={A€ My,(R): A/A=1,},

denn (A*A);; = blb; = (b;, b;). Etwa ist

cosf —sin6

sinf  cosf@ )’
fiir jedes 6 € R, eine orthogonale Matrix. Beachte, dass jedes A € O,, invertierbar
ist, A=! = A’ es gilt daher auch AA* = I,,. Im vorangehenden Abschnitt haben
wir gesehen, dass O,, eine Untergruppe von GL,,(R) bildet, sie wird die orthogona-
le Gruppe genannt, ihre Elemente werden als orthogonale Matrizen bezeichnet. Es
gilt det(A) = %1, fiir jede orthogonale Matrix A € O, vgl. Aufgabe 109. Die De-
terminante liefert einen surjektiven Gruppenhomomorphismus, det: O,, — {£1},
wobei {41} beziiglich Multiplikation als (abelsche) Gruppe aufgefasst wird. Sein
Kern,

SO, :={A €0, :det(A) = 1},

bildet eine Untergruppe von O,, die als spezielle orthogonale Gruppe bezeichnet
wird. Es ldsst sich zeigen, dass O,, und SO,, kompakte Teilmengen von M, (R)
sind, vgl. Aufgabe 108.

Analog ist ein System von Vektoren b, ..., b, in C" genau dann eine Ortho-
normalbasis, wenn die Matrix A = (by] - - - |b,) unitér ist, d.h.

A€ U, ={AE Myyn(C): A"A =1},

denn (A*A);; = bib; = (b, b;). Jedes A € U, ist invertierbar, A~! = A* es gilt
daher auch AA* = I,,. Im vorangehenden Abschnitt haben wir gesehen, dass U,
eine Untergruppe von GL,(C) bildet, sie wird die unitdre Gruppe genannt, ih-
re Elemente werden als unitire Matrizen bezeichnet. Es gilt |det(A)| = 1, fiir
jede unitdre Matrix A € U,. Die Determinante liefert einen surjektiven Grup-
penhomomorphismus, det: U, — S! := {z € C : |z| = 1}, wobei S! beziiglich
Multiplikation als (abelsche) Gruppe aufgefasst wird. Sein Kern,

SU, :={A €U, : det(A) =1},

bildet eine Untergruppe von U, die als spezielle unitire Gruppe bezeichnet wird.
Es ldsst sich zeigen, dass U, und SU, kompakte Teilmengen von M, «,(C) =
C™* = R*” gind.
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VIIL.2.21. LEMMA. Jedes Orthonormalsystem eines Euklidischen oder unitdiren
Vektorraums ist linear unabhdingig.

BEwEIs. O.B.d.A. geniigt es endliche Orthonormalsysteme zu betrachten.
Sei also vy, ..., v,, ein Orthonormalsystem in V. Weiters seien \; Skalare, sodass
AMv1 -+ A\, = 0. Fiir jedes ¢ = 1, ..., n, erhalten wir

0= <Ui7 0> = <vi7 )\lvl + -+ )\n'Un> = )\1('1)@','(]1) + -+ )\n<vi7vn> = )\iu
denn (v;,v;) = d;;, fiir alle 1 < 4,5 < n. Dies zeigt, dass vy, ...,v, linear un-

abhéngig sind. O

VIIL.2.22. PROPOSITION. Sei B = (by,...,b,) eine Orthonormalbasis eines
endlich dimensionalen Euklidischen oder unitiren Vektorraums V. Dann gilt

n <b17 U>
v = Z<bi’ v)b; bzw. [v]p = : ,
i=1 (b, v)

und daher auch

lv]l* = Z (B o)P und (v,w) =) (b o) (i w),

i=1

fiir alle v,w € V.

BEWEIS. Da B eine Basis von V bildet, existieren Skalare A\q,..., \,, sodass
v = Aby + -+ \.b,. Es folgt

(i v) = (bis 225y Ajby) = D0y Allis by) = D00, Ay = i
Die verbleibenden Behauptungen folgen aus (VIL.11). O

VIIL.2.23. SATZ (Gram-Schmidt Orthonormalisierungsverfahren). Sei V' ein
Euklidischer oder unitdrer Vektorraum und vy, ..., v, linear unabhingig in V.
Dann bilden die rekursiv definierten Vektoren

i—1

Ui — Zj:l (bj, vi)b;
i—1

HU@' - Zj:l(bj7 v;)bj

ein. Orthonormalsystem von V', das den selben Teilraum wie vy, . .., v, aufspannt.

Insbesondere ist der Nenner in (VI1.12) stets verschieden von Null. Ist vy, ..., v,
eine Basis von V', dann bildet by, ..., b, eine Orthonormalbasis von V.

bi =

<n, (VIL12)

9 — —

BEWEIS. Wir fiithren den Beweis mittels Induktion nach n. Der Induktions-

anfang, n = 1, ist trivial, denn aus vy # 0 folgt ||v1|| # 0, also ist by = Tor Wohl-

definiert, ||b;|| = 1 und (b;) = (v;). Fiir den Induktionsschritt diirfen wir nun
annehmen, dass by,...,b,_1 ein wohldefiniertes Orthonormalsystem bildet, fiir
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das (by,...,by_1) = (v1,...,v,_1) gilt. Betrachten wir b, := v, — >z (b, va)b;,
dann gilt zunéchst

<b17"' bn 17b > <b17"'7bn—17vn> - <vla"'7vn—17vn>7

wegen der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren vy, ..., v, muss daher by, =+
0 sein. Daher ist b, = ”g”” wohldefiniert und (by,...,b,) = (v1,...,v,). Nach
Konstruktion ist ||b,|| = 1 und
n—1
<bk:7bn> - <bkavn> - <b],'Un> <bk‘7b]> - <bk7vn> - <bk7vn> - 07 ]- S k < n,
=1 SN——
=0k;
also auch (bg,b,) = ”b ” L (b, b,) = 0, fiir alle 1 < k < n. O

VII.2.24. KOROLLAR. a) Jeder endlich dimensionale Euklidische oder unitdire
Vektorraum besitzt eine Orthonormalbasis.

b) Jedes Orthonormalsystem eines endlich dimensionalen Fuklidischen oder
unitaren Vektorraums kann zu einer Orthonormalbasis erweitert werden.

BEWEIS. Sei also vy,...,v; ein Orthonormalsystem in V. Wir ergénzen zu
einer Basis, vy, ..., Uk, Vki1, - . ., Uy von V und wenden darauf das Gram—Schmidt
Orthonormalisierungsverfahren an. Dies liefert eine Orthonormalbasis by, ..., b,
von V. Da vy, ..., v, ein Orthonormalsystem bildet gilt b; = v; fir i = 1,...,k,
vgl. (VII.12). Dies zeigt (b). Behauptung (a) ist ein Spezialfall (k = 0), wir haben
die Existenz von Orthonormalbasen aber bereits im vorangehenden Abschnitt
(mit dhnlichen Methoden) gezeigt, vgl. die Korollare VII.1.39 und VII.1.26. [

VI1.2.25. BEISPIEL. Betrachte den Euklidischen Vektorraum R3 mit dem stan-
dard inneren Produkt und die von den Vektoren

3 6
V1 = 4 s Vo = 8
0 7

aufgespannte Ebene W = (v1, v5) in R3. Wir wollen eine Orthonormalbasis von
W bestimmen. Mit Hilfe des Gram—Schmidt Orthonormalisierungsverfahrens er-
halten wir

3
1
-
Toul 5\
6 i 0
Z;Q:’l}g—(bl ’U2>b1: 8 2 2 = 0
7 25 0 lboll - 4

Nach Satz VII.2.23 bildet daher b, b, eine Orthonormalbasis von W.
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VI11.2.26. BEISPIEL. Betrachte den Euklidischen Vektorraum R* mit dem stan-

dard inneren Produkt und den von den Vektoren
0 1

v =

Vg = V3 =

N = O W

1 2
21 317
3 0
aufgespannten Teilraum W = (v;,vq,v3) von R*. Wir wollen eine Orthonormal-

basis von W bestimmen. Mit Hilfe des Gram—Schmidt Orthonormalisierungsver-
fahrens erhalten wir

0
b — U1 . 1 1
==
|01]] /14 | 2
3
1 0 7 ~ 7
~ 2 8 |1 11 10 2 1 10
by = vy—(b by = —— = by = — = ——__
2 V2 < 17”2) 1 3 14 ) 7 13 ) 2 ||b2|| \/@ 13
0 3 —12 —12
3 0 7 94
~ 0 8 |1 10 10 1 1 -26
bs = v3 — (b1, v3)b1 — (b2, v3)by = 1l " 1al2!| " a6 13 33| -14
2 3 —12 18
~ 94
b — by 1 —26
ST Ihsl|  ave27 | 14
18
Nach Satz VII.2.23 ist daher b1, by, b3 eine Orthonormalbasis von W.
VII1.2.27. BEISPIEL. Wir betrachten R? mit dem inneren Produkt
1 -2 1
(z,y) = 2" Ay, wobei A=1-2 5 —4]. (VIL.13)
1 —4 6

Aus dem Sylvester Kriterium folgt sofort, dass dies tatsdchlich positiv definit
ist. Wir wollen eine Orthonormalbasis von R? bestimmen und wenden dazu das
Gram—Schmidt Orthonormalisierungsverfahren auf die Standardbasis eq, €5, 3 an.

. 1
b1 - ! - O
leall ~
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denn |le;]]? = el Ae; = 1.

) 0 1 2 ; 2
b2:€2—<b1,€2>b1: 1 +210 = 1 s b2:~—2: 1 ,
0 0 0 1b=1 - \o

denn (b, es) = bt Aey = —2 und ||bo||2 = by Aby = 1.

) 0 1 2 3
bg = €3 — <b1, 63>b1 - <b2, 63>b2 = 0 - 0 + 2 1 = 2 s
1 0 0 1
~3 3
b3 = —=— = 2 5
1bs 1

denn (by,es) = biAes = 1, (by,e3) = bhAes = —2 und ||bs|®> = bLAbs = 1.
Nach Satz VII.2.23 ist daher by, bo, b3 eine Orthonormalbasis von R3 beziiglich
des inneren Produkts (VII.13).

VII.2.28. KOROLLAR (QR-Zerlegung).

a) Jede invertierbare Matriz A € GL,(R) ldsst sich auf eindeutige Weise in
der Form A = QR schreiben, wobei Q) € O,, und R € M, »,(R) eine (invertierba-
re) obere Dreiecksmatriz mit positiven Diagonaleintrdgen ist.

b) Jede invertierbare Matrix A € GL,(C) ldsst sich auf eindeutige Weise in
der Form A = QR schreiben, wobei Q) € U,, und R € M, «,(C) eine (invertierba-
re) obere Dreiecksmatriz mit positiven (reellen) Diagonaleintrigen ist.

BEWEIS. Wir zeigen nur (b), der erste Teil ldsst sich vollig analog bewei-
sen. Da die Matrix A = (vy| - - - |v,) invertierbar ist, bilden ihre Spalten vy, ..., v,
eine Basis von C". Wenden wir darauf das Gram—Schmidt Orthonormalisierungs-
verfahren an, erhalten wir eine Orthonormalbasis by, ..., b, von C" und Skalare
r14, -, Ty € C, sodass

Vi = Tlibl + -+ T’sz und Tii > O, (VIIl4)
fiir alle i = 1,...,n, siehe (VIL.12). Die Matrix @ := (by] - - -|b,) ist unitér, denn
(Q*Q)Z] = b;kb] = <bl, bj> = 5ij7 also Q*Q = [n Offensichtlich ist

i1 - Tin
R=
Tnn

eine obere Dreiecksmatrix mit positiven reellen Diagonaleintriagen. Die Gleichun-
gen (VIL.14) besagen gerade A = QR.

Um die Eindeutigkeit der Darstellung einzusehen, seien nun ()1, Q)2 € U, und
Ry, Ry zwei obere Dreiecksmatrizen mit positiven reellen Diagonaleintrigen mit

Q1R = Q2.
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Es gilt daher
R=Q,

wobei Q = (Q2)"'Q; € U, und R := Ry(R;)"! eine obere Dreiecksmatrix mit
positiven reellen Diagonaleintrigen ist.'> Daraus erhalten wir R*R = Q*Q = I,,,
also R* = R™!. Beachte, dass R* eine untere Dreiecksmatrix ist und R~! eine
obere Dreiecksmatrix ist. Aus der vorangehenden Gleichheit schlieen wir, dass
R eine Diagonalmatrix sein muss. Aus R*R = I,, folgt, dass alle Diagonaleintrige
Absolutbetrag 1 haben. Da sie alle positiv und reell sind muss R = I,, gelten,
d.h. Ry = R,. Somit auch @) = I, und 1 = Q>. O

VII.2.29. BEISPIEL. Wir wollen die QR-Zerlegung der Matrix

011 2
000 1
A:213—1
003 1

bestimmen. Wir wenden also das Gram—Schmidt Orthonormalisierungsverfahren
auf die Basis

0 1 1 2
10 0 10 1
U1 = 2 ) Uy = 1 ) V3 = 3 ) Vg4 = _1
0 0 3 1
an und erhalten:

0 1
b — U 0 by — v — (b1, v2)by _ 0
P L 27 Jloa — (b1, va)bi | 0
0 0

0

b — v3 — (b1, v3)b1 — (b2, v3)by _ 0

° ||U3 - <51,U3>bl - <b2,v3>b2|| 0

1
0
by = vy — (b1, v4)b1 — (ba, va)by — (b3, v4)bs3 _ 1
HU4 - <b1,U4>bl - (527U4>bz - <b3,U4>b3H 8

2Die Menge der reellen bzw. komplexen oberen Dreiecksmatrizen mit positiven Diagonal-
eintrégen bildet eine Untergruppe von GL,(R) bzw. GL,,(C), vgl. Aufgabe 112.
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Somit ist A = QR wobei

01 00 21 3 -1
B oo o1 o o112
0010 00 0 1

VII.2.30. DEFINITION (Orthogonales Komplement). Sei V' ein Euklidischer
oder unitédrer Vektorraum und X C V eine Teilmenge. Unter dem orthogonalen
Komplement von X verstehen wir den Teilraum

Xt ={veV } Ve e X : (z,0) =0} = ﬂ ker ((z, —)).

zeX

VII.2.31. LEMMA. Sei V' ein Euklidischer oder unitirer Vektorraum. Weiters
seien X, Y, Xy, Xo Teilmengen und W, Wy, Wy Teilrdume von V. Dann gilt:

(a) {0} =V.

(b) X C X+t

(c) X CY dann Y+ C Xt
(d) (X, UXo)t = X{nXy.
(e) (X)+ =X+

(f) Wnw+={0}.

(9) (Wi + Wy)t =Wi-n Wit

BEWEIS. Die erste Aussage (a) ist trivial. Behauptung (b) folgt sofort aus:
(r,v) =0« (v,z) = 0. Die Aussagen (c) und (d) sind trivial. Ad (e): Die eine
Inklusion, (X)+ C X1/ folgt aus (c), denn X C (X). Um auch die umgekehrte
Inklusion, X+ C (X)* einzusehen, sei v € X+ und w € (X). Es existieren
daher z; € X und Skalare \;, sodass w = A\jv1 + - - - + \,x,,. Mit der Bilinearitit
des inneren Produkts erhalten wir (v,w) = A\j(v, 1) + -+ + A\ (v, 2,) = 0, da
ja (v,x;) = 0. Dies zeigt v € (X)*, fiir jedes v € X+, also X+ C (X)+. Ad
(f): Fiir v € W N W+ gilt (v,v) = 0 und daher v = 0. Behauptung (g) ist eine
Konsequenz von (d) und (e), denn Wi+ Wy = (W;UW,) und daher (W +Ws)+ =
(WL UWo)t = (W UWy)t =W nwit. O

VII1.2.32. SATZ (Orthogonalprojektion). Ist V' ein FEuklidischer oder unitdrer
Vektorraum und W ein endlich dimensionaler Teilraum von V', dann gilt

V=waewh (VIL15)
Der mit dieser Zerlegung assozierte Projektor, p: V- — W, wird Orthogonalpro-
jektion auf W genannt. Ist by, ..., by eine Orthonormalbasis von W, so gilt

p(v) => (bi,v)b,  veEV (VIL.16)

i=1
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Fiir jedes v € V st p(v) der eindeutig bestimmte Punkt in W mit kleinstem
Abstand zu v, d.h. es gilt

d(p(v),v) < d(w,v),
fir jedes w € W, und Gleichheit tritt nur dann ein, wenn w = p(v). Der Punkt

p(v) € W mit kleinstem Abstand zu v ist daher durch v — p(v) € W+ eindeutig
charakterisiert.

BEWEIS. Sei by, ..., b, eine Orthonormalbasis von W, vgl. Korollar VII.2.24.
Fiir die durch (VII.16) definierte lineare Abbildung p: V' — W gilt ply = idyw,
siehe Proposition VII1.2.22; also ist p ist ein Projektor mit img(p) = W. Fiir seinen
Kern erhalten wir aus der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren by, ..., by,

k
ker(p) = [0 = {b1, ... b} = (br,... o) =W,
=1

vgl. Lemma VII.2.31(e). Dies zeigt (VIL.15) und (VII.16), vgl. Proposition I1.5.8.
Nach dem Satz von Pythagoras, siehe Proposition VII.2.8, gilt fiir jedes w € W,
lv = wl* = [lv = p(v) + p(v) = w]* = v = p(V)|* + [[p(v) = wl* = [Jv = p(v)

denn v—p(v) € ker(p) = W und p(v)—w € W, also (v—p(v), p(v)—w) = 0. Dies
zeigt d(w,v) > d(p(v), v). Gleichheit kann nur dann eintreten, wenn ||p(v)—wl|* =
0, d.h. w = p(v) gilt. O

I,

VII.2.33. KOROLLAR. Ist V' ein endlich dimensionaler Euklidischer oder uni-
tarer Vektorraum dann gilt fiir jeden Teilraum W von V :
(a) dim(W+) = dim(V) — dim(W).
(b)) Wt =Ww.
(c) Wt={0} =W =V.
(d) (Wi N Wo)t = Wit + Wik, fiir je zwei Teilrdume Wy und Wy von V.

BeEwEIS. Behauptung (a) folgt aus (VII.15) und einer bekannten Dimensions-
formel. Daraus erhalten wir auch dim(W=+) = dim(W), also (b), daja W C W+
nach Lemma VII.2.31(b). Behauptung (c) folgt dann aus {0}* = V, siche Lem-
ma VI[.2.31(a). Aus Lemma VII.2.31(g) erhalten wir

(Wt +WHt =witnwit =w, n g,

und daher (W, N Wy)t = (Wit + WiH)t = Wit + Wi, womit auch (d) gezeigt
ware. U

Ist W ein endlich dimensionaler Teilraum eines Fuklidischen oder unitaren
Vektorraums V', und ist v € V', dann wird

d(v, W) := lrvréivr&d(v,w) =d(v,p(v)) = |lv — p(v)| = Hv - Z(bi,wbi

i=
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der Abstand von v zum Teilraum W genannt. Dabei bezeichnet p: V- — W die
Orthogonalprojektion aus Satz VII.2.32 und by, ..., by ist eine beliebige Ortho-
normalbasis von . Offensichtlich gilt d(v, W) = 0 genau dann, wenn v € W.

VII.2.34. BEISPIEL. Wir wollen die Orthogonalprojektion auf den Teilraum

von R? bestimmen, wobei R?® mit dem standard inneren Produkt versehen sei.
Wir bestimmen zunéchst eine Orthonormalbasis von W in dem wir das Gram—
Schmidt Orthonormalisierungsverfahren auf die beiden Vektoren

3 3
vy=13 und v =1 7
6

anwenden. Dies liefert

0 1 (3 1 (1
by = =—|3]l=—|1],
1] o4 6 \/6 2
~ 3 6 1 2 1
bQZ’UQ— <b1,’02>b1: 7 — = 1 = 6 =2 s
—9) 619 4 9
= 1
1
LSS S
|02 ]] 14\ _9

Somit ist by, by eine Orthonormalbasis von W, die Orthogonalprojektion auf W
ist daher

1/v6 1/V/14

p(v) = (b1, v)by + (by,v)by = BB'v, wobei B = (bi|by) = |1/v/6 3//14
2/76 —2/1d

Beziiglich der Standardbasis £ von R3 gilt daher
10 16 8

pler=BB'= 5 (16 34 —d
8 —4 40
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VII.3. Normale und selbstadjungierte Operatoren.
VIL.3.1. LEMMA. Sei V' ein FEuklidischer oder unitirer Vektorraum. Dann
definiert
bV = V7, b(v) == (v, —), (VIL.17)
eine injektive reell lineare Abbildung, die im unitiren Fall dariber hinaus komplex
anti-linear ist, d.h. b(Av) = A (v). Ist V' endlich dimensional, dann ist (VII.17)

ein reell linearer Isomorphismus, insbesondere existiert zu jedem o € V* ein
eindeutiger Vektor a € V', sodass b(a) = «, d.h. {a,v) = a(v), fir allev e V.

BEwEIS. Da das innere Produkt linear in der zweiten Eintragung ist, ist
(VIL.17) wohldefiniert. Die reelle Linearitét von b folgt daraus, dass das inne-
re Produkt reell linear in der ersten Eintragung ist. Es gilt ker(b) = {0}, denn
aus b(v) = 0 folgt 0 = b(v)(v) = (v,v) = ||v]|* also v = 0. Dies zeigt, dass b eine
injektive Abbildung ist. Im endlich dimensionalen Fall gilt dimg (V') = dimg(V*),
nach Korollar IV.2.11 ist b in diesem Fall also auch surjektiv. O

VIIL.3.2. PROPOSITION (Adjungierte Abbildung). Sei ¢: V — W eine linea-
re Abbildung zwischen endlich dimensionalen Fuklidischen oder unitiren Vek-
torrdumen. Dann existiert eine eindeutige lineare Abbildung ¢*: W — V| sodass

(" (w),v) = (w, p(v)), (VIIL.18)
fiir alle v € V und w € W. Diese Abbildung p* wird als die zu @ adjungierte
Abbildung bezeichnet, sie macht folgendes Diagramm kommutativ:

W—=V
bwlg glbv d.h. es gilt by 0 " = ¢! o by,
W — v

wobei by und by, die (komplex antilinearen) Isomorphismen aus Lemma VII.3.1
und o' W* — V* die duale Abbildung aus Proposition II1.4.3 bezeichnen. Fiir
jede weitere lineare Abbildung »: W — U gilt

™ = o, (o) = o und id}, = idy .
Fir zwei lineare Abbildungen o1, po: V- — W und jeden Skalar X\ haben wir
(o1t @) =i +¢3  und ()" = o™
Sind B und C'" Orthonormalbasen von V' bzw. W, dann gilt
[¢]Be = [#lop- (VIL19)
SchliefSlich st

ker(¢*) = img(¢)* und img(¢*) = ker(p)*. (VII.20)
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BEweEeis. Fiir alle v € V und w € W gilt

(" (w), v) = by (" (w))(v)

und

(w, p(v)) = bw (w)(p(v))
Die Bedingung (VII.18) ist daher zu
by 0 * = ' o by
dquivalent. Somit wird durch ¢* := by;' 0t oby eine Abbildung W — V definiert,

die (VIL.18) geniigt, und diese ist dadurch eindeutig bestimmt. Als Komposition
reell linearer Abbildungen ist ¢* reell linear. Im unitaren Fall gilt weiters

" (M) = by (¢ w (W) = by (" (Mow (v)))
=y (A" b (v))) = Aoy (¢ b (v))) = Ap™ (v),
d.h. ¢*: W — V ist auch komplex linear. Aus (VIL.18) erhalten wir (o*(w), v) =
(w, p(v)), es gilt daher auch
(v, " (w)) = {p(v),w), veV,weW. (VIL.21)
Somit (¢**(v),w) = (p(v),w), fur alle v € V und w € W, also ¢** = ¢. Die
Gleichung id}‘/ = idy ist trivial. Aus
(o) (w),v) = P)(v)) = (w,d(p(v)))
- <w*<w>, o)) = (" (0 (), v) = (6" 0 ¥") (w), v),
erhalten wir (1) o p)* = ¢* o ¢*. Analog folgt aus

((p1+ p2)"(w), v) = (W, (o1 + 92)(v)) = (w, P1(v) + P2(v))
= (w, @1( )> (W, pa(v)) = (T (w), v) + {P3(w), v)
= (] (w) + @5 (w U> <<P1+S02)( ), >
die Gleichung (1 + ¢2)* = ¢} + 5. Fiir jeden Skalar A gilt

((A@)"(w),v) = (w, (Ap)(v)) = (w, Ap(v))
= Mw, p(v)) = Me*(w),v) = (A" (w), v) = (Ag") (w),v)
also (A\p)* = A¢*. Sind B = (by,...,b,) und C = (cy,...,¢,) Orthonormalbasen
von V bzw. W, dann gilt,

p(bi) =D (b)), also  ([elen),, = (¢ p(b),
j=1
siehe Proposition VII.2.22. Analog haben wir

n

P () =Y (b (b, also ([¢]se),; = (b ().

i=1

(' ow (w))) (v).
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Es gilt daher
([P ]Be),; = (bis @™ (c5)) = (07 (e5), bi) = (5. (b)) = ([¥lom)si = ([Ples),;

also [¢*]pe = [¢lég. Fir jedes w € W gilt:

w € ker(¢*) & ¢"(w) =0

SYoeV:(p'(w),v)=0
SYveV:(wepw)=0
< Yu € img(p) : (

) (w,u) =0
& w e img(p)*

und somit ker(¢*) = img(p)+. Wenden wir dies auf ¢* an, erhalten wir

ker(¢) = ker(¢*) = img(¢*)*,

und daher auch ker(¢)t = img(p*)t+ = img(¢*), nach Korollar VIL.2.33(b). [

VIIL.3.3. DEFINITION (Selbstadjungierte Abbildungen). Eine lineare Abbil-
dung ¢: V. — V auf einem endlich dimensionalen Euklidischen oder unitédren
Vektorraum V' wird selbstadjungiert genannt, falls ¢* = ¢ gilt, d.h. wenn

(p(v),w) = (v, p(w)), fiir alle v,w € V.

Im Euklidischen Fall werden selbstadjungierte Abbildungen auch als symmetri-
sche Abbildungen bezeichnet.

Eine lineare Abbildung ¢: V' — V auf einem endlich dimensionalen unitéren
Vektorraum V' ist genau dann selbstadjungiert, wenn ihre Matrixdarstellung,
[¢] BB, beziiglich einer (und dann jeder) Orthonormalbasis B von V' selbstadjun-
giert ist, d.h. wenn [¢|55 = [¢]sp gilt. Dies folgt sofort aus (VII.19). Inbesondere
ist eine Matrix A € M, «,,(C) genau dann selbstadjungiert, d.h. A* = A, wenn die
lineare Abbildung C" — C", x — Ax, beziiglich dem standard inneren Produkt
auf C" selbstadjungiert ist, denn die Standardbasis ist eine Orthonormalbasis. Die
Menge der selbstadjungierten Abbildungen V' — V bildet einen reellen aber kei-
nen komplexen Teilraum von L(V, V). Die Komposition (nicht kommutierender)
selbstadjungierter Abbildungen wird i.A. nicht selbstadjungiert sein.

Eine lineare Abbildung ¢: V' — V auf einem endlich dimensionalen Eukli-
dischen Vektorraum V' ist genau dann symmetrisch, wenn ihre Matrixdarstel-
lung, [¢]|pp, beziiglich einer (und dann jeder) Orthonormalbasis B von V' sym-
metrisch ist, d.h. wenn [¢]5 = [p]sp gilt, siehe (VIL.19). Inbesondere ist ei-
ne Matrix A € M, ,(R) genau dann symmetrisch, wenn die lineare Abbildung
R™ — R"™, x — Ax, beziiglich dem standard inneren Produkt auf R"” symmetrisch
ist. Die Menge der symmetrischen Abbildungen V' — V bildet einen Teilraum von
L(V,V). Die Komposition (nicht kommutierender) symmetrischer Abbildungen
wird i.A. nicht symmetrisch sein.
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VIIL.3.4. BEISPIEL. Ist ¢: V — V eine beliebige lineare Abbildung auf einem
Euklidischen oder unitdaren Vektorraum V', so ist ¢p*: V — V selbstadjungiert,
denn aus den Rechenregeln in Proposition VII.3.2 folgt (pp*)* = @™ ¢* = pe*.

VII.3.5. BEISPIEL. Sei ¢: V — V eine beliebige lineare Abbildung auf ei-
nem Euklidischen oder unitédren Vektorraum V. Dann ist %(cp +¢):V >V

selbsadjungiert, denn mit den Rechenregeln aus Proposition VII.3.2 erhalten wir:

Gle+¢") = 3(p+¢") = 30" + ™) = 3(¢" +¢) = 30+ ¢").
Offensichtlich ist

p=3lp+¢)+35(0—9),

fiir die lineare Abbildung 3(¢ — ¢*): V — V gilt

(3o =) =3 —¢") = 3(0" = ¢™) = 5(¢" — ¢) = —3(0 — ¥").
Lineare Abbildungen v¢: V' — V. fiir die ¢¥* = —1 gilt, werden anti-selbstad-
jungiert oder schiefsymmetrisch genannt. Jede lineare Abbildung ¢: V — V
lasst sich daher (in eindeutiger Weise) als Summe einer selbstadjungierten und
einer anti-selbstadjungierten linearen Abbildung schreiben. Die Abbildung ¢ +—
%(cp+cp*) ist eine reell lineare Projektion auf den Teilraum der selbstadjungierten
linearen Abbildungen, und ¢ — 3(¢ — ¢*) ist die komplementére (reell lineare)
Projektion auf den Teilraum der anti-selbstadjungierten linearen Abbildungen.

* *

VIIL.3.6. BEISPIEL. Ist W ein Teilraum eines endlich dimensionalen Euklidi-
schen oder unitdaren Vektorraums V', dann ist die Orthogonalprojektion, p: V' —
W C V, siehe Satz VII.2.32, selbstadjungiert. Um dies einzusehen, sei by, ..., b
eine Orthonormalbasis von W = img(p) und by, ..., b, eine Orthonormalbasis
von ker(p) = W+. Es ist dann B = (by, ..., b,) eine Orthonormalbasis von V, fiir
die [plps = (% 3) gilt. Somit ist [p]ps = [p|}5 und p also selbstadjungiert. Auch
die Spiegelung an W lings W+,

o: V=V, o =2p—idy,

ist selbstadjungiert, denn o* = (2p—idy)* = 2p*—idj, = 2p—idy = o. Alternativ
lasst sich dies auch an der Matrixdarstellung von o ablesen, denn beziiglich der

Orthonormalbasis B oben gilt [0]pp = (I(;“ _ Irosz ), also [o]55 = [0]BB-

VIL.3.7. LEMMA. Sei @: V — V eine selbstadjungierte lineare Abbildung auf
einem endlich dimensionalen unitiren Vektorraum, ¢* = . Dann sind alle Ei-
genwerte von ¢ reell.

BEWEIS. Sei also 0 # v € V ein Eigenvektor zum Eigenwert A € C, d.h.
¢(v) = Av. Dann gilt
Al = Mo, v) = (v, o) = (v, (v))
= (¢"(v), ) = {p(v),v) = (M, v) = Mo, v) = Aljv]]?,
also A = ), da ja ||v]|? # 0. Dies ziegt, dass \ reell ist. O
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VII.3.8. DEFINITION (Normale Abbildungen). Sei V' ein endlich dimensionaler
Euklidischer oder unitiarer Vektorraum. Eine lineare Abbildung ¢: V' — V wird
normal genannt, wenn @*p = pp*.

Offensichtlich ist jede selbstadjungierte Abbildung normal. Auch jede anti-
selbstadjungierte lineare Abbildung ist normal. Die Summe oder das Produkt
zweier (nicht kommutierender) normaler Abbildungen wird i.A. nicht normal sein.

VIL.3.9. LEMMA. Fiir eine lineare Abbildung ¢: V — V auf einem endlich
dimensionalen Euklidischen oder unitiren Vektorraum sind folgende Aussagen
aquivalent:

(a) @ ist normal, d.h. o*p = pp*.
(b) (p(v), p(w)) = (¢*(v), " (w)), fir alle v,w € V.

(c) o) = lle* ()|, fiir alle v e V.
(d) Es gilt [o|55(0)lss = [¢lBBlP]SE, fir eine (und dann jede) Orthonormalbasis

B von V.

BewEIS. Die Aquivalenz (a)<(b) folgt aus

((p*@)(v), w) = (¢™(p(v)), w) = (p(v), p(w))
und
(™) (v), w) = {p(*(v)), w) = (&"(v), p"(w)),

vgl. (VIL.18) und (VII.21). Die Aquivalenz (b)<(c) folgt aus der Polarisierungs-
identitét, siehe Proposition VII.1.53 bzw. VIL.1.22, denn (p(v), p(w)) ist eine
Hermitesche (symmetrische) Form auf V' mit assoziierter quadratischer Form
lo(v)|I?, und (p*(v), ¢*(w)) ist eine Hermitesche (symmetrische) Form auf V'
mit assoziierter quadratischer Form ||¢*(v)||?. Die Aquivalenz (a)<(d) folgt aus

" vlee = [¢*|BBlYIBE = [PBEIP]BE
und

lee*sB = []BBlP BB = [P]BB[#]BE:
vgl. Proposition VII.3.2. O

VIIL.3.10. LEMMA. Sei V' ein endlich dimensionaler Fuklidischer oder unitdirer

Vektorraum und @: V' — V normal, d.h. p*¢ = @p*. Dann gilt:

(a) ker(p) = ker(¢").

(b) Ist 0 # v € V' FEigenvektor zum FEigenwert X\ von ¢, dann ist v auch Eigen-
vektor von ¢* mit Eigenwert \. Es gilt daher EY = E}f*

(c) Sind X # p zwei verschiedene Eigenwerte von @, dann stehen die entspre-
chenden FEigenrdume orthogonal aufeinander, Ex L E,, d.h. fir alle v € E)
und w € E, gilt (v,w) =0.

BEWEIS. Aus Lemma VII.3.9(c) erhalten wir sofort (a). Um (b) einzusehen,
beobachten wir zunédchst, dass auch ¢ — Aidy: V' — V eine normale Abbildung
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ist, denn Aidy ist normal und kommutiert mit ¢, mit den Rechenregeln aus
Proposition VII.3.2 folgt daher:

(o = Aidv) (= Aidv) = ¢ — (Midy) e — *(Midy) + (Aidy)*(Aidy)
=" —p(Aidy)" — (Aidy)e" + (Aidy)(Aidy)*
= (p— Aidy) (¢ — Aidy) "

Aus (a) erhalten wir nun
EY =ker(p — Aidy) = ker((¢ — Aidy)*) = ker(p* — Aidy) = E}\O*,

und daher (b). Um (c) einzusehen, seien nun A\ # p zwei verschiedene Eigenwerte
von . Weiters seien v € E) und w € E,,, d.h. ¢(v) = v und ¢(w) = pw. Nach
(b) gilt daher auch ¢*(v) = Av. Wir erhalten somit

(v, w) = (v, ) = (v, p(w)) = (" (v),w) = Ao, w) = Mo, w) = Ao, w),
folglich (11 — A) (v, w) = 0 und daher (v,w) =0, da ja u — X # 0. O

VIL.3.11. SATZ (Spektralsatz fiir normale Operatoren). Sei V' ein endlich di-
mensionaler unitirer Vektorraum. Fine lineare Abbildung ¢: V — V ist genau
dann normal, wenn eine Orthonormalbasis B von V' ezistiert, sodass [p|pp Dia-
gonalgestalt hat.

BEWEIS. Sei zunéchst B eine Orthonormalbasis von V| sodass [p]gp Dia-
gonalgestalt hat. Dann gilt offensichtlich [p]55lples = [¢]BB|P]EE, Nach Lem-
ma VIIL.3.9 ist ¢ daher normal.

Sei nun umgekehrt ¢: V' — V eine normale lineare Abbildung, d.h. ¢p*p =
w*. Wir werden nun mittels Induktion nach dim(V') zeigen, dass eine Ortho-
normalbasis B von V existiert beziiglich der [p]pp Diagonalgestalt hat. Der
Induktionsanfang, dim(V) = 0 ist trivial. Fir den Induktionsschritt sei nun
dim(V') > 1. Da C algebraisch abgeschlossen ist, existiert ein Eigenwert A € C
von . Offensichtlich ist der Eigenraum F) invariant unter ¢, d.h. ¢(E)) C Ej.
Da ¢ mit ¢* kommutiert, ist E) aber auch unter ¢* invariant, denn fiir je-
des v € E) gilt p(p*(v)) = ¢*(p)) = ¢*(A) = Ap*(v), also p*(v) € E)
und somit ¢*(E)) C F). Daraus folgt nun, dass auch das orthogonale Kom-
plement, Ej-, invariant unter ¢ und ¢* ist: fiir alle w € Ey und v € E) gilt
nimlich (¢*(w),v) = (w, p(v)) = 0 da p(v) € Ej, also ¢*(w) € Ey und daher
©*(Ey) C Ey; analog haben wir (v, p(w)) = (p*(v),w) = 0 da ¢*(v) € E), also
¢(w) € B und daher auch o(Ey) C Ey. Somit ist

V =FE\® Ey

eine unter  und ¢* invariante orthogonale Zerlegung, vgl. Satz VII1.2.32. Fiir die
Adjungierte der Einschriankung, ¢ B Ey — Ei, erhalten wir daraus ol =
A

©*| Ei Insbesondere ist auch | By Ei — E5 eine normale Abbildung,

Plpreler = @' lpreley = (@ 0)lsr = (pe)pr = le@'lpyr = lprelp -
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Nach Induktionsvoraussetzung existiert daher eine Orthonormalbasis B” von Ejy-,
sodass [¢|pL]prpr Diagonalgestalt hat, denn dim(Ey) = dim(V) — dim(E)) <
dim(V"), siehe Korollar VII.2.33(a). Bezeichnet B’ eine beliebige Orthonormalba-
sis von Ej, so gilt [¢|g, | = Ak, wobel k = dim(E)), denn ¢|g, = Aidg,.
Folglich ist B = B’ U B” eine Orthonormalbasis von V', und

[o]BB = CNEE 0 _ (L 0
e 0 [oles BB 0 [olpt]prpr

hat Diagonalgestalt. O

VII.3.12. KOROLLAR (Spektralzerlegung). Sei p: V' — V eine normale Ab-
bildung auf einem endlich dimensionalen unitiren Vektorraum V. Dann ist
diagonalisierbar und Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten stehen orthogo-
nal aufeinander. Bezeichnen Ay, ..., \x die Figenwerte von @, dann zerfdllt V' in
eine orthogonale direkte Summe der Eigenrdume,

V=E,® - ®E,,

und es gilt
o= Mmoo+ AT,

wobei m;: V' — Ey, CV die Orthogonalprojektion auf den Eigenraum zum Eigen-
wert \; bezeichnet. Diese Projektionen geniigen den Relationen:

. % 2 . .
dy=m+---+m, =n =m=mn;, mrn=0=mm, %]

Insbesondere gilt dies alles fiir selbstadjungierte p, in diesem Fall sind dariiber
hinaus alle Eigenwerte reell.

BeEwEIS. Dies folgt sofort aus Satz VII.3.11, siehe auch Lemma VII.3.10(c),
Satz VI.1.18, Proposition VI.1.16(e), Aufgabe 115 und Lemma VII.3.7. O

Fir Matrizen erhalten wir daraus:

VIIL.3.13. KOROLLAR. Sei A € M, x,(C) eine normale Matriz, d.h. A*A =
AA*. Dann existiert eine unitire Matriz U € U, sodass U 'AU = U*AU Dia-
gonalgestalt hat. Insbesondere sind normale Matrizen diagonalisierbar und FEi-
genrdume zu verschiedemen FEigenwerten stehen orthogonal aufeinander. Ist A
selbstadjungiert, dann sind dariber hinaus alle Eigenwerte von A, und auch die
Eintrige der Diagonalmatriz U=*AU, reell.

BEWEIS. Betrachte C" mit dem standard inneren Produkt, (z,y) = x*y.
Nach Lemma VII.3.9 ist ¢: C* — C", p(z) := Az, eine normale Abbildung.
Nach Satz VIL.3.11 existiert daher eine Orthonormalbasis B = (by,...,b,) von
C", sodass [¢|gp eine Diagonalmatrix ist. Die unitdre Matrix U := (by|---|by)
hat daher die gewiinschte Eigenschaft. Bezeichnet ndmlich E die Standardbasis
SO gllt [SO]E'E‘ = A, U= TE’B und U_lAU = TEij_lg[(p]EETEB = [@]BB- ]
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VIL.3.14. SATZ (Spektralsatz fiir symmetrische Operatoren). Sei V' ein end-
lich dimensionaler FEuklidischer Vektorraum. Eine lineare Abildung p: V — V ist
genau dann selbstadjungiert (symmetrisch) wenn eine Orthonormalbasis B von
V' existiert, sodass [p]pp Diagonalgestalt hat.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass jede symmetrische Abbildung ¢: V — V
einen (reellen) Eigenwert besitzt. Sei dazu B eine Orthonormalbasis von V. Dann
ist A= [plpp € Myxn(R) eine symmetrische Matrix, A" = A. Fassen wir A als
komplexe Matrix auf, A € M,«,(C), so gilt A* = A. Nach Korollar VII.3.13
besitzt A daher einen reellen Eigenwert, also hat auch ¢: V' — V einen re-
ellen Eigenwert. Damit ldsst sich der Satz nun vollig analog zum Beweis von
Satz VII.3.11 zeigen. O

VIIL.3.15. KOROLLAR (Spektralzerlegung). Sei ¢: V — V eine selbstadjun-
gierte (symmetrische) Abbildung auf einem endlich dimensionalen FEuklidischen
Vektorraum V. Dann ist ¢ diagonalisierbar und FEigenrdume zu verschiedenen
Figenwerten stehen orthogonal aufeinander. Bezeichnen Ay, ...,y die (reellen)
Eigenwerte von o, dann zerfdllt V' in eine orthogonale direkte Summe der Fi-
genraume,

V=E,®  ®E\,
und es gilt
o =Mm+ o+ AT,

wobei m;: V' — Ey, CV die Orthogonalprojektion auf den Eigenraum zum Eigen-
wert \; bezeichnet. Diese Projektionen geniigen den Relationen:

. 2 . .
dy=m+---+m, 7w =m=mn;, mr=0=mm, %]

VIL.3.16. KOROLLAR. Sei A € M,«,(R) symmetrisch, d.h. A* = A. Dann
existiert eine orthogonale Matriz U € O, sodass U YAU = U'AU Diagonalge-
stalt hat. Insbesondere sind reelle symmetrische Matrizen stets diagonalisierbar
und Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten stehen orthogonal aufeinander.

VII.3.17. BEISPIEL. Die symmetrische reelle Matrix

A=

[ —)

11
0 1
10
hat charakteristisches Polynom p = det(A—z13) = —23+32+2 = —(2+1)?(2—2).

Nach Korollar VII.3.16 existiert daher eine orthogonale Matrix U € Oz, sodass

~1
UTTAU = U'AU = —1 : (VIL.22)
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Wir wollen nun eine solche Matrix U bestimmen. Fiir die Eigenrdume erhalten
wir zunéchst

1 11 1 0
E i =ker(A+1I3)=ker (1 1 1| =((-1|,( 1 |)
1 11 0 -1
und
-2 1 1 1
Ey=ker(A—2;)=ker | 1 -2 1 | =(|1]).
1 1 =2 1

Durch Anwenden des Gram-Schmidt Orthonormalisierungsverfahrens erhalten
wir Orthonormalbasen der Eigenrdume,

1/v/2 1//6 1/v/3
Eq=(-1/v2|.[ 1/v6 |) und Ey={(|1/V3]).
0 —2//6 1/v/3
Folglich ist
1/vV2  1/V/6 1/V3
U=|-1/vV2 1/V/6 1/V3
0 —2/v/6 1/V/3

eine orthogonale Matrix, die (VII.22) eriillt.

VII.3.18. BEISPIEL. Normale reelle Matrizen sind i.A. nicht diagonalisierbar.
Etwa ist die reelle Matrix
cosf —sind
(sin 6 cosf )

normal aber nicht selbstadjungiert, § € R\ nZ. Da ihre Eigenwerte, cos @ £isin 6,
nicht reell sind kann sie iiber R nicht diagonalisierbar sein.

VII.4. Isometrien. [sometrien sind Léngen und Winkel bewahrende lineare

Abbildungen.

VIL.4.1. DEFINITION (Isometrien). Eine lineare Abbildung zwischen Euklidi-
schen oder unitdren Vektorrdumen, ¢: V' — W, wird Isometrie genannt, falls

<S0('U1)7 SO('UQ» = <Ulv vQ)a
fiir alle v, vy € V.

Offensichtlich ist die Komposition von Isometrien wieder eine Isometrie. Be-
achte auch, dass Isometrien stets injektiv sind, denn aus ¢(v) = 0 folgt 0 =

(e(v), p(v)) = (v,v) = [Jv|]?, also v = 0.
VII.4.2. LEMMA. Fir eine lineare Abbildung ¢: V — W zwischen endlich

dimensionalen Euklidischen oder unitiren Vektorrdumen sind folgende Aussagen
dquivalent:

(a) ¢ ist eine Isometrie.
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(b) o*o =idy.

(c) ()l = llvll, fir allev e V.

(d) Fiir eine (und dann jede) Orthonormalbasis by, ..., b, von V bilden die Vek-
toren o(by), ..., ¢(b,) ein Orthonormalsystem in W.

Ist dim(V') = dim(W), so sind diese Bedingungen auch zu folgender dquivalent:
(e) pp* = idw.

BEWEIS. Aus (p(v1), 0(v2)) = {(¢*@)(v1),vs) erhalten wir sofort die Aqui-
valenz (a)<(b). Aus der Polarisierungsidentitiit folgt die Aquivalenz (a)<(c),
denn (p(v1), p(vq)) ist eine Hermitesche/symmetrische Form auf V' mit assoziier-
ter quadratischer Form ||(v)||?, und (v;,v,) ist eine Hermitesche/symmetrische
Form auf V' mit assoziierter quadratischer Form ||v||?. Die Implikation (a)=(d)
ist offensichtlich. Um auch (d)=-(b) einzusehen, sei nun B = (by,...,b,) eine
Orthonormalbasis von V| sodass C' = (¢(by), ..., ¢(b,)) ein Orthonormalsystem
in W bildet. Ergéinzen wir C' zu einer Orthonormalbasis C' von W, dann gilt also
l¢les = (). Wir erhalten

o eles = [¢]scleles = [PlEsleles = (1,]0) (%) = I, = [idv|gs,

also p*¢ = idy. Damit ist die Aquivalenz der ersten vier Aussagen gezeigt.

Sei nun dim (V) = dim(W) und ¢: V' — W eine Isometrie. Da Isometrien
stets injektiv sind, folgt aus Dimensionsgriinden, dass ¢ ein Isomorphismus mit
Inverser ¢! = ¢* ist. Es gilt daher auch pp* = pp~! = idy. Dies zeigt die
Implikation (a)=-(e). Analog folgt aus pp* = idy zunichst ! = ¢* und dann
©*p = p lp = idy. Damit ist auch (e)=-(b) gezeigt. O

Nach dem vorangehenden Lemma bildet die Menge der Isometrien eines end-
lich dimensionalen unitdren Vektorraums V,

UV)={p: VoV go=idy}={p: V= V| pp* =idy},

beziiglich Komposition von Abbildungen eine Gruppe, die die unitire Gruppe
des unitiren Vektorraums V' genannt wird. Wir werden Isometrien p: V. — V
auch als unitdre Abbildungen bezeichnen. Eine lineare Abbildung ¢: V' — V ist
genau dann unitir, wenn [¢|pp eine unitidre Matrix ist, beziiglich einer (und dann
jeder) Orthonormalbasis B von V. Jede Orthonormalbasis B von V' liefert einen
Gruppenisomorphismus

U(V) =U,, ¢ < [¢lBB,
wobei n = dim(V') und
U,={A€ M,x,(C)| A*A=1,} ={A € M,»,,(C) | AA* = I,,}.

Beachte, dasss unitdre Abbildungen stets normal sind.
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Analog bildet die Menge der Isometrien eines endlich dimensionalen Euklidi-
schen Vektorraums V/,

OWV)={p: V=aV]go=idy} ={p: V =V | pp" =idy},

eine Gruppe, die als orthogonale Gruppe von V bezeichnet wird. Wir werden
[sometrien ¢: V' — V auch als orthogonale Abbildungen bezeichnen. Eine lineare
Abbildung ¢: V' — V ist genau dann orthogonal, wenn [p]gp eine orthogonale
Matrix ist, beziiglich einer (und dann jeder) Orthonormalbasis B von V. Jede
Orthonormalbasis B von V liefert einen Gruppenisomorphismus

OV)=20,, ¢+ [¢bs,
wobei n = dim(V') und
O, ={A€ Myn(R) | AAA=1,} = {A € M,,(R) | AA" = I,,}.
Beachte, dass orthogonale Abbildungen stets normal sind.

VII.4.3. BEISPIEL (Spiegelungen). Sei V' ein endlich dimensionaler Euklidi-
scher oder unitarer Vektorraum und W C V ein Teilraum. Es bezeichne o: V —
V, die Spiegelung an W lings W+, d.h. o = 2p — idy, wobei p die Orthogonal-
projektion auf W bezeichnet. Wir haben weiter oben bereits gesehen, dass diese
Spiegelung selbstadjungiert ist, o* = o. Offensichtlich gilt aber auch ¢? = idy,
und daher o*o = idy . Jede solche orthogonale Spiegelung ist daher eine Isometrie,
also unitédr bzw. orthogonal.

VII.4.4. BEISPIEL (Drehungen). Sei V' ein endlich dimensionaler Euklidischer
Vektorraum, E C V ein 2-dimensionaler orientierter Teilraum und 0 € R. Wei-
ters sei by, by eine positiv orientierte Orthonormalbasis von E. Wir ergéinzen zu

einer Orthonormalbasis B = (b, by, bs, ..., b,) von V und definieren eine lineare
Abbildung

cos) —sind
PV =V, durch [p%]es = [ sin® cosd
[n72

Es lasst sich zeigen, dass dies nicht von der Wahl der Orthonormalbasis abhéngt,
vgl. Aufgabe 121. Offensichtlich ist p% eine orthogonale Abbildung, (p%)*p% =
idy,, denn die definierende Matrix ist orthogonal. Die Abbildung pY ist eine Dre-
hung in £ um den Winkel 6, die Punkte in E+ werden festgelassen.

VII.4.5. KOROLLAR. Sei V' ein endlich dimensionaler unitirer Vektorraum
und p: V. — V unitir. Dann existiert eine Orthonormalbasis B von V', sodass
l¢lpp eine Diagonalmatriz ist, deren Diagonaleintrdige alle Absolutbetrag Eins
haben. Insbesondere ist p diagonalisierbar, alle Eigenwerte haben Absolutbetrag
Eins, und Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten stehen normal aufeinander.
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BEWEIS. Sei A € C ein Eigenwert von ¢ und 0 # v € V ein entsprechender
Eigenvektor, d.h. p(v) = Av. Mit Lemma VII.4.2 folgt

[Allloll = 2ol = lle @)l = [vll;

also |A| = 1. Somit haben alle Eigenwerte einer unitdren Abbildung Absolutbetrag
Eins. Da unitdre Abbildungen auch normal sind, ¢*p = idy = pe*, folgt das
Korollar daher aus Satz VII.3.11 bzw. Korollar VII.3.12. U

Orthogonale Abbildungen sind i.A. nicht diagonalisierbar, etwa ist die durch

die Matrix
cosf@ —sinf
A= (sin@ cos 0 )

definierte Drehung, R* — R?, x — Az, fiir 6 € R\ Z nicht diagonalisierbar, da
ihre Eigenwerte, cos @ + isin @, nicht reell sind.

Fiir jeden Einheitsvektor a € V, |la|]| = 1, eines Euklidischen Vektorraums
bezeichnen wir mit o,: V — V die Spiegelung an der Hyperebene a* lings (a),

0.V =V, 0.(v) = v —2(a,v)a, vel.
Dies ist eine orthogonale Abbildung, o, € O(V), denn ¢ = idy und o = 0o,.

VIL.4.6. SATZ. Sei p: V. — V eine orthogonale Abbildung auf einem n-
dimensionalen Euklidischen Vektorraum, d.h. ¢*p = idy. Dann existieren 0 <
k < n und normierte Vektoren aq,...,a; € V, sodass

gp:o’alo...oo'ak

d.h. ¢ ldsst sich als Komposition von hochstens n orthogonalen Spiegelungen an
Hyperebenen schreiben.

BeEwEeis. Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach n. Der Induktions-
anfang, n = 0, ist trivial. Fiir den Induktionsschritt diirfen wir 0.B.d.A. ¢ # idy
annehmen. Es existiert daher 0 # w € V, sodass ¢(w) # w. Die mit dem Ein-
heitsvektor

y oo Pw) —w
: =

lp(w) = wl]

assoziierte Spiegelung geniigt o,(w) = ¢(w), denn aus

(w+ o), w = pw)) = [l = () =, p(w) + (plw). ) =

~
=0 =0

erhalten wir

w = 3(w+ p(w)) + 3(w — p(w)),
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Somit ist ¢ := o, € O(V) und ¥(w) = w. Wegen der Orthogonalitéit von
ist auch die Hyperebene W := w' invariant unter 1, und die Einschrinkung,
Y|lw: W — W, ist offensichtlich wieder orthogonal, d.h. ¥|y, € O(W). Nach
Induktionsvoraussetzung existieren 0 < k < n und ag, ..., a; € W, sodass ¢|y =
o oy, wobei oy : W — W die Spiegelungen in W bezeichnen. Da o, |w =

., und wir erhalten

o), 04,(w) = w und Y(w) = w gilt daher auch ¢ = o4, -+ -0,
die gewiinschte Darstellung, ¢ = 049 = 0404, - - - 04, O

VIL.4.7. SATZ. Sei V' ein endlich dimensionaler Euklidischer Vektorraum und
f: V. — V eine beliebige Abbildung, sodass d(f(v), f(w)) = d(v,w), fir alle
v,w € V. Dann ist f eine affine Isometrie, d.h. es existiert o € O(V) und b €V,
sodass f(v) = p(v) + b, fir allev e V.

BEWEIS. Seib:= f(0) und p: V =V, p(v) := f(v) —b. Es geniigt zu zeigen,
dass ¢ eine lineare orthogonale Abbildung ist. Nach Voraussetzung an f gilt
lp(w) — ()| = ||Jw—v]|, fir alle v,w e V, (VIIL.23)

denn [jo(w) —()|| = [|f(w) = f(0)|| = d(f(v), f(w)) = d(v,w) = [|w — v[|. Da
©(0) = 0, gilt daher auch

()] = [|v|l, fir alle v € V. (VIL.24)

Die Polarisierungsidentitit in Proposition VII.2.3 lédsst sich in der Form

—2(v,w) = [lw —v||* = [lv]|* = [lw]?,
schreiben, aus (VII.23) und (VII.24) erhalten wir daher
(p(v), p(w)) = (v, w), fir alle v,w € V, (VIIL.25)

denn —2(0(v), p(w)) = llp(w) = ()| = lle@)I* = ()| = [w —v]* = [Jv[* ~

|w||* = —2(v,w). Sei nun by, ..., b, eine Orthonormalbasis von V. Nach (VII.25)
ist daher auch ¢(by),. .., p(b,) eine Orthonormalbasis von V. Es gilt daher
p(v) =D (o), p(0)p(bs) = Y (b v)e(bi),
i=1 i=1
folglich ist ¢ eine lineare Abbildung. Da ¢ die Orthonormalbasis by, ..., b, auf
die Orthonormalbasis ¢(by), ..., ¢(b,) abbildet, ist ¢ auch orthogonal. O
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Ubungen zu “Einfithrung in die lineare Algebra und Geometrie”

Wintersemester 2011/12
Stefan Haller

1. Seien n,m € N und a;; € R. Zeige, dass die Abbildung ¢ : R® — R™,
T 1171 + -+ AQ1pTy ari Q1n
Y] = : =T : +ot : 5
Tn 11+ ATy Am1 Amn
linear ist, d.h. fiir alle x, 2 € R™ und alle A € R gilt
Pz +1) =) +¢(@) und P(Ar) = Mp(z).

2. Sei ¢p: R™ — R™ eine lineare Abbildung, d.h. es gelte ¢(z+2) = (x)+¢(Z)
und ¢ (Az) = Mp(z), fiir alle x,Z7 € R™ und alle A € R. Zeige, dass die Menge

L:={zeR"|¢Y(z)=0}

einen Teilraum bildet, d.h. fir allez,z € Lund A € Rgilt z+2 € L und Ax € L.
Zeige weiters, dass auch

W :=img(¢y) = {y € R™ [ Iz € R" : ¢(z) = y}
ein Teilraum ist, d.h. fiir alle y, g € W und alle A € R gilt y+9 € W und \y € W.
3. Zeige, dass das Gleichungssystem

T +2x9 433 = U
2l‘1 +5ZL‘2 +8l‘3 +3ZL‘4 = Y2
3l‘1 +8ZL‘2 +14l‘3 +8ZL‘4 = Y3

+3ZL‘2 +8l‘3 —|—14l‘4 = Ya

fiir jedes y € R* genau eine Losung x € R* besitzt und bestimme diese Losung.
Was bedeutet dies fiir die Abbildung

Z1 T1 + 229 + 323
. T4 4 To | | 21+ Sxp + 8wz + 314
¢R _)R ’ w T3 T 3ZL‘1+8ZL‘2+14$3—|—85L‘4
Ty +3x9 + 8x3 + 1dxy
4. Fiir welche y € R* besitzt das Gleichungssystem
201 —3xy 233 = Y1
4ZL‘1 —6[L‘2 —4ZL‘3 = Yo
61‘1 —9ZL‘2 —61‘3 = Y3

—2ZL‘1 +3l‘2 +2l‘3 = Ya

wenigstens eine Losung x € R3. Gib ein Gleichungssystem mit méglichst wenigen
Gleichungen fiir die Menge dieser y an.
1



5. Betrachte das homogene Gleichungssystem

1 +4xy, 4515 =
T, +2z9 +10z, +13x5
—I1 +Zo —|—3.T3 +5SL’4 —|—8.T5
2x1 +2x9 H4x3 41614 +21z5 =

o O OO

Bestimme eines Basis des Losungsraums
L= {a: € R® | z geniigen allen vier Gleichungen oben},
d.h. bestimme Vektoren by, ...,b € L, sodass sich jedes x € L in der Form
T =811+ -+ sl

schreiben lésst, fiir eindeutig bestimmte Skalare sq,...,s € R. Hinweis: [ = 2.
Gib auch ein Gleichungssystem fiir L an, das nur aus drei Gleichungen besteht.

6. Sei ¢: R® — R™ linear, d.h. es gelte ¢(x + &) = ¥(z) + ¢ (Z) und Y(\z) =
Ap(z), fir alle z,7 € R™ und alle A € R. Fiir y € R™ betrachte

Ly :={z e R" | ¥(z) =y}

und setze L := Ly = {z € R" | () = 0}. Weiters sei &, € L,. Zeige, dass die
Abbildung

¢y L = L, o¢,(x):=¢ +x,
eine Bijektion ist und schliefle daraus
L,={¢, +x|¢(x)=0}=¢ + L.

Was bedeutet dies fiir ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen in n
Variablen?

7. Sei ¢: R™ — R™ linear und £ € R™. Zeige, dass die Abbildung
¢:R" = R™,  ¢(z) =&+ Y(a),
affin ist, d.h. es gilt
oAz + (1 = N)E) = Ao(z) + (1 — N\)o(z),
fiir alle x, 2 € R™ und alle A € R. Wann ist ¢ linear?
8. Bestimme alle komplexen Losungen des Gleichungssystems

(24+1)z1 +(=3+1i)z +2iz3 = =5

d.h. bestimme alle z = (21, 29, 23) € C? die den beiden Gleichungen geniigen.
2



9. Zeige, dass das Gleichungssystem
iZl +2i2’2 +(1+i)2’3 = w
(1+1)z +24+1)2z +(B3+2i)z3 = wy
(2+1)z; +(4+2i)ze +(14+2i)z3 = ws
fiir jedes w € C? eine eindeutige Losung z € C? besitzt und bestimme diese
Losung. Was bedeutet dies fiir die Abbildung

21 iz + 2izg + (1 +1)23
Pp: C* — C3 vl = Q4+ + (2+1)z+ (3+2i)2 |?
23 (2+1)z+ (44 2i)29 + (1 + 2i)23

10. Bestimme alle rationalen Losungen des Gleichungssystems

1 1 2 _
21’1 + 61’2 + 31’3 =

N W=

§01 + 50 + gry =
d.h. bestimme alle z = (z1, 22, 3) € Q?, die dieses System 16sen.

11. Sei K ein Korper und n € N. Zeige, dass K" beziiglich komponentenweiser
Addition und Skalarmultiplikation einen K-Vektorraum bildet, vgl. Beispiel 11.1.3
aus der Vorlesung.

12. Sei K = Z,,, wobei p eine Primzahl bezeichnet. Aus wievielen Elementen
besteht der Vektorraum K"?

13. Sei X eine Menge und V' ein Vektorraum iiber K. Zeige, dass die Menge
aller Abbildungen X — V beziiglich punktweiser Addition und Skalarmultiplika-
tion einen K-Vektorraum bildet. Hinweis: In der Vorlesung haben wir bereits die
Vektorraumaziome (V1) — (V3) und (V6) tberprift, siehe Beispiel I1.1.6. Zeige
nun analog, dass auch die restlichen Azxiome gelten.

14. Sei X eine Menge und K ein Korper. Zeige, dass die punktweise Multipli-
kation K-wertiger Funktionen X — K folgende Eigenschaften besitzt:

(a) £(gh) = (fg)h

(b) fg=gf

(¢c) 1f = f = f1, wobei 1: X — K die konstante Einsfunktion bezeichnet.

(d) fg1+ g92) = g1+ fg2 und f(Ag) = A(fg)

(e) (fi+ f2)g = fig + fag und (Af)g = A(f9g)

fiir beliebige Funktionen f, fi, f2,9,91,92,h: X — K und A € K. Die Menge
aller Funktion X — K bildet daher eine kommutative K-Algebra mit Eins, vgl.
Bemerkung II.1.7 aus der Vorlesung.

15. Zeige, dass K|z], d.h. die Menge der Polynome mit Koeffizienten in ei-
nem Korper K, tatsédchlich einen K-Vektorraum bildet. Zeige weiters, dass die
Multipikation von Polynomen folgende Eigenschaften besitzt:

(a) plgr) = (pg)r
3



(b) pg=ap

(c) 1p=p = pl, wobei 1 =1+ 0z + 022 + - - - das Einspolynom bezeichnet.

(d) 7(p+q) = rp+rq und p(Ag) = A(pq)

(e) (p+q)r=pr+qrund (Ap)q = A(pq)

fiir beliebige Polynome p, ¢, € K[z] und A € K. Somit ist K[z] eine kommutative
K-Algebra mit Eins. Hinweis: In der Vorlesung haben wir bereits die Assoziativitit
bewiesen, vgl. Bemerkung I1.1.9.

\_/\_/\_/

16. Welche der folgenden Teilmengen sind Teilriume von R??

{(})eR*: 22 +3y =7} {(})eR*:z=0}
{(§)€R2:y:x2} {(§)€R2:x2:0}
{(§)eR*: <y} {(})eR*:z+y=0undz —y =0}

17. Wieviele Elemente hat der Teilraum

(1) ex

iiber dem Korper K = Z, und wieviele im Fall K = Z3?

x+y+2’:0},

18. Zeige, dass die Menge der 1-periodischen Funktionen,
{f: R—)R"v’xER:f(x+1):f(x)},
einen Teilraum von F(R,R) bildet.

19. Seien Wiy und Wy zwei Teilrdume eines Vektorraums V. Zeige, dass die
Vereinigung W7 U W5 genau dann einen Teilraum von V' bildet, wenn W7 C Wy
oder Wy C W gilt.

20. Sei W;, © € I, eine Familie von Teilriumen eines Vektorraums V', sodass
fir je zwei 4,7 € I stets W; C W; oder W; C W, gilt. Zeige, dass in dieser
Situation | J;c; Wi einen Teilraum von V' bildet.

21. Welche der folgenden Abbildungen sind linear?

0: R* - R, go(g): V: R =R Yv) = —v

3
. T2 2 Yy _ (TY . T2 2 Ty _ (T
p: R* — R* p(y)_(Qx) k: RT — R7 K(y)—(y?))
x: R* = R, X(g):x—erz ffR=>R, f(x)=3x4+7

22. Sei ¢p: V. — W eine Abbildung zwischen K-Vektorrdumen. Zeige, dass ¢
genau dann linear ist, wenn es folgender Bedingung geniigt:

VA € KVuy,va € V(v + Avg) = p(v1) + Ap(v2)
4



23. Sei p: V. — W eine Abbildung zwischen Q-Vektorrdumen. Zeige, dass ¢
genau dann linear ist, wenn es folgende Eigenschaft besitzt:

Vo,w e Voo +w) = p(v) + p(w)
Hinweis: Zeige zundchst p(nv) = ne(v), fir allen € N und v € V.

24. Sei V ein Vektorraum und ¢g: Y — X eine Abbildung. Zeige, dass die
Zuordnung F(X,V) — F(Y,V), f — f og, eine lineare Abbildung ist. Schliele
daraus, dass fiir jede Teilmenge A C X, die Abbildung F(X,V) — F(A,V),
f + fla, linear ist. Folgere daraus auch, dass fiir jedes x € X, die sogenannte
Evaluationsabbildung, ev,: F(X,V) — V, ev,(f) := f(x), linear ist.

25. Sei K ein Korper. Betrachte die beiden Abbildungen

. 2 2 Ty .T+y . 2 9 Ty T
p: K —>K,g0<y).—< y ), und ¢: K —>K,1p<y).—<x+y).

Zeige, dass ¢ und 1 beide lineare Isomorphismen sind, und bestimme ihre Um-
kehrabbildungen. Zeige auch ¢ o # 1o, und schliefe daraus, dass die Gruppe
GL(K?) nicht abelsch ist.

26. Sei K ein Korper und betrachte den Teilraum

T
W= y| eK|\ 7 —y+82=0
2

von K3. Konstruiere einen linearen Isomorphismus K2 = W,

27. Sei K ein Korper und betrachte den Teilraum

I
o

T+ 2y + 32

Xz
._ 3
W= ‘Z €k 20+5y+z = 0

von K3. Konstruiere einen linearen Isomorphismus K =2 W .
28. Sei W ein Teilraum eines Vektorraums V. Zeige, dass
{p cend(V) [ (W) C W}

einen Teilraum von end(V') bildet, der auch abgeschlossen unter der Komposition
linearer Abbildungen ist. Zeige auch, dass

{p e GL(V) [ (W) = W}

eine Untergruppe von GL(V') bildet.



29 (Fiinferlemma). Freiwilliges Beispiel! Sei K ein Korper und

©1 2 ¥3 P4

Vi Vo V3 Vy Vs
pllg pzl% lpg %lm %lps
W, U1 Wy P2 W, P3 W, Pa W,

ein kommutatives Diagramm linearer Abbildungen zwischen K-Vektorrdumen mit
exakten Zeilen. Genauer, sollen die folgenden Voraussetzungen erfiillt sein:

(a) Vi,..., Vs und Wy, ..., Wy sind K-Vektorrdume.
(b) @1,...,p4, Y1,..., 04 und py, ..., ps sind lineare Abbildungen.
(c) Das Diagramm kommutiert, d.h. fiir i = 1,2, 3,4 gilt

Pit1 © P = ;0 p;.

(d) Die Zeilen sind exakt, d.h. fiir i = 1,2,3 gilt

img(yp;) = ker(y;11) und img(vy;) = ker(¢;11).

Zeige nun: Sind py, p2, ps und ps Isomorphismen, dann muss auch p3 ein Isomor-
phismus sein.

Hinweis zur Surjektivitit von ps: Beginne etwa wie folgt: Seiws € Wy beliebig.
Da py surjektiv ist, existiert vy € Vi mit py(vy) = 3(ws). Wegen der Kommutati-
vitdt des rechten Quadrats, folgt ps(p4(vs)) = Va(pa(vs)) = Ya(3(ws3)) =0, denn
aufgrund der Fxaktheit bei Wy gilt 14 o 3 = 0. Da ps injektiv ist, erhalten wir
w4(vy) = 0, also vy € ker(py). Wegen der Exaktheit bei Vy existiert vs € V3 mit
v3(v3) = vg. Wegen der Kommutativitit des Diagramms folgt 3(ws—ps(vs)) = 0,
d.h. w3 — p3(vs) € ker(vp3). Verwende nun die Exaktheit bei W3 und die Surjekti-
vitdt von ps um ein Element 03 € V3 mit p3(03) = ws zu konstruieren.

Hinweis zur Injektivitit von ps: Zeige, dass ps trivialen Kern hat. Sei dazu
v € V3 so, dass p3(vs) = 0. Da py injektiv ist, lisst sich daraus ps3(vs) = 0 folgern,
also vy € ker(ps3). Verwende nun die Exaktheit bei Vs ... dann die Exaktheit bei
Wy ... die Surjektivitiat von py ...und schlieflich die Exaktheit bei V5.

30. Sofern diese definiert sind, berechne die Produkte AA, AB, AC', BA, BB,
BC, CA, CB und CC folgender Matrizen:

123 10
A:012,B:<}l§2), c=lo -1
00 1 2 1/2

Bestimme auch A* = AAAA.



31. Zeige, dass die folgenden Matrizen iiber den Korpern Q, R und C inver-
tierbar sind und bestimme ihre Inversen:

10000
100 éggg 02000
A=(o20), B=|,453 4] C=|00300
00 3 000 4 000 40
00005

Welche dieser Matrizen sind iiber den Korpern Zs, Zs und Z; invertierbar?

32. Sei K ein Korper und n € N. Unter einer Diagonalmatriz verstehen wir
eine Matrix D € M,,«,(K) der Gestalt

aii 0 0 0

0 a9 0 0
D= 0 0 ass

: : .0

0 0 -+ 0 apy

d.h. a;; = 0 falls ¢ # j. Zeige, dass die Diagonalmatrizen einen Teilraum von
M, «n(K) bilden, der auch abgeschlossen unter Matrizenmultiplikation ist. Zeige,
dass fiir zwei Diagonalmatrizen D und D’ stets DD’ = D'D gilt. Formuliere ein
hinreichendes und notwendiges Kriterium fiir die Invertierbarkeit von Diagonal-
matrizen. Wie sieht im invertierbaren Fall die Inverse aus?

33. Zeige, dass die folgenden beiden Matrizen (iiber jedem Korper) invertier-
bar sind und berechne ihre Inversen:

A= und B =

O O =
S =N
N W

1 2 3 4
0123
00 1 2
0001
34. Sei K ein Korper und n € N. Unter einer oberen Dreiecksmatriz verstehen
wir eine Matrix A € M,,«,(K), die folgende Gestalt hat

@11 a2 a3 - Q1n
0 axp ax --- Q2n,

A= 0 0 ass
. Ap—1n
0O 0 -+ 0  apy
d.h. a;; = 0 fiir alle 1 < j <7 < n. Zeige, dass die oberen Dreiecksmatrizen einen
Teilraum von M,,«,(K) bilden, der auch abgeschlossen unter Matrizenmultipli-

kation ist. Zeige weiters, dass eine obere Dreiecksmatrix genau dann invertierbar

ist, wenn alle Diagonalelemente a;;, © = 1, ..., n, verschieden von 0 sind und, dass
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in diesem Fall die Inverse Matrix wieder eine obere Dreiecksmatrix bildet. Was
kann iiber die Diagonalelemente der Inversen ausgesagt werden?

35. Betrachte die Matrix A € M,,«,(K),

o1 0 --- 0

: . . 0 andernfalls.
0 1

0 0

Berechne A*¥ = A ... A, fiir jedes k € N. Hinweis: Vielleicht ist es hilfreich dies
0100

zundchst fir kleine n, etwa A = <§ 0 (1]) oder A = (8 08 ?) durchzufiihren.
0000

36. Unter der Spur einer quadratischen Matrix A € M,,.,,(K) verstehen wir
den Skalar tr(A) := a1+« ~+auy, d.h. die Summe der Diagonaleintrige. Berechne

1 2 3
tr (:13 _21) sowie tr | 2 2
3 1

Zeige, dass die Spur eine surjektive lineare Abbildung tr: M, ., (K) — K definiert.
Zeige auch tr(AB) = tr(BA), tr(A") = tr(A) und tr([,,) = n, fiir je zwei Matrizen
A, B € Mp«n(K).

37. Zeige, dass die Verkniipfung
Myn(K) X Mpun(K) = Myxn(K), (A, B) — [A, B] := AB — BA,
die folgenden Eigenschaften besitzt:

(a) [A1 + Ao, B] = [A1, B] 4+ [A2, B] und [AA, B] = A[A, B].
(b) [A, By + Bs] = [A, B1] + [A4, Bo] und [A, AB] = A\[A, B].
(c) [A,B] = —[B, A] und [4, 4] = 0.
(d) [[A, B],C] + [[B,C], Al + [[C, A], B] = 0. (Jacobi-Identitét)
( ) [ ] —[A", BY]

( B]C) = tr(A[B, ()

Dabei sind A, Ay, Ay, B, By, By, C € M,,,(K) und A\ € K. Der Ausdruck [A, B] =
AB — BA wird als Kommutator der Matrizen A und B bezeichnet. Zeige auch,
dass der Kommutator zweier schiefsymmetrischer Matrizen wieder schiefsymme-
trisch ist, d.h. aus A" = —A und B' = —B folgt stets [A, B]' = —[A, B].

38. Betrachte die reellen (2 x 2)-Matrizen,

1 0 01 0 0
(3 0) - (0) wa re (0 0).
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Zeige [H,E]) =2FE, [H,F| = —2F und [E, F| = H, wobei [A, Bl = AB— BA den
Kommutator bezeichnet, vgl. Aufgabe 37. Zeige auch [[H, H|, E] # [H, [H, E]]
und schliefie daraus, dass die Verkniipfung (A, B) — [A, B] nicht assoziativ ist.

39. Seien nq,ng, myi, ma, k1, ko € N und

A€ My, um, (K), B € My, xm,(K),
Ce Mngxml (K), D e MTLQXWLQ (K)7

E € My, wp, (K), F € My, w1, (K),
G e Mm2xk1(K), H € Mmgxkg(K)-

Setze n := ny + ng, m := my +ms, k := ki + ko und betrachte die Blockmatrizen

(é g) € My (K) und (g f]) € My n(K).

Zeige folgende Formel fiir das Matrizenprodukt:

A B\ (E F\ (AE+BG AF+BH
¢ p)\c¢ H)  \CE+DG CF+DH

Berechne damit
o L\N° [0 L\[(O0 I
-1, 0 ~\=I. 0 -1, 0)’
wobei I, € M,,(K) die (r x r)-Einheitsmatrix bezeichnet.

40. Sei K ein Korper, ni,ns € N und n := ny + ns. Zeige, dass

{ (161 g) E Man(K)’ A E Mn1Xn1 (K), D E Mnan2<K)7 B e MnIXnQ(K)}

einen Teilraum von M,,,(K) bildet, der auch abgeschlossen unter Matrizen-
multiplikation ist. Zeige, dass diese Matrizen genau den linearen Abbildungen
¥ K" — K" entsprechen, fiir die ¢)(K™) C K™ gilt, wobei wir K™ in offensicht-
licher Weise als Teilraum von K" auffassen. Zeige, auch dass eine Matrix dieser
Form invertierbar ist, falls A und D beide invertierbar sind und, dass in diesem

Fall
A B\' (A —ABD!
o bp) ~\o D!

gilt. Schliefle daraus, dass

eine Untergruppe von GL,(K) bildet, vgl. Aufgabe 28. Hinweis: Aufgabe 39.
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41. Zeige, dass die folgende Matrix iiber jedem Korper invertierbar ist und
bestimme ihre Inverse

A=

o w N
— 00 O
CRTNIN|

1
2
0
00 25

Hinweis: Verwende Aufgabe 40 und Beispiel I1.4.8 aus der Vorlesung.

42. Ist p € K[z] ein Polynom, d.h. p = po+ p12 + p22? + - - - mit Koeffizienten
pi € K, und ist A € M, «,(K) eine quadratische Matrix, dann kénnen wir A in p
einsetzen und erhalten eine Matrix p(A) € M, x,(K),

P(A) = poln + prA+poA® + ps A + - -
Fiir beliebige p,q € K[z], A € Kund A € M,,»,(K) zeige
(p+a@)(A) =p(A) +q(4), (Ap)(A) = Ap(A) sowie (pg)(A) = p(A)q(A).
Was bedeutet dies fiir die Zuordnung Kz| — F(M,xn(K), M, (K)), die einem

Polynom p € K[z] die Abbildung M, «,(K) — M,+,(K), A — p(A), zuordnet?
Berechne auch p(A), wobei p=2—3z+ 2? und A = (42).

43. Fiir Vektoren z,y € K3 wird ihr Kreuzprodukt = x y € K? durch

X1 Y1 TolYs — X3Y2
To | X Y2 | = | T3Y1 — T1Y3
x3 Y3 1Y — T2l

definiert. Zeige, dass das Kreuzprodukt folgenden Rechenregeln geniigt:
a) z X (y+y)=xzxy+xxgund z x (\y) = Az x y).

) (z+ ) xy=2xy+Txyund (A\r) x y = Az X y).
Jrxxy=—yxzxund z Xz =0.

) (. xy)xz+(yxz)xz+(zxz)xy=0. (Jacobi-Identitéat)

)

)

)

e) (z xy)z=ua'(y x 2).
(f) (x xy) x z = (Z'2)y — (y*2)x. (GraBmann-Identitt)
(g) #'(z x y) = 0 =y'(z xy).

Dabei sind z,7,y,9, 2 € K und A\ € K.
44. Sei K ein Korper. Zeige, dass die Abbildung

I 0 X1 T3
0: K> = Mss(K), o|a|:=[-21 0 a9
T3 —T3 —X9 0

einen linearen Isomorphismus auf den Teilraum der schiefsymmetrischen Matrizen
definiert. Fiir beliebige z,y € K3 zeige weiters

p(r x y) = [p(x), p(y)].

Dabei bezeichnet [p(z), o(y)] = o(2)p(y) — ¢(y)p(z) den Kommutator von Ma-
trizen, vgl. Aufgabe 37.
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45. Sei K ein Korper. Zeige W + W' = K*, wobei:
W .= {x€K4 ’ x1+2x2+3x3+4x4:0}
W' = {SL’EK4 ‘ SL’1+SL’2+.T3—|—SL’4:O}

46. Seien W, Wy, Wy und W3 vier Teilrdume eines Vektorraums V. Zeige
(a) Wi+ Wy =Wy + Wy
(b) Wy + (Wy + W3) = (W + Wa) + W
(c) W4+A{0} =W
(d) Wi+ Wy =Wy W, C W,y
Warum bildet die Menge aller Teilrdume mit dieser Verkniipfung + i.A. keine
Gruppe? Gib einen Vektorraum V' an, fiir den dies doch der Fall ist.

47. Sei K ein Korper und betrachte folgende Teilriume von K,
W={zecK |zy=25=0} und W' :={2cK° |z =12y =13 =0},
wobei x; € K die Komponenten des Vektors z € K° bezeichnen. Zeige
K=WeeW.
Bestimme die Matrizen zur Projektion auf W lings W', zur Projektion auf W’
langs W, zur Spiegelung an W langs W’ und zur Spiegelung an W’ langs W.

48. Es sei V ein K-Vektorraum, £: V' — K linear und g € V, sodass £(g) # 0.
Zeige, dass V innere direkte Summe der Teilrdume E := {v € V : ¢(v) = 0} und
G = {\g : A € K} ist. Gib auch Formeln fiir die Projektion auf E lings G, die
Projektion auf G langs E und die Spiegelung an F langs G an. Hinweis: Dies ist
eine Verallgemeinerung von Beispiel I1.5.10 aus der Vorlesung.

49. Zeige, dass die Menge der spurfreien Matrizen, d.h.
W :={A € M,x,(K) : tr(A) = 0},
einen Teilraum von M,,«,(K) bildet. Zeige auch, dass die Vielfachen der Einheits-
matrix,
W':={\, : A e K},
einen Teilraum von M, ., (K) bilden. Unter der Annahme n # 0 € K zeige weiters

My (K) =W W',

und gib Formeln fiir die Projektion auf W lings W' sowie die Projektion auf W’
langs W an.

50. Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K in dem 2 # 0 gilt. Weiters
sei 0: V — V linear, sodass o o o = idy. Zeige, dass V' innere direkte Summe
der beiden Teilrdume W, ={v eV :o(v) =v}und W_={v eV :0(v) = —v}
ist. Zeige auch, dass die Projektion auf W, langs W_ und die Projektion auf W_
lings W, durch 7 = 3(idy +0) bzw. 7_ = 1(idy —0) gegeben sind. Inwiefern
ist diese eine Verallgemeinerung von Beispiel 11.5.12 aus der Vorlesung?
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51. Betrachte die beiden Teilrdume
Wi={(}) R’ |[z+y=0} und Wy:={(})eR®|z—2y=0}.
Zeige W, ® Wy = R? und bestimme die Matrix der Projektion auf W; lings W,

sowie die Matrix der Projektion auf W5 langs WW;. Bestimme auch die Matrix der
Spiegelung an Wy lings Wy sowie die Matrix der Spiegelung an W5 ldangs .

52. Betrachte die beiden Teilraume

x x
Wy = Y GR?’zig;g und Wy = y| eR¥z+2=0
z z

Zeige W, @ Wy = R? und bestimme die Matrix der Projektion auf W, lings W,
sowie die Matrix der Projektion auf W langs ;. Bestimme auch die Matrix der
Spiegelung an Wy lings Wy sowie die Matrix der Spiegelung an W5 ldangs .

53. Fiir einen Teilraum W eines Vektorraums V' zeige dass V/W = {0} genau
dann gilt, wenn V = W.

54. Sei W := {x € R® | x1 + x5 + 23 = 0} und bezeichne 7: R? — R?/TV die
kanonische Projektion. Zeige w(u) = 7(v) und w(u) # w(w), wobei:

1 3 1
u= 2], v=1[4], w=|2
3 —1 4

55. Sei W ein Teilraum eines Vektorraums V und ¢: V' — V linear, sodass
(W) C W. Zeige, dass es genau eine lineare Abbildung ¢: V/W — V/W gibt,
sodass m o = g om, wobei m: V — V/W die kanonische Projektion bezeichnet.

56. Sind A und B zwei Teilmengen eines Vektorraums V', dann gilt fiir die
lineare Hiille i.A. (AN B) # (A) N (B). Erldutere dies an einem Beispiel.

57. Welche der folgenden Teilmengen bilden Erzeugendensysteme der ange-
gebenen Vektorrdume?

{(5),

~_ O

(e

{(1).G)Dfer {h.C. (3

58. Zeige, dass die folgenden Teilmengen linear abhéngig sind und gib jeweils
ein Element an, das sich als Linearkombination der restlichen schreiben lésst:

{5, (D), (L), () CRr? {(,21)7@)7@3)}QR3
(D) Oer {(L).ED)()ee

12
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59. Zeige, dass die folgenden Teilmengen linear unabhéngig sind:

o 0{(?),52)}QR2 {(gl),'(g),@?i)}g@
0O Mhew {(b).GMee

60. Fasse V = R als Vektorraum iiber Q auf und zeige, dass {1,v/2} C V
eine linear unabhéngige Teilmenge bildet.

61. Welche der folgenden Teilmengen bilden Basen der angegebenen Vektor-

raume?
(1), (B} CR? {(2).(8)} cr
(H,(Hrcce? {L1+21+22+2°} CR[]
62. Erweitere den Vektor (%) zu einer Basis von R3.

63. Zeige, dass jede endliche totalgeordnete Menge ein eindeutiges Maximum
besitzt. Hinweis: Induktion nach der Anzahl der Elemente.

64. Sei W ein Teilraum eines Vektorraums V. Zeige, dass ein zu W komple-
mentdrer Teilraum M in V existiert, d.h. W & M =V, wie folgt:
(a) Sei U ein Teilraum von V, WNU = {0} und v € V' \ (W + U). Zeige, dass
U' = (v) + U ein Teilraum von V ist, fiir den U’ D U und WNU’" = {0} gilt.
(b) Die Mengeninklusion C definiert eine Halbordnung auf der Menge

X ={U | U ist Teilraum von V und W NU = {0} }.

Zeige, dass jede Kette in X eine obere Schranke besitzt. Hinweis: Fir jede
totalgeordnete Teilmenge K C X ist S := J,cx U ein Teilraum von V' fiir
den W NS ={0} gilt, vgl. Aufgabe 20.

(c) Nach dem Lemma von Zorn existiert ein maximales Element M € X. Zeige
mit Hilfe von (a), dass W & M =V gilt.

65. Seien U & V i) W linear und U* <ﬁ vV ﬁ W* die dazu dualen
Abbildungen. Zeige

img(p) = ker(y)) < img(p') = ker(y)").
Hinweis: Verwende Satz I11.4.10 aus der Vorlesung.

66. a) Sei m: V' — V ein Projektor, d.h. m o m = 7. Zeige, dass dann auch
die duale Abbildung 7*: V* — V* ein Projektor ist, und beschreibe dessen Bild
und Kern. b) Seien nun W; und Wy zwei komplementére Teilrdume von V', d.h.
V = W1®W,. Weiters bezeichne 71 : V' — W) die damit assoziierte Projektion auf
Wy langs Wy und mo: V- — Wy die Projektion auf W5 langs W;. Nach Satz 111.4.9
ist dann auch V* = Wy @ Wy. Zeige, dass wt mit der Projektion auf Wy lings
W7y iibereinstimmt, und analog fiir 5.
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67. Sei V ein Vektorraum und € Nj. Zeige, dass die folgenden Aussagen

dquivalent sind:

(a) dim(V) = n.

(b) Es existieren n linear unabhéngige Vektoren, und je n+ 1 Vektoren in V' sind
linear abhingig.

(c) Es existiert ein Erzeugendensystem von V' mit n Vektoren, und je n — 1
Vektoren erzeugen V' nicht.

68. Sei X eine n-elementige Menge. Zeige dim(F'(X,K)) = n.

69. Sei X eine Menge mit unendlich vielen Elementen. Zeige, dass F'(X, K)
unendlich-dimensional ist. Hinweis: Fir jedes x € X betrachte die Funktion
er: X = K, ex(x) =1, e,(y) := 0 falls y # x, und zeige, dass die Menge
{e. | x € X'} linear unabhingig in F(X,K) ist.

70. Zeige: Zwei Vektoren z,y € R3 sind genau dann linear unabhingig, wenn
ihr Kreuzprodukt z := x x y verschieden von Null ist. In diesem Fall bilden die
Vektoren x, v, z eine Basis von R3. Hinweis: Es geniigt die lineare Unabhingigkeit
zu zeigen. In diesem Fall gilt weiters

Uy
T1Ul + ToUg + T3U3 = 0
uy | €R? ={\z| A eR},
uz yrur + yauz +ysuz = 0 { ‘ }
sowie
Uy
{Ax—l—,uy ‘ A, [ ER} = uy | € R zyuq + 2zous + z3us

Us

Hinweis: In beiden Fillen folgt eine Inklusion sofort aus x'z = 0 = y'z, siche
Aufgabe 43. Die Gleichheit folgt dann aus Dimensionsgrinden.

71. Seien W; und W; zwei verschiedene (n — 1)-dimensionale Teilrdume von
K". Zeige Wi + Wy = K™ und dim(W; N Wy) = n — 2. Hinweis: Beispiel 1V.2.6.

72. Sei V ein Vektorraum und «, § € V* zwei nicht-triviale lineare Funktio-
nale, o # 0, f # 0. Zeige, dass die Hyperebenen ker(«) und ker() genau dann
iibereinstimmen, wenn \ € K existiert, sodass = A\a.

73.8¢i 0 = W 5V 5 U — 0 eine kurze exakte Sequenz linearer Abbildun-
gen, d.h. ¢ sei injektiv, ¢ surjektiv und img(y) = ker(¢)). Zeige, dass V' genau
dann endlich-dimensional ist, wenn W und U beide endlich-dimensional sind, und
in diesem Fall gilt
dim(V) = dim(W) + dim(U).

Hinweis: Zeige U = V/img(p), W = img(y) und verwende Korollar IV.2.8.
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74 (Kodimension und Durchschnitt). Ein Teilraum W eines Vektoraums V'
hat endliche Kodimension in V', falls V/W endlich-dimensional ist. In diesem
Fall wird codimy (W) := dim(V/W) die Kodimension von W in V genannt.
Seien nun W; und Wy zwei Teilrdume von V. Zeige, dass W7 N Wy genau dann
endliche Kodimension in V' hat, wenn W; und W5 beide endliche Kodimension in
V haben. Zeige weiters, dass in diesem Fall auch W; 4+ W5 endliche Kodimension
in V' hat und es gilt

codimy (W7 N Wa) + codimy (W; + Ws) = codimy (W;) + codimy (Ws).
Im transversalen Fall, d.h. wenn W; + Wy =V gilt, erhalten wir
codimy (W N Wy) = codimy (W7) + codimy (Ws).
Hinweis: codimy (W) = dim(V/W) = dim(W?°), Satz IV.2.1 und Satz 111.4.9.
75. Erlautere die Gleichungen
dimc(C") =n und dimg(C") = 2n.
Hinweis: C* = R*", siche auch Beispiel I1V.1.12.

76. Sei V ein endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum und by, ..., b, eine
Basis von V. Zeige, dass by, iby, bo, ibs, . . ., b,, ib, eine Basis des V' zugrundeliegen-
den reellen Vektorraums V¥ bildet, vgl. Bemerkung IV.2.21, und schliefie daraus
dimg (VE) = 2dimc(V).

77. Fiihre die Details in Bemerkung IV.2.22 aus.

78. Es sei V ein reeller Vektorraum und J: V — V linear mit J o J = —idy .
Zeige, dass V beziiglich der Skalarmultiplikation

CxV =YV, (a+bi)v :=av + bJ(v),

zu einem komplexen Vektorraum wird. Schliefle daraus, dass dies nur moglich ist,
wenn dimg (V') gerade ist. Hinweis: Fiir den letzten Teil verwende Aufgabe 76.

79. Sei
() R A e e (A R 2 )]

eine Folge linearer Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen,
sodass p;0¢; 1 = 0, fiir jedes . Schliee daraus img(y;_1) C ker(p;) und definiere
Vektorrdume H; := ker(p;)/img(y;—1). Zeige nun

> (=1 dim(V;) = ) (—1)" dim(H;).
Hinweis: Verwende img(p;) = V;/ ker(¢;) und Korollar IV.2.8.
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80. Seien A € M4, (K), S € GL,(K) und T' € GL,,(K). Zeige
rank(7T'AS) = rank(A).

Hinweis: Betrachte die mit den Matrizen assoziierten linearen Abbildungen und
verwende Proposition IV.2.23.

81. Sei W ein Teilraum eines endlich-dimensionalen Vektorraums V', und be-
zeichne ¢: V' — V**  1(v)(«) = a(v), die natiirliche Abbildung, v € V, o € V*.
Zeige (W) = We°. Hinweis: Proposition II1.4.13.

82. Seien ¢: V — W und ¢p: W — U zwei lineare Abbildungen mit endlichem
Rang. Zeige, dass dann auch ¢ o ¢: V' — U endlichen Rang hat und

rank (¢ o ¢) < min{rank(v), rank(go)}

gelten muss. Schliefle daraus, dass fiir je zwei Matrizen A € M,,,(K) und B €
M,,«1(K) folgende Ungleichung gilt:

rank(AB) < min{rank(A), rank(B)}

83. Bestimme die Dimension sowie eine Basis des von den Vektoren

0 0 0 0 0
5 5 i 6 8
U1 = -1 ) Vo = 1 ) U3 = 0 ) Vg = -5 ) Us = 0
-1 7 6 —11 12
2 4 6 4 15

aufgespannten Teilraums W = (v, vy, v3,v4, v5) C R Gib ein minimales Glei-
chungssystem fiir W an. Bestimme eine Basis von W, die aus gewissen der Vek-
toren v; besteht. Gib schliellich auch ein Komplement von W an und beschrei-
be dieses mit einer Basis und durch ein Gleichungssystem. Hinweis: siehe Bei-
spiel 1V.3.17.

84. Zeige, dass die Vektoren

% ; ; ii 6
_ _ _ _ _ 11
U1 = -1 ) Vg = -1 ) U3 = -3 ] Vg = -2 ] Vs = 0

2 6 6 8 24

ein Erzeugendensystem von R* bilden, und bestimme vier dieser Vektoren v;, die
eine Basis von R* bilden. Hinweis: siche Beispiel IV.3.22.

85. Zeige, dass die Vektoren

1 1 1
kS i 3

v = Vo = V3 =
1 -1 ) 2 3 ) 3 1
1 1 2

linear unabhiingig in R® sind und erweitere sie zu einer Basis von R®. Hinweis:
Siehe Beispiel 1V.3.18.
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86. Es bezeichne W den Teilraum aller y € R®, fiir die das Gleichungssystem

21’1 +x9 —|—3.T3 —|—6.T4 —|—105L’5 = Uy
31’1 +x9 +x3 —|—5.T4 +7SL’5 = Y2
5ty +2xy +4xs +1lxy +1725 = y3
7.1’1 —|—3.T2 +x3 +11.T4 —|—15SL’5 = Ya
115[]1 —|—5.T2 —|—5.T3 —|—21.T4 —|—31.le5 = Y5
131‘1 +8l‘2 +9l‘3 +30l‘4 +47[L‘5 = Ys

l6sbar ist. Bestimme dim (W) und eine Basis von W. Gib auch ein minimales
Gleichungssystem fiir W an. Hinweis: Siehe Beispiel 1V.3.23.

87. Bezeichne L C R® den Losungsraum des Gleichungssystems:

Ty —xo Hr3 +2x4 —2x5 +2z¢ = 0
207 —2x9 +2x3 +4xy —4dxs +4xs = 0
201 —2x9 +2x3 +3x4 —3z5 +3x4 = O

Ty —xo +x3 +d5x4 —dr5 +drg = 0

Bestimme dim(L) und eine Basis von L. Gib auch ein minimales Gleichungssy-
stem fiir L an. Bestimme auch ein minimales Gleichungssystem fiir L, das aus
einigen der urspriinglichen Gleichungen besteht. Bestimme ein Komplement von
L und beschreibe es mit Hilfe einer Basis als auch durch ein Gleichungssystem.
Hinweis: Siehe Beispiel IV.3.19.

88. Bestimme alle Losungen des Gleichungssystems

3371 —3372 —3.’173 —12.1’4 —1233‘5 = 21

T —3l‘2 —5l‘3 —18[L'4 —20l‘5 = —41
2l‘1 —XT9 +2l‘3 +3ZL‘4 +6l‘5 = 15
—T1 +3l‘2 +4l‘3 +16l‘4 +17l’5 = 35

und gib diese in Parameterform an. Bestimme auch ein minimales Gleichungssy-
stem fiir den Losungsraum. Welche Dimension hat dieser? Hinweis: Siehe Bei-
spiel IV .4.2.

89. Bestimme alle Losungen des Gleichungssystems:

I +ZL‘2 +3ZL‘3 +3ZL‘4 +5ZL‘5 = 37
r; +2x9 +5x3 +6x4 +8r5 = 60
2[L‘1 +ZL‘2 +4ZL‘3 +3ZL‘4 +8[E5 = 59
—x7 —3x9 —Tx3 —9r4 —8xs = —5H9

Gib auch eine Basis des Losungsraums fiir das assoziierte homogene System an.

90. Bestimme die Dimension des aflinen Teilraums

SHRIHNONG)

von R®. Gib auch ein minimales Gleichungssystem fiir E an. Hinweis: Siche Bei-

spiel IV .4.4.

=N QO
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91. Bestimme die Inversen folgender reeller Matrizen:

— Lo
A=[1 0 -1 B =
0 1 -2 ’ 0 -3 3 0
0 3 -3 5
92. Bestimme die Inverse folgender komplexer Matrix:
i 3 2+1i
A= 2i 7 —i

-1 —1+4 7+i

93. Bestimme die Inversen folgender Matrizen iiber dem Korper K = Z,:

)

1 01
A=10 1 1
1 11

94. Zeige, dass die Vektoren

2 7 1 8
n=(3)- n=(0) »= (1) n=(0)
9 0 4 5
eine Basis von R* bilden. Hinweis: Siehe Beispiel IV.5.2.

95. Zeige, dass das Gleichungssystem

Ty +x9 +x3 +xry4 = Y1
i) +2.§L’3 —|—3.T4 = Y2
ry +dws 914 = y3
Ty +8rs +27Txy = 1y

fir alle y1,vs2,y3,ys € R eindeutig 16sbar ist und gib diese Losung an. Hinweis:
Siehe Beispiel IV.5.6.

96. Es sei A eine invertierbare Matrix mit rationalen Eintrédgen. Erklére
warum dann auch die Inverse, A~!, nur rationale Eintriige besitzt. Gib eine in-
vertierbare (2 x 2)-Matrix mit ganzzahligen Eintrédgen an, deren Inverse nicht-
ganzzahlige Eintrédge hat.

97. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Weiters seien B und C' zwei
geordnete Basen von V und es bezeichnen B* bzw. C* die dazu dualen Basen
von V*. Zeige, dass aus B* = C* schon B = C folgt. Hinweis: Betrachte die zu
B* und C* dualen Basen B** und C** von V** und verwende Lemma IV.6.7 aus
der Vorlesung.

98. Zeige, dass B = (by, by, b3, bs) eine Basis von R* bildet, wobei

1 0 0 0
=) w=() m= (D) n= ()
1 2 3 4
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Bestimme die Basiswechselmatrix Tpp, wobei E = (eq, e, e3,¢€4) die Standard-
basis bezeichnet, und berechne damit die Koordinaten [v]p folgender Vektoren
beziiglich B:

=) (3 ) (-

99. Zeige, dass B = (b1, b, b3) eine Basis von R? bildet, wobei

e (1) ne (1), ne (9)

Bestimme die Matrix (beziiglich der Standardbasis) einer linearen Abbildung
p: R — R3, fiir die ¢(by) = by, p(by) = 2by und @(b3) = 3bs gilt. Wieviele
solche Abbildungen ¢ gibt es? Hinweis: Ohne Rechnung lassen sich [¢|pp und
Tgp angeben, wobei E = (e, eq,e3) die Standardbasis von R? bezeichnet.

100. Zeige, dass die Vektoren

1 0 0 0
w=(3) m= () =) ne ()
-1 1 -1 1

eine Basis von R* bilden. SchlieBe daraus, dass R* direkte Summe der beiden
Teilriume W = (by, by) und W’ = (b3, by) ist, R* = W & W’. Bestimme die Ma-
trix (beziiglich der Standardbasis) des damit assoziierten Projektors 7: R* — R*
auf W langs W'. Berechne damit auch die Matrix des komplementéiren Projek-
tors, sowie die Matrizen der beiden damit assoziierten Spiegelungen. Hinweis:
Ohne Rechnung lassen sich [w|gp und Trp angeben, wobei E = (eq, eq, €3, €4) die
Standardbasis von R* bezeichnet.

101. Zeige, dass die Funktionen fi(x) := sin(2z), fo(x) := cos(2z), f3(z) =
sin(3z) und fy(z) := cos(3x) linear unabhingig in F(R,R) sind und daher
eine Basis B = (fi, fa, f3, f4) des von ihnen aufgespannten Teilraums V :=
(f1, f2, f3, f1) € F(R,R) bilden. Zeige, dass die Ableitung eine lineare Abbil-
dung D: V — V, D(f) := f, liefert, und bestimme die Matrix [D]gg von D
beziiglich B.

102. Zeige, dass die Polynome

ho =1
hlzz
h2:Z2—1

hy = 2> — 3z
h4:Z4—62’2+3

eine Basis H = (hyg, h1, ha, hs, hy) von R[z]<4 bilden. Bestimme die Matrix [L]y g
der linearen Abbildung

L: Rlz]<s = R[z]<4, D(p) :=p" — zp'.
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Berechne den Rang der linearen Abbildung L und gib eine Basis ihres Kerns an.
Bestimme jenes Polynom p € R|z]<4 fiir das [p|y = (1,0,1,0,1)" gilt. Berechne
auch die Koordinaten [q]y des Polynoms ¢ = 2% + 223 — 62% — 62 — 6.

103. Betrachte die drei linearen Funktionale ~;,vs,v3: R® — R,
Y1 (g) =x+2y+3z, 7 @) =x+4y+9z, 3 <§) =x+ 8y + 27z.

Zeige, dass C = (71,72,73) eine Basis von (R3)* bildet. Bestimme eine Basis
B = (by, by, b3) von R3, deren duale Basis mit C {ibereinstimmt, B* = C. Hin-
weis: Ohne Rechnung lisst sich die Basiswechselmatric Tep«c = Tg«p+ angeben,
wobei E* die zur Standardbasis E = (e, 3, e3) duale Basis von (R3)* bezeichnet.
Berechne daraus Tgg, siehe Korollar IV.6.21, und lies die Basis B ab.

104. Es sei S € GL,(K) eine invertierbare Matrix. Zeige, dass geordnete Basen
B und C von K" existieren, sodass Tcg = S gilt, wobei Tp die Basiswechselma-
trix bezeichnet. Hinweis: Wir konnen fir B (oder C') die Standardbasis von K"
verwenden.

105 (Aquivalente Matrizen). Zwei Matrizen A, B € M+, (K) werden dqui-
valent genannt, falls invertierbare Matrizen S € GL,(K) und 7' € GL,,(K) exi-
stieren, sodass B = T'AS. Zeige, dass dies eine Aquivalenzrelation auf der Menge
der (m x n)-Matrizen definiert. Zeige weiters: Ist ¢): V' — W eine lineare Ab-
bildung zwischen endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen, C' C geordnete Basen
von V und D, D geordnete Basis von W, dann sind die Matrizen [¢)] pc und [¢] 55
ahnlich. Zeige auch, dass die folgenden Aussagen &dquivalent sind:

(a) A und B sind dquivalent.

(b) B lésst sich aus A durch Zeilen- und Spaltenumformungen gewinnen.

(c) Es existieren Basen C' von K™ und D von K", sodass B = [t 4] pc, wobei ¢4
die lineare Abbildung ¥ 4: K" — K™, 1 4(z) = Ax, bezeichnet.

(d) A und B haben gleichen Rang.

SchlieBe daraus, dass jede Matrix A € M,,«,(K) dquivalent zu einer Matrix der
Form (%0) € My« (K) ist, wobei k = rank(A).

106 (Ahnliche Matrizen). Zwei quadratische Matrizen A, B € M, ., (K) wer-
den dhnlich genannt, falls eine invertierbare Matrix S € GL,(K) existiert, so-
dass B = SAS~'. Zeige, dass dies eine Aquivalenzrelation auf der Menge der
(n x n)-Matrizen definiert. Zeige weiters: Ist ¢: V' — V ein Endomorphismus
eines endlich-dimensionalen Vektorraums V' und sind B bzw. C' zwei geordnete
Basen von V, dann sind die Matrizen [¢]|pp und [¢]cc dhnlich. Zeige auch, dass
fir fixes A € K die beiden Matrizen A = (39) und B = ({}) nicht #hnlich
sind. Hinweis: Sind A und B zwei dhnliche Matrizen, dann sind auch A— X und
B — A\I dhnliche Matrizen.
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Ubungen zu “Lineare Algebra und Geometrie 1”

Sommersemester 2012

Stefan Haller

1. Sei K ein Korper, n € N und bezeichne V' := F(M,,x,(K),K) den Vektor-
raum aller K-wertigen Funktionen auf M, (K). Zeige, dass folgende Teilmengen
Teilrdume von V' bilden:

a) {0 € V : ¢ ist linear in der k-ten Spalte}.

) {0 € V : 0 ist multilinear, d.h. linear in jeder Spalte}

) {0 € V : stimmen die k-te und I-te Spalte von A {iberein, so gilt 6(A) = 0}.
) {6 € V : stimmen zwei benachbarte Sp. von A iiberein, so gilt §(A) = 0}.

) {0 € V : stimmen zwei Spalten von A iiberein, so gilt §(A) = 0}.

(f) {0 € V :sind die Spalten von A linear abhéngig, so gilt 6(A) = 0}.

(g) {6 € V : § ist multilinear und alternierend}

Hinweis: Fiir jede Teilmenge X C M,,.,(K) ist {§ € V | Vz € X : §(x) = 0} ein
Teilraum von V.

2. Sei K ein Kérper in dem 2 # 0 gilt. Weiters sein € Nund §: M, «,(K) — K
multilinear. Zeige, dass folgende Aussagen dquivalent sind:
(a) Sind zwei Spalten von A gleich, so gilt §(A) = 0.
(b) Bei Vertauschung zweier Spalten von A wechselt §(A) das Vorzeichen.
Gib eine multilineare Abbildung 0: Myyxo(Zs) — Zo an, die (b) aber nicht (a)
erfiillt.

3. Berechne folgende Determinanten:

0 1 6 11
3 4 (1) i (1] 1 0 4 13
5 6|’ 10 1’ 2 —1 2 17
3 -1 9 0
4. Fir a € R berechne die Determinante:
cosa —sina
sine  cosa
3
5
7

5. Berechne die Determinante folgender (n x n)-Matrix:

1



6. Zeige det(AA) = A" det(A), fir alle A € M, +,(K) und X € K. Gib zwei
Matrizen A und B an, fiir die det(A + B) # det(A) + det(B) gilt.

7. Seien n,m € N, A € M., (K), B € M,ym(K), C € M,x,(K) und D €
M e (K). Zeige:

det (8‘ g) — det(A) det(D) = det (é g) .

8. Zeige

det

oo % %
oo % %
oo % %
* % ¥ % %
X %X X %X %
I
o

000

wobei die Sternchen beliebige Eintragungen bezeichnen.

9. Seien n,m € N, A € M., (K), B € Myym(K), C € M,x,(K) und D €
M5 (K). Berechne

det (é Z()?) und det (g g) .

Hinweis: Dies léasst sich auf Aufgabe 7 zuriickfiithren.

10. Seien a, b, ¢ € K und betrachte folgende (n x n)-Determinante:

a b
c a b
D, = c a
S
c a

Zeige, dass die Rekursionsgleichung
Dn = G,Dn_l — bCDn_Q

gilt und berechne damit die (n x n)-Determinante:




11. Lose das Gleichungssystem

3 2 1\ /n 1
1 -1 2| x| =10
4 2 3/ \a 1

einmal mit der Cramer’schen Regel und einmal mit Zeilenumformungen.

12. Lose das Gleichungssystem

1 2 3 1\ [n 17
0 -1 —2 —4||z]| |[-11
—1 =2 =2 4 | |=] " | =10
0 1 2 3/ \a 10

einmal mit der Cramer’schen Regel und einmal mit Zeilenumformungen.

13. Berechne die Inverse der Matrix

0 01
1 00
010

einmal mit Hilfe der Formel in Bemerkung V.2.5 und einmal mit Zeilenumfor-
mungen.

14. Mit der Notation von Satz V.2.3 zeige, dass auch AA = det(A)I, gilt,
selbst wenn A nicht invertierbar ist.

15. Sei A eine (n x n)-Matrix mit ganzzahligen Eintragungen und det(A) =
+1. Zeige, dass dann auch die Inverse von A nur ganzzahlige Eintragungen be-
sitzt. Zeige auch umgekehrt: haben A und die Inverse von A nur ganzzahlige
Eintragungen, dann muss schon det(A) = +1 gelten. Gib auch eine invertierbare
Matrix mit ganzzahligen Eintragungen an, deren Inverse nicht ganzzahlig ist.

16. Sei A € M, x,(K) eine invertierbare Matrix. Verwende die Cramer’sche
Regel um die Gleichungssysteme Az = e; zu lésen, 1 <4 < n. Leite daraus erneut
die Formel A™! = det(A)™*A aus Satz V.2.3 fiir invertierbare A her.

17. Zeige, dass die Permutationsgruppe &,, genau n! Elemente besitzt. Wie-
viele Elemente hat die Untergruppe A,, = {o € &,,|sgn(o) =1}7?

18. Schreibe alle Elemente von &4 an, bestimme ihre Vorzeichen (Signum)
und schreibe damit die Leibniz’sche Formel fiir (4 x 4)-Matrizen an.

19. Berechne die (4 x 4)-Determinante

001 2
00 3 4
1 2 3 0}’
2 30 8

einmal mit Leibniz’ Formel und einmal mit Zeilen- bzw. Spaltenumformungen.
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20. Zeige, dass

¢: &, — GL,(K), d(0) == (ea)lea)| - - eam))

einen Gruppenhomomorphismus bildet, d.h. es gilt ¢(c 0 0’) = ¢(0)p(0’), fiir je
zwei Permutationen o, 0’ € &,,. Schliefle daraus

sgn(o) = det (60(1) |ea(2)| cee |eo(n)),

fiir jede Permutation o € &,,. Hinweis: Die rechte Seite definiert einen Homo-
morphismus &,, — {1,—1}, der alle Transpositionen auf —1 abbildet, vgl. Lem-
ma V.3.2. Dies ermoglicht folgende direkte Herleitung der Leibniz’schen Formel,
erkldre dabei jedes Gleichheitszeichen:

det(A) = Z s Z Al,il s An,in det(eil\ s |€Zn)

i1=1 in=1

=D Aoy Anotm det(eo)] - leom) = D 580(0) A1) -+ Anotm)

Ueen Ueen

21. Zeige, dass fiir jede Matrix A € M, »,(K) die Gleichung

D 580(0) Avo(t) Anom) = D, 580(0) Ao(1)1 -+ Aomym

oeGy, oeSy,

gilt. Leite daraus und der Leibniz’schen Formel erneut det(A) = det(A") her.

22. Zeige, dass GL,(R) offen in M, (R) = R" ist. Zeige, dass SL,(R) abge-
schlossen in M., (R) = R™ ist. Hinweis: Die Determinantenfunktion ist stetig.

23. Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ € end(V'), B eine geordnete
Basis von V und [p]lgp € M,x,(K) die Matrix von ¢ beziiglich B. Zeige, dass
tr([¢]pp) nicht von der Basis B abhéngt und daher

tr: end(V) — K, tr(¢) = tr([¢lsB)-
wohldefiniert ist. Zeige auch:
(a) Die Spur ist linear, d.h. tr(y; + ¢a) = tr(p1) + tr(e2) und tr(Ag) = Atr(p).
(b) tr(¢ o) = tr(p o).
(c) tr(p") = tr(e).
(d) tr(idy) = dim(V).
fiir v, 1, p1, 2 € end(V) und A\ € K. Hinweis: Gehe wie in Korollar V.4.2 vor.

24. Seien W und W' zwei komplementéire Teilraume eines endlich-dimensi-
onalen Vektorraums V, d.h. V. = W & W’. Weiters bezeichne 7: V. — V die
Projektion auf W lings W’ und o: V. — V die Spiegelung an W lings W’.
Berechne tr(7) und det(o). Berechne auch det(\idy ), wobei A € K.
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25. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, W ein Teilraum von V
und ¢: V — V linear, sodass (W) C W. Zeige

det(p) = det(p|w) det(p),

wobei p|y: W — W die Einschrankung von ¢ bezeichnet, und ¢ die auf dem
Quotientenraum V/W induzierte lineare Abbildung ¢: V/W — V/W, ¢([v]) =
[o(v)] bezeichnet. Hinweis: Dies ldsst sich durch geschickte Wahl einer Basis von
V' auf Aufgabe 7 zuriickfiihren.

26. Sei V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum. Zeige, dass
GLT(V) :={p € end(V) : det(p) > 0}
eine Untergruppe von GL(V') bildet.

27. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber K. Zeige, dass der Ho-
momorphismus det: GL(V) — K\ {0} surjektiv ist.

28. Betrachte die beiden geordneten Basen B = (by, by, b3) und B’ = (b), b, bf)
von R?, wobei:

p 3 5 1 0 0
bh=(0], bo=[4], bs=(6], v,=[2], vo=[0], ®v,=|7
0 0 7 3 6 8

Sind B und B’ gleichorientiert? Welche dieser Basen ist beziiglich der Standard-
orientierung auf R? positiv orientiert?

29. Zeige, dass fiir jedes A € M, «,(K) folgende Zahlen {ibereinstimmen:
(a) rank(A)

a

(b) das grofite k, fiir das es eine invertierbare (k x k)-Untermatrix von A gibt

(c) das grofite k, fiir das es eine (k x k)-Untermatrix von A gibt, deren Determi-
nante nicht verschwindet

Dabei verstehen wir unter einer (k x k)-Untermatrix von A jede Matrix der Form

Qiyjr Qiyga " Qiggy,
Qigjy Qigja  * " igjy,
Qigr - Qiggo " ° " Qiggy

wobei 1 <4y <idpg <+ <igp<nund 1< g <jp <+ < jp <nound a die
Eintragung von A in der i-ten Zeile und j-ten Spalte bezeichnet.

30. Sei V' ein endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum und ¢: V — V
(komplex) linear. Es bezeichne Vg den zugrundeliegenden reellen Vektorraum und
¢r: Vk — VR dieselbe Abbildung, aufgefasst als reell lineare Abbildung. Zeige

det(pr) ZS‘det(SO)F’



und schliefe daraus, dass im invertierbaren Fall ¢g orientierungsbewahrend ist.
Hinweis: Ist B = (by,...,b,) eine Basis des komplexen Vektorraums V', dann
bildet B = (by,iby, bo, ibs, ..., by, ib,) eine Basis des reellen Vektorraums Vg, und
es qilt

Ti1 —Yuu | | Tin —Yin

Y1 T11x | | Yin  Tin 211 ... Zin
[rlps =] : : : ,wobei  [p|pp =

Tl —Ynl | " | Tan —Ynn Znl " Znn

Yni Tnl | Ynn Tnn

und z;; = ;5 + iy;;. Die gewiinschte Gleichung ldsst sich mittels Induktion nach
n zeigen, fir den Induktionsschritt betrachte zundchst den Fall z91 = 231 = -+ - =
zn1 = 0. Welcher Zusammenhang besteht zwischen tr(¢) und tr(ygr)?

31. Fiir jede Permutation o € &,, bezeichne S, = (e;1)| - -|es(n)) die ent-
sprechende Permutationsmatrix.
a) Zeige:

A1 As(1)
(S,)7 S = .
)\n )\o(n)

b) Sei D eine (n x n)-Diagonalmatrix mit paarweise verschiedenen Diago-
naleintrigen und A eine weitere (n x n)-Matrix. Zeige, dass AD = DA genau
dann gilt, wenn A eine Diagonalmatrix ist. Zeige anhand eines Beispiels, dass die
Voraussetzung an die Diagonaleintrage von D wirklich notwendig ist.

¢) Sei D eine (n x n)-Diagonalmatrix mit paarweise verschiedenen Diagonal-
eintrigen und S eine invertierbare Matrix, sodass auch S~'DS eine Diagonal-
matrix bildet. Zeige, dass dann S von der Form S = AS, sein muss, wobei A
eine invertierbar (n x n)-Diagonalmatrix bezeichnet und o € &,,. Hinweis: Zeige
zundchst mit Hilfe von a), dass 0.B.d.A. ST*DS = D angenommen werden kann,
und verwende dann b).

32. Bestimme alle Eigenwerte und Eigenrdume folgender reeller Matrizen:

() o= 3)

Welche dieser Matrizen sind diagonalisierbar? Gib im diagonalisierbaren Fall Ma-
trizen S an, sodass S™'AS bzw. S~'BS Diagonalmatrizen bilden.

33. Wie im vorangehenden Beispiel nun fiir die reellen Matrizen:

1 0 0 1 -3 2 2 0 1
A=[3 20 30|, B=(0o -8 6], c={0 2 0
2 12 —18 0 —15 11 01 2

6



34. Bestimme alle Figenwerte und Eigenrdume der Matrix
Al

A= A

wobei A € K. Ist A diagonalisierbar?

35. Sei g € K[z] ein Polynom und D eine Dreiecksmatrix,

A ox e X q(A1) * *
D= Az Zeige q(D) = a(A)
An q(An)

36. Sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, ¢: V' — V eine diagona-
lisierbare lineare Abbildung und ¢ € K][z] ein Polynom. Zeige, dass dann auch
q(¢) diagonalisierbar ist und bestimme das Spektrum von g(y).

37. Erklare warum die Matrix

(03

iiber dem Korper K = Q nicht diagonalisierbar ist. Zeige, dass sie iiber K = R
sehr wohl diagonalisierbar ist, bestimme ihre Eigenwert und Eigenrdume sowie
eine invertierbare Matrix S, sodass S~ AS Diagonalgestalt hat.

38. Sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, ¢: V' — V linear, A € K
ein Eigenwert von ¢ und E, = ker(¢ — Aidy) der entsprechende Eigenraum.
Dartiiber hinaus, sei ¢: V' — V eine weitere lineare Abbildung, die mit ¢ kom-
mutiert, d.h. o1 = Y. Zeige, dass ¢ die Eigenrdume von ¢ invariant lasst, d.h.

Y(Ey) C Ej.
39. Betrachte die Folge 0,1,2,7,20,61,182,... Genauer sei
ro=0, x1=1, z,=2x,1+3x,2, n>2
Bestimme eine explizite Formel fiir x,,. Gehe dabei wie in Beispiel VI.1.26 vor.

40. Sei A € My (K).

(a) Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Eigenwerten und Eigenrdumen
von A und denen von pA, wobei 0 # p € K?

(b) Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Eigenwerten und Eigenrdumen
von A und denen von A~!, falls A invertierbar ist.

(¢) Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Eigenwerten von A und denen
von A'?

Gehe jeweils auch auf die geometrischen und algebraischen Vielfachheiten ein.
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41. Sei A € M+, (C). Zeige
£, det(I, +tA) = tr(A).

Hinweis: Es existiert S € GL,(C), sodass ST AS eine obere Dreiecksmatrix ist.
Erkliare warum obige Formel auch fiir reelle Matrizen A € M,, 4, (R) richtig bleibt.

42. Zeige, dass jedes Polynom der Form p = po+pi2+- - +p,_12" 1+ (=1)"2",
wobei p; € K, als charakteristisches Polynom einer Matrix A € M,,«,(K) auftritt.
Berechne dazu das charakteristische Polynom der Matrix

0 - 0 (—1) g
A 1 :
O <_1)n_1pn72
1 <_1)n_1pn71
mittels Induktion nach n.

43. Zeige, dass GL,(R) dicht in M, ,(R) = R™ liegt, d.h. in jeder Umgebung
einer Matrix A € M, «,(K) gibt es invertierbare Matrizen. Betrachte dazu die
Familie von Matrizen A — ¢, t € R, und zeige, dass es beliebig kleine ¢t gibt fiir
die A — t invertierbar ist.

44. Sei p eine Primzahl. Zeige, dass der Korper Z, nicht algebraisch abge-
schlossen ist. Hinweis: Betrachte das Polynom ¢ =1+ (z —1)(z —2)--- (2 — p).

45. Sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und 7: V' — V ein Pro-
jektor, d.h. 7% = 7. Bestimme alle Eigenwerte und Eigenrdume sowie das charak-
teristische Polynom von 7. Gib jeweils auch die geometrische und algebraische
Vielfachheit der Eigenwerte an.

46. Sei I C R ein offenes Intervall, betrachte den Vektorraum der glatten
Funktionen, V' := C*(I,R), und bezeichne D: V — V| D(f) := f’, den Ablei-
tungsoperator. Fiir A € R sei fy € V, fi(z) := . Zeige, dass fy Eigenvektor
von D ist und bestimme den Eigenwert.

47. Sei P € M« (K[z]) eine Matrix von Polynomen. Zeige, dass det(P) linear
in jeder Spalte ist, d.h. fir beliebige Polynome p;;, pij, ¢ € K[z] gilt

P11 - Pp1+P1j  Pin P11 - P1j o Pln P11 - P1j v Pln
det [ : : :det(: : :)+det<: : :)
(p;n pnjjrﬁnj pnn> Pri - P;Lj “ Pn Pn1 ﬁ'r.Lj - Dnn
und
Pi1 - gpPi; c Pim Puin - Pij ot Din
: : = g det : :

nlt *°° 4Pnj " DPnn nl " Pnj " DPnn

Zeige weiters det(P') = det(P), vgl. Aufgabe 21, und schlieBe daraus, dass det(P)
auch linear in jeder Spalte ist.

det
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48. Sei P = (p1|--+|pn) € Myuxn(K[z]) eine Matrix von Polynomen. Zeige
det(po(1)| - - - [Po(n)) = sign(o) det(P) € K[z], fiir jede Permutation o € G,,.

49. Seien P, Q € M, x,(K[z]) zwei Matrizen, deren Eintragungen Polynome
sind. Zeige det(PQ) = det(P)det(Q) € K[z] auf zwei Arten: Fiir unendliche
Korper unter Verwendung von (det(P))(A) = det(P(M)), A € K, und dann fiir
beliebige Korper. Anleitung fiir den zweiten Teil:

1.) Zeige, dass det(PQ) und det(P)det(Q) beide linear in jeder Spalte von @
sind, siche Aufgabe 47, und schliele daraus, dass es 0.B.d.A. geniigt Matrizen
der Form @ = (e;,| - -|e;,) zu betrachten.

2.) Zeige, dass det(PQ) = 0 = det(Q), falls Q zwei gleiche Spalten besitzt,
und schliefe daraus, dass es 0.B.d.A. geniigt Permutationsmatrizen ) =
(eoy] - - |€sm)) Zzu betrachten, wobei o € G,,.

3.) Verwende Aufgabe 48 um den Beweis abzuschlieen.

50. Zeige, dass fiir jede Matrix A € Msy»(K) die Relation
det(A) = %(tr(A)Q - tr(A2)>
gilt und analog fiir A € M3.3(K)
det(A) = %(tr(A)?’ — 3tr(A) tr(A2) + 2 tr(A3)).

Hinweis: Es geniigt dies fiir algebraisch abgeschlossene Kérper, d.h. triangulier-
bare Matrizen, zu zeigen.

51. Betrachte die Permutation o € G,,,

o(l)=2, 0(2)=3, o3)=4, ... on—-1)=n, on) =1,
und die assoziierte Permutationsmatrix
O 0 --- 01
1 0 --- 00
A= (60(1)|”'|ea(n)) =10 1 S Mnxn(c)a
R .00
O --- 0 10

Bestimme alle komplexen Eigenwerte von A sowie deren algebraische und geome-
trische Vielfachheit. Ist A diagonalisierbar? Freiwillige Zusatzaufgabe: Bestimme
eine Figenbasis von A.

52. Seien A, B € M, «,(K) zwei Matrizen von denen mindestens eine in-
vertierbar ist. Zeige, dass AB und BA die selben Eigenwerte mit den gleichen
algebraischen und geometrischen Vielfachheiten haben.

53. Welche der folgenden reellen Matrizen sind triangulierbar?

2 5 10 1 -2 51
(8 o8 oo () e (5 )
9



Gib im triangulierbaren Fall jeweils invertierbare Matrizen S an, sodass S™1AS,
S~1BS, etc. obere Dreiecksgestalt besitzt.

54. Wie in der vorangehenden Aufgabe nun mit den reellen Matrizen:

10 0 100
A=[(0 1 -2, B=12 3 0],
01 —1 45 6
—4 1 =2 —3 -8 -2
c=(3 2 1], D=2 5 1
18 —3 8 8 12 5

55. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und ¢: V' — V linear. Zeige, dass
die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(a) @ ist triangulierbar, d.h. es existiert eine Basis B von V', sodass [¢]|pp obere
Dreiecksgestalt hat.
(b) Es existieren Teilrdume {0} =V, CV; C Vo C--- CV, =V mit dim(V;) = ¢
und ¢(V;) C V,, fiir jedes i = 1,...,n.
56. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und ¢: V' — V linear. Zeige, dass
¢ genau dann triangulierbar ist, wenn ¢': V* — V* triangulierbar ist. Schliefie

daraus, dass eine Matrix A € M,,,,(K) genau dann triangulierbar ist, wenn die
transponierte Matrix A* € M,,«,,(K) triangulierbar ist.

57. Sei A € K. Fiir jede der Matrizen

Al Al A
A A

> O

1

A0

1 ’ Al

Al Al
A A

1
Al
A

> =

bestimme die Dimensionen der Teilraume
E\ =ker(A—\) C ker((A — )\)2) c...C ker((A — )\)N) SN

sowie das minimale N fiir das ker((A - )N ) = E, gilt, wobei A jeweils eine der
Matrizen bezeichnet.

08. Fiir € € K zeige:

Al A€ 1

.. .. 5
St )\.' S = )\.' , wobei S =

10



59. Verifiziere den Satz von Caley—Hamilton anhand folgender Matrix,

5 0 4
A=|-32 -7],
0 0 3

d.h. bestimme das charakteristische Polynom p von A und berechne p(A).

60. Sei A € M« (K) eine Matrix, deren charakteristisches Polynom in Li-
nearfaktoren zerfillt, d.h. p = (A — 2)"™ -+ (A\x — 2)™, wobei Aj,...,\; die
verschiedenen FEigenwerte und my, ..., m; ihre algebraischen Vielfachheiten be-
zeichnen. Beweise erneut den Satz von Caley—Hamilton, d.h. p(A) = 0, nun in
Matrixschreibweise. Anleitung:

(1) Nach Satz VI.3.7 iiber die Primérzerlegung existiert S € GL,(K), sodass
Ai

*

B, o
B:=S1AS = , Bi= | € Myxm, (K).

(2) Wie sehen die Diagonaleintrége des i-ten Diagonalblocks von (B — \;1,,) aus?
(3) Wie sieht der i-te Diagonalblock von (B — \;I,)™ aus?

(4) Schliefe daraus, dass p(B) = (A1, — B)™ -+ (A, — B)™ = 0.

(5) Folgere p(A) = 0.

61. Sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und ¢: V' — V linear.
Weiters sei ¢: V' — V linear und kommutiere mit ¢, d.h. o = Y. Zeige,
’(/)(E)\) C E,, wobei E, den verallgemeinerten Eigenraum zu einem Eigenwert \
von ¢ bezeichnet.

62. Seien ¢, 1: V — V zwei kommutierende nilpotente lineare Abbildungen.
Zeige, dass dann auch ¢ + 1 nilpotent ist. Gib zwei (nicht kommutierende) nil-
potente Abbildungen an, deren Summe nicht nilpotent ist.

63. Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und ¢: V' — V eine diago-
nalisierbare lineare Abbildung. Weiters sei V- = W @&W’ eine invariante Zerlegung,
d.h. (W) C W und o(W') C W', Zeige, dass dann auch die Einschrankungen
olw: W — W und ¢|y: W — W' diagonalisierbar sind.

64. Zeige, dass die einzige diagonalisierbare und nilpotente lineare Abbildung
die Nullabbildung ist.

65. Seien p,9: V — V zwei kommutierende diagonalisierbare lineare Abbil-
dungen. Zeige, dass ¢ und 9 gleichzeitige diagonalisierbar sind, d.h. es existiert
eine Basis B von V, sodass [¢]gp und [¢)]pp Diagonalmatrizen sind.
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66. Betrachte die Matrix

3 -1 0 3
0 0 0 8
A=10 1 2 4
0 0 1 4

Bestimme eine diagonalisierbare Matrix D sowie eine nilpotente Matrix N, sodass
A=D+ N und DN = ND.

67. Zeige folgende Formel fiir die k-te Potenz eines (n x n)-Jordanblocks:

vl . AR EE-L (I;) A2 L (/:L) \k—n—1
) AP kAR :
. = A\F . (g) A\f—2
i\ . k)\k—l
)\k

Hinweis: Induktion nach k.

68. Bestimme die Jordan’sche Normalform der Matrix

010 -101 O

01 0 00 -1

0 0 01 O

A= 0 1 0 -1
01 0

0 0

0

sowie eine invertierbar Matrix S, sodass S~'AS Normalform hat.

69. Bestimme die Jordan’sche Normalform der Matrix

3310 0 000
31 -2 0 0 4
30 100

A= 3 01 2
3 00

3 1

3

sowie eine invertierbar Matrix S, sodass S~'AS Normalform hat.
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70. Bestimme die Jordan’sche Normalform der Matrix

5 1 1 -7 =33 =22 33
050 2 9 6 —11
005 -4 -8 =7 6
A=10 0 0 7 1 2 1
000 O 7 1 -2
000 O 0 7 0
000 O 0 0 7

sowie eine invertierbar Matrix S, sodass S~'AS Normalform hat.

71. Bestimme die Jordan’schen Normalformen folgender Matrizen:

4 1 0 0 4 4 24 —12
—4 0 0 O -1 0 =12 6
A=119% 10 4 1> B=lo 0o o 1|
—-20 —15 —4 0 0O 0 —4 4
4 1 0 O
-5 3 1 0
C=l1s 1 1 1
-23 -6 -1 0
Welche dieser Matrizen sind dhnlich zueinander?
72. Betrachte einen Jordanblock der Form
a —f
B a B
a —f .
A= Jop(a, B) := g a € Mamxam(R),
) L,
a —f3
b «

wobei a, # € R und 8 > 0. Bestimme
dim ker(((A — alyy)? + 62[2m)r>7
fiir jedes r € N.
73. Bestimme die eindeutige Primfaktorzerlegung des reellen Polynoms
p=2"0— 2" 4625 - 627 +920 - 925 +42* — 42° € R[z].

Fasse dann p als komplexes Polynom auf, p € C[z], und bestimme seine Primfak-
torzerlegung iiber C. Hinweis: Die Nullstellen sind 0,1, +1i, +2i.

74. Zeige, dass das Polynom p € Q[z], p = 23 + 2, irreduzibel iiber Q ist.
13



75. Fiir jede komplexe Matrix A € M,,x,(C) sei A € M5, (C) jene Ma-
trix, die wir erhalten indem wir jeden Eintrag durch seinen komplex konjugierten
ersetzen, d.h. A; ; = A; ;. Zeige:

(a) A+ B = A+ B, fiir alle A, B € M,,,,(C).
(b) XA = \A, fiir alle A € M,,,,(C) und A € C.
(c) AB = AB, fiir alle A € M,,,,,(C) und B € M,,,x(C).

76. Bestimme die relle Jordan’sche Normalform der Matrix

000 0 0 —2
030 0 0 0
100 -2 0 2

A=1902 0 0 1 |€Moxe(R).
513 2 3 0
500 0 0 0

77. Bestimme das Minimalpolynom der Matrix

5 1
5 1
5 0
5 1
5 0
3

1
3

1
5
Hinweis: Das Minimalpolynom ist ein Teiler des charakteristischen Polynoms.

78. Bestimme das Minimalpolynom m 4 € K[z] der Matrix

Jml,l <)‘1>
Jml,nl ()\1)

Jmk,nk (Ak)

wobei k,n;,;m;; € N, \; € K und J,,(A\) den Jordanblock der GroSe m mit
Eigenwert A bezeichnet. Zeige weiters:

k
deg(my) = Zmax{mi,j ’ i=1...,n}.
i=1
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79. Sei V' ein Vektorraum iiber K. Zeige, dass die Menge der Bilinearformen
auf V' beziiglich der Operationen

(B1 + B2)(v,w) := By (v,w) + Pao(v, w), (AB) (v, w) = AB(v,w).

einen K-Vektorraum bildet. Zeige weiters, dass die Menge der symmetrischen
Bilinearformen ein Teilraum ist. Formuliere und beweise die analoge Aussage fiir
Sesquilinearformen (Hermitesche Formen).

80. Sei V' ein K-Vektorraum und g: V x V' — K eine Abbildung, die linear
in der ersten Eintragung und symmetrisch ist, d.h. es gelte
B+, w) = Bu,w) + B, w), BOW,w) = AB(v,w), Blw,v) = Blv, w),

fiir alle v,v',w € V und A\ € K. Zeige, dass [ eine symmetrische Bilinearform
ist, d.h. zeige, dass f dann auch linear in der zweiten Eintragung sein muss.
Formuliere und beweise die analoge Aussage fiir Hermitesche Formen.

81. Bestimme die Matrix (beziiglich der Standardbasis) der symmetrischen
Bilinearform auf R® mit quadratischer Form:

q (g) = 2% + 297 + 32 + 22y + Trz — 6yz2.

82. Sei f: V x V — K eine symmetrische Bilinearform mit assoziierter qua-
dratischer Form ¢(v) = B(v,v). Zeige, dass ¢ der sogenannte Parallelogrammglei-
chung gentigt, d.h. fiir alle v,w € V gilt

(v +w) +q(v —w) = 2q(v) + 2¢(w).
Formuliere und beweise die analoge Aussage fiir Hermitesche Formen.

83. Sei V ein K-Vektorraum und g: V x V — K eine symmetrische Bilinear-
form. Zeige, dass

O(V.5) = {p € GL(V) | Yo,w € V : Blp(v). p(w)) = H(v,w)}

beziiglich Komposition von Abbildungen eine Gruppe bildet. Zeige weiters, dass
im Fall char(K) # 2,

O(V.8) = {¢ € GL(V) [ Vv € V : q(p(v)) = q(v) },
wobei q(v) = (v, v) die assozierte quadratische Form bezeichnet. Formuliere und

beweise die analoge Aussage fiir Hermitesche Formen.

84. Sei p: W — V eine lineare Abbildung und 5: V' x V — K eine symme-
trische Bilinearform. Zeige, dass ¢* (3,

B WxW =K, (¢"B)(wr,wa) = B(e(wr), p(ws)),

eine symmetrische Bilinearform auf W definiert. Zeige:

(poyp) B=4"(¢"B) und  (idy)'B=4
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fiir jede weitere lineare Abbildung ¢: U — W, sowie
O (B1+ B2) = "B + ¢ B und O (AB) =A™

fiir symmetrische Bilinearformen (3, 51, 82 auf V und A € K. Zeige weiters:

(a) Ist B positiv/negativ semidefinit, dann ist ¢*f positiv/negativ semidefinit.
(b) Ist § positiv/negativ def. und ¢ injektiv, dann ist ¢*3 positiv/negativ def.
(c) Ist B nicht-degeneriert und ¢ injektiv, dann ist auch ¢*/ nicht degeneriert.
(d) ¢*B = Blw, wobei t: W — V die Inklusion eines Teilraums bezeichnet.

(e

) OV, B) = {p € GL(V) [ ¢"8 = S}

Formuliere und beweise analoge Eigenschaften Hermitescher Formen.

85 (Frobeniushomomorphismus). Sei K ein Kérper mit endlicher Charakteri-
stik, p = char(K). Zeige, dass die Abbildung
F:K—K, F(z) = a?,
ein Kérperhomomorphismus ist, d.h. es gilt
Flz+y)=F(x)+F(y) ud  F(zy) = F(z)F(y)
fiir alle x,y € K. Fiir die Fixpunktmenge von F' zeige weiters,
Fix(F):={zx € K| F(z) =2} ={0,1,2,...,p— 1}.

Hinweis: Nach dem kleinen Satz von Fermat gilt n? = n mod (p), fir jede Prim-
zahl p und alle n € Z. Auch ist ( ) durch p teilbar, fir alle 0 < i < p.

86. Sei f: V x V — K eine symmetrische Bilinearform und W := ker(f).
Zeige, dass
B:VIWxV/W =K,  B([v],[t']) == Blv,v),
eine wohldefinierte symmetrische Bilinearform definiert, die nicht-degeneriert ist.

87. Zwei symmetrische Matrizen A, B € M,”; (K) werden kongruent genannt,
falls S € GL,(K) existiert, sodass B = S'AS. Zeige, dass dies eine Aquiva-
lenzrelation auf M, (K) ist. Formuliere und beweise die analoge Aussage fiir

Hermitesche Formen.

88. Sei V ein endlich dimensionaler komplexer Vektorraum. Weiters seien /3
und 5’ zwei symmetrische Bilinearformen auf V' mit rank(8) = rank(5’). Zeige,

dass ein linearer Isomorphismus ¢: V' — V existiert, sodass 5 = ¢*3, d.h.
B'(v,w) = B(e(v), p(w)), fur alle v, w, € V. Hinweis: Satz VII.1.25.

89. Fiir jede der folgenden symmetrischen Matrizen

~1 0 0 40 0 5 8 11
Ai=(o0 -4 o], A=[0i 2 . Ay=[8 13 18],
0 0 -9 02 —4-Ti 11 18 25

bestimme eine invertierbare Matrix S; € GL3(C), sodass SfA;S; = (). Welche
der Matrizen A; sind kongruent iiber C.
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90. Sei V ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum. Weiters seien § und
B’ zwei symmetrische Bilinearformen auf V' mit gleicher Signatur. Zeige, dass ein
linearer Isomorphismus ¢: V' — V existiert, sodass ' = ¢*f, d.h. §'(v,w) =
Blp(v), p(w)), fir alle v,w, € V. Hinweis: Satz VII.1.35. Formuliere und beweise
die analoge Aussage fiir Hermitesche Formen

91. Sei V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum und g: V' x V — R eine
symmetrische Bilinearform mit Signatur (p,q), wobei p + ¢ = n. Weiters sei B

eine geordnete Basis von V', sodass [g]p = o 1, )- Zeige, dass

Opq = {A € Myxn(R) ’ A’ (Ip —Iq) A= (Ip —Iq>}

beziiglich Matrizenmultiplikation eine Gruppe bildet. Zeige weiters, dass

O(V,g9) = Opyq, @ < [¢]s,

ein Gruppenisomorphismus ist. Bemerkung: Die Gruppe O3 (und auch die Grup-
pe Oy 3) wird Lorentz Gruppe genannt, und spielt in der Physik eine zentrale Rolle.

92. Bestimme die Signatur folgender reeller quadratischer Formen:

g1 = —2?

g = —4a? — 34y — 122y
g3 = 42 + 13y* — 32° 4 8xy + 8xz + 26y2
q = 92° 4 26y° + 2° + 4w? + 62y — 622 + 62w + 18yz — 18yw — 142w
93. Bestimme die Signatur folgender symmetrischer reeller Matrizen:
1 2 -1 1
4 6 462 2 5 -1 3
Ay = , As3=16 13 7|, As=
6 4 5 7 9 -1 -1 1 =2
1 3 -2 =2

IP
Gib jeweils Matrizen S,, € GL,(R) an, sodass S’ A,,S,, die Gestalt ( ~1, ) hat.

0
94. Zeige, dass fiir die adjungierte Matrix folgenden Rechenregeln gelten:

(a) A* = A, fiir alle A € M5, (C).

(b) (A+ B)* = A* 4+ B*, fiir alle A, B € M5, (C).

(c) (NA)* = M\A*, fiir alle A € M,,»,(C) und X € C.

(d) (AB)* = B*A*, fiir alle A € M,,»,(C) und B € M,,;(C).

Zeige, dass die Menge der selbstadjungierten Matrizen einen reellen aber keinen
komplexen Teilraum von M,y (C) bilden.

95. Sei h: V x V — C eine Hermitesche Form und ¢: V' — R, q(v) = h(v,v),
die damit assozierte quadratische Form. Verifiziere folgende Polarisierungsiden-
titéat fir v, w € V:

h(v,w) = 1 (q(v +w) — q(v — 111)7)) — it (q(v +iw) — q(v —iw)).



96. Zeige, dass die Menge der positiv/negativ (semi)definiten Hermiteschen
Formen eine konvexe Teilmenge im reellen Vektorraum aller Hermiteschen For-
men bildet. Hinweis: vgl. Bemerkung VII.1.31. Formuliere und beweise die ana-
loge Aussage fiir selbstadjungierte Matrizen.

97. Zeige, dass sich jede Matrix A € M,,»,(C) auf eindeutige Weise in der
Form A = B +iC schreiben ldsst, wobei B und C' selbstadjungiert sind. Hinweis:
Betrachte A+ A* und A — A*.

98. Seien A € M, (R) und C' € M, (C). Zeige:
(a) A'A >0 und A*A > 0, falls rank(A) = n.
(b) C*C > 0 und C*C > 0, falls rank(C') = n.

99. Bezeichne S, , € M575(R) die Menge der symmetrischen (2 x 2)-Matrizen
mit Signatur (p, q). Betrachte den linearen Isomorphismus

T
Sym = xr z
¢3M212(R)—>R37 (b(z y): vl
z

und skizziere die Teilmengen ¢(Sap), ¢(S1.1), #(So2) von R3. Hinweis: Sylvester-
kriterium

100. Bestimme die Signatur der Hermiteschen Matrix

1 241 —i
2—1i 9 1—2i
i 142 1

101 (Cosinussatz). Sei V ein Euklidischer Vektorraum, v,w € V, v # 0 # w

und bezeichne o den Winkel zwischen v und w, d.h. cos(a) = m Zeige
lv = wl* = Jol* + [lw]* — 2[|o|l[lw]| cos(c).
102. Zeige, dass
[l = Jaa] - -

eine Norm auf R” definiert, fiir die die Parallelogrammgleichung nicht gilt. Schlie-
Be, dass || — ||; nicht von einem inneren Produkt auf R™ induziert wird. Hinweis:
siehe Proposition VII.2.8.

103. Zeige, dass

1 2 3
(m,y) =22 8 12|y.
3 12 27

ein inneres Produkt auf R? definiert. Wende das Gram-Schmidt Orthonormali-
sierungsverfahren auf die Standardbasis von R? an, um eine Orthonormalbasis
von R? beziiglich des inneren Produkts oben zu bestimmen.
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104. Betrachte den von den Vektoren

1 0 0
1 1 0
0]’ 11’ 1
0 0 1

aufgespannten Teilraum W in R*. Verwende das Gram-Schmidt Orthonormali-
sierungsverfahren, um eine Orthonormalbasis von W sowie einen Normalektor,
v € W, zu bestimmen.

105. Bestimme die QR-Zerlegung der invertierbaren Matrizen

9 4 5
A:@ _42) md B=|1 3 ¢
11 92

106 (Operatornorm). Sei ¢: V' — W eine lineare Abbildung zwischen endlich
dimensionalen Euklidischen oder unitdren Vektordumen. Zeige

()]
]| :== sup = sup [lp(v)| < oo,
ozvev ] veV, |lv||=1

und verifiziere, dass dies eine Norm auf dem Vektorraum L(V, W) definiert die
folgende Eigenschaften besitzt:

(&) lle@) < [lell[[o], fir jedes v € V.
(b) [[v o | < |[|l|l¢ll, fir jede weiter lineare Abbildung «: W — U.
c)

() o™l = lleell
(d) lleell = llll

107 (Kreuzprodukt). Sei a,b ein Orthonormalsystem in R3, d.h. ||a|| =1 =
16]] und {(a, b) = 0. Zeige, dass a, b, ax b eine Orthonormalbasis von R? ist. Schliefe
daraus, dass die Matrix A := (a|bla x b) orthogonal ist. Berechne det(A).

108. Zeige, dass
O, ={A€ My,(R): AAA=1,}

eine kompakte Teilmenge von M,,,(R) = R™ ist. Hinweis: Zeige, dass O, be-
schrinkt und abgschlossen ist; die Norm ||Al|? = tr(AtA) auf M, (R) ist dabei
hilfreich. Zeige auch, dass

Uy = {A € Mpyn(C): A*A =1,}

n2

eine kompakte Teilmenge von M, ., (C) = C™* = R> igt.

109. Zeige det(A*) = det(A), fiir jede Matrix A € M, ,(C). Folgere daraus,
| det(A)| = 1, fiir jede unitdre Matrix A € U,,. Zeige, analog, dass det(A) € {£1},
fiir jede orthogonale Matrix A € O,.
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110 (Legendre-Polynome). Betrachte den Euklidischen Vektorraum der steti-
gen Funktionen, C°([—1, 1], R), mit innerem Produkt

(f,9) = /_1 f(z)g(z)d.

Wende das Gram—Schmidt Orthonormalisierungsverfahren auf die linear unab-
hingige Teilmenge 1,z, 22 2% an, und bestimme so eine Orthonormalbasis des
davon aufgespannten Teilraums.

111. Betrachte den Vektorraum der stetigen Funktionen, C°([0,27], C), mit
innerem Produkt

(f,9) = % /O ﬂmg(t)dt.

Zeige, dass die Funktionen €™, n € Z, ein Orthonormalsystem bilden.

112. Zeige, dass die Menge der reellen bzw. komplexen oberen Dreiecksmatri-
zen mit positiven Diagonaleintragen eine Untergruppe von GL, (R) bzw. GL,(C)
bilden.

113. Seien W und W' zwei komplementére Teilraume eines endlich dimensio-
nalen reellen Vektorraums V', d.h. V. =W @ W'. Zeige, dass ein inneres Produkt
auf V existiert, fiir das W+ = W’ gilt. Formuliere und beweise die analoge Aus-
sage fiir komplexe Vektorrdume.

114. Bestimme die Matrix (beziiglich der Standardbasis) der Orthogonalpro-
jektion auf den Teilraum

W=

SN NN
I
—_
~

3
von R*, sowie den Abstand d(v, W) des Punktes v = <_11) zu W.
)

115. Sei V ein endlich dimensionaler Euklidischer oder unitédrer Vektorraum
und p: V — V ein Projektor, p? = p. Zeige, dass folgende Aussagen #quivalent
sind:

(a) p ist selbstadjungiert, d.h. p* = p.
(b) V = img(p) @ ker(p) ist eine orthogonale Zerlegung, d.h. ker(p) = img(p)*.
(c) p ist die Orthogonalprojektion auf img(p).

116. Sei V ein endlich dimensionaler Euklidischer oder unitérer Vektorraum,
bezeichne ¢: W — V die Inklusion eines Teilraums und p: V' — W die Orthogo-
nalprjektion. Zeige t* = p und p* = ¢.
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117. Sei V ein endlich dimensionaler unitéirer Vektorraum. Zeige, dass
(v, e = Re({v, 1))
ein inneres Produkt auf dem zugrundeliegenden reellen Vektorraum Vg = V
liefert. Fiir eine lineare Abbildung ¢: V — V bezeichne pr: Vg — Vi die selbe
Abbildung, aber als reell lineare Abbildung aufgefasst. Zeige weiters:
(a) Ist p: V — V selbstadjungiert, so ist pr: Vg — Vg symmetrisch.
(b) Ist ¢: V — V unitér, so ist gr: Vg — Vg orthogonal.

118. Sei V ein endlich dimensionaler Euklidischer oder unitarer Vetorraum
und ¢: V' — V linear. Zeige:

pW)CW & " (WHCwt

119. Fiir jede der folgenden symmetrischen Matrizen A bestimme eine ortho-
gonale Matrix U, sodass U AU = U' AU Diagonalgestalt hat:

2 -1 1
Ay = 0 1 , As=|-1 2 1
-1 9 1 1 2

120. Fiir jede der folgenden selbstadjungierten Matrizen A bestimme eine
unitire Matrix U, sodass Ut AU = U* AU Diagonalgestalt hat:

. 1 -2 2
Ay = (26i _92‘> L Ay=[21 1 2
2 2 1

121. Zeige, dass die Drehung p% in Beispiel VII1.4.4 nicht von der Wahl der
Orthonormalbasis B abhéngt. Hinweis: Die Gruppe SO, ist Abelsch.

122. Seien a; und as zwei linear unabhéngige Einheitsvektoren eines endlich
dimensionalen Euklidischen Vektorraums, ||a1]] = 1 = ||az||, und bezeichne «
den Winkel zwischen a; und ay,. Weiters seien o,,,0,,: V — V die orthogonalen
Spiegelungen an a; bzw. ay . Zeige, dass die Komposition p := 04,04,: V — V mit
der Drehung in dem von a; und as erzeugten 2-dimensionalen Teilraum F C V
um den Winkel § = 2a iibereinstimmt, d.h. zeige, p = p%, mit der Notation
in Beispiel VIIL.4.4. Hinweis: Die Verdoppelungsformel fiir den Cosinus lautet:
cos(2a) = 2cos? a — 1.
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