Ubungen zu “Einfithrung in die lineare Algebra und Geometrie”

Wintersemester 2011/12
Stefan Haller

1. Seien n,m € N und a;; € R. Zeige, dass die Abbildung ¢ : R® — R™,
T 1171 + -+ AQ1pTy ari Q1n
Y] = : =T : +ot : 5
Tn 11+ ATy Am1 Amn
linear ist, d.h. fiir alle x, 2 € R™ und alle A € R gilt
Pz +1) =) +¢(@) und P(Ar) = Mp(z).

2. Sei ¢p: R™ — R™ eine lineare Abbildung, d.h. es gelte ¢(z+2) = (x)+¢(Z)
und ¢ (Az) = Mp(z), fiir alle x,Z7 € R™ und alle A € R. Zeige, dass die Menge

L:={zeR"|¢Y(z)=0}

einen Teilraum bildet, d.h. fir allez,z € Lund A € Rgilt z+2 € L und Ax € L.
Zeige weiters, dass auch

W :=img(¢y) = {y € R™ [ Iz € R" : ¢(z) = y}
ein Teilraum ist, d.h. fiir alle y, g € W und alle A € R gilt y+9 € W und \y € W.
3. Zeige, dass das Gleichungssystem

T +2x9 433 = U
2l‘1 +5ZL‘2 +8l‘3 +3ZL‘4 = Y2
3l‘1 +8ZL‘2 +14l‘3 +8ZL‘4 = Y3

+3ZL‘2 +8l‘3 —|—14l‘4 = Ya

fiir jedes y € R* genau eine Losung x € R* besitzt und bestimme diese Losung.
Was bedeutet dies fiir die Abbildung

Z1 T1 + 229 + 323
. T4 4 To | | 21+ Sxp + 8wz + 314
¢R _)R ’ w T3 T 3ZL‘1+8ZL‘2+14$3—|—85L‘4
Ty +3x9 + 8x3 + 1dxy
4. Fiir welche y € R* besitzt das Gleichungssystem
201 —3xy 233 = Y1
4ZL‘1 —6[L‘2 —4ZL‘3 = Yo
61‘1 —9ZL‘2 —61‘3 = Y3

—2ZL‘1 +3l‘2 +2l‘3 = Ya

wenigstens eine Losung x € R3. Gib ein Gleichungssystem mit méglichst wenigen
Gleichungen fiir die Menge dieser y an.
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5. Betrachte das homogene Gleichungssystem

1 +4xy, 4515 =
T, +2z9 +10z, +13x5
—I1 +Zo —|—3.T3 +5SL’4 —|—8.T5
2x1 +2x9 H4x3 41614 +21z5 =

o O OO

Bestimme eines Basis des Losungsraums
L= {a: € R® | z geniigen allen vier Gleichungen oben},
d.h. bestimme Vektoren by, ...,b € L, sodass sich jedes x € L in der Form
T =811+ -+ sl

schreiben lésst, fiir eindeutig bestimmte Skalare sq,...,s € R. Hinweis: [ = 2.
Gib auch ein Gleichungssystem fiir L an, das nur aus drei Gleichungen besteht.

6. Sei ¢: R® — R™ linear, d.h. es gelte ¢(x + &) = ¥(z) + ¢ (Z) und Y(\z) =
Ap(z), fir alle z,7 € R™ und alle A € R. Fiir y € R™ betrachte

Ly :={z e R" | ¥(z) =y}

und setze L := Ly = {z € R" | () = 0}. Weiters sei &, € L,. Zeige, dass die
Abbildung

¢y L = L, o¢,(x):=¢ +x,
eine Bijektion ist und schliefle daraus
L,={¢, +x|¢(x)=0}=¢ + L.

Was bedeutet dies fiir ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen in n
Variablen?

7. Sei ¢: R™ — R™ linear und £ € R™. Zeige, dass die Abbildung
¢:R" = R™,  ¢(z) =&+ Y(a),
affin ist, d.h. es gilt
oAz + (1 = N)E) = Ao(z) + (1 — N\)o(z),
fiir alle x, 2 € R™ und alle A € R. Wann ist ¢ linear?
8. Bestimme alle komplexen Losungen des Gleichungssystems

(24+1)z1 +(=3+1i)z +2iz3 = =5

d.h. bestimme alle z = (21, 29, 23) € C? die den beiden Gleichungen geniigen.
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9. Zeige, dass das Gleichungssystem
iZl +2i2’2 +(1+i)2’3 = w
(1+1)z +24+1)2z +(B3+2i)z3 = wy
(2+1)z; +(4+2i)ze +(14+2i)z3 = ws
fiir jedes w € C? eine eindeutige Losung z € C? besitzt und bestimme diese
Losung. Was bedeutet dies fiir die Abbildung

21 iz + 2izg + (1 +1)23
Pp: C* — C3 vl = Q4+ + (2+1)z+ (3+2i)2 |?
23 (2+1)z+ (44 2i)29 + (1 + 2i)23

10. Bestimme alle rationalen Losungen des Gleichungssystems

1 1 2 _
21’1 + 61’2 + 31’3 =

N W=

§01 + 50 + gry =
d.h. bestimme alle z = (z1, 22, 3) € Q?, die dieses System 16sen.

11. Sei K ein Korper und n € N. Zeige, dass K" beziiglich komponentenweiser
Addition und Skalarmultiplikation einen K-Vektorraum bildet, vgl. Beispiel 11.1.3
aus der Vorlesung.

12. Sei K = Z,,, wobei p eine Primzahl bezeichnet. Aus wievielen Elementen
besteht der Vektorraum K"?

13. Sei X eine Menge und V' ein Vektorraum iiber K. Zeige, dass die Menge
aller Abbildungen X — V beziiglich punktweiser Addition und Skalarmultiplika-
tion einen K-Vektorraum bildet. Hinweis: In der Vorlesung haben wir bereits die
Vektorraumaziome (V1) — (V3) und (V6) tberprift, siehe Beispiel I1.1.6. Zeige
nun analog, dass auch die restlichen Azxiome gelten.

14. Sei X eine Menge und K ein Korper. Zeige, dass die punktweise Multipli-
kation K-wertiger Funktionen X — K folgende Eigenschaften besitzt:

(a) £(gh) = (fg)h

(b) fg=gf

(¢c) 1f = f = f1, wobei 1: X — K die konstante Einsfunktion bezeichnet.

(d) fg1+ g92) = g1+ fg2 und f(Ag) = A(fg)

(e) (fi+ f2)g = fig + fag und (Af)g = A(f9g)

fiir beliebige Funktionen f, fi, f2,9,91,92,h: X — K und A € K. Die Menge
aller Funktion X — K bildet daher eine kommutative K-Algebra mit Eins, vgl.
Bemerkung II.1.7 aus der Vorlesung.

15. Zeige, dass K|z], d.h. die Menge der Polynome mit Koeffizienten in ei-
nem Korper K, tatsédchlich einen K-Vektorraum bildet. Zeige weiters, dass die
Multipikation von Polynomen folgende Eigenschaften besitzt:

(a) plgr) = (pg)r
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(b) pg=ap

(c) 1p=p = pl, wobei 1 =1+ 0z + 022 + - - - das Einspolynom bezeichnet.

(d) 7(p+q) = rp+rq und p(Ag) = A(pq)

(e) (p+q)r=pr+qrund (Ap)q = A(pq)

fiir beliebige Polynome p, ¢, € K[z] und A € K. Somit ist K[z] eine kommutative
K-Algebra mit Eins. Hinweis: In der Vorlesung haben wir bereits die Assoziativitit
bewiesen, vgl. Bemerkung I1.1.9.

\_/\_/\_/

16. Welche der folgenden Teilmengen sind Teilriume von R??

{(})eR*: 22 +3y =7} {(})eR*:z=0}
{(§)€R2:y:x2} {(§)€R2:x2:0}
{(§)eR*: <y} {(})eR*:z+y=0undz —y =0}

17. Wieviele Elemente hat der Teilraum

(1) ex

iiber dem Korper K = Z, und wieviele im Fall K = Z3?

x+y+2’:0},

18. Zeige, dass die Menge der 1-periodischen Funktionen,
{f: R—)R"v’xER:f(x+1):f(x)},
einen Teilraum von F(R,R) bildet.

19. Seien Wiy und Wy zwei Teilrdume eines Vektorraums V. Zeige, dass die
Vereinigung W7 U W5 genau dann einen Teilraum von V' bildet, wenn W7 C Wy
oder Wy C W gilt.

20. Sei W;, © € I, eine Familie von Teilriumen eines Vektorraums V', sodass
fir je zwei 4,7 € I stets W; C W; oder W; C W, gilt. Zeige, dass in dieser
Situation | J;c; Wi einen Teilraum von V' bildet.

21. Welche der folgenden Abbildungen sind linear?

0: R* - R, go(g): V: R =R Yv) = —v

3
. T2 2 Yy _ (TY . T2 2 Ty _ (T
p: R* — R* p(y)_(Qx) k: RT — R7 K(y)—(y?))
x: R* = R, X(g):x—erz ffR=>R, f(x)=3x4+7

22. Sei ¢p: V. — W eine Abbildung zwischen K-Vektorrdumen. Zeige, dass ¢
genau dann linear ist, wenn es folgender Bedingung geniigt:

VA € KVuy,va € V(v + Avg) = p(v1) + Ap(v2)
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23. Sei p: V. — W eine Abbildung zwischen Q-Vektorrdumen. Zeige, dass ¢
genau dann linear ist, wenn es folgende Eigenschaft besitzt:

Vo,w e Voo +w) = p(v) + p(w)
Hinweis: Zeige zundchst p(nv) = ne(v), fir allen € N und v € V.

24. Sei V ein Vektorraum und ¢g: Y — X eine Abbildung. Zeige, dass die
Zuordnung F(X,V) — F(Y,V), f — f og, eine lineare Abbildung ist. Schliele
daraus, dass fiir jede Teilmenge A C X, die Abbildung F(X,V) — F(A,V),
f + fla, linear ist. Folgere daraus auch, dass fiir jedes x € X, die sogenannte
Evaluationsabbildung, ev,: F(X,V) — V, ev,(f) := f(x), linear ist.

25. Sei K ein Korper. Betrachte die beiden Abbildungen

. 2 2 Ty .T+y . 2 9 Ty T
p: K —>K,g0<y).—< y ), und ¢: K —>K,1p<y).—<x+y).

Zeige, dass ¢ und 1 beide lineare Isomorphismen sind, und bestimme ihre Um-
kehrabbildungen. Zeige auch ¢ o # 1o, und schliefe daraus, dass die Gruppe
GL(K?) nicht abelsch ist.

26. Sei K ein Korper und betrachte den Teilraum

T
W= y| eK|\ 7 —y+82=0
2

von K3. Konstruiere einen linearen Isomorphismus K2 = W,

27. Sei K ein Korper und betrachte den Teilraum

I
o

T+ 2y + 32

Xz
._ 3
W= ‘Z €k 20+5y+z = 0

von K3. Konstruiere einen linearen Isomorphismus K =2 W .
28. Sei W ein Teilraum eines Vektorraums V. Zeige, dass
{p cend(V) [ (W) C W}

einen Teilraum von end(V') bildet, der auch abgeschlossen unter der Komposition
linearer Abbildungen ist. Zeige auch, dass

{p e GL(V) [ (W) = W}

eine Untergruppe von GL(V') bildet.



29 (Fiinferlemma). Freiwilliges Beispiel! Sei K ein Korper und

©1 2 ¥3 P4

Vi Vo V3 Vy Vs
pllg pzl% lpg %lm %lps
W, U1 Wy P2 W, P3 W, Pa W,

ein kommutatives Diagramm linearer Abbildungen zwischen K-Vektorrdumen mit
exakten Zeilen. Genauer, sollen die folgenden Voraussetzungen erfiillt sein:

(a) Vi,..., Vs und Wy, ..., Wy sind K-Vektorrdume.
(b) @1,...,p4, Y1,..., 04 und py, ..., ps sind lineare Abbildungen.
(c) Das Diagramm kommutiert, d.h. fiir i = 1,2, 3,4 gilt

Pit1 © P = ;0 p;.

(d) Die Zeilen sind exakt, d.h. fiir i = 1,2,3 gilt

img(yp;) = ker(y;11) und img(vy;) = ker(¢;11).

Zeige nun: Sind py, p2, ps und ps Isomorphismen, dann muss auch p3 ein Isomor-
phismus sein.

Hinweis zur Surjektivitit von ps: Beginne etwa wie folgt: Seiws € Wy beliebig.
Da py surjektiv ist, existiert vy € Vi mit py(vy) = 3(ws). Wegen der Kommutati-
vitdt des rechten Quadrats, folgt ps(p4(vs)) = Va(pa(vs)) = Ya(3(ws3)) =0, denn
aufgrund der Fxaktheit bei Wy gilt 14 o 3 = 0. Da ps injektiv ist, erhalten wir
w4(vy) = 0, also vy € ker(py). Wegen der Exaktheit bei Vy existiert vs € V3 mit
v3(v3) = vg. Wegen der Kommutativitit des Diagramms folgt 3(ws—ps(vs)) = 0,
d.h. w3 — p3(vs) € ker(vp3). Verwende nun die Exaktheit bei W3 und die Surjekti-
vitdt von ps um ein Element 03 € V3 mit p3(03) = ws zu konstruieren.

Hinweis zur Injektivitit von ps: Zeige, dass ps trivialen Kern hat. Sei dazu
v € V3 so, dass p3(vs) = 0. Da py injektiv ist, lisst sich daraus ps3(vs) = 0 folgern,
also vy € ker(ps3). Verwende nun die Exaktheit bei Vs ... dann die Exaktheit bei
Wy ... die Surjektivitiat von py ...und schlieflich die Exaktheit bei V5.

30. Sofern diese definiert sind, berechne die Produkte AA, AB, AC', BA, BB,
BC, CA, CB und CC folgender Matrizen:

123 10
A:012,B:<}l§2), c=lo -1
00 1 2 1/2

Bestimme auch A* = AAAA.



31. Zeige, dass die folgenden Matrizen iiber den Korpern Q, R und C inver-
tierbar sind und bestimme ihre Inversen:

10000
100 éggg 02000
A=(o20), B=|,453 4] C=|00300
00 3 000 4 000 40
00005

Welche dieser Matrizen sind iiber den Korpern Zs, Zs und Z; invertierbar?

32. Sei K ein Korper und n € N. Unter einer Diagonalmatriz verstehen wir
eine Matrix D € M,,«,(K) der Gestalt

aii 0 0 0

0 a9 0 0
D= 0 0 ass

: : .0

0 0 -+ 0 apy

d.h. a;; = 0 falls ¢ # j. Zeige, dass die Diagonalmatrizen einen Teilraum von
M, «n(K) bilden, der auch abgeschlossen unter Matrizenmultiplikation ist. Zeige,
dass fiir zwei Diagonalmatrizen D und D’ stets DD’ = D'D gilt. Formuliere ein
hinreichendes und notwendiges Kriterium fiir die Invertierbarkeit von Diagonal-
matrizen. Wie sieht im invertierbaren Fall die Inverse aus?

33. Zeige, dass die folgenden beiden Matrizen (iiber jedem Korper) invertier-
bar sind und berechne ihre Inversen:

A= und B =

O O =
S =N
N W

1 2 3 4
0123
00 1 2
0001
34. Sei K ein Korper und n € N. Unter einer oberen Dreiecksmatriz verstehen
wir eine Matrix A € M,,«,(K), die folgende Gestalt hat

@11 a2 a3 - Q1n
0 axp ax --- Q2n,

A= 0 0 ass
. Ap—1n
0O 0 -+ 0  apy
d.h. a;; = 0 fiir alle 1 < j <7 < n. Zeige, dass die oberen Dreiecksmatrizen einen
Teilraum von M,,«,(K) bilden, der auch abgeschlossen unter Matrizenmultipli-

kation ist. Zeige weiters, dass eine obere Dreiecksmatrix genau dann invertierbar

ist, wenn alle Diagonalelemente a;;, © = 1, ..., n, verschieden von 0 sind und, dass
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in diesem Fall die Inverse Matrix wieder eine obere Dreiecksmatrix bildet. Was
kann iiber die Diagonalelemente der Inversen ausgesagt werden?

35. Betrachte die Matrix A € M,,«,(K),

o1 0 --- 0

: . . 0 andernfalls.
0 1

0 0

Berechne A*¥ = A ... A, fiir jedes k € N. Hinweis: Vielleicht ist es hilfreich dies
0100

zundchst fir kleine n, etwa A = <§ 0 (1]) oder A = (8 08 ?) durchzufiihren.
0000

36. Unter der Spur einer quadratischen Matrix A € M,,.,,(K) verstehen wir
den Skalar tr(A) := a1+« ~+auy, d.h. die Summe der Diagonaleintrige. Berechne

1 2 3
tr (:13 _21) sowie tr | 2 2
3 1

Zeige, dass die Spur eine surjektive lineare Abbildung tr: M, ., (K) — K definiert.
Zeige auch tr(AB) = tr(BA), tr(A") = tr(A) und tr([,,) = n, fiir je zwei Matrizen
A, B € Mp«n(K).

37. Zeige, dass die Verkniipfung
Myn(K) X Mpun(K) = Myxn(K), (A, B) — [A, B] := AB — BA,
die folgenden Eigenschaften besitzt:

(a) [A1 + Ao, B] = [A1, B] 4+ [A2, B] und [AA, B] = A[A, B].
(b) [A, By + Bs] = [A, B1] + [A4, Bo] und [A, AB] = A\[A, B].
(c) [A,B] = —[B, A] und [4, 4] = 0.
(d) [[A, B],C] + [[B,C], Al + [[C, A], B] = 0. (Jacobi-Identitét)
( ) [ ] —[A", BY]

( B]C) = tr(A[B, ()

Dabei sind A, Ay, Ay, B, By, By, C € M,,,(K) und A\ € K. Der Ausdruck [A, B] =
AB — BA wird als Kommutator der Matrizen A und B bezeichnet. Zeige auch,
dass der Kommutator zweier schiefsymmetrischer Matrizen wieder schiefsymme-
trisch ist, d.h. aus A" = —A und B' = —B folgt stets [A, B]' = —[A, B].

38. Betrachte die reellen (2 x 2)-Matrizen,

1 0 01 0 0
(3 0) - (0) wa re (0 0).
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Zeige [H,E]) =2FE, [H,F| = —2F und [E, F| = H, wobei [A, Bl = AB— BA den
Kommutator bezeichnet, vgl. Aufgabe 37. Zeige auch [[H, H|, E] # [H, [H, E]]
und schliefie daraus, dass die Verkniipfung (A, B) — [A, B] nicht assoziativ ist.

39. Seien nq,ng, myi, ma, k1, ko € N und

A€ My, um, (K), B € My, xm,(K),
Ce Mngxml (K), D e MTLQXWLQ (K)7

E € My, wp, (K), F € My, w1, (K),
G e Mm2xk1(K), H € Mmgxkg(K)-

Setze n := ny + ng, m := my +ms, k := ki + ko und betrachte die Blockmatrizen

(é g) € My (K) und (g f]) € My n(K).

Zeige folgende Formel fiir das Matrizenprodukt:

A B\ (E F\ (AE+BG AF+BH
¢ p)\c¢ H)  \CE+DG CF+DH

Berechne damit
o L\N° [0 L\[(O0 I
-1, 0 ~\=I. 0 -1, 0)’
wobei I, € M,,(K) die (r x r)-Einheitsmatrix bezeichnet.

40. Sei K ein Korper, ni,ns € N und n := ny + ns. Zeige, dass

{ (161 g) E Man(K)’ A E Mn1Xn1 (K), D E Mnan2<K)7 B e MnIXnQ(K)}

einen Teilraum von M,,,(K) bildet, der auch abgeschlossen unter Matrizen-
multiplikation ist. Zeige, dass diese Matrizen genau den linearen Abbildungen
¥ K" — K" entsprechen, fiir die ¢)(K™) C K™ gilt, wobei wir K™ in offensicht-
licher Weise als Teilraum von K" auffassen. Zeige, auch dass eine Matrix dieser
Form invertierbar ist, falls A und D beide invertierbar sind und, dass in diesem

Fall
A B\' (A —ABD!
o bp) ~\o D!

gilt. Schliefle daraus, dass

eine Untergruppe von GL,(K) bildet, vgl. Aufgabe 28. Hinweis: Aufgabe 39.
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41. Zeige, dass die folgende Matrix iiber jedem Korper invertierbar ist und
bestimme ihre Inverse

A=

o w N
— 00 O
CRTNIN|

1
2
0
00 25

Hinweis: Verwende Aufgabe 40 und Beispiel I1.4.8 aus der Vorlesung.

42. Ist p € K[z] ein Polynom, d.h. p = po+ p12 + p22? + - - - mit Koeffizienten
pi € K, und ist A € M, «,(K) eine quadratische Matrix, dann kénnen wir A in p
einsetzen und erhalten eine Matrix p(A) € M, x,(K),

P(A) = poln + prA+poA® + ps A + - -
Fiir beliebige p,q € K[z], A € Kund A € M,,»,(K) zeige
(p+a@)(A) =p(A) +q(4), (Ap)(A) = Ap(A) sowie (pg)(A) = p(A)q(A).
Was bedeutet dies fiir die Zuordnung Kz| — F(M,xn(K), M, (K)), die einem

Polynom p € K[z] die Abbildung M, «,(K) — M,+,(K), A — p(A), zuordnet?
Berechne auch p(A), wobei p=2—3z+ 2? und A = (42).

43. Fiir Vektoren z,y € K3 wird ihr Kreuzprodukt = x y € K? durch

X1 Y1 TolYs — X3Y2
To | X Y2 | = | T3Y1 — T1Y3
x3 Y3 1Y — T2l

definiert. Zeige, dass das Kreuzprodukt folgenden Rechenregeln geniigt:
a) z X (y+y)=xzxy+xxgund z x (\y) = Az x y).

) (z+ ) xy=2xy+Txyund (A\r) x y = Az X y).
Jrxxy=—yxzxund z Xz =0.

) (. xy)xz+(yxz)xz+(zxz)xy=0. (Jacobi-Identitéat)

)

)

)

e) (z xy)z=ua'(y x 2).
(f) (x xy) x z = (Z'2)y — (y*2)x. (GraBmann-Identitt)
(g) #'(z x y) = 0 =y'(z xy).

Dabei sind z,7,y,9, 2 € K und A\ € K.
44. Sei K ein Korper. Zeige, dass die Abbildung

I 0 X1 T3
0: K> = Mss(K), o|a|:=[-21 0 a9
T3 —T3 —X9 0

einen linearen Isomorphismus auf den Teilraum der schiefsymmetrischen Matrizen
definiert. Fiir beliebige z,y € K3 zeige weiters

p(r x y) = [p(x), p(y)].

Dabei bezeichnet [p(z), o(y)] = o(2)p(y) — ¢(y)p(z) den Kommutator von Ma-
trizen, vgl. Aufgabe 37.
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45. Sei K ein Korper. Zeige W + W' = K*, wobei:
W .= {x€K4 ’ x1+2x2+3x3+4x4:0}
W' = {SL’EK4 ‘ SL’1+SL’2+.T3—|—SL’4:O}

46. Seien W, Wy, Wy und W3 vier Teilrdume eines Vektorraums V. Zeige
(a) Wi+ Wy =Wy + Wy
(b) Wy + (Wy + W3) = (W + Wa) + W
(c) W4+A{0} =W
(d) Wi+ Wy =Wy W, C W,y
Warum bildet die Menge aller Teilrdume mit dieser Verkniipfung + i.A. keine
Gruppe? Gib einen Vektorraum V' an, fiir den dies doch der Fall ist.

47. Sei K ein Korper und betrachte folgende Teilriume von K,
W={zecK |zy=25=0} und W' :={2cK° |z =12y =13 =0},
wobei x; € K die Komponenten des Vektors z € K° bezeichnen. Zeige
K=WeeW.
Bestimme die Matrizen zur Projektion auf W lings W', zur Projektion auf W’
langs W, zur Spiegelung an W langs W’ und zur Spiegelung an W’ langs W.

48. Es sei V ein K-Vektorraum, £: V' — K linear und g € V, sodass £(g) # 0.
Zeige, dass V innere direkte Summe der Teilrdume E := {v € V : ¢(v) = 0} und
G = {\g : A € K} ist. Gib auch Formeln fiir die Projektion auf E lings G, die
Projektion auf G langs E und die Spiegelung an F langs G an. Hinweis: Dies ist
eine Verallgemeinerung von Beispiel I1.5.10 aus der Vorlesung.

49. Zeige, dass die Menge der spurfreien Matrizen, d.h.
W :={A € M,x,(K) : tr(A) = 0},
einen Teilraum von M,,«,(K) bildet. Zeige auch, dass die Vielfachen der Einheits-
matrix,
W':={\, : A e K},
einen Teilraum von M, ., (K) bilden. Unter der Annahme n # 0 € K zeige weiters

My (K) =W W',

und gib Formeln fiir die Projektion auf W lings W' sowie die Projektion auf W’
langs W an.

50. Es sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K in dem 2 # 0 gilt. Weiters
sei 0: V — V linear, sodass o o o = idy. Zeige, dass V' innere direkte Summe
der beiden Teilrdume W, ={v eV :o(v) =v}und W_={v eV :0(v) = —v}
ist. Zeige auch, dass die Projektion auf W, langs W_ und die Projektion auf W_
lings W, durch 7 = 3(idy +0) bzw. 7_ = 1(idy —0) gegeben sind. Inwiefern
ist diese eine Verallgemeinerung von Beispiel 11.5.12 aus der Vorlesung?
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51. Betrachte die beiden Teilrdume
Wi={(}) R’ |[z+y=0} und Wy:={(})eR®|z—2y=0}.
Zeige W, ® Wy = R? und bestimme die Matrix der Projektion auf W; lings W,

sowie die Matrix der Projektion auf W5 langs WW;. Bestimme auch die Matrix der
Spiegelung an Wy lings Wy sowie die Matrix der Spiegelung an W5 ldangs .

52. Betrachte die beiden Teilraume

x x
Wy = Y GR?’zig;g und Wy = y| eR¥z+2=0
z z

Zeige W, @ Wy = R? und bestimme die Matrix der Projektion auf W, lings W,
sowie die Matrix der Projektion auf W langs ;. Bestimme auch die Matrix der
Spiegelung an Wy lings Wy sowie die Matrix der Spiegelung an W5 ldangs .

53. Fiir einen Teilraum W eines Vektorraums V' zeige dass V/W = {0} genau
dann gilt, wenn V = W.

54. Sei W := {x € R® | x1 + x5 + 23 = 0} und bezeichne 7: R? — R?/TV die
kanonische Projektion. Zeige w(u) = 7(v) und w(u) # w(w), wobei:

1 3 1
u= 2], v=1[4], w=|2
3 —1 4

55. Sei W ein Teilraum eines Vektorraums V und ¢: V' — V linear, sodass
(W) C W. Zeige, dass es genau eine lineare Abbildung ¢: V/W — V/W gibt,
sodass m o = g om, wobei m: V — V/W die kanonische Projektion bezeichnet.

56. Sind A und B zwei Teilmengen eines Vektorraums V', dann gilt fiir die
lineare Hiille i.A. (AN B) # (A) N (B). Erldutere dies an einem Beispiel.

57. Welche der folgenden Teilmengen bilden Erzeugendensysteme der ange-
gebenen Vektorrdume?

{(5),

~_ O

(e

{(1).G)Dfer {h.C. (3

58. Zeige, dass die folgenden Teilmengen linear abhéngig sind und gib jeweils
ein Element an, das sich als Linearkombination der restlichen schreiben lésst:

{5, (D), (L), () CRr? {(,21)7@)7@3)}QR3
(D) Oer {(L).ED)()ee

12
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59. Zeige, dass die folgenden Teilmengen linear unabhéngig sind:

o 0{(?),52)}QR2 {(gl),'(g),@?i)}g@
0O Mhew {(b).GMee

60. Fasse V = R als Vektorraum iiber Q auf und zeige, dass {1,v/2} C V
eine linear unabhéngige Teilmenge bildet.

61. Welche der folgenden Teilmengen bilden Basen der angegebenen Vektor-

raume?
(1), (B} CR? {(2).(8)} cr
(H,(Hrcce? {L1+21+22+2°} CR[]
62. Erweitere den Vektor (%) zu einer Basis von R3.

63. Zeige, dass jede endliche totalgeordnete Menge ein eindeutiges Maximum
besitzt. Hinweis: Induktion nach der Anzahl der Elemente.

64. Sei W ein Teilraum eines Vektorraums V. Zeige, dass ein zu W komple-
mentdrer Teilraum M in V existiert, d.h. W & M =V, wie folgt:
(a) Sei U ein Teilraum von V, WNU = {0} und v € V' \ (W + U). Zeige, dass
U' = (v) + U ein Teilraum von V ist, fiir den U’ D U und WNU’" = {0} gilt.
(b) Die Mengeninklusion C definiert eine Halbordnung auf der Menge

X ={U | U ist Teilraum von V und W NU = {0} }.

Zeige, dass jede Kette in X eine obere Schranke besitzt. Hinweis: Fir jede
totalgeordnete Teilmenge K C X ist S := J,cx U ein Teilraum von V' fiir
den W NS ={0} gilt, vgl. Aufgabe 20.

(c) Nach dem Lemma von Zorn existiert ein maximales Element M € X. Zeige
mit Hilfe von (a), dass W & M =V gilt.

65. Seien U & V i) W linear und U* <ﬁ vV ﬁ W* die dazu dualen
Abbildungen. Zeige

img(p) = ker(y)) < img(p') = ker(y)").
Hinweis: Verwende Satz I11.4.10 aus der Vorlesung.

66. a) Sei m: V' — V ein Projektor, d.h. m o m = 7. Zeige, dass dann auch
die duale Abbildung 7*: V* — V* ein Projektor ist, und beschreibe dessen Bild
und Kern. b) Seien nun W; und Wy zwei komplementére Teilrdume von V', d.h.
V = W1®W,. Weiters bezeichne 71 : V' — W) die damit assoziierte Projektion auf
Wy langs Wy und mo: V- — Wy die Projektion auf W5 langs W;. Nach Satz 111.4.9
ist dann auch V* = Wy @ Wy. Zeige, dass wt mit der Projektion auf Wy lings
W7y iibereinstimmt, und analog fiir 5.

13



67. Sei V ein Vektorraum und € Nj. Zeige, dass die folgenden Aussagen

dquivalent sind:

(a) dim(V) = n.

(b) Es existieren n linear unabhéngige Vektoren, und je n+ 1 Vektoren in V' sind
linear abhingig.

(c) Es existiert ein Erzeugendensystem von V' mit n Vektoren, und je n — 1
Vektoren erzeugen V' nicht.

68. Sei X eine n-elementige Menge. Zeige dim(F'(X,K)) = n.

69. Sei X eine Menge mit unendlich vielen Elementen. Zeige, dass F'(X, K)
unendlich-dimensional ist. Hinweis: Fir jedes x € X betrachte die Funktion
er: X = K, ex(x) =1, e,(y) := 0 falls y # x, und zeige, dass die Menge
{e. | x € X'} linear unabhingig in F(X,K) ist.

70. Zeige: Zwei Vektoren z,y € R3 sind genau dann linear unabhingig, wenn
ihr Kreuzprodukt z := x x y verschieden von Null ist. In diesem Fall bilden die
Vektoren x, v, z eine Basis von R3. Hinweis: Es geniigt die lineare Unabhingigkeit
zu zeigen. In diesem Fall gilt weiters

Uy
T1Ul + ToUg + T3U3 = 0
uy | €R? ={\z| A eR},
uz yrur + yauz +ysuz = 0 { ‘ }
sowie
Uy
{Ax—l—,uy ‘ A, [ ER} = uy | € R zyuq + 2zous + z3us

Us

Hinweis: In beiden Fillen folgt eine Inklusion sofort aus x'z = 0 = y'z, siche
Aufgabe 43. Die Gleichheit folgt dann aus Dimensionsgrinden.

71. Seien W; und W; zwei verschiedene (n — 1)-dimensionale Teilrdume von
K". Zeige Wi + Wy = K™ und dim(W; N Wy) = n — 2. Hinweis: Beispiel 1V.2.6.

72. Sei V ein Vektorraum und «, § € V* zwei nicht-triviale lineare Funktio-
nale, o # 0, f # 0. Zeige, dass die Hyperebenen ker(«) und ker() genau dann
iibereinstimmen, wenn \ € K existiert, sodass = A\a.

73.8¢i 0 = W 5V 5 U — 0 eine kurze exakte Sequenz linearer Abbildun-
gen, d.h. ¢ sei injektiv, ¢ surjektiv und img(y) = ker(¢)). Zeige, dass V' genau
dann endlich-dimensional ist, wenn W und U beide endlich-dimensional sind, und
in diesem Fall gilt
dim(V) = dim(W) + dim(U).

Hinweis: Zeige U = V/img(p), W = img(y) und verwende Korollar IV.2.8.
14



74 (Kodimension und Durchschnitt). Ein Teilraum W eines Vektoraums V'
hat endliche Kodimension in V', falls V/W endlich-dimensional ist. In diesem
Fall wird codimy (W) := dim(V/W) die Kodimension von W in V genannt.
Seien nun W; und Wy zwei Teilrdume von V. Zeige, dass W7 N Wy genau dann
endliche Kodimension in V' hat, wenn W; und W5 beide endliche Kodimension in
V haben. Zeige weiters, dass in diesem Fall auch W; 4+ W5 endliche Kodimension
in V' hat und es gilt

codimy (W7 N Wa) + codimy (W; + Ws) = codimy (W;) + codimy (Ws).
Im transversalen Fall, d.h. wenn W; + Wy =V gilt, erhalten wir
codimy (W N Wy) = codimy (W7) + codimy (Ws).
Hinweis: codimy (W) = dim(V/W) = dim(W?°), Satz IV.2.1 und Satz 111.4.9.
75. Erlautere die Gleichungen
dimc(C") =n und dimg(C") = 2n.
Hinweis: C* = R*", siche auch Beispiel I1V.1.12.

76. Sei V ein endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum und by, ..., b, eine
Basis von V. Zeige, dass by, iby, bo, ibs, . . ., b,, ib, eine Basis des V' zugrundeliegen-
den reellen Vektorraums V¥ bildet, vgl. Bemerkung IV.2.21, und schliefie daraus
dimg (VE) = 2dimc(V).

77. Fiihre die Details in Bemerkung IV.2.22 aus.

78. Es sei V ein reeller Vektorraum und J: V — V linear mit J o J = —idy .
Zeige, dass V beziiglich der Skalarmultiplikation

CxV =YV, (a+bi)v :=av + bJ(v),

zu einem komplexen Vektorraum wird. Schliefle daraus, dass dies nur moglich ist,
wenn dimg (V') gerade ist. Hinweis: Fiir den letzten Teil verwende Aufgabe 76.

79. Sei
() R A e e (A R 2 )]

eine Folge linearer Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen,
sodass p;0¢; 1 = 0, fiir jedes . Schliee daraus img(y;_1) C ker(p;) und definiere
Vektorrdume H; := ker(p;)/img(y;—1). Zeige nun

> (=1 dim(V;) = ) (—1)" dim(H;).
Hinweis: Verwende img(p;) = V;/ ker(¢;) und Korollar IV.2.8.
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80. Seien A € M4, (K), S € GL,(K) und T' € GL,,(K). Zeige
rank(7T'AS) = rank(A).

Hinweis: Betrachte die mit den Matrizen assoziierten linearen Abbildungen und
verwende Proposition IV.2.23.

81. Sei W ein Teilraum eines endlich-dimensionalen Vektorraums V', und be-
zeichne ¢: V' — V**  1(v)(«) = a(v), die natiirliche Abbildung, v € V, o € V*.
Zeige (W) = We°. Hinweis: Proposition II1.4.13.

82. Seien ¢: V — W und ¢p: W — U zwei lineare Abbildungen mit endlichem
Rang. Zeige, dass dann auch ¢ o ¢: V' — U endlichen Rang hat und

rank (¢ o ¢) < min{rank(v), rank(go)}

gelten muss. Schliefle daraus, dass fiir je zwei Matrizen A € M,,,(K) und B €
M,,«1(K) folgende Ungleichung gilt:

rank(AB) < min{rank(A), rank(B)}

83. Bestimme die Dimension sowie eine Basis des von den Vektoren

0 0 0 0 0
5 5 i 6 8
U1 = -1 ) Vo = 1 ) U3 = 0 ) Vg = -5 ) Us = 0
-1 7 6 —11 12
2 4 6 4 15

aufgespannten Teilraums W = (v, vy, v3,v4, v5) C R Gib ein minimales Glei-
chungssystem fiir W an. Bestimme eine Basis von W, die aus gewissen der Vek-
toren v; besteht. Gib schliellich auch ein Komplement von W an und beschrei-
be dieses mit einer Basis und durch ein Gleichungssystem. Hinweis: siehe Bei-
spiel 1V.3.17.

84. Zeige, dass die Vektoren

% ; ; ii 6
_ _ _ _ _ 11
U1 = -1 ) Vg = -1 ) U3 = -3 ] Vg = -2 ] Vs = 0

2 6 6 8 24

ein Erzeugendensystem von R* bilden, und bestimme vier dieser Vektoren v;, die
eine Basis von R* bilden. Hinweis: siche Beispiel IV.3.22.

85. Zeige, dass die Vektoren

1 1 1
kS i 3

v = Vo = V3 =
1 -1 ) 2 3 ) 3 1
1 1 2

linear unabhiingig in R® sind und erweitere sie zu einer Basis von R®. Hinweis:
Siehe Beispiel 1V.3.18.
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86. Es bezeichne W den Teilraum aller y € R®, fiir die das Gleichungssystem

21’1 +x9 —|—3.T3 —|—6.T4 —|—105L’5 = Uy
31’1 +x9 +x3 —|—5.T4 +7SL’5 = Y2
5ty +2xy +4xs +1lxy +1725 = y3
7.1’1 —|—3.T2 +x3 +11.T4 —|—15SL’5 = Ya
115[]1 —|—5.T2 —|—5.T3 —|—21.T4 —|—31.le5 = Y5
131‘1 +8l‘2 +9l‘3 +30l‘4 +47[L‘5 = Ys

l6sbar ist. Bestimme dim (W) und eine Basis von W. Gib auch ein minimales
Gleichungssystem fiir W an. Hinweis: Siehe Beispiel 1V.3.23.

87. Bezeichne L C R® den Losungsraum des Gleichungssystems:

Ty —xo Hr3 +2x4 —2x5 +2z¢ = 0
207 —2x9 +2x3 +4xy —4dxs +4xs = 0
201 —2x9 +2x3 +3x4 —3z5 +3x4 = O

Ty —xo +x3 +d5x4 —dr5 +drg = 0

Bestimme dim(L) und eine Basis von L. Gib auch ein minimales Gleichungssy-
stem fiir L an. Bestimme auch ein minimales Gleichungssystem fiir L, das aus
einigen der urspriinglichen Gleichungen besteht. Bestimme ein Komplement von
L und beschreibe es mit Hilfe einer Basis als auch durch ein Gleichungssystem.
Hinweis: Siehe Beispiel IV.3.19.

88. Bestimme alle Losungen des Gleichungssystems

3371 —3372 —3.’173 —12.1’4 —1233‘5 = 21

T —3l‘2 —5l‘3 —18[L'4 —20l‘5 = —41
2l‘1 —XT9 +2l‘3 +3ZL‘4 +6l‘5 = 15
—T1 +3l‘2 +4l‘3 +16l‘4 +17l’5 = 35

und gib diese in Parameterform an. Bestimme auch ein minimales Gleichungssy-
stem fiir den Losungsraum. Welche Dimension hat dieser? Hinweis: Siehe Bei-
spiel IV .4.2.

89. Bestimme alle Losungen des Gleichungssystems:

I +ZL‘2 +3ZL‘3 +3ZL‘4 +5ZL‘5 = 37
r; +2x9 +5x3 +6x4 +8r5 = 60
2[L‘1 +ZL‘2 +4ZL‘3 +3ZL‘4 +8[E5 = 59
—x7 —3x9 —Tx3 —9r4 —8xs = —5H9

Gib auch eine Basis des Losungsraums fiir das assoziierte homogene System an.

90. Bestimme die Dimension des aflinen Teilraums

SHRIHNONG)

von R®. Gib auch ein minimales Gleichungssystem fiir E an. Hinweis: Siche Bei-

spiel IV .4.4.

=N QO
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91. Bestimme die Inversen folgender reeller Matrizen:

— Lo
A=[1 0 -1 B =
0 1 -2 ’ 0 -3 3 0
0 3 -3 5
92. Bestimme die Inverse folgender komplexer Matrix:
i 3 2+1i
A= 2i 7 —i

-1 —1+4 7+i

93. Bestimme die Inversen folgender Matrizen iiber dem Korper K = Z,:

)

1 01
A=10 1 1
1 11

94. Zeige, dass die Vektoren

2 7 1 8
n=(3)- n=(0) »= (1) n=(0)
9 0 4 5
eine Basis von R* bilden. Hinweis: Siehe Beispiel IV.5.2.

95. Zeige, dass das Gleichungssystem

Ty +x9 +x3 +xry4 = Y1
i) +2.§L’3 —|—3.T4 = Y2
ry +dws 914 = y3
Ty +8rs +27Txy = 1y

fir alle y1,vs2,y3,ys € R eindeutig 16sbar ist und gib diese Losung an. Hinweis:
Siehe Beispiel IV.5.6.

96. Es sei A eine invertierbare Matrix mit rationalen Eintrédgen. Erklére
warum dann auch die Inverse, A~!, nur rationale Eintriige besitzt. Gib eine in-
vertierbare (2 x 2)-Matrix mit ganzzahligen Eintrédgen an, deren Inverse nicht-
ganzzahlige Eintrédge hat.

97. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Weiters seien B und C' zwei
geordnete Basen von V und es bezeichnen B* bzw. C* die dazu dualen Basen
von V*. Zeige, dass aus B* = C* schon B = C folgt. Hinweis: Betrachte die zu
B* und C* dualen Basen B** und C** von V** und verwende Lemma IV.6.7 aus
der Vorlesung.

98. Zeige, dass B = (by, by, b3, bs) eine Basis von R* bildet, wobei

1 0 0 0
=) w=() m= (D) n= ()
1 2 3 4

18



Bestimme die Basiswechselmatrix Tpp, wobei E = (eq, e, e3,¢€4) die Standard-
basis bezeichnet, und berechne damit die Koordinaten [v]p folgender Vektoren
beziiglich B:

=) (3 ) (-

99. Zeige, dass B = (b1, b, b3) eine Basis von R? bildet, wobei

e (1) ne (1), ne (9)

Bestimme die Matrix (beziiglich der Standardbasis) einer linearen Abbildung
p: R — R3, fiir die ¢(by) = by, p(by) = 2by und @(b3) = 3bs gilt. Wieviele
solche Abbildungen ¢ gibt es? Hinweis: Ohne Rechnung lassen sich [¢|pp und
Tgp angeben, wobei E = (e, eq,e3) die Standardbasis von R? bezeichnet.

100. Zeige, dass die Vektoren

1 0 0 0
w=(3) m= () =) ne ()
-1 1 -1 1

eine Basis von R* bilden. SchlieBe daraus, dass R* direkte Summe der beiden
Teilriume W = (by, by) und W’ = (b3, by) ist, R* = W & W’. Bestimme die Ma-
trix (beziiglich der Standardbasis) des damit assoziierten Projektors 7: R* — R*
auf W langs W'. Berechne damit auch die Matrix des komplementéiren Projek-
tors, sowie die Matrizen der beiden damit assoziierten Spiegelungen. Hinweis:
Ohne Rechnung lassen sich [w|gp und Trp angeben, wobei E = (eq, eq, €3, €4) die
Standardbasis von R* bezeichnet.

101. Zeige, dass die Funktionen fi(x) := sin(2z), fo(x) := cos(2z), f3(z) =
sin(3z) und fy(z) := cos(3x) linear unabhingig in F(R,R) sind und daher
eine Basis B = (fi, fa, f3, f4) des von ihnen aufgespannten Teilraums V :=
(f1, f2, f3, f1) € F(R,R) bilden. Zeige, dass die Ableitung eine lineare Abbil-
dung D: V — V, D(f) := f, liefert, und bestimme die Matrix [D]gg von D
beziiglich B.

102. Zeige, dass die Polynome

ho =1
hlzz
h2:Z2—1

hy = 2> — 3z
h4:Z4—62’2+3

eine Basis H = (hyg, h1, ha, hs, hy) von R[z]<4 bilden. Bestimme die Matrix [L]y g
der linearen Abbildung

L: Rlz]<s = R[z]<4, D(p) :=p" — zp'.
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Berechne den Rang der linearen Abbildung L und gib eine Basis ihres Kerns an.
Bestimme jenes Polynom p € R|z]<4 fiir das [p|y = (1,0,1,0,1)" gilt. Berechne
auch die Koordinaten [q]y des Polynoms ¢ = 2% + 223 — 62% — 62 — 6.

103. Betrachte die drei linearen Funktionale ~;,vs,v3: R® — R,
Y1 (g) =x+2y+3z, 7 @) =x+4y+9z, 3 <§) =x+ 8y + 27z.

Zeige, dass C = (71,72,73) eine Basis von (R3)* bildet. Bestimme eine Basis
B = (by, by, b3) von R3, deren duale Basis mit C {ibereinstimmt, B* = C. Hin-
weis: Ohne Rechnung lisst sich die Basiswechselmatric Tep«c = Tg«p+ angeben,
wobei E* die zur Standardbasis E = (e, 3, e3) duale Basis von (R3)* bezeichnet.
Berechne daraus Tgg, siehe Korollar IV.6.21, und lies die Basis B ab.

104. Es sei S € GL,(K) eine invertierbare Matrix. Zeige, dass geordnete Basen
B und C von K" existieren, sodass Tcg = S gilt, wobei Tp die Basiswechselma-
trix bezeichnet. Hinweis: Wir konnen fir B (oder C') die Standardbasis von K"
verwenden.

105 (Aquivalente Matrizen). Zwei Matrizen A, B € M+, (K) werden dqui-
valent genannt, falls invertierbare Matrizen S € GL,(K) und 7' € GL,,(K) exi-
stieren, sodass B = T'AS. Zeige, dass dies eine Aquivalenzrelation auf der Menge
der (m x n)-Matrizen definiert. Zeige weiters: Ist ¢): V' — W eine lineare Ab-
bildung zwischen endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen, C' C geordnete Basen
von V und D, D geordnete Basis von W, dann sind die Matrizen [¢)] pc und [¢] 55
ahnlich. Zeige auch, dass die folgenden Aussagen &dquivalent sind:

(a) A und B sind dquivalent.

(b) B lésst sich aus A durch Zeilen- und Spaltenumformungen gewinnen.

(c) Es existieren Basen C' von K™ und D von K", sodass B = [t 4] pc, wobei ¢4
die lineare Abbildung ¥ 4: K" — K™, 1 4(z) = Ax, bezeichnet.

(d) A und B haben gleichen Rang.

SchlieBe daraus, dass jede Matrix A € M,,«,(K) dquivalent zu einer Matrix der
Form (%0) € My« (K) ist, wobei k = rank(A).

106 (Ahnliche Matrizen). Zwei quadratische Matrizen A, B € M, ., (K) wer-
den dhnlich genannt, falls eine invertierbare Matrix S € GL,(K) existiert, so-
dass B = SAS~'. Zeige, dass dies eine Aquivalenzrelation auf der Menge der
(n x n)-Matrizen definiert. Zeige weiters: Ist ¢: V' — V ein Endomorphismus
eines endlich-dimensionalen Vektorraums V' und sind B bzw. C' zwei geordnete
Basen von V, dann sind die Matrizen [¢]|pp und [¢]cc dhnlich. Zeige auch, dass
fir fixes A € K die beiden Matrizen A = (39) und B = ({}) nicht #hnlich
sind. Hinweis: Sind A und B zwei dhnliche Matrizen, dann sind auch A— X und
B — A\I dhnliche Matrizen.
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