V. Determinanten

Wir werden in diesem Kapitel jeder quadratischen Matrix A € M, (K) ihre
Determinante, det(A) € K, zuordnen. Die Determinante ist multiplikativ, es gilt

det(AB) = det(A) det(B),

fir je zwei (n x n)-Matrizen A und B. Auch ist eine Matrix A genau dann
invertierbar, wenn det(A) # 0 gilt. Es ist keineswegs offensichtlich, dass eine
Abbildung mit diesen Eigenschaft iiberhaupt existiert.

In Abschnitt V.1 werden wir eine (rekursive) Konstruktion der Determinante
besprechen, ihre wichtigsten Eigenschaften herleiten, und auch einen effektiven
Algorithmus zur Berechnung kennen lernen. Dort werden wir auch die geome-
trische Bedeutung reeller Determinante kldren, sie stimmt mit dem orientierten
Volumen des von den Spalten der Matrix aufgespannten Parallelepipeds iibe-
rein. Aus diesem Grund tritt die Determinante in der Transformationsformel fiir
Mehrfachintegrale auf.

Mit Hilfe von Determinanten kann die Inverse einer invertierbaren Matrix
A explizit angegeben werden, und die Cramer’sche Regel liefert eine explizite
Losungsformel fiir das lineare Gleichungssystem Az = y, sieche Abschnitt V.2.

In Abschnitt V.3 werden wir eine nach Leibniz benannte explizite Formel
fiir die Determinante einer Matrix angeben, und so eine weitere, unabhéngige
Konstruktion der Determinantenfunktion kennen lernen. Diese Formel besteht
aus sehr vielen Termen und ist daher bei der Berechnung grofler Determinanten
nicht hilfreich. Fiir (3 x 3)-Matrizen liefert sie die Regel von Sarrus:

aij; Q12 a3
det | ag1 a2 a3 | = ar1axass + ajpasszas + aj3as ase
a31 32 33

— (11G23032 — 12021433 — 413022031 -
In Abschnitt V.4 werden wir den Begriff der Determinante auf lineare Abbil-
dung ¢: V — V ausdehnen, wobei V' einen endlich-dimensionalen Vektorraum
bezeichnet. Im letzten Abschnitt V.5 werden wir mit Hilfe von Determinanten
den Begriff der Orientierungen eines endlich-dimensionalen reellen Vektorraums

préazise fassen und kurz auf die wichtigsten Eigenschaften eingehen.
Vieles in diesem Kapitel findet sich etwa [3].

V.1. Determinantenfunktionen. Eine Funktion
0: Myun(K) = K, A 0(A),
wird linear in der k-ten Spalte genannt, falls fiir alle a; € K" die Abbildung

K" — K, x> 0(ar] - |ag-1|@|ags] - - |an)
119
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linear ist, d.h. wenn fiir alle a;, z,y € K™ und A € K gilt:

S+ lag 1o+ ylawal ) = 0 Jax alelagsal )+ 0+ alylo] )
O(- - Jak—1|Az|apsa] - ) = A0 (- - |ar—a|@larsal - -)

Gilt dies fiir jedes k = 1,...,n, dann wird 0 multlinear genannt, wir sagen auch

d(A) ist linear in jeder Spalte von A. Offensichtlich bilden die multlinearen Abbil-

dungen M, «,(K) — K einen Teilraum des Vektorraums aller K-wertigen Funk-
tion auf M, ., (K), siche Aufgabe 1.

V.1.1. LEMMA. SeiK ein Kiorper,n € N und §: Myx,(K) — K eine Funktion,
die folgende beiden Eigenschaften hat:

(a) & ist multilinear, d.h. 6(A) ist linear in jeder Spalte von A.
(b) Sind zwei benachbarte Spalten von A gleich, so gilt §(A) = 0.

Dann besitzt & auch folgende Figenschaften:

(c¢) Bei Vertauschung zweier Spalten von A wechselt §(A) das Vorzeichen.

(d) Sind zwei beliebige Spalten von A gleich, so gilt §(A) = 0.

(e) Addieren wir ein Vielfaches einer Spalte von A zu einer anderen Spalte, dann
bleibt §(A) unverdndert.

(f) Ist rank(A) < n, dann gilt 6(A) = 0.

(g9) Fiir jedes j € {1,...,n} und jede Matriz A gilt

5(A) = Z 8(Awj)-

Dabei bezeichnet Agjy jene (n x n)-Matriz, die wir aus A erhalten wenn wir
jeden Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte, aufer A;;, durch 0 ersetzen.*

(h) Bezeichnet §': M, x,(K) — K eine weitere Funktion, die die beide die Figen-
schaften (a) und (b) hat, und ist §(1,) = 6'(1,), dann gilt schon §(A) = §'(A),
fiir alle A.

(i) Es gilt 6(BA)(1,) = 6(B)o(A), fir je zwei Matrizen A und B.

(j) Fiir jedes i € {1,...,n} und jede Matriz A gilt

5(A) = Z (Auj)-

0
A : A
0
Dh. Agjy =0 -+ 0 A; 0 -+ 0], wobei A;; den Eintrag von A in der i-ten
0
A : A
0

Zeile und j-ten Spalte bezeichnet. Die mit A symbolisierten Blocke stehen jeweils fiir den
entsprechenden Teil von A, diese bleiben unverindert.



V.1. DETERMINANTENFUNKTIONEN 121

(k) 0(A) ist linear in jeder Zeile von A.
(1) 6(AY) = §(A), fir jede Matriz A.
(m) Sind zwei beliebige Zeilen von A gleich, so gilt §(A) = 0.
(n) Bei Vertauschung zweier Zeilen von A wechselt §(A) das Vorzeichen.

(0) Addieren wir ein Vielfaches einer Zeile von A zu einer anderen Zeile, dann
bleibt §(A) unverdndert.

BEWwWEIS. Wir beobachten zunéchst, dass 6(A) bei Vertauschung zweier be-
nachbarter Spalten das Vorzeichen wechselt, d.h. es gilt

S+ alyl ) = =0+ lyle] ),
denn aus (a) und (b) folgt sofort:
0=6( |z +ylr+yl--)
Sind nun 1 <17 < j < n, dann folgt durch sukzessives Vertauschen von Spalten:
Sp. ¢ bis j
j—i—1
(- Tal-Tgl- ) = (=176 Jaly] )
= (=1 yla| ) = =Syl |- )
~———
Sp. @ bis j
Dies zeigt (c¢). Zusammen mit (b) erhalten wir daraus auch (d), denn
5(-+-lz|-|z| ) = £6(-- - |z|z| - --) = 0.

Unter Verwendung von (a) folgt weiters

S( ||y Ax| ) =8C- ||yl ) A x| 2] )

fiir jedes A € K. Somit ist auch (e) gezeigt.
Ad (f): Gilt rank(A) < n, dann sind die Spalten von A = (ay]- - - |a,) linear
abhéngig, wenigstens eine lasst sich daher als Linearkombination der anderen

schreiben. Durch Vertauschen zweier geeigneter Spalten diirfen wir 0.B.d.A. a; =
>, Aa; annehmen, siehe (¢). Mit (a) und (d) folgt dann

5(A) = 5(i N

Ad (g): Fiir die j-te Spalte von A gilt a; = > | A;je;, wobei A;; den Eintrag
in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von A bezeichnet. Mit (a) und (e) folgt

5(A) =) d(ar---laj | Ayeilajil - lan) = D 3(Auy),
i=1 =1

as } as ‘ ) an> = i)\ié(ai|a2|a3| -+ |a,) = 0.
i=2
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denn es gilt

5(a1| R |aj_1|Aije,~|aj+1| te |an) = 5(14(”)) (V].)
Fir A;; = 0 ist die Gleichung (V.1) offensichtlich, denn in diesem Fall haben
beide Matrizen eine verschwindende j-te Spalte, nach (a) verschwinden daher
beide Seiten in (V.1). Ist A;; # 0, dann konnen wir durch Addition geeigneter
Vielfacher der j-ten Spalte von (ai|---|aj_1|A;ei|aj+1]| - +|an) zu den anderen
Spalten diese Matrix zu A(;;) umformen, und dabei bleibt § unverdndert, vgl. (e).

Ad (h): Beachte zunéchst, dass auch die Funktion

8" Myen(K) > K, §"(A) i= 8(A) — &'(A),

die beiden Eigenschaften (a) und (b) besitzt. Wie wir oben gezeigt haben, hat sie
daher auch Eigenschaft (c¢) und (d). Nach Voraussetzung gilt weiters 6”(1,,) = 0.
Sei nun A eine (n x n)-Matrix und bezeichne A;; den Eintrag in der i-ten Zeile
und j-ten Spalte. Aus (a) folgt

5"(A) = 5’/(& Aires, | - ) i Aiy iy )

i1=1 in=1

— Z e Z AijreeAgyp 0" (s, |- les,),

i1=1 in=1

es geniigt daher 6" (e;,| - - - |e;, ) = 0 zu zeigen, fiir alle i, ...,i, € {1,...,n}. Nach
(d) geniigt es dies fiir paarweise verschiedene iy, ..., zu verifizieren. In diesem
Fall folgt durch sukzessives Vertauschen mittels (c)

(e .. Jes) = £0"(er] ... |en) = £6"(I,,) = 0.

Dies zeigt 6”(A) = 0, fiir jedes A, und daher §(A) = §'(A).
Ad (i): Sei B fix. Beachte, dass die Funktionen

&' Myn(K) = K, &(A) = §(BA)(I,)

und
8" Myyn(K) = K, §"(A) :=6(B)(A)

beide die Eigenschaften (a) und (b) haben. Bezeichnen namlich A = (aq|---|a,)
die Spalten von A dann gilt BA = (Bay|---|Bay,), also hingt die k-te Spalte
von BA linear von der k-ten Spalte von A ab, und, falls die k-te Spalte von B
mit der [-ten Spalte iibereinstimmt, dann bleibt dies auch fiir BA richtig. Da
offensichtlich auch ¢'(1,) = §”(1,,) gilt, erhalten wir aus (h) nun §'(A) = §"(A),
d.h. 6(BA)d(1,) = 6(B)I(A).

Ad (j): Beachte, dass die k-te Spalte von A;;) linear von der k-ten Spalte von
A abhéngt. Daher stellt auch

8" Mpsn(K) = K, §'(A) = 25(14@]‘))
j=1
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eine Funktion dar, die linear in den Spalten von A ist. Stimmen die Spalten mit
Nummern k£ und [ von A iiberein, 1 < k <[ < n, dann folgt

0'(A) = 0(Agw) +9(Aw) =0,

denn fiir j # k,1 hat auch Ag;) zwei gleiche Spalten, also 5(A(ij)) = 0 nach (d),
und die Matrix A entsteht aus Ay durch Vertauschen der Spalten k& und [, also
6 (Agiry) = —0(Ag) wegen (c). SchlieBlich gilt auch ¢'(1,,) = §(1,), denn (1) sy =
I, und fiir j # 7 ist 5((In)(ij)) = 0, da die j-te Spalte von (/,,);;) verschwindet.
Aus (h) erhalten wir daher §(A) = ¢'(A), d.h. 6(A) =37, 6 (Agij))-

Ad (k): Beachte zunéchst, dass die i-te Spalte von A;) linear von der i-ten
Zeile von A abhéngt. Folglich ist ¢ (A(ij)) linear in der i-ten Zeile von A. Nach (j)
ist daher auch 0(A) linear in der i-ten Zeile von A. Da i beliebig war, folgt die

Behauptung.
Ad (1): Nach (k) ist die Funktion

8 Myn(K) = K, §'(A) := 6(A"),

linear in jeder Spalte. Ist rank(A) < n, dann auch rank(A") < n, also ¢'(A) =
d(A") = 0 nach (f). Insbesondere verschwindet 0'(A), falls zwei Spalten von A
tibereinstimmen. Mit (h) folgt somit ¢’(A) = §(A), denn offensichtlich gilt auch
8(1,) = 0(1y).

Die verbleibenden Behauptungen (m), (n) und (o) folgen sofort aus (c), (d)
und (e) mittels (m). O

V.1.2. BEMERKUNG. Nach Lemma V.1.1 sind fiir eine multilineare Abbildung
d: Myxn(K) — K folgende Aussagen dquivalent:

(a) Stimmen zwei benachbarte Spalten von A iiberein, so gilt §(A) = 0.
(b) Stimmen zwei Spalten von A iiberein, so gilt §(A) = 0.
(c) Sind die Spalten von A linear abhéngig, so gilt 6(A) = 0.

Eine multilineare Abbildung §: M, ,(K) — K, die diese Eigenschaften besitzt
wird alternierende multilineare Abbildung genannt. Offensichtlich bilden die alter-
nierenden multilinearen Abbildungen einen Teilraum des Vektorraums aller multi-
linearen Abbildungen M, «,(K) — K, vgl. Aufgabe 1. In Satz V.1.3 unten werden
wir eine alternierende multilineare Abbildung det: M, «,(K) — K konstruieren,
fir die det(7,) = 1 gilt. Nach Lemma V.1.1(h) ist daher jede alternierende mul-
tilineare Abbildung 0: M, x,(K) — K von der Form §(A) = d§(1,,) det(A). Der
Vektorraum der alternierenden multilinearen Abbildungen M, (K) — K hat
daher Dimension 1 und det bildet eine Basis. Gilt 2 # 0 € K, dann sind die
Eigenschaften (a) bis (c¢) oben auch zu folgender Bedingung dquivalent:

(d) Bei Vertauschung zweier Spalten von A wechselt 6(A) das Vorzeichen.
Fiir allgemeine Korper bleibt dies jedoch nicht richtig, siehe Aufgabe 2.

V.1.3. SATZ. Sei K ein Kérper und n € N. Dann existiert eine eindeutige
Funktion det: M,,.,(K) — K, die folgende drei Figenschaften besitzt:
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(a) det ist multilinear, d.h. det(A) ist linear in jeder Spalte von A.
(b) Sind zwei benachbarte Spalten von A gleich, dann gilt det(A) = 0.
(c) det(I,) = 1, wobei I,, die Einheitsmatriz bezeichnet.

Diese Funktion hat dariiber hinaus folgende Figenschaften:

(d) Bei Vertauschung zweier Spalten von A wechselt det(A) das Vorzeichen.

(e) Addieren wir ein Vielfaches einer Spalte von A zu einer anderen Spalte, so
bleibt det(A) unverdndert.

(f) det(A) ist linear in jeder Zeile von A.

(9) Bei Vertauschung zweier Zeilen von A wechselt det(A) das Vorzeichen.

(h) Addieren wir ein Vielfaches einer Zeile von A zu einer anderen Zeile, so bleibt
det(A) unverdndert.

(i) Fiir je zwei Matrizen A und B gilt

det(AB) = det(A) det(B).
(j) A ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0. In diesem Fall gilt
det(A™') = det(A)".
(k) Fiir jede Matriz A ist
det(A") = det(A).
(1) Fir jedesi € {1,...,n} und jede Matriz A gilt
det(A) =Y (=1)" A;; det (Ay).
j=1
Diese Formel wird Entwicklung nach der i-ten Zeile genannt. Dabei bezeichnet
A;j den Eintrag der Matriz A in der i-ten Zeile und j-ten Spalte, und Agj
bezeichnet jene (n — 1) x (n — 1)-Matriz, die wir durch Streichen der i-ten
Zeile und j-ten Spalte aus A gewinnen.
(m) Fiir jedes j € {1,...,n} und jede Matriz A gilt
det(A) = D J(=1)" Ay det (A).
i=1
Diese Formel wird Entwicklung nach der j-ten Spalte genannt.
(n) Fir Dreiecksmatrizen haben wir

all a12 oo aln all 0 A 0
0 axp --- a ag  Qax
det . , , ] = Q1G9 "+ * Ay = det
: - - : 0
O A 0 ann anl an2 o« o ann

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst mittels Induktion nach n, dass tatséchlich eine
Funktion det: M,«,(K) — K) mit den Eigenschaften (a), (b) und (c) existiert.
Der Fall n = 1 ist trivial, die Abbildung det: M;.;(K) — K, det(a) := a, hat
offensichtlich alle gewiinschten Eigenschaften. Fiir den Induktionsschritt sei nun
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det: Mu—1)x(n—1)(K) = K eine Abbildung, sodass (a), (b) und (c) gelten. Weiters

fixieren wir ein ¢ € {1,...,n}. Fir A € M, ,(K) definieren wir nun
det(A) := Y (=1)" A;;det(Ag;). (V.2)
j=1

Dabei bezeichnet A;; den Eintrag der Matrix A in der ¢-ten Zeile und j-ten Spalte,
und A(ij) bezeichnet jene (n — 1) x (n — 1)-Matrix, die wir durch Streichen der
i-ten Zeile und j-ten Spalte aus A erhalten. Jedenfalls ist dadurch eine Abbildung
det: M, xn(K) — K definiert. Wir verifizieren nun, dass diese die Eigenschaften
(a), (b) und (c) hat.

Ad (a): Seien j,k € {1,...,n}. Es geniigt zu zeigen, dass A;; det (A(ij)) linear
in der k-ten Spalte von A ist, vgl. (V.2). Wir unterscheiden zwei Fille. Fiir k = j
héngt det (A(Z-j)) nicht von der k-ten Spalte ab, denn diese wurde ja gestrichen,
und A;; ist offensichtlich linear in der k-ten Spalte. Ist j # k, so ist A;; unbhéngig
von der k-ten Spalte und nach Induktionsvoraussetzung héngt det (A(ij)) linear
von der k-ten Spalte von A ab. In beiden Fillen folgt, dass A;; det (A(ij)) linear
in der k-ten Spalte von A ist.

Ad (b): Sei A € M, x,(K) eine Matrix deren k-te Spalte mit der (k + 1)-ten
Spalte iibereinstimmt, 1 < k < n. Ist nun j # k und j # k + 1, dann hat auch
A(ij) zwei gleiche benachbarte Spalten, nach Induktionsvoraussetzung gilt daher
det(fl(ij)) = 0 fiir diese j. In der Summe (V.2) bleiben daher nur zwei Terme
ibrig,

det(A) = (—1)Z+kAlk det (A(zk)) -+ (—1)i+k+1Ai7k+1 det (A(i,k+1)).

Weiters ist A(ik) = A(i’k_’_l), die beiden Terme auf der rechten Seite stimmen also
bis auf ihr Vorzeichen iiberein, und es folgt det(A) = 0.
Ad (c): Der einzige nicht verschwindende Eintrag der i-ten Zeile der Einheits-

matrix I, ist (1,,); = 1. Weiters gilt (1)) = I,—1 und nach Induktionsvoraus-
setzung daher det((fn)(ii)) = det(l,_1) = 1. Aus (V.2) erhalten wir daher

j=1

Damit ist der Induktionsschritt gezeigt, also existiert fiir jedes n € N eine
Funktion det: M, ,(K) — K, die die Eigenschaften (a), (b) und (c) besitzt. Die
Eindeutigkeit dieser Funktion folgt aus Lemma V.1.1(h). Aus (V.2) erhalten wir
auch sofort (1).

Die Behauptungen (d), (e), (f), (g), (h), (i) und (k) folgen sofort aus den
entsprechenden Aussagen in Lemma V.1.1.

Ad (j): Ist A invertierbar, so erhalten wir mit (c) und (i)

1 = det(I,) = det(AA™) = det(A) det(A™).
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Es folgt det(A) # 0 und det(A™') = det(A)~". Ist A nicht invertierbar, dann gilt
rank(A) < n und daher det(A) = 0 nach Lemma V.1.1(f).
Ad (m): Dies folgt aus Lemma V.1.1(g), denn mit (1) erhalten wir det(A;)) =
(—1)"*9A;; det (fl(ij)). Alternativ ldsst sich (m) auch aus (1) mittels (k) herleiten.
Ad (n): Durch Entwicklung nach der ersten Zeile, siehe (1), erhalten wir

ail 0 e 0 Q22 0 Ce 0
21 A9292 ’ : aszo Q ’
det =ap det | 33
0 : : .0
Qp1 Qp2 - Qpn Qp2 QAp3 -°° Qpn

Mittels Induktion nach n folgt die zweite Gleichung in (n). Die erste ldsst sich
analog beweisen oder mit Hilfe von (k) aus der eben bewiesenen ableiten. U

V.1.4. DEFINITION (Determinante einer Matrix). Die Abbildung
det: M, y,(K) = K, A~ det(A),

aus Satz V.1.3 wird die Determinantenfunktion genannt, und det(A) als Deter-
minante der Matrix A bezeichnet. Eine andere géngige Notation ist:

@11 -+ Qin a1 - Qip
= det

Ap1 -+ Qpp Qp1  +++  Gpp

V.1.5. BEISPIEL. Fiir 2 x 2-Matrizen erhalten wir durch Entwicklung nach
der ersten Zeile, siehe Satz V.1.3(1),

@11 Q12
det = A11Q22 — A12Q91.
21 Q22

V.1.6. BEISPIEL (Regel von Sarrus). Fiir 3 x 3-Matrizen gilt:

ailz a2 a3
det | as1 a2 a3 | = ar1axass + ajnasszas + aj3as ase
az1 asz g3

— 11023032 — A12G21A33 — (13022031

Auch dies folgt durch Entwicklung nach der ersten Zeile, siehe Satz V.1.3(1),
zusammen mit der eben hergeleiteten Formel fiir die Determinante einer 2 x 2-
Matrix:

a1; aiz2 a3
21 QAg22 QAg3| = 411
a31 Q32 as3

ag1 A2
3
a31 32

Q22 A23
a3z Q33
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V.1.7. BEMERKUNG. Analog lassen sich rekursiv Formeln fiir groflere Matri-
zen herleiten, etwa gilt:

11 a2 Q13 dadiq

Q22 Q23 (A4 A21 Q23 (A4
d Q21 Q22 Q23 A4 | _
et = Q11 |A32 (33 (34| — Q12 |31 (33 (34
T B Aq2  A43 Q44 aq1 A43 Qg4
Qg1 Qg2 A43 Q44
A1 Q22 (A4 A21 Q22 (A23
+ a13 (31 G32 Q34| — Q14 (G371 G32 A33
aq1 Q42 Qg4 aq1 Q42 Q43

= 11022033044 + Q11023034042 + Q11024032043
— (11022A34043 — A11A23032044 — A11024A33042
+ 18 weitere ahnliche Terme.

Die Anzahl der Terme wéchst rapide, fiir eine (n x n)-Matrix sind es n! Summan-
den. In Abschnitt V.3 werden wir einen geschlossenen Ausdruck dafiir angeben,
siehe Satz V.3.6. Diese Formeln sind fiir die Berechnung der Determinanten nur
von begrenzter Niitzlichkeit.

V.1.8. BEMERKUNG (Volumen und Determinanten). Der orientierte Flachen-
inhalt des von zwei Vektoren a;,a, € R? aufgespannten Parallelogramms ist
det(ay|az). Um dies einzusehen, bezeichne §(aq|az) den orientierten Flacheninhalt
dieses Parallelogramms. Offensichtlich gilt §(/3) = 1, denn das Einheitsquadrat
hat Fldche 1. Auch gilt §(ala) = 0, denn in diesem Fall degeneriert das Paralle-
logramm zu einer Linie ohne Flédcheninhalt. Eine einfache elementargeometrische
Uberlegung zeigt, dass d(a;|as) linear in beiden Spalten ist. Nach Satz V.1.3
muss daher d(a;|az) = det(aq|as) gelten, die Determinante det(aq|ay) berechnet
also den orientierten Flacheninhalt des von a; und ay aufgespannten Parallelo-
gramms. VOllig analog lasst sich zeigen, dass das orientierte Volumen des von
drei Vektoren by, b, b3 € R? aufgespannten Parallelepipeds durch det(by|by|bs)
gegeben ist.

V.1.9. BEMERKUNG. Mit Satz V.1.3(j) erhalten wir folgende Beschreibung
der allgemeinen linearen Gruppe durch eine (nicht lineare) Ungleichung:

GLn(K) ={A € M,x,(K) : det(A) # 0}.
Die Determinante schrinkt sich zu einem surjektiven Gruppenhomomorphismus,
det: GL,(K) — K\ {0},

ein, wobei K \ {0} mit der Multiplikation des Korpers als (abelsche) Gruppe
aufgefasst wird. Der Kern dieses Homomorphismus,

SL,(K) := {A € My, (K) : det(A) =1},

bildet daher eine Untergruppe von GL,(K), sie wird die spezielle lineare Gruppe
genannt und ist durch eine (nicht lineare) Gleichung beschrieben.



128 V. DETERMINANTEN

Soll die Determinante einer Matrix berechnet werden ist es zweckméaflig diese
durch Zeilen und oder Spaltenumformungen auf Dreiecksgestalt zu bringen und
dann die Formel aus Satz V.1.3(n) zu verwenden.

V.1.10. BEISPIEL. Wir wollen die Determinante der Matrix

1 5 8 10
-1 -5 1 6
A=149 19 22 29
3 17 30 43

bestimmen. Mit den Rechenregeln in Satz V.1.3 folgt

S S I TN I
2 122220 — (026 9|~ —|00916] — —|00916 =-1-2-9-4=-72,
3 17 30 43 02613 02613 000 4

d.h. det(A) = —72. Beachte, dass diese Vorgehensweise wesentlich effektiver ist,
als Einsetzen in die Formel aus Bemerkung V.1.7.

V.1.11. BEISPIEL. Wir wollen die Determinante der Matrix
1 7 1 2 1

1 9 3 5 3

A=|-1 -5 4 7 4

-2 —-14 1 6 5

1 5 —4 -3 5

bestimmen. Wie zuvor folgt mit Satz V.1.3

17 1 21 17 1 21 171 21
1 9 3 53 02 2 32 022 32
-1 -5 4 74/ =102 5 95|=1{003 63
—2-14 1 6 5 00 3107 003 107
1 5 —4-35 0-2-5-54 00-3-26

113313233

=100363|=100363|=1-2-3-4-5=120,
00044 00044
00049 00005

also det(A) = 120.
V.1.12. BEisPIEL. Wir wollen die Determinante der komplexen Matrix
i 741 3-2i
A=|(2i 15+3i 8—i
1 2—-61i 1-i

bestimmen. Mit Satz V.1.3 erhalten wir

i 7+i 3-2i i 741 3-2i i 741 3-2i . . . .
2i 15431 8—i | = [0 1+i243i | = [01+i243i | = i(1 4+1)(1 — 1) = 2i,
1 2—6i 1-i 0 1+i 3+2i 0 0 1-i

d.h. det(A) = 2i. Insbesondere sehen wir, dass A invertierbar ist.
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V.1.13. BEISPIEL. Liegt eine Matrix vor, die eine Zeile oder Spalte mit vielen
Nullern hat, so kann es fiir die Bestimmung der Determinante hilfreich sein nach
dieser Spalte bzw. Zeile zu entwickeln. Durch Entwicklung nach der dritten Zeile
erhalten wir etwa:

1 7 1 17 2 1
EEEEE . I

det | % % 95929 =(=1)*"7-det| -1 -5 12 74|=-7-120=840.
—2-14 1 29 6 5 2ol e

1 5 —431-35
wobeil wir im vorletzten Gleicheitszeichen die Berechnung aus Beispiel V.1.11
verwendet haben.

V.1.14. SaTz (Vandermonde-Determinante). Fir xg,z1,...,z, € K gilt

2 3 n
1 zy x5 x5 --- x{
1z 23 a3 -+ af
2 3 n
det |1 22 25 a5 - 23| = H (xj; — ;)
Do : 0<i<j<n
2 3 n
1z z x, -+ a

BEwEIs. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n. Die Falle n = 0 und
n = 1 sind trivial. Nun zum Induktionsschritt von n — 1 nach n: Subtrahieren wir
die vorletzte Spalte £y Mal von der letzten Spalte, und dann zy Mal die drittletzte
Spalte von der vorletzten, etc. erhlaten wir:

1 xo xg xg 1:8 1 0 0 0 0 L
12y 22 a3 o af 1 z1—z0 (z1—20)z1 (T1—70)2? - (z1—z0)x]™
_ _ —2)a2 - (zg—mg)zn L
det 1z 23 x5 - 8 — det 1 xo—zo (v2—w0)T2 (T2—T0)T5 (w2—mo)ah
1y 22 22 -zl 1 @n—z0 (Tn—20)Tn (Tn—20)z2 - (Tn—z0)zh !
z1—x0 (T1—70)T1 (xl—xo)azf (ml—mo)x?_l
x2—x0 (za—wo)x2 (To—0)23 - (T2—T0)2h "
= det
Tn—20 (Tn—10)Tn (Tn—z0)T2 - ($n_$0)x271
1z x% J:f_l
1 a2 x% m;kl
= H (x; — x;) det
0=i<j<n
1@y 22 - 2t
= I @-=) [ @-2)= T (5 —w)
0=i<j<n 1<i<j<n 0<i<j<n
wobei wir im vorletzten Gleichheitszeichen die Induktionsvoraussetzung verwen-
det haben. U
V.1.15. BEMERKUNG. Aus dem vorangehenden Satz erhalten wir erneut, dass
die Vandermonde-Matrix fiir paarweise verschiedene xg,x1,...,z, invertierbar

ist, vgl. Satz IV.6.26.
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V.2. Determinanten und Gleichungssysteme. Mit Hilfe von Determi-
nanten lassen sich die Losungen eines eindeutig 16sbaren Gleichungssystems ex-
plizit angeben:

V.2.1. SATZ (Cramer’sche Regel). Sei K ein Kdrper, n € N, A € M,,,,(K)
eine invertierbare Matriz und y € K". Dann besitzt das Gleichungssystem

Ar =y
eine eindeutige Losung x € K™ und fir die i-te Komponente von x gilt
1
T; = det(A) det(al\ T |ai71‘y‘ai+1‘ T |an)7

wobei A = (aq| - -|ay) die Spalten von A bezeichnen, 1 <1i < n.

BEWEIS. Da A invertierbar ist, existiert ein eindeutiges z € K" mit Az = y.
Sei nun i € {1,...,n} fix und betrachte die (n x n)-Matrix

X = (er] - leia|zlei] - - |en).
Dann gilt
AX = (Aey|---|Aei1|Ax|Aesyq| - - - |Aen) = (ar] - - - |aia|ylaisa| - - |an)
und nach Satz V.1.3(i) daher
det(A) det(X) = det(AX) = det(a1| - - - |ai_1|y|ais1| - - - |an).
Mit den Rechenregeln in Satz V.1.3 folgt det(X) = z; und damit der Satz. [
V.2.2. BEISPIEL. Wir wollen das Gleichungssystem

1 2 5 1 8
3 1 1 XT3 9

mit Hilfe der Cramer’schen Regel 16sen. Dazu berechnen wir folgende Determi-
nanten, vgl. Beispiel V.1.6:

1 2 5
det(A) =|-2 3 —1|=3-6-10—45+1+4=—53

31 1
8 2 5

det(ylaslag) = |5 3 —1| =24 — 18425 — 13548 — 10 = —106
9 1 1
1 8 5

det(ailylaz) = -2 5 —1|=5-24—-90—75+9+16 = —159
3 .9 1
1 28

det(ar]asly) = |-2 3 5| =27+30—-16-72—-5+36=0
3 19
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Nach Satz V.2.1 gilt daher

1 —106 2
- 0 0

Zum Vergleich wollen wir das selbe Gleichungssystem nochmals mit Hilfe des in
Abschnitt IV.4 beschriebenen Algorithmus lésen:

1 2 5|8 12 1 5 | 8
—2 3 -1|5 |~ 0 0 9/7| 3
3 1 1|9 0 —5 —14 —15 0 —14 | —15
12 5 |8 12 5|8
~ 101 9/73W019/73
0 0 —63/7/|0 00 110
120[8 100]|2
~lo010[(3]|~[010|3
00 1[0 00 1[0

Wir erhalten so die selbe Losung (V.3).

Mit Hilfe von Determinanten konnen wir auch eine explizite Formel fiir die
Inverse einer Matrix angeben:

V.2.3. SATZ. Sei K ein Korper, n € N, A € M,,»,(K) und bezeichne A die
Matriz mit Bintrigen A;; == (—1)"+7 det(A (7)), d.h.

+ det( 1)) —det (1{1 ) +det (1{1(13))
o det (A(21 ) + det (/} ) — det (/}(23))
B + det( )) —det (A 32)) + det (A(gg))

wobei Ay jene (n—1) x (n—1)-Matriz bezeichnet, die wir aus A durch Streichen
der i-ten Zeile und j-ten Spalte erhalten. Dann gilt
AA = det(A)I,.
Ist A invertierbar, so erhalten wir folgende explizite Formel fiir die Inverse:
1 -

-1 _ A
det(A)
BEWEIS. Entwickeln nach der i-ten Zeile, siehe Satz V.1.3(1), liefert
det(A) = (—1)"" A;; det (A ZAUA]Z = (AA);.

j=1
Die Matrizen AA und det(A)I, stimmen daher léings der Diagonale iiberein. Sei
nun k # i und bezeichne A’ die Matrix die wir erhalten, wenn wir die i-te Zeile
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von A durch die k-te Zeile von A ersetzen. Dann hat A’ zwei gleiche Zeilen, es gilt
daher det(A’) = 0. Nach Konstruktion gilt weiters Aj; = Aj;. Schliefllich haben

wir fl’(ij) = A(ij), denn A’ und A unterscheiden sich nur in der i-ten Zeile, und
diese wird ja gestrichen. Entwickeln nach der i-ten Zeile liefert somit:

n

0 = det(A’) = ) (=1)""7Aj; det (Af)

j=1
=Y ()M Agdet(Agy) = Y AwAy = (Ad).
j=1 Jj=1

Die Matrizen AA und det(A)I, stimmen daher auch auferhalb der Diagonale
iiberein. Dies zeigt AA = det(A)[,. Im invertierbaren Fall ist die Inverse also
durch A= = det(A) A gegeben. O

V.2.4. BEMERKUNG. Fiir die Inverse einer invertierbaren (2 x 2)-Matrix er-
halten wir aus Satz V.2.3 erneut, siehe Beispiel 11.4.8, die Formel

a b\ 1 d —b
c d)  ad—bc\—c a)’

V.2.5. BEMERKUNG. Fiir die Inverse einer invertierbaren (3 x 3)-Matrix er-
halten wir aus Satz V.2.3 die Formel:

1 + | a2 a3 | | ag @23 | 4 | az1 az2 |\ t
a1 Q2 a3 a3z as3 a3l as3 a3l asz
_ a12 ai3 a1l a1z a1l a2
Q21 Q22 d23 - det(A) - | az2 as3 + | as1 as3 - |a31 as2
azy azz2 Aass a12 ai3 | a11 a13 ail ai2
a2 a23 a21 a23 a1 a2
+ +

Damit erhalten wir etwa:

t
1 2 3\ +[33 =155 +153
2 3 2] =z |-133] +183 —153
02 1
+133] — 1381 +1i3
1—1—24t1—14—5
— =4 1 2| =2|=2 1 14
"\5 4 -1 T\ 4 -2 1

V.3. Permutationen und Leibniz’sche Formel. Es bezeichne &,, die
Menge aller Permutationen der Menge {1,...,n}, d.h. die Menge aller bijek-
tiven Abbildungen o: {1,...,n} — {1,...,n}. Beziiglich der Komposition von
Abbildungen bildet &,, eine Gruppe, die aus n! Elementen besteht. Unter einer
Transposition verstehen wir eine Permutation die zwei Elemente vertauscht und
alle anderen fix lésst. Es bezeichne 7;; € &,, jene Transposition die die beiden
Zahlen i und j vertauscht und alle anderen fix ldsst, i,5 € {1,...,n}, i # j.
Beachte, dass fiir jede Transposition 7 € &,, die Relation 7 o 7 = 1 gilt.
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Wir beginnen mit folgendem einfachen Hilfsatz, den wir eigenlich schon im
Beweis von Lemma V.1.1(h) verwendet haben:

V.3.1. LEMMA. Jede Permutation o € &,, ldsst sich als Produkt von Trans-
positionen schreiben. Dabei geniigt es Transpositionen zu verwenden, die jeweils
nur benachbarte Zahlen vertauschen.

BEwEIS. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n. Die Falle n = 1
und n = 2 sind trivial. Fiir den Induktionsschritt sei nun o € &,, und i := o(n).
Nach Konstruktion lasst die Permutation

0 '=Tp-1nOTn-2n-10"""0Ti41i+20 T;;41 0 0T (V.4)

die Zahl n fix, d.h. 6(n) = n. Sie kann daher als Permutation von {1,...,n— 1}
aufgefasst werden. Nach Induktionsvoraussetzung léasst sich ¢ in der Form ¢ =
71 o --- o Ty schreiben, wobei jedes 7; eine Transposition bezeichnet, die zwei
benachbarte Zahlen vertauscht. Mit (V.4) erhalten wir die gesuchte Darstellung,

O=Tii410 0Ty 1p00 =T;j41 0+ OTp_1p 0T O - OTN.
Damit ist der Induktionsschritt gezeigt und das Lemma bewiesen. O
V.3.2. LEMMA. Die Abbildung
sgn: 6, — {1, -1}, sgn(o) = (_1)ﬁ{(i7j)\i < j und o(i) >0(j)}’

st ein Gruppenhomomorphismus, der jede Transposition auf —1 abbildet. Dabei
fassen wir {1, —1} beziiglich Multiplikation als (abelsche) Gruppe auf. Jeder wei-
tere Gruppenhomomorphismus &,, — {1,—1} mit dieser Eigenschaft muss mit
sgn dbereinstimmen.

BEWEIS. Sei 0 € 6,, und 7 = 7y 41, wobei 1 < k < n. Dann gilt
t{(0,5) | i< g, (gom)(i) > (0om)()} =t{(i,4) | i <, o(i) > a(j)} £ 1
je nachdem, ob o(k) > o(k + 1) oder o(k) < o(k + 1). Jedenfalls folgt
sgn(o o7) = —sgn(o). (V.5)

Sei nun o’ € &,,. Nach Lemma V.3.1 lasst sich ¢’ in der Form ¢/ = 7y 0--- o7y
schreiben, wobei jedes 7/ eine Transposition bezeichnet, die zwei benachbarte
Zahlen vertauscht. Induktiv erhalten wir aus (V.5)

sgn(ocoo’) =sgn(coryo-- o)
:—Sgn(aorjvo~-~oré) = ... = (=1)" sgn(o)
und analog

sgn(o’) =sgn(ryo---o)
= —sgn(tyo---om) == (=1)Vsgn(id) = (-1)V,
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denn sgn(id) = 1, da ja #{(i,j) | i < j, id(i) > id(j)} = 0. Dies zeigt
sgn(o o o’) = sgn(o) sgn(o’),

fiir beliebige 0,0’ € &, also ist sgn: &,, — {1, —1} ein Homomorphismus. Sei
nun 7 = 7y, eine beliebige Transposition, k # [. Dann existiert ¢ € &,,, sodass
o(1) =k und o(2) =[. Es folgt 7 = 0 0 719 0 071, und daher

sgn(7) = sgn(o) sgn(m2) sgn(o 1) = sgn(o) sgn(mi2) sgn(o) ! = sgn(rs) = —1.
Die Eindeutigkeitsaussage folgt sofort aus Lemma V.3.1. U

V.3.3. BEMERKUNG. Der Kern des Homomorphismus sgn: &,, — {1, —1},
A, ={0 €6, :sgn(o) =1},
bildet eine Untergruppe von G,,, sie wird die alternierende Gruppe genannt.

V.3.4. BEMERKUNG. Nach Lemma V.3.1 ldsst sich jede Permutation o € G,
als Produkt von Transpositionen schreiben, o = 75 o --- o 74. Diese Darstellung
ist allerdings nicht eindeutig, etwa haben wir auch ¢ = Ty 0o g 07y 0 --- 0 77.
Nach Lemma V.3.2 gilt jedoch sgn(c) = (=1)", d.h. die Paritit der Anzahl der
Faktoren ist unabhéngig von der Darstellung. Fiir sgn(c) = 1 muss N gerade sein,
d.h. jede Darstellung von o als Produkt von Transpositionen hat eine gerade
Anzahl von Faktoren. Solche Permutationen werden als gerade Permutationen
bezeichnet. Ist sgn(oc) = —1, dann muss N ungerade sein, d.h. jede Darstellung
von o als Produkt von Transpositionen hat eine ungerade Anzahl von Faktoren.
Solche Permutationen werden ungerade Permutationen genannt.

V.3.5. BEISPIEL. Die Permutation o € &3, (1) = 2, 0(2) = 3, 0(3) = 1,
lasst sich in der Form o = 75 o T3 schreiben, es gilt daher sgn(o) = 1.

V.3.6. SATZ (Leibniz’sche Formel). Sei K ein Kiorper und n € N. Dann gilt
fir jede Matriz A € My, (K)

det(A) = Z Sgn(o’)A17o—(1)A27o—(2) o -Anﬂ(n).

oeG,
BEWEIS. Wir bezeichnen die rechte Seite der Formel mit
0t M (K) > K, 6(A) ==Y sgn(0)Aro(yAoe) * Anom. (V.6

oeG,

Offensichtlich ist §(A) linear in jeder Spalte von A. Dies gilt sogar fiir jeden Aus-
druck der Form A; ;1)A20(2) - - An,o(n), denn er enthilt aus jeder Spalte von A
genau einen Faktor. Stimmen die Spalten k£ und [ von A iiberein, k # [, und be-
zeichnet 7 = 73; die Transposistion, die k mit [ vertauscht, dann gilt A; ; = A; 75
und daher auch A; ;) = A; (ro0)(i), fiir alle 4,5 € {1,...,n}. Die beiden Summan-
den in (V.6), die den Permutationen ¢ und 7 o ¢ entsprechen, unterscheiden sich
also nur durch ihr Vorzeichen, sgn(7 o o) = —sgn(o), und kiirzen einander. Dies
zeigt, dass §(A) = 0 gilt, wenn zwei Spalten von A iibereinstimmen. Schlieflich
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gilt auch 6(1,,) = 1, denn fiir A = I, liefert nur o = id einen nicht-trivialen Bei-
trag in der Summe (V.6), ndmlich 1. Aus der Eindeutigkeitsaussage in Satz V.1.3
folgt daher det(A) = §(A). O

V.3.7. BEMERKUNG. Der Beweis von Satz V.3.6 liefert eine neue Konstruktion
der Determinantenfunktion, die unabhéngig von der im Beweis des Satzes V.1.3
besprochenen ist.

V.3.8. BEISPIEL. Fiir (3 x 3)-Matrizen erhalten wir:

o | o(1)]o(2)]o(3) | sgn(o) | Term in Leibniz’ Formel
id 1 2 3 1 11022033
T12 2 1 3 —1 —@12021033
T13 3 2 1 -1 —a13092031
723 1 3 2 —1 —a110A23032
T12 © T23 2 3 1 1 112023031
T3 O Tio 3 1 2 1 13021 A3

Nach Satz V.3.6 gilt daher

ai; Q12 a3
det | as1 ag a3 | = anjaxass + ajpaszas; + ajzag ass
a31 32 Q33
— Q110230432 — (12021033 — A1302203] .
Wir erhalten also erneut die Regel von Sarrus, vgl. Bemerkung V.1.6.

V.4. Determinanten von Endomorphismen. Sei V' ein endlich-dimen-

sionaler K-Vektorraum und ¢: V' — V linear. Sind B und B zwei geordnete
Basen von V, dann gilt [¢]z5 = T|p|lpsT !, wobei T = Tss € GL,(K) und
n = dim(V'), siehe Korollar IV.6.21. Mit Satz V.1.3 folgt

det([¢]pp) = det(T[p]psT~") = det(T) det([y]pp) det(T)™" = det([¢]nn),

d.h. die Determinanten der Matrixdarstellung von ¢ ist unabhéngig von der Basis.
Dies erlaubt es eine Determinante fiir Endomorphismen ¢: V' — V' zu definieren:

V.4.1. DEFINITION (Determinante eines Endomorphismus). Sei V' ein endlich-
dimensionaler K-Vektorraum und ¢: V' — V linear. Unter der Determinante von
o verstehen wir die Zahl

det(y) := det([¢]sr),
wobei B eine geordnete Basis von V' bezeichnet. Nach den Ausfiithrungen oben
héngt dies nicht von der Wahl der Basis B ab, und ist daher wohldefiniert.

V.4.2. KOROLLAR. Sei V' ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum und

det: end(V) — K.
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die eben definierte Abbildung, siehe Definititon V.4.1. Dann gilt
det(¢) o @) = det (1) det(p) und det(idy) =1,

fir alle p,¢ € end(V). Weiters ist ¢ € end(V) genau dann invertierbar, wenn
det(¢) # 0, und in diesem Fall gilt

det(p™!) = det(p) .

Die Determinante schrdnkt sich daher zu einem surjektiven Gruppenhomomor-
phismus

det: GL(V) — K\ {0}

ein, deren Kern, SL(V) := {¢ € end(V) : det(¢) = 1}, eine Untergruppe von
GL(V) bildet. Schliefilich haben wir

det(") = det(y),
fiir jedes p € end(V'), wobei o € end(V*) die zu ¢ duale Abbildung bezeichnet.

BEWEIS. Es sei B eine geordnete Basis von V. Nach Korollar IV.6.21 gilt
[ o ¢l = [¥]BB[¢Y]BE und mit Satz V.1.3(i) daher

det(1p 0 ) = det([¢ 0 ¢|pg) = det([¢']sale]BB)
= det([¢]sp) det([¢]pp) = det(¢) det(y).

Da [idy]sp = I,, erhalten wir analog det(idy) = det([idv]gs) = det(,) = 1.
Nach Korollar IV.6.21 ist ¢ genau dann invertierbar, wenn [¢|gp eine invertier-
bare Matrix ist. Nach Satz V.1.3(j) ist dies genau dann der Fall, wenn det(yp) =
det([¢]pp) # 0 gilt. Im invertierbaren Fall folgt

1 = det(idy) = det(¢ ' 0 ) = det(p ") det(yp),
also det (1) = det(p)~!. Nach Korollar IV.6.21 gilt [p']p-p+ = [p]55, also
det(p") = det([¢']p-p-) = det([¢]pp) = det([¢]pr) = det(p),
wobei wir beim vorletzten Gleichheitszeichen Satz V.1.3(k) verwendet haben. [

V.4.3. BEISPIEL. Bezeichne V' = R[z]<3 den Vektorraum der reellen Polynome
vom Grad kleiner gleich 3 und betrachte die lineare Abbildung ¢: V- — V| o(p) :=
p" — p. Wir wollen die Determinante von ¢ bestimmen. Dazu wihlen wir eine
geordnete Basis B von V, etwa py = 1, p1 = 2, p» = 22, p3 = 2°. Dann folgt
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V.5. Orientierung reeller Vektorriume. Die Euklidische Ebene R? be-
sitzt zwei Orientierungen: im Uhrzeigersinn oder gegen den Uhrzeigersinn. Auch
auf R? gibt es zwei Orientierungen: Korkenzieher fiir Links- bzw. Rechtshinder.
Wir wollen diesen eher vagen Begriff der Orientierung nun prézisieren und auf be-
liebige Dimensionen ausweiten. Fiir den Rest dieses Abschnitts sei V' ein endlich-
dimensionaler reeller Vektorraum und n := dim(V) > 1.

Wir definieren auf der Menge der geordneten Basen von V' eine Relation:

B~B & det(TB/B) > 0.

Dabei sind B und B’ zwei geordnete Basen von von V und Ty p bezeichnet die
Matrix zum Basiswechsel von B nach B’, sieche Abschnitt IV.6.

V.5.1. LEMMA. Dies ist eine Aquivalenzrelation.

BEWEIS. Die Relation ist reflexsiv, denn wegen det(Tpp) = det(l,) =1 >0
gilt B ~ B. Die Relation ist symmetrisch, denn aus B ~ B’ folgt det(Tp/5) > 0,
also auch det(Tpp) = det(Ty'5) = det(Tr )™t > 0 und damit B’ ~ B. Gilt
B ~ B"und B ~ B" d.h. det(Tgp) > 0 und det(Tprp) > 0, dann folgt
det(TB//B) = det(TB//B/TB/B) = det(TB//B/)det<TB/3) > 0, also B ~ B”. Dies
zeigt, dass die Relation auch transitiv ist. U

Wir bezeichnen die Menge der Aquivalenzklassen dieser Relation mit O(V).
Die Elemente von O(V') werden Orientierungen von V genannt. Ist B eine geord-
nete Basis von V, dann bezeichne op € O(V), die von B repréasentierte Orientie-
rung (Aquivalenzklasse). Zwei geordnete Basen B und B’ werden gleich-orientiert
genannt, wenn sie dieselbe Orientierung représentieren, d.h. wenn o = 0p: gilt.
Nach Definition ist dies genau dann der Fall, wenn det(7Tgz 5) > 0 gilt.

V.5.2. LEMMA. Die Menge O(V) besteht aus genau zwei Elementen, d.h. V
besitzt genau zwei Orientierungen. Ist B = (by,...,b,) eine geordnete Basis von
V und op € O(V) die von thr reprdasentierte Orientierung, dann reprdisentiert
die Basis B = (=b1,ba, ..., b,) die andere Orientierung, d.h. og # 03.

BEWEIS. Die beiden Basen B und B sind nicht gleich-orientiert, denn

det(T55) = det (_1 I ) =-1<0.
n—1

In anderen Worten op # 05. Die Menge O(V') besitzt daher wenigstens zwei
verschiedene Elemente. Sei nun B’ eine weitere geordnete Basis von V und op #
op, d.h. det(Tp ) < 0. Da Ty p invertierbar ist, folgt det(Tsp) < 0 und daher
det(Ty 5) = det(Tp Typ) = det(Trp)det(Ty5) > 0, also 0p = 0p. Dies zeigt,
dass V' genau zwei Orientierungen besitzt, ndmlich op und oz. O

Ist 0 € O(V) eine Orientierung von V, dann bezeichne —o die andere Orien-
tierung von V. Mit der Notation aus Lemma V.5.2 gilt daher —op = 0.
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Unter einem orientierten Vektorraum verstehen wir einen Vektorraum zusam-
men mit einer Orientierung, d.h. ein Paar (V) 0), wobei V' ein endlich-dimensio-
naler reeller Vektorraum ist und o € O(V). In dieser Situation werden die Basen
in o als positiv orientierte Basen bezeichnet, die Basen in —o werden negativ
orientierte Basen genannt.

V.5.3. BEISPIEL. Unter der Standardorientierung von R™ verstehen wir die

von der Standardbasis E = (eq, ..., e,) repriasentierte Orientierung op. Beziiglich
der Standardorientierung von R? ist die Basis
1 2 3
b1 == 2 5 b2 - —1 y bg - 2
0 1 —7
positiv orientiert, denn
1 2 3
det(Tpp) =det |2 —1 2| =31>0,
0 1 1

wobei E = (ey, €9, e3) die Standardbasis von R? bezeichnet.

V.5.4. LEMMA. Ist o: V. — W ein linearer Isomorphismus zwischen endlich-
dimensionalen reellen Vektorrdumen, und sind B ~ B’ zwei gleichorientierte
Basen von V', dann sind auch ¢(B) und ¢(B') gleichorientierte Basen von W.
Wir erhalten daher eine induzierte Bijketion

p: O(V) = O(W), @(op) = 0,n).-
Dabei bezeichnet o(B) die Basis ¢(by),...,o(b,) von W, falls B = (by,...,by).

BEWEIS. Seien also B und B’ gleichorientiert, d.h. det(7z 5) > 0. Offensicht-
lich gilt [¢],ByB = In = [¥]p(pypr- Somit ist

= [idwly(B)4(8)

=[po ldv o0 o(Be(B)

= ¢l e lidv]ssleBes)
= [¢leyplidv]ele], s s
= L1 pl, =Tpsp

also det(T,(py(B)) = det(T ) > 0, d.h. die Basen ¢(B) und ¢(B’) sind gleich-
orientiert. O

ToBryp(B)

Fiir einen linearen Isomorphismus ¢: V' — V tritt genau einer der folgenden
beiden Fille ein:

(a) det(p) > 0: In diesem Fall gilt ¢(0) = o fiir alle 0 € O(V), und ¢ wird
orientierungsbewahrend genannt.
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(b) det(p) < 0: In diesem Fall gilt p(0) = —o fiir alle 0 € O(V) und ¢ wird
ortentierungumkehrend genannt.

Dies folgt aus der Gleichung [p]pp = Ts,(B), Wobei B eine Basis von V' bezeichnet.

V.5.5. BEISPIEL. Die Rotationen p: R? — R,

r\ [cosa —sina T
p y) \sina cosa Yy

cos —Sin o

. =1>0.
S11 ¢ COS ¥

ist fiir jedes o € R orientierungsbewahrend, denn

V.5.6. BEISPIEL. Seien W und W’ zwei komplementéare Teilraume von V', d.h.
V =W @ W' Bezeichnet o: V — V die Spiegelung an W lings W', dann gilt
det(o) = (=1)3m"") siehe Aufgabe 24. Diese Spiegelung ist also orientierungser-
haltend falls W’ gerade Dimension hat, und sie ist orientierungsumkehrend, wenn
W' ungerade Dimension hat. Insbesondere ist jede Spiegelung an einer Hyperebe-
ne orientierungsumkehrend. Auch folgt daraus, dass die Spiegelung am Ursprung,
—idy: V — V, genau dann orientierungsbewahrend ist, wenn V' gerade Dimen-
sion hat, anderenfalls ist sie orientierungsumkehrend.

V.5.7. BEMERKUNG. Die Menge der Orientierungsbewahrenden Isomorphis-
men bildet eine Untergruppe von GL(V'), siche Aufgabe 26.

Sei I C R ein Intervall. Unter einer Kurve in V' verstehen wir eine Abbildung
v: I =V t v(t). Eine solche Kurve wird stetig genannt, falls ihre Koordinaten
beziiglich einer geordneten Basis B von V stetig sind, d.h. die Abbildung I — R",
t — [v(t)]p, stetig ist. Dies bleibt dann fiir jede weitere Basis B’ von V richtig,
denn mit [v(t)]p ist auch [v(t)]p = Tr[v(t)|p stetig in ¢.

Eine Familie geordneter Basen, B(t) = (bi(t),...,b,(t)), t € I, wird stetig
genannt, falls jede der Kurven b;: I — V stetig ist, « = 1,...,n. Dies ist genau
dann der Fall, wenn jede Komponente der Basiswechselmatrix Ts () stetig von
t abhéngt, wobei B’ eine beliebige geordnete Basis von V' bezeichnet.

V.5.8. SAaTz. Sei I C R ein Intervall und B(t), t € I, eine stetige Kurve
geordneter Basen von V. Dann sind je zwei Basen dieser Familie gleichorientiert,
d.h. es gilt 0p(,) = 0Bw,), fir alle t;,ty € 1.

BEWEIS. Aufgrund der Leibniz’schen Formel ist die Abbildung

w: I — R\ {0}, w(t) == det(TB(tl)B(t)),

stetig. Weiters ist w(t;) = 1 > 0. Aus dem Zwischenwertsatz folgt w(t) > 0, fiir
alle t € I. Es gilt somit op) = 0p,), fiir alle t € 1. O






