VI. Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir wollen in diesem Abschnitt lineare Abbildungen ¢: V' — V genauer
untersuchen, wobei V' einen endlich-dimensionalen Vektorraum bezeichnet.

VI1.1. Diagonalisierbarkeit. Wir beginnen mit der Definition einer Klasse
von Endomorphismen, die besonders leicht zu verstehen sind:

VI.1.1. DEFINITION (Diagonalisierbarkeit). Sei V' ein endlich-dimensionaler
K-Vektorraum. Eine lineare Abbildung ¢: V' — V wird diagonalisierbar genannt,
falls eine geordnete Basis B von V existiert, sodass

A1

[SO]BB = )
An

wobei n = dim(V) und Ay,..., A\, € K.

Eine lineare Abbildung ¢: V — V ist also genau dann diagonalisierbar, wenn
eine geordnete Basis B = (by, ..., b,) existiert, fiir die

gilt, wobei A\y,..., \, € Kund n = dim(V).

VI.1.2. DEFINITION (Eigenwerte und Eigenvektoren). Sei V' ein endlich-di-
mensionaler K-Vektorraum und ¢: V' — V linear. Ein Skalar A € K wird Eigen-
wert von @ genannt, falls ein Vektor v € V existiert, sodass v # 0 und

w(v) = Av.
In diesem Fall wird v als Figenvektor zum Eigenwert A bezeichnet, und
Eyx:={veV|pv) =} =ker(p — Aidy)

wird der Figenraum zum Eigenwert A\ genannt. Unter der geometrischen Viel-
fachheit des Eigenwertes A\ verstehen wir die Dimension des Eigenraums E). Die
Menge aller Eigenwerte wird Spektrum von ¢ genannt und mit o(y) bezeichnet.

Eine lineare Abbildung ¢: V' — V ist also genau dann diagonalisierbar, wenn
eine Basis von V existiert, die aus Eigenvektoren von ¢ besteht. Solche Basen wer-
den manchmal auch als Figenbasen bezeichnet. Zur Bestimmung der Eigenwerte
haben wir:

VI.1.3. PROPOSITION. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und
p: V=V linear. Ein Skalar A € K ist genau dann Eigenwert von ¢, wenn

det(¢ — Aidy) = 0.
141
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Beweis. Fiir A € K gilt:

A ist Eigenwert von ¢ < Jv € V@ p(v) = Av, v # 0

< ker(p — Aidy) # {0}
& p — Aidy: V. — V ist nicht invertierbar
< det(p — Aidy) =0

Dabei haben wir die beiden Korollare IV.2.11 und V.4.2 verwendet. ]

VI.1.4. BEMERKUNG. Eine lineare Abbildung ¢: V — V ist genau dann
invertierbar, wenn 0 nicht Eigenwert von ¢ ist. Beide Bedingungen an ¢ sind
némlich zu ker(p) = {0} dquivalent, vgl. Korollar IV.2.11.

VI.1.5. BEMERKUNG. Sei ¢: V = W ein linearer Isomorphismus zwischen
endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen, und ¢: V' — V linear. Dann hat die
lineare Abbildung 1) o p o)™ 1: W — W dieselben Eigenwerte wie ¢, d.h.

o(popoy™h) =0o(p).

Ein Vektor v € V ist genau dann Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert A, wenn 1 (v)
Eigenvektor von v o p o1~! zum Eigenwert X ist, d.h. bildet by, ..., b, eine Basis
von V, die aus Eigenvektoren von ¢ besteht, dann bildet ¢(by),...,9(b,) eine
Basis von W, die aus Eigenvektoren von 1) o ¢ o ¢)~! besteht. Insbesondere ist
genau dann diagonalisierbar, wenn ¢ o ¢ o ¢~ diagonalisierbar ist.

VI.1.6. BEMERKUNG. Sei ¢: V — V diagonalisierbar und B = (by,...,b,)
eine Basis aus Eigenvektoren,

A1
[plpp =
An
Ist 0 € 6,, eine Permutation und bezeichnet B = (ba(l), .. .,bo(n)) die mit o
umgeordnete Basis, dann gilt
As(1)
[plss =
Ao(n)

Die Diagonaleintriige konnen daher durch Ubergang zu einer geeignete Eigenbasis
in beliebige Reihenfolge gebracht werden, vgl. auch Aufgabe 31.

VI.1.7. BEISPIEL. Seien W und W’ komplementéare Teilraume eines endlich-
dimensionalen Vektorraums V', d.h. V.= W @& W’. Es bezeichne 7: V — V die
Projektion auf W langs W’. Wir wollen uns davon iiberzeugen, dass 7 diagona-
lisierbar ist. Seien dazu by, ..., b eine Basis von W und by, ...,0b, eine Basis
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von W’'. Dann bildet B = (by,...,b,) eine Basis von W und es gilt

nles = (1)

0 0
Der Projektor 7 ist daher diagonalisierbar. Die einzigen moglichen Eigenwerte
sind 1 und 0, denn det(7 — Aidy ) = det ((178‘)[‘“ _)\?n_k> = (1—=X\)*(=X\)""*, sieche
Proposition VI.1.3. Gilt W # {0} # W’ so treten beide Eigenwerte tatséchlich

auf, und die zugehorigen Eigenrdume sind F; = W sowie Ey = W',
Analog konnen wir die Spiegelung o: V' — V an W ldngs W’ analysieren. In

diesem Fall gilt
I 0
[U]BB = <(;€ _ n—k) )

d.h. auch o ist diagonalisierbar. Die einzigen méglichen Eigenwerte sind 1 und
—1. Gilt W # {0} # W’ und 2 # 0 € K dann treten beide Eigenwerte auf, und
die zugehorigen Eigenraume sind £} = W sowie E_; = W,

Unter den Eigenwerten und Eigenvektoren einer quadratischen Matrix A €
M, (K) verstehen wir die Eigenwerte und Eigenvektoren der damit assozierten
linearen Abbildung K" — K", x +— Az. Ein Skalar A € K ist also genau dann
Eigenwert von A, falls 0 # x € K" existiert, sodass Az = Az, und jedes solche x ist
Eigenvektor von A zum Eigenwert A. Der Eigenraum zum Eigenwert \ ist gerade
E\ ={x € K": Az = A\z}. Nach Proposition VI.1.3 ist A genau dann Eigenwert
von A, wenn det(A — AI,,) = 0 gilt. Die Matrix A wird diagonalisierbar genannt,
falls die damit assozierte lineare Abbildung K* — K", x — Az, diagonalisierbar
ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn eine Basis aus Eigenvektoren by,...,0,
existiert, d.h. Ab; = \;b;. Bezeichnet F = (ey,...,e,) die Standardbasis von K",
dann ist die Matrix S :=Tgp = (b1|- - - |b,) invertierbar und es gilt

M
STTAS = : (VL.1)
An

denn [w]BB = TBE[w]EETEB = TiéATEB = S_lAS. Ist umgekehrt S eine inver-
tierbare Matrix fiir die (VI.1) gilt, dann bilden die Spalten von S eine Basis aus
Eigenvektoren und die Diagonaleintrige \; sind genau die Eigenwerte von A. Die
Matrix A ist also genau dann diagonalisierbar, wenn eine invertierbare Matrix
S € GL,(K) existiert, sodass S™'AS eine Diagonalmatrix ist.

VI.1.8. DEFINITION (Ahnlichkeit von Matrizen). Zwei quadratische Matrizen
A A € My (K) werden dhnlich genannt, falls eine invertierbare Matrix S €
GL,(K) existiert, fiir die A’ = SAS™! gilt. Wir schreiben in diesem Fall A’ ~ A.

VIL.1.9. LEMMA. Ahnlichkeit definiert eine Aquivalenzrelation auf M,,,(K).
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BEWEIS. Die Relation ist reflexsiv, denn A = I,,AI;'. Die Relation ist sym-
metrisch, denn aus A’ = SAS™! folgt A = S71A(S7!)~L. Die Relation ist auch
transitiv, denn aus A’ = SAS™' und A” = TA'T~! folgt A” = (TS)A(TS)™".
Beachte hier, dass I,,, S~! und 7'S invertierbar sind, falls dies fiir S und 7" gilt. O

Mit dieser Terminologie ist eine quadratische Matrix A also genau dann dia-
gonalisierbar, wenn sie dhnlich zu einer Diagonalmatrix ist. Sind A ~ A’ zwei
ahnliche Matrizen, dann haben A und A’ die gleichen Eigenwerte, und A ist
genau dann diagonalisierbar, wenn A’ diagonalisierbar ist. Dies folgt aus Bemer-
kung VI.1.5. Ist ¢: V' — V linear, und sind B, C zwei Basen von V', dann gilt
lolBB ~ [¢]cc, denn [¢lcc = (Tre) tplssTre. Auch hat ¢ dieselben Eigenwerte
wie [¢]|pp, es gilt daher

o(p) = o([¢]sn), (VI.2)

fiir jede Basis B von V. SchlieBlich ist die lineare Abbildung ¢ genau dann diago-
nalisierbar, wenn die Matrix [p]gp diagonalisierbar ist, fiir eine (und dann jede)
Basis B von V.

VI.1.10. BEISPIEL. Wir wollen Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

A= (i’ ;) € My, »(R)

bestimmen. Aus Proposition VI.1.3 erhalten wir folgende Gleichung fiir die Ei-
genwerte:

O:det(A—)\Ig):det(gz)\ 35) — (322 —1=(A—2)(\—4).

Die Matrix A hat daher genau zwei Eigenwerte, Ay = 2 und Ay = 4. Fiir die
zugehorigen Eigenrdume erhalten wir

B, =ker(A—21,) = ker (1 1) = ((21))
By, =ker(A —4I,) =ker (7' 1) =((1))
Die beiden Eigenvektoren (!} ) und (1) bilden eine Basis von R? d.h. die Matrix

A ist diagonalisierbar. Fassen wir diese Eigenvektoren als Spalten einer Matrix S
auf, dann gilt also:

1 1\ /3 1\/1 1\ (20
-1 1 1 3/\—-1 1) \0 4
g-1
VI.1.11. BEISPIEL. Wir wollen Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix
1 -2 =2
A=112 6 4
-1 -2 0
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bestimmen. Da

1-X -2 =2
det(A — AI3) = det 2 6—-X 4
—1 -2 =

=(1=N(6—=A)(=A)+8+8—-2(6—A)+8(1 —A) —4A
=N+ 160 +12=(2-X1)*3 - ))

hat A genau zwei Eigenwerte, \; = 2 und A\ = 3, siehe Proposition VI.1.3. Fiir
die zugehorigen Eigenrdume erhalten wir:

1 -2 -2 2 2
Ey, =ker(A—X\I3)=ker| 2 4 4 | = < —1|,10 >
-1 -2 -2 0 —1
—2 -2 -2 1
E\, =ker(A—Xol3) =ker| 2 3 4 = < -2 >
-1 -2 -3 1

Der Eigenwert A\; = 2 hat daher geometrische Vielfachheit 2 und Ay = 3 hat

geometrische Vielfachheit 1. Da ( —21> , ( %1) , (—12> eine Basis aus Eigenvektoren

bildet ist A diagonalisierbar und es gilt:
1

2 2 1\ 1 -2 =2 2 2 1 2

-1 0 =2 2 6 4 -1 0 =2 = 2 ,

0 -1 1 -1 -2 0 0 -1 1 3
571 A 5

wobei die Spalten der Matrix S gerade die oben konstruierten Eigenvektoren sind.

VI.1.12. BEISPIEL. Die Eigenwerte einer Dreiecksmatrix

Al ok e %
A 0 X
0 -~ 0 \,

sind genau ihre Diagonaleintriige, denn nach Satz V.1.3(n) gilt
det(A—AL,) = A = AN (A= A) - (A — A),

und dies verschwindet genau dann, wenn A mit einem der Diagonaleintréige \;
iibereinstimmt. Beachte, dass selbst eine Dreiecksmatrix nicht diagonalisierbar
sein muss. Etwa hat die Matrix

Al
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nur einen Eigenwert, ndmlich A, und da der Eigenraum
Ex = ker(A = Aly) = ker (§5) = ((5))

1-dimensional ist, existiert also keine Basis von K2, die aus Eigenvektoren von A
besteht.

VI.1.13. BEISPIEL. Fiir & € R\ 7Z hat die reelle Matrix

cosa —sino
A= (sina Cos v ) € Mzx2(R)

keinen einzigen reellen Eigenwert, denn

cosa— A —sinao
sin « cosa — A

0 =det(A — \5) = det ( ) = (cosa — \)? +sin”

hat zwar die beiden Losungen A = cosa =+ isin«, diese sind aber nicht reell.
Insbesondere ist die Matrix A iiber dem Korper K = R nicht diagonalisierbar.
Fassen wir A jedoch als komplexe Matrix auf,

cosa —sina
= . € Msyo(C
<s1na Cos « ) 2:2(C),
dann hat sie zwei verschiedene Eigenwerte,
A =cosa+isina und A =cosa —isina,

mit entsprechenden Eigenrdumen:

E, =ker(A— A1) = ker (_ismo‘ ~sina ) ={(1))

E_ =ker(A — A\_I) = ker (figine tsinay — ((1))

sina isina i

Die beiden Vektoren ( %) und (1) bilden eine Basis von C?, die aus Eigenvektoren
besteht, d.h. A ist iiber dem Korper K = C diagonalisierbar:

1 1 ! cosa — Sin 1 1\ cos o + 1sin « 0
—1 1 sina  cosa —i i) 0 cosa — isin«

7 \\

5-1 A s
VI.1.14. LEMMA. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum tber K und
p: V. — V linear. Weiters seien \i,..., \x paarweise verschiedene Eigenwerte
von @ und vy, ...,v, € V entsprechende Eigenvektoren, d.h. v; # 0 und o(v;) =
A, firi=1,... k. Dann sind die Vektoren vy, ..., v, linear unabhdngig in V.

BeEwEIS. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach k. Der Fall £ = 1 ist
trivial, denn nach Voraussetzung gilt v; # 0. Fiir den Induktionsschritt diirfen wir
daher vy, ..., vx_1 als linear unabhéngig voraussetzen. Seien nun p, ..., ux € K,
sodass

p1v1 + flovo + -+ -+ 1 Vg1 + pv = 0. (VL.3)
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Wenden wir auf diese Gleichung ¢ an, erhalten wir wegen ¢(v;) = \v;,
HIAIVL + flo AoV + -+ 1 Ag—1Vk—1 + ppARUE = 0.
Subtrahieren wir davon A\i-mal die Gleichung (VI.3) folgt
p1( A — Ap)vr + pa(Ae — Ap)va + -+ - 4 p—1 (A1 — Ap)vg—1 = 0.

Da vy,..., v, linear unabhéngig sind, muss also
MZ(AZ_)\]C):O7 izlw'wk_lu
gelten. Nach Voraussetzung sind die Eigenwerte A1, ..., A\x paarweise verschieden,

also \; — A\ #£ 0, fir i = 1,...,k — 1. Wir erhalten somit

=g == pp_1 = 0.
Mit (VI.3) folgt auch ugvr = 0 und da vy # 0 schliellich py, = 0. Dies zeigt, dass
die Vektoren vy, ..., v linear unabhingig sind. O

VI.1.15. PROPOSITION. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum diber K und
p: V. — V linear. Dann besitzt @ hdchstens n verschiedene Eigenwerte. Hat ¢
genau n verschiedene Eigenwerte, so ist ¢ diagonalisierbar.

BEWEIS. Dies folgt sofort aus Lemma VI.1.14. Sind Ay, ..., \; paarweise ver-
schiedene Eigenwerte von ¢, dann existieren Eigenvektoren 0 # v; € V mit
o(vi) = \vg, = 1,..., k. Nach Lemma VI.1.14 sind die Vektoren vy, ..., v linear
unabhéngig, es muss daher k& < n gelten, d.h. ¢ kann hochstens n verschiede-
ne Eigenwerte haben. Gilt k& = n, dann bildet das linear unabhéngige System
vy, ..., 0, eine Basis von V, die aus Eigenvektoren von ¢ besteht, d.h. ¢ ist dia-
gonalisierbar. O

Nach Proposition VI.1.15 hat eine Matrix A € M,.,(K) also hochstens n
verschiedene Eigenwerte. Sind es genau n verschiedene Eigenwerte, dann ist A
diagonalisierbar. Etwa ist jede Dreiecksmatrix mit paarweise verschiedenen Dia-
gonaleintrédgen diagonalisierbar, vgl. Beispiel VI.1.12.

Proposition VI.1.15 liefert ein hinreichendes Kriterium fiir die Diagonalisier-
barkeit linearer Abbildung und Matrizen. Fiir Diagonalisierbarkeit muss dieses
Kriterium jedoch nicht notwendigerweise erfiillt sein. Etwa ist die identische Ab-
bildung idy : V' — V trivialerweise diagonalisierbar, obwohl sie nur einen Eigen-
wert, ndmlich 1 hat. Das gleiche gilt fiir die Einheitsmatrix I,,.

Analog zu Proposition I1.5.5 haben gilt:

VI.1.16. PROPOSITION. Sei V' ein K-Vektorraum und Wy, ..., Wy Teilrdume

von V. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Es gilt V.=Wi+- -+ Wi und W,N(Wy+---+W;,_1+ W1+ -+ W) = {0},
fir allei=1,... k.

(b) Esist V=W + -+ Wy und fir alle w; € W; mit wy + - -+ + wx = 0 muss
schon wy = --- = wi = 0 gelten.
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(c) Zu jedem v € V existieren eindeutig bestimmte Vektoren w; € W;, sodass
v=wi+ -+ Wg.

(d) Ist U ein weiterer K-Vektorraum und sind ¢;: W; — U linear, dann existiert
eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung p: V — U, sodass o|w, = ¢;, fir
allei=1,... k.

(e) Es existieren Projektoren m;: V. — V, mjom = m, i = 1,...,k, sodass
img(m;) =W, m + -+ 7, =idy und myom; =0 =m; om, fir alle i # j.

Sind diese dquivalenten Eigenschaften erfillt, und ist B; eine Basis von W, i =

1,....k, dann bildet By U---U By, eine Basis von 'V und es gilt B; N\ B; = 0, fir

alle i # j. Im endlich-dimensionalen Fall haben wir daher die Dimensionsformel

dim(V) = dim(W7) + - - - + dim (W),

BeEweIs. Ad (a)=(b): Schreiben wir die Gleichung wy + - - - + wy, = 0 in der
Form —w; = wy + -+ - +w;_1 +w;11 + - - - + wy, so sehen wir, dass

—w €W N (Wit A Wi+ Wop 4+ W), =1,k

Aus der zweiten Voraussetzung in (a) folgt daher w; = 0, fiir alle 4.

Ad (b)=(c): Wegen V.= Wj + - - - + Wy, ldsst sich jedes v € V in der Form
v = wy + -+ 4+ wy schreiben, wobei w; € W;. Um die Eindeutigkeit zu zeigen,
sei v = Wy + -+ + W, eine weitere solche Darstellung, w; € W;. Es gilt dann
0=w] + -+ wp, wobei w} := w; —w; € W;. Aus der zweiten Voraussetzung in
(b) folgt w; = 0, also w; = w;, d.h. die Darstellung v = w; +- - - +wy, ist eindeutig.

Ad (c¢)=(d): Da sich jedes v € V auf eindeutige Weise in der Form v =
wy + - - - + wy schreiben lasst, stellt

e:V=U, o) :=pi(wi)+ -+ gr(w),
eine wohldefiniert Abbildung dar. Es ist noch zu zeigen, dass ¢ linear ist. Fiir
A€ Kgilt Av = Awy + -+ - + Awy, und wegen der Linearitéit von ¢; daher
p(W) = or1(Awr) + -+ pp(dwr) = Apr(w) + -+ + gr(we)) = Ap(v).
Ist v = U~J1+"'+1I}k, U~}Z € Wi, dann gllt v+U = (w1+ﬁ)1)++<wk+ﬁ}k) mit
w; +w; € W; und wegen der Linearitdt der ¢; also
(v +0) =pi(wr +w1) + - + or(we + W)
= (p1(w1) + -+ (wr)) + (01(@01) + - + (W) = @(v) + (D).
Damit ist die Linearitét von ¢ gezeigt. Nach Konstruktion gilt ¢|w, = ¢;.

Ad (d)=-(e): Nach Voraussetzung existieren lineare Abbildung m;: V" — W,
i=1,...,k, sodass m|w, = idw, und 7|y, = O fiir alle j # i. Fassen wir diese
als Abbildungen 7;: V' — V auf, dann gilt offensichtlich img(m;) = W;. Auch
sind dies Projektoren, denn nach Konstruktion gilt (7; o m;)|w, = mi|w;, fiir alle

j, aus der Eindeutigkeitsaussage in (d) folgt daher m; o m; = m;. Weiters gilt
(m1 + -+ ™) |lw, = idy |w,, fir alle ¢, und wegen der Eindeutigkeitsaussage in
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(d) daher m + - - -4 7, = idy. Analog lésst sich fiir ¢ # j die Relation mom; =0
zeigen, denn (m; om;)|w, =0, fir alle [ =1,... k.

Ad (e)=(a): Es ist V.= Wy + --- + Wy, denn fiir jedes v € V haben wir
v=idy(v) = (m+---+m)(v) = m(v)+- - -+m(v), wobei m;(v) € img(m;) = W;.
Aus W; = img(n;) und m; o m; = 0 erhalten wir m;(W;) = {0}, fiir alle i # j.
Folglich bildet 7; den gesamten Teilraum Wy +-- -4+ W, 1 +W; 1 +-- -+ Wy auf 0
ab. Fir w € W; N (W1+---+WG_1+WG+1+---+W;€) gilt daher w = m;(w) = 0,
also W; N (W1 4+ Wi+ Wi+ -+ Wk) = {0}. Damit ist die Aquivalenz
der fiinf Eigenschaften gezeigt.

Sei nun B; eine Basis von W;, i = 1,...,k. Fiir i # j gilt B;N B; = 0, denn
BNB CW,nW; CW,;n(Wy+ -+ Wit + Wigr + -+ W) = {0}. Da
V=W 4. --+Wy, ist B:= ByU---UB; ein Erzeugendensystem von V. Sei nun
> pep b = 0, wobei fast alle A, € K verschwinden. Dann gilt S > ven, b =
0, und wegen (b) daher », 5 \b = 0, fiir jedes i = 1,..., k. Aufgrund der
linearen Unabhéngigkeit von B; erhalten wir A\, = 0, fiir alle b € B. Dies zeigt,
dass B linear unabhéngig, also eine Basis von V ist. U

VI.1.17. DEFINITION (Direkte Summe). Sind die dquivalenten Eigenschaften
in Proposition VI.1.16 erfiillt, dann schreiben wir

V=W, oder V=Wid W, (VL4)

und sagen V ist die direkte Summe der Teilrdume Wy, ..., W;. Offensichtlich ist
dies eine Verallgemeinerung der in Definition 11.5.6 eingefiithrten direkten Sum-
me zweier Teilrdume. Die Projektoren aus Proposition VI.1.16(e) werden als die
mit der Zerlegung (VI.4) assoziierten Projektionen oder als die damit assoziierte
Zerlegung der Eins bezeichnet.

VI.1.18. SATz (Diagonalisierbarkeit). Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum
iber K, und p: V. — V linear. Weiters bezeichnen Ay, . .., A\, alle (verschiedenen)
Figenwerte und E\, = ker(p — \;idy) die zugehorigen Figenrdume von . Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) @ ist diagonalisierbar.

(b) Es gilt dim(Ey,) + --- + dim(E),) = n, d.h. die Summe der geometrischen
Vielfachheiten aller Eigenwerte stimmt mit dim(V') tberein.

(c) Es gilt V=E\ &---® E,,.

Ist ¢ diagonalisierbar, und bezeichnen m;: V. — V die mit der Zerlequng V =
E\, @ ---® E,\, assoziierten Projektoren, dann gilt (Spektralzerlegung von ¢)

o =Mm1+ -+ AT (VL5)
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Weiters existiert eine Basis B von V', sodass
)\1]m1

[plpp = .. ; (VL6)

wobei m; = dim(E)y,) die geometrischen Vielfachheiten bezeichnen.

BEWEIS. Es bezeichne F = E), + --- + E), die Summe aller Eigenrdume.
Dies ist eine direkte Summe, d.h. es gilt

E=E, @ ---dE,. (VL7)

Sind namlich v; € E), und v; +- - -+v; = 0, dann folgt mit Lemma VI.1.14 sofort
vy = -+ = v = 0, siche auch Proposition VI.1.16(b). Insbesondere haben wir

dim(E) = dim(E,,) + - - - + dim(Ey, ). (VL8)

Ad (a)=-(b): Nach Voraussetzung existiert eine Basis by, ..., b, von V, die aus
Eigenvektoren besteht. Da jeder dieser Basisvektoren in einem der Eigenrdume
E,, liegt, enthélt I eine linear unabhéngige Teilmenge mit n Elementen, es ist
daher dim(F) > n. Wegen E C V muss aber auch dim(F) < n gelten. Somit ist
dim(E) = n. Aus (VL8) erhalten wir nun dim(Ey,) + - - - + dim(E),) = n.

Ad (b)=(c): Nach Voraussetzung gilt dim(V') = dim(E}y,) + - - - + dim(E), ).
Zusammen mit (VI.8) folgt dim(E) = dim(V') und daher £ =V, daja E C V.
Aus (VL.7) folgt somit V = E,, @ --- @ E,,.

Ad (¢)=(a): Firi=1,... k sei b\, ... b eine Basis des Eigenraums Ey,,
wobei m; = dim(F),). Nach Proposition VI.1.16 ist dann

RN I N BN A

s Umpo 9 Ymgy e

pk)

y o Ymyg

eine Basis von V = E), @ --- ® L),. Nach Konstruktion besteht diese Basis aus
Eigenvektoren von ¢, also ist ¢ diagonalisierbar. Die Matrixdarstellung von ¢
beziiglich dieser Basis hat die Form (VI.6). Die Gleichung (VI.5) folgt aus der
Eindeutigkeitsaussage in Proposition VI.1.16(d), denn offensichtlich gilt | Ey, =

)\i ICIEAZ = ()\17’(’1 + 4 )\k‘ﬂ-k)|E>\ia fiir alle 1 = 1, .. .,k?. U

Ist p € K[z] ein Polynom, p = Y. p;z*, und A € M,,,(K) eine quadratische
Matrix, dann kénnen wir A in p einsetzen und erhalten eine Matrix p(A) €
M, (K), genauer

p(A) = ZPiAi = pol, + p1A+ p2A2 +p3A3 4+

Analog definieren wir fiir jeden Endomorphismus ¢: V' — V|

ple) =Y pig' = poidy +p1p + pa® + psp® + - -

)

wobei ! = po---0pund ¢ = idy.
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VI.1.19. LEMMA. Sind p,q € K[z], A € K und A € M, +,(K), dann gilt

(p+q)(A) =p(A) +q(A), (Ap)(A)=Ap(A) und (pq)(A)=p(A)q(A),

d.h. K[z] = Mpxn(K), p — p(A), ist ein Homomorphismus von K-Algebren.
Weiters gilt p(A') = p(A)! und p(SAS™') = Sp(A)S™!, fiir jedes S € GL,(K).
Ist V' ein K-Vektorraum und ¢ € end(V'), dann haben wir analog

(r+a)(p) =pp) +qlp), (A)(p)=Ap(p) und (pg)(v)=p(p)e(e),

d.h. K[z] — end(V), p — p(p), ist ein Homomorphismus von K-Algebren. Wei-
ters gilt p(p') = p(@)t und p( o p o Y™) = 1 o p(p) o ™1, fiir jeden linearen
Isomorphismus ¥ : V = W. Ist V endlich-dimensional und B eine geordnete
Basis von V', dann gilt [p(¢)|ss = p([¢]sB)-

BEWEIS. Bezeichnen p = Y. p;z* und ¢ = Y, ¢;2" zwei Polynome, dann folgt
(p+a)(A) = (X pir' + 3, 0:2°) (A) = (Xi(pi + 0:)2") (4)
=30 + @) A" =3 pi AT+ 37, AT = p(A) +q(A).
Fiir A € K erhalten wir analog
(Ap)(A) = (A2, piz') (A) = (3,(Api)z") (A) = 32,() AT = A 32, piA” = Ap(A).
Ebenso
(ra)(4) = ((ipe2) (2 9547) ) (4)
= (Zk ( ZiJrj:k pl-qj)zk) (A) = Zk( ZiJrj:k pz‘%’)Ak
= ZiJrj:kpiAiquj = (Z@ piAi) (Z] quj) = p(A)q(A)

und p(At) = (Zz pizi)(At)A = Zz pi(At)i = Zz pi(Ai)t = (ZZ piAi)t = p(A)t. Fur
S € GL,(K) gilt (SAS™1) = (SAS™) .- (SAS™!) = SA'S™! und daher

p(SAS™) =3, pi(SAS™Y) =3 piSA'S ™ = 530, piAF) S~ = Sp(A4) S

Die entsprechenden Eigenschaften von p(y) lassen sich vollig analog herleiten. Ist
schliefllich V' endlich-dimensional und B eine geordnete Basis von V', dann gilt

()]s = [>; 0] 5y = Dipile'ls = >, PillelsB)' = P([¢]BB),

wobei wir die Eigenschaften in Satz IV.6.15 verwendet haben. U
VI.1.20. BEISPIEL. Fiir p =2+ 32+ 52?2 und A = (43) ist

B s (10 12 7 10\ (40 56
p(A) = 2L, + 3A + 5A _2(0 1)+3(3 4)+5(15 22)_(84 124).
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VI.1.21. BEISPIEL. Ist p € K][z] ein Polynom und D eine Dreiecksmatrix,

A ox e X p(A1) * *
D = Az , dann gilt p(D) = pRa) : ,
An p(An)

siche Aufgabe 35. Fiir die Spektra gilt daher o(p(D)) = p(a(D)).

VI.1.22. BEMERKUNG. Beachte, dass i.A. p(AA) # Ap(A), p(A+ B) # p(A) +
p(B) und p(AB) # p(A)p(B) gilt, wobei A € K, p € K[z] und A, B € M, (K).

VI.1.23. PROPOSITION. Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum tiber K,
p: V=V eine lineare Abbildung und p € K[z]| ein Polynom. Ist v Eigenvektor
von ¢ zum Eigenwert X, dann ist v auch Eigenwert von p(p) zum Figenwert p(\).
Fiir die Spektra gilt daher p(o(¢)) C o(p(p)). Ezistiert eine Basis B von V,
sodass [p|pp obere Dreiecksgestalt hat, dann haben wir sogar p(o(¢)) = o(p(p)).

BEWEIS. Ist v Eigenvektor zum Eigenwert A, d.h. ¢p(v) = Av, dann folgt

pe)(v) = (Zipm )( ) = D> pipt(v) = >, piXv = p(A)v, also ist v auch Ei-
genvektor von p(¢) zum Eigenwert p(\). Insbesondere gilt p(a(p)) C o(p(p)).
Sei nun B eine Basis von V, sodass [¢|gp obere Dreiecksgestalt hat. Aus Bei-
spiel VI.1.21 folgt p(o([¢]s )) o(p(l¢)p)) und somit

p(a(e)) = plo(lelss)) = o(p(l¢]sr)) = o(lp(@)lss) = o(p(¥)),

wobei wir auch zwei mal (VI.2) verwendet haben. O

[

Fiir eine Matrix A € M, ,(K) und ein Polynom p € K[z] besagt Propo-
sition VI.1.23, dass jeder Eigenvektor von A zum Eigenwert A auch ein Eigen-
vektor von p(A) ist, und zwar zum Eigenwert p(\). Fiir die Spektra gilt daher
p(a(A)) € o(p(A)). Ist A dhnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix, dann haben

wir sogar p(a(A)) = a(p(A)).
VI1.1.24. BEISPIEL. Betrachte das Polynom p = 2% und die reelle Matrix A =
<1 -1, ) Dann gilt p(A) = <1 1 4), also p(c(A)) = o(p(A)). Beachte jedoch, dass

A drei 1-dimensionale Eigenrdume besitzt, wihrend p(A) nur zwei Eigenrdume
hat von denen einer 2-dimensional ist.

VI.1.25. BEISPIEL. In Beispiel VI.1.13 haben wir gesehen, dass die reelle Ma-
trix A = (?!) iiber K = R keinen Eigenwert besitzt, d.h. 0(A) = (). Setzen wir
A in das Polynom p = 22 ein, erhalten wir p(A) = A2 = (_1 _01), eine diagona-
lisierbare Abbildung mit Spektrum o(p(A)) = {—1}. Dieses Beispiel zeigt, dass
LA p(o(A)) # a(p(A)).

Wir beenden diesen Abschnitt mit einer ersten Anwendung;:
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VI.1.26. BEISPIEL (Fibonacci-Folge). Betrachte die rekursiv definierte Fibo-
nacci-Folge: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34, ... Genauer:

=0, =1 xy=241+Tp2 n=2

Wir wollen eine geschlossene Formel fiir xz,, herleiten. Dazu betrachten wir die
Vektoren v, := (47, ) € R? und die Matrix A = (91). Es gilt dann
,UOZ((l])a Un:Avn—h nzl
Somit ist v, = A"vy und z, also die erste Komponente von A"vy. Es geniigt
daher eine geschlossene Formel fiir A™ herzuleiten. Dies ldsst sich durch Diagona-
lisieren von A erreichen. Losen der quadratischen Gleichung 0 = det(A — A\l) =
det (7*;1,) = A% = X — 1 liefert die beiden verschiedenen Eigenwerte
1++5

Ay = 5

Die Matrix A ist also diagonalisierbar, d.h. es existiert eine invertierbare Matrix

S, sodass ST'AS = D, wobei D = ()‘J N ) Fiir die Potenzen von A folgt

A" = (SDS™)" = (SDS™)---(SDS™) = SD"S~ = § (A(? fg) st

Um eine Matrix S wie oben zu bestimmen, betrachten wir die beiden Eigenrdume:

145 1 1
E+ == ker(A — )\+[2) = ker 12 1-/5 = <<1+\/5)>
2 2

1—

E_=ker(A—A_I) = ker <_ 2

1 14+
1 1 1 [(—1=5
S = ( _ ) und S =— 2 )
1+2\/5 1 2\/5 \/g 1+2\/5 1
Es folgt

Zn N oA 0 ot (0
(arn) === (3 52) s (3)

L 0N 1Y Ly
V50 A ) —1) T 57\ =) T s Dt -t

also z,, = Ai\;é\ﬁ und daher
(%) - (5%)
2 2
NG )
die gesuchte geschlossene Formel fiir die n-te Fibonacci-Zahl. Mit dieser Methode
lassen sich natiirlich viel allgemeinere lineare Rekursionen losen.

S

—_
TS
N——
I
S
VR
ol —
S
N———
~_

Somit

Ty =
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VI1.2. Charakteristisches Polynom. Die die Eigenwerte charakterisieren-
de Gleichung det(p — Aidy ) = 0, siehe Proposition VI.1.3, ist polynomial in A.
Wir wollen dieses Polynom nun genauer untersuchen und damit u.a. eine weitere
Charakterisierung der Diagonalisierbarkeit herleiten.

Unter dem Grad eines Polynoms p = py + p1z + p22? + - - - verstehen wir die
grofite Zahl n, fir die p, # 0 gilt. Wir schreiben dafiir deg(p) = n. Der Grad des
Nullpolynoms wird durch deg(0) := —oo definiert. Mit dieser Konvention gilt

deg(pq) = deg(p) + deg(q),

fiir beliebige Polynome p und ¢. Beachte, dass ein Polynom genau dann konstant
ist, wenn sein Grad kleiner oder gleich Null ist. Polynome vom Grad 1 sind genau
die Polynome der Form p = py + p1z, wobei pg, p; € K und p; # 0.

VI.2.1. LEMMA (Polynomdivision). Seien p,q € K[z] Polynome und q # 0.
Dann existieren eindeutig bestimmte Polynome s,r € K|[z], sodass

p=gqs+r und deg(r) < deg(q).

BEWEIS. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit der Darstellung. Seien dazu
s, 5,1, 7 € K[z], sodass gs+r = p = ¢5+7, deg(r) < deg(q) und deg(7) < deg(q).
Es folgt q(s — 5) =7 — r und deg(7 — r) < deg(q). Somit deg(q(s — 3)) < deg(q),
also s — s = 0. Dies zeigt, s = §, woraus aber auch sofort r = 7 folgt. Damit ist
die Eindeutigkeit der Darstellung gezeigt.

Sei ¢ = Y 1", ¢;z", wobei m = deg(q) > 0 und daher g, # 0. Ist deg(p) < m,
dann haben s = 0 und r = p die gewiinschten Eigenschaften. O.B.d.A. sei daher
n = deg(p) > m. Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach dem Grad
von p. Bezeichne dazu p = Y p;z*, also p, # 0. Betrachten wir das Polynom
§ = 5—;2"*7” dann gilt deg(p — ¢5) < deg(p). Nach Induktionsvoraussetzung
existieren daher Polynome s und r, sodass p — ¢5 = ¢5 + r und deg(r) < deg(q).
Setzen wir s := § + 5, so folgt p = ¢s + r, wie gewiinscht. O

VI1.2.2. BEISPIEL. Mit dem bekannten Algorithmus erhalten wir etwa:
2’ — 22t +20° + 927 — 120 + 10 = (2> — 22+ 3)(2® — 2 +7) + 5r — 11.

p q S T

Beachte, dass dieser Algorithmus auf der im Beweis von Lemma VI.2.1 verwen-
deten Konstruktion basiert.

VI.2.3. LEMMA. Sei p € K[z] ein Polynom und A € K eine Nullstelle von p.
Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Polynom q € K|z], sodass p = (z — \)q.

BEWEIS. Nach Lemma VI.2.1 existieren eindeutig bestimmte Polynome ¢ und
r,sodass p = (z—\)g+r und deg(r) < deg(z—A) = 1. Somit ist  ein konstantes
Polynom, d.h. » = ry, wobei rq € K. Einsetzen von \ liefert

0=p(A) = A =NgA) +r(A) =,
also r = 0, und daher p = (z — \)q. O



