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VI.2.4. LEMMA. Ist 0 # p € K[z] ein nicht-triviales Polynom, dann existieren
ALy ..y A € K und ein Polynom q € K[z], ohne Nullstellen in K, sodass

p=(z—=XA) (2= M\)q.

BeEwEIs. Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach dem Grad des Po-
lynoms p. Der Induktionsanfang, deg(p) = 0, ist trivial. Nun zum Induktions-
schritt: Besitzt p keine Nullstelle in K, dann haben £ = 0 und ¢ = p die
gewiischten Eigenschaften. O.B.d.A. sei daher A\; € K eine Nullstelle von p. Nach
Lemma VI.2.3 existiert ein Polynom p € K|z], sodass p = (2 — A\;)p. Beachte
p # 0 und deg(p) = deg(p) — 1. Nach Induktionsvoraussetzung existieren daher
Mg, ..., A\p € K und ein Nullstellen-freies Polynom ¢ € K|[z], sodass

p=1(2—X) (2 — \)gq.

Insgesamt folgt p = (z — A\)p = (2 — A\)(z2 — A2) - -+ (2 — Ap)g. Damit ist der
Induktionsschritt gezeigt und das Lemma bewiesen. U

VI.2.5. PROPOSITION. Sei K ein Kdrper und 0 # p € K[z] ein Polynom
vom Grad n. Dann hat p hochstens n verschiedene Nullstellen in K. Bezeichnen
A,y A € K oalle, paarweise verschiedenen, Nullstellen von p, dann existieren
eindeutig bestimmte Zahlenny, ..., n; € N und ein eindeutig bestimmtes Polynom
q € K[z] ohne Nullstellen in K, sodass

p=1(2—XA)" (2= M\)"™q. (VL9)
Weiters gilt n = ny + - - - + ng + deg(q) und daher auch ny + - -+ ng < n.

BEWEIS. Durch Zusammenfassen mehrfach auftretender Linearfaktoren in
Lemma VI.2.4 erhalten wir ny,...,n; € N, ein Nullstellen-freies Polynom ¢ €
K[z] und paarweise verschiedene Ay, ..., \; € K, sodass

p=_(2—=A)" (2= \p)™q.
Offensichtlich ist jedes \; eine Nullstelle von p. Andererseits sind dies schon alle

Nullstellen von p, denn aus p(A) = 0 folgt (A — Ap)™ «-- (A = Ag)™q(A\) = 0, also
A =\ fiir ein 4, da ja g(\) # 0. Fiir den Grad von p erhalten wir

n =deg(p) = ny + -+ np + deg(q) > ny + -+ m.

Insbesondere folgt k£ < n, also kann p héchstens n verschiedene Nullstellen haben.
Um die Eindeutigkeit von n; und ¢ zu beweisen werden wir folgende Kiirzungs-
regel verwenden: Ist sr = s7, wobei s, 7, 7 € K[z] und s # 0, dann gilt schon r = 7.
Dies folgt sofort aus der Eindeutigkeitsaussage in Lemma VI.2.1.
Sei nun p = (z — A;)™ -+ (2 — A\;)™q eine weitere solche Darstellung, d.h.
ni,...,7, € Nund ¢ € K[z] Nullstellen-frei. O.B.d.A. sei 7; > ny. Wenden wir
oben erwihnte Kiirzungsregel mit s = (z — A;)™ auf

(z=A)" (2= )™ qg=p= (2= A)™ (2 — X\p)™q
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an, so erhalten wir
(Z — >\2)"2 . (z — )\k)"kq — (Z _ )\l)fu—m (Z _ >\2)ﬁ2 . (Z _ )\k)ﬁkg

Da die linke Seite fiir z = A; nicht verschwindet, muss dies auch fiir die rechte
Seite gelten. Daraus folgt n; = n; und dann

(2= X)™ (2= Xe)™g = (2= X)™ - (2 — M) ™4
Induktiv fortfahrend, erhalten wir n; = n,, fiir jedes ¢ und schliellich ¢ = ¢. U

VI.2.6. DEFINITION (Algebraische Vielfachheit). Sei 0 # p € K|z| ein Poly-
nom vom Grad n und p = (z — Ay)™ - -+ (2 — A\x)™q wie in Proposition VI.2.5.
Dann wird n; die algebraische Vielfachheit der Nullstelle )\; genannt. Beachte,
dass dies nach der Eindeutigkeitsaussage in Proposition VI.2.5 wohldefiniert ist.

Sei 0 # p € K]z] ein Polynom vom Grad n. Nach Proposition VI.2.5 ist die
Summe der algebraischen Vielfachheiten aller Nullstellen von p hochstens n. Dies
wird oft auch so formuliert: p hat hochstens n Nullstellen, wenn diese entsprechend
ihrer Vielfachheit gezéhlt werden. Wir sagen das Polynom p zerfdllt (iber K) in
Linearfaktoren, wenn es sich in der Form

p=clz—=A) (2= A) (V1.10)

schreiben lasst, wobei A1, ..., A\, € Kund ¢ € K. Dies ist also genau dann der Fall,
wenn das Polynom ¢ in Proposition VI.2.5 konstant ist, d.h. wenn die Summe der
algebraischen Vielfachheiten aller Nullstellen gleich n ist. Ein Polynom vom Grad
n zerfallt daher in Linearfaktoren, wenn es genau n Nullstellen (mit Vielfachheit
gezdhlt) besitzt. In diesem Fall ist die Darstellung (VI.10) bis auf Permutation
der Linearfaktoren eindeutig, und \q, ..., \,, sind alle Nullstellen von p, wobei
diese ihrer algebraischen Vielfachheit entsprechend oft auftreten.

VI.2.7. BEISPIEL. Betrachte das reelle Polynom p € R[z],
p=2%—52"4+102" — 1223 + 1122 — 72 + 2.
Durch Erraten von Nullstellen und Polynomdivision erhalten wir
p= (= 1)}z —2)(z2+1).

Das Polynom p hat daher zwei reelle Nullstellen, A\; = 1 mit Vielfachheit 3 und
Ao = 2 mit Vielfachheit 1. Es zerfillt iiber R nicht in Linearfaktoren, denn 22 + 1
besitzt keine reelle Nullstelle. Fassen wir p als komplexes Polynom auf, p € C[z],
dann gilt

p=(2—-1%0z-2)(z —i)(z +1).
Uber C zerfillt p daher in Linearfaktoren. Zu den bereits genannten reellen Null-

stellen kommen nun noch zwei komplexe Nullstellen, A3 =i und Ay = —i, jeweils
mit Vielfachheit 1, hinzu.
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VI1.2.8. DEFINITION (Algebraisch abgeschlossene Korper). Ein Korper K wird
algebraisch abgeschlossen genannt, falls jedes nicht konstante Polynom p € K|z]
eine Nullstelle A € K besitzt, p(A) = 0.

Aus Proposition VI.2.5 erhalten wir sofort:

VI.2.9. PROPOSITION. Uber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper zerfillt
jedes nicht-triviale Polynom vom Grad n in Linearfaktoren und besitzt genau n
Nullstellen, wenn diese threr Vielfachheit entsprechend oft gezdhlt werden.

Der Korper Q ist nicht algebraisch abgeschlossen, denn das Polynom p =
22 — 2 besitzt keine Nullstelle in Q. Auch der Kérper R ist nicht algebraisch
abgeschlossen, denn das Polynom p = z? + 1 besitzt keine reelle Nullstelle.

VI.2.10. SATZ (Fundamentalsatz der Algebra). Der Kérper C ist algebraisch
abgeschlossen.

BEWEIS. Sei also p = pg + p12 + -+ - + pn2" ein komplexes Polynom, p; € C,
n > 1 und p, # 0. Es ist zu zeigen, dass z € C existiert, fiir das p(z) = 0 gilt.

Wir leiten zunéchst folgende Abschétzung her: Es existieren reelle Zahlen
0<m< M und R > 0, sodass

mlz|" < |p(z)| < M|z|", fiir alle z € C mit |z| > R. (VI.11)

Wir zeige, dass m = |p,|/2, M = """ (|p;] und R := max{1,2M/|p,|} die
gewiinschte Eigenschaft haben. Sei dazu z € C mit |z| > R. Insbesondere gilt
daher |z| > 1. Mit der Dreiecksungleichung erhalten wir sofort:

P = Y| < 3 il = 3 Inillal < 3 Inillal” = Ml
1=0 =0 =0 1=0

Analog haben wir

n—1

)

= ‘ E biz
=0

wobei wir am Ende |z| > R > 2M/|p,|, dh. M < [l
Zusammen mit der Dreiecksungleichung,

n—1
< pillal" Tt < Mzt < el
=0

n—1
e 900 = |- S
=0

z|, verwendet haben.

a2 = |pn2"| = [pn2" — p(2) +p(2)] < |Pn2™ — p(2)| + [p(2)],
folgt daraus

[p(2)] = [al 2" = [paz" = p(2)| = [pall2|" = Bel|2" = Bd[z]" = m|2|".

Damit ist also die Abschétzung (VI.11) gezeigt.
Daraus werden wir nun ableiten, dass zg € C existiert, sodass

Ip(2)| > Ip(z0)|,  fiir alle z € C. (VL.12)
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Dies bedeutet gerade, dass die stetige Funktion f: C — R, f(2) := |p(z)|, ein
globales Minimum besitzt. Sei dazu R := max{R, {/|p(0)|/m}. Da die abge-
schlossene Scheibe {z € C : |z| < R} kompakt ist, nimmt f darauf ein Minimum
an, d.h. es existiert zg € C, sodass

Ip(2)] > [p(20)], fiir alle z € C mit |z| < R.
Es gilt aber auch
Ip(2)] > [p(20)], fiir alle z € C mit |z| > R,

denn fiir diese z folgt aus (VL11): [p(2)| > m|z|® > mR™ > |p(0)| > [p(z0)].
Damit ist also (VI.12) bewiesen.

Wir werden nun p(z) = 0 zeigen, und damit den Beweis des Satzes abschlie-
Ben. Wir gehen indirekt vor und nehmen p(z) # 0 an. Beachte, dass dann auch
p(2) = p(z + 20)/p(20) ein nicht-konstantes Polynom vom Grad n darstellt, es ist
daher von der Form

p(2) =14 ppf + - 4 2",
wobei k > 1, p; € C und p # 0. Nach (VI.12) gilt fiir jedes z € C:

_ Ipz+ 7))l [p(20)]

P Tl 2 ) "
Sei nun w € C mit w* = —1/p;,”> und betrachte das Polynom ¢(z) := p(wz).
Nach Konstruktion ist ¢ von der Form
q(z) =1 —2F + 2"+ + g2, (VI.13)
wobei ¢; € C. Aus der entsprechenden Eigenschaft von p folgt sofort
lg(2)] > 1, fiir alle z € C. (VI.14)

Sei nun C' := > " . |¢| und p := min{1,1/2C}. Fiir jedes z € C mit [z < p
gilt daher |z|] <1 und C|z| < 1/2, folglich

n n
< D all=l < Y0 lall=* = Ol < gl

i=k+1 i=k+1

QG124 g 2"

Zusammen mit (VI.13) erhalten wir aus der Dreiecksungleichung,
lg(z)| < |1 — 2" + &z, fir alle z € C mit |z]| < p.
Fiir reelle ¢ € (0, p] folgt daraus
lgt)] < 1=t + 3 =1+ 1h =1 2F <1,

im Widerspruch zu (VI.14).
Da die Annahme p(zy) # 0 auf einen Widerspruch fiihrt, muss also p(zy) = 0
gelten. Somit hat p eine Nullstelle und der Beweis ist vollstandig. O

5Jedes z € C besitzt eine k-te Wurzel, d.h. es existiert w € C mit w* = z. Schreiben wir
z =rel, wobei r >0 und € R, dann hat w = \"/Fe“‘)/’C die gewiinschte Eigenschaft.
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VI.2.11. BEMERKUNG (Algebraischer Abschluss). Zu jedem Korper K exi-
stiert ein algebraisch abgeschlossener Korper K, der K enthélt und fiir den die
Inklusion K — K mit Addition und Multiplikation vertréglich ist. Dieser, i.W.
eindeutige, Korper K wird der algebraische Abschluss von K genannt. Aus dem
Fundamentalsatz der Algebra folgt, dass der Korper C mit dem algebraischen
Abschluss des Kérpers R {ibereinstimmt, in Zeichen: C = R. Der algebraische
Abschluss von Q ist der Korper der algebraischen Zahlen.

Wir kommen nun zur Definition des charakteristischen Polynoms einer qua-
dratischen Matrix. Wir wollen jeder Matrix A € M,,.,,(K) ein Polynom p, € K|[z]
zuordnen, sodass

pa(A) = det(A — \1,),

fiir jedes A € K. Aus der Leibniz’schen Formel folgt sofort, dass A — det(A—\I,,)
eine Polynomfunktion bildet, d.h. es existieren p; € K mit

det(A — \I,) = po + 1A+ -+ pu A",

fiir jedes A € K. Die Koeffizienten p; sind durch diese Bedingung aber i.A. nicht
eindeutig bestimmt, das Polynom pa kann daher nicht einfach durch py + p1z +
<o+ pp2" definiert werden! Betrachten wir etwa den Korper Zs und das Polynom
p = 2+2% € Zy[z], dann gilt p(\) = 0, fiir jedes A € Zy, obwohl 0 # p € Zy[z]. Fiir
unendliche Korper ist die Abbildung K[z] — F(K, K), die einem Polynom p die
Polynomfunktion A — p(\) zuordnet, injektiv, siehe Korollar IV.6.27. Fiir unend-
liche Korper kann das charakteristische Polynom also durch pa(\) = det(A—A\I,),
A € K, definiert werden, es ist dadurch eindeutig bestimmt. I.A. miissen wir vor-
sichtiger vorgehen.

Ist P € M,«,(K][z]) eine Matrix von Polynomen, dann definieren wir deren
Determinante, det(P) € K|z|, durch die Leibniz-Formel,

det(P) := Z sgn(0) P o) - Prom) € K[z,
UEG'!L

wobei P;; € K[z] das Polynom in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von P bezeich-
net. Aus Satz V.3.6 folgt

(det(P))(N) = det(P(N)), A e K, (VI.15)
wobei P(\) € M,,«,(K) die Matrix mit Eintragungen P(\);; = P;;(\) bezeichnet.
Fiir beliebige Matrizen von Polynomen, P, Q) € M, (K[z]), gilt

det(PQ) = det(P) det(Q) € K[z], (VI.16)

wobei das Produkt von Polynommatrizen analog zum gewdhnlichen Matrizen-
produkt definiert ist, (PQ); = Y., PiQr; € K[z]. Uber unendlichen Kérpern
folgt dies aus (VI.15), fiir beliebige Korper siehe Aufgabe 38. Beachte, dass auch
M, «n(K[z]) eine assoziative Algebra bildet. Indem wir Matrizen mit Eintragun-
gen in K als Matrizen konstanter Polynome auffassen erhalten wir M,,,(K) C
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M, «n(K]z]), und dies ist mit Addition, Skalarmultiplikation, Matrizenmultipli-
kation und der Determinante vertréglich.

VI.2.12. DEFINITION (Charakteristisches Polynom einer Matrix). Unter dem
charakteristischen Polynom einer Matrix A € M, ,(K) verstehen wir das Poly-
nom p4 € K[z],

pa=det(A—zL,) = > sgn(0)(A - 2L)1o0) - (A= 2L)nogm.  (VLIT)
ceGn,
Dabei bezeichnet (A — z1,,);; € K]z] das Polynom in der i-ten Zeile und j-ten
Spalte von A — zI,, € My, (K[2]). Fiir @ # j ist (A — z1,,);; = A;; ein konstantes
Polynom und (A — z1,,);; = Ay — z hat Grad 1.

VI.2.13. BEISPIEL. Betrachte die Matrix A = (§9) € May2(Zy) tiber dem
Korper K = Z,. Fiir ihr charakteristische Polynom py € Zs|z| gilt

pa = det(A — zI5) = det (062 122) =—2(1—2)=2+2"

Beachte pa()\) = 0, fiir jedes A € Zy, denn p4(0) = 0+0% = 0 und p4(1) = 1+12 =
0. Das charakteristische Polynom ist jedoch nicht trivial, 0 # pa € Zs[z].

VI.2.14. LEMMA. Sei A € M,,»,(K). Dann gilt:

(a) pa(\) = det(A — AL,), fir alle A € K.

(b) deg(pa) = n. Bezeichnen wir die Koeffizienten mit pa = po+p1z+---+ppz"
dann gilt p, = (=1)", pp_1 = (=1)""Ltr(A) und po(A) = det(A).

(¢) ps-1as = pa, fir jedes S € GL, (K).

(d) Ist A € Myxn(K), B € Myum(K) und C € M pm)x(ntm)(K) eine Blockma-
triz der Form C = (4 ), dann gilt pc = papp.

(e) Fir das chamktemstzsche Polynom einer Dreiecksmatriz,

)

>\1 * *

D= A2 :
*
An

gilt pp = (A —2)(Aa — 2) - - - (A — 2).
BEWEIS. Behauptung (a) folgt aus (VI.15), denn
pa(A) = (det(A — z1,,)) () = det(A — AI,).
Daraus erhalten wir auch py = p4(0) = det(A — 0I,,) = det(A). Weiters hat
(A =zl )100) (A= 2Lp)nom)
hochstens Grad n — 2, fallsid #0 € 6,,. Firid =0 € 6,, gilt
(A= zL) 100y (A= 2L)nomy = (=1)"2" + (=1)" A + -+ Aun) 2" + 4,
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wobei ¢ € K|[z] und deg(q) < n — 2. Mit (VI.17) erhalten wir also deg(pa) = n,
pn=(—1)" und p,_; = (—1)""' tr(A). Behauptung (c) folgt aus (VI.16), denn

ps-1ag = det(STTAS — 2I,) = det (S_l(A — zIn)S)
= det(S) "t det(A — zI,) det(S) = det(A — 21,,) = pa
Um (d) einzusehen, beobachten wir zunéchst, dass

(C — Z])lo’ - (C - Zl)n—l—mo(n-l-m) = 07

falls ein i > n existert, fiir das (i) < n gilt. In der Definition von p¢ ist daher nur

tiber jene Permutatlonen o € 6,1, zu summieren, fiir die o({n—+1,...,n+m}) C
{n+1,...,n+m} gilt. Solche Permutationen miissen aber auch O’({l, ..,n}) C
{1,...,n} gentigen und konnen daher mit &,, x &,, identifiziert werden. Somit
pc = Z sgn(o)(C = 21) 1,601y - (C = 20 ) ngmo(nim)
066n+m
= Z sgn(7) sgn(m H — zI);, (i) H(C - Z]>n+j,n+7f(j)
TEG,,TECH i=1 7=1
= Z sgn(7) sgn(m H —21)i+0) H(B_Zl)jm(j)
T7€GH,TECH =1 7j=1
= Y s [[(A- 2Dy Y senm) [[(B — 205 = paps
TEG, i=1 TEGm j=1

Behauptung (e) ldsst sich mittels Induktion nach n aus (d) herleiten. Wir geben
einen anderen, direkteren Beweis. Beachte, dass wegen der Dreiecksform von D
offensichtlich (D — 21,)1,0q) - (D — 2lp)nom) = 0, fiir jedes id # 0 € &,,. Aus
(VI.17) folgt daher

womit auch (e) gezeigt wére. O

VI.2.15. BEMERKUNG. Nach Lemma VI.2.14(c) haben #hnliche Matrizen das
selbe charakteristische Polynom, d.h. jeder Koeffizient p; des charakteristischen
Polynoms p4 = po+p12+- - -+ppz"™ einer Matrix A € M,,,,(K) bleibt unverédndert,
wenn wir A durch eine #hnliche Matrix B = S7'AS, S € GL,(K) ersetzen. Fiir
die Koeffizienten p,_; und py bedeutet dies gerade tr(S™'AS) = tr(A) bzw.
det(S™1AS) = det(A), vgl. Lemma VI.2.14(Db).

VI.2.16. DEFINITION (Charakteristisches Polynom eines Endomorphismus).
Sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und ¢: V' — V linear. Unter dem
charakteristischen Polynom wvon ¢ verstehen wir das charakteristische Polynom
der Matrix [p]pp, wobei B eine geordnete Basis von V' bezeichnet. Beachte, dass
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dies nach Lemma VI.2.14(c) nicht von der Basis B abhéngt und daher wohldefi-
niert ist. Wir bezeichnen das charakteristische Polynom von ¢ mit p,, € K|z].

VI.2.17. BEMERKUNG. Ist A € M,4,(K) und bezeichnet ¢: K" — K",
p(x) = Az, die damit assoziierte lineare Abbildung, dann gilt p, = pa, denn
beziiglich der Standardbasis B von K" gilt [p]pp = A.

VI1.2.18. PROPOSITION. Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, p: V —V
linear und p, € K[z| das charakteristische Polynom von . Dann gilt:

(a) pp(N) = det(p — Nidy), fiir alle A € K.

(b) Die Eigenwerte von ¢ sind genau die Nullstellen von p,, fir das Spektrum
von @ gilt daher: o(p) ={A € K: p,(\) = 0}.

(¢) deg(p,) = n. Bezeichnen wir die Koeffizienten mit p, = po+p12+---+p,2",
dann, gilt pp = (—1)", pu_y = (—1)"Ltr(p) und py — det(p).

(d) py-1pp = Dy, fiir jeden linearen Isomorphismus : W — V.

(e) paiay = (A — 2)", fiir jedes A € K.

(f) Sei W ein Teilraum von V', sodass (W) C W . Bezeichnet p|lw: W — W die
Finschrinkung und ¢: V/W — VW, ¢([v]) = [¢(v)] die induzierte lineare
Abbildung auf dem Quotientenraum, dann gilt p, = py|,, Pe-

BEWEIS. Behauptung (a) folgt sofort aus Lemma VI.2.14(a). Ist ndmlich B
eine Basis von V und A € K, dann gilt

p@()\) = p[@]BB()‘> = det([w]BB — )\[n) = det([ap — )\idV]BB) = det(ap — )\ldv)

Zusammen mit Proposition VI.1.3 erhalten wir daraus auch (b). Aussagen (c)
folgt aus Lemma VI.2.14(b), denn det([¢]|gp) = det(y) und tr([¢]ss) = tr(y),
vgl. Aufgabe 23. Behauptung (d) folgt aus Lemma VI.2.14(c), denn fiir jede
Basis C' von W ist S := [¢|pc € GL,(K) und [v*ov]ce = [V]eslelss[t]sc =
S=p]BS, also

Dy=1pp = Plp—teylec = PS—glesS = Pleles = Pe-

Behauputng (e) folgt aus Lemma VI.2.14(e), denn [N idy|gp = AL, also prig, =
Pnidylss = Par, = (A — 2)™. Es bleibt daher nur noch (f) zu zeigen. Wir wéhlen
dazu eine Basis B’ = (by,...,b,) von W und ergénzen sie zu einer Basis B =
(b1, by bis1, ..., by) von V. Bezeichnet m: V' — V/W die kanonische Pro-
jektion, dann bildet B := (7(byy1), ..., 7(b,)) eine Basis von V/W siehe Korol-
lar I1.6.7, und es gilt:

lelss = <[¢|W()]B/B' [SDTBB) . (VI.18)

Um dies einzusehen beginnen wir mit der Definition der Matrix [¢]zg,

p(b;) = Z([@]BB)ijbi- (VL.19)
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Fir j < m ist b; € W und nach Voraussetzung an ¢ daher auch ¢(b;) € W.
Daraus folgt

([elsB)ij =

(lelwlpp )i fir j <mundi<m
0 fiir 7 <m und 7 > m.

Dies erklért die linken beiden Blocke in (VI.18). Sei nun j > m. Wenden wir auf
(VL.19) die Projektion 7: V' — V/W an, so folgt

n n

pm(b;) = m(o(b;) = D ([Wles)im(bi) = D ([plee)ym(b),

i=1 i=m+1

denn 7(b;) = 0, fiir alle ¢ < m. Daraus erhalten wir ([¢]s5)ij = ([2|55)i—m j—m fir
alle 7, 7 > m, also den rechten unteren Block in (VI.18). Mit Lemma VI.2.14(d)
erhalten wir aus (VL.18) nun p, = piepp = Plolwlp s Pldlss = PelwPe- O

VI.2.19. DEFINITION (Algebraische Vielfachheit von Eigenwerten). Sei V' ein
endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢: V' — V linear. Unter der algebrai-
schen Vielfachheit eines Eigenwerts A von ¢ verstehen wir die Vielfachheit der
Nullstelle A des charakteristsichen Polynoms p,,, vgl. Proposition VI.2.18(b). Fiir
Matrizen A € M,,»,(K) definieren wir die algebraische Vielfachheit der Eigen-
werte iiber die assoziierte lineare Abbildung, K” — K", x — Ax. Offensichtlich
stimmt dies mit der algebraischen Vielfachheit der Nullstelle A\ von p4 iiberein.

VI1.2.20. BEISPIEL. Algebraische und geometrische Vielfachheit eines Eigen-
werts sind 1.A. verschieden. Betrachte dazu die Matrix

3000
0300
A=10 0 5 1
0005

mit charakteristischen Polynom p4 = (3 — 2)%(5 — 2)?. Diese Matrix hat zwei
Eigenwerte, \; = 3 und A\, = 5. Beide haben algebraische Vielfachheit 2. Auch
die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts \; = 3 ist 2, denn der zugehorige
Eigenraum wird von den beiden Einheitsvektoren e; und ey, aufgespannt, F), =
ker(A — 31;) = (e1,e2). Die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts Ay = 5
ist allerdings nur 1, denn der entsprechende Eigenraum ker(A — 51;) = (e3) ist
1-dimensional.

VI1.2.21. PROPOSITION. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und
p: V=V linear. Dann ist die algebraische Vielfachheit jedes Eigenwerts von ¢
mindestens so grof$ wie seine geometrische Vielfachheit.

BEWEIS. Sei A ein Eigenwert von ¢, bezeichne W = ker(¢ — Aidy) den ent-
sprechenden Eigenraum und m = dim(W) die geometrische Vielfachheit von A.
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Es gilt daher ¢l = Aidy, insbesondere ist W invariant unter ¢. Es bezeich-
ne ¢: V/W — V/W, ¢([v]) = [p(v)], die induzierte lineare Abbildung. Nach
Proposition VI.2.18(e)&(f) gilt fiir die charakteristischen Polynome

Pe = DelwPe = (A = 2)"'pg,
die algebraische Vielfachheit von A ist daher mindestens m. O

Aus der vorangehenden Proposition folgt sofort, dass auch fiir quadratische
Matrizen die algebraische Vielfachheit jedes Eigenwerts mindestens so grofl wie
seine geometrische Vielfachheit ist.

VI1.2.22. SATZ. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Eine lineare
Abbildung p: V' — V ist genau dann diagonalisierbar, wenn ihr charakteristisches
Polynom tiber K in Linearfaktoren zerfdllt und die algebraische Vielfachheit jedes
FEigenwerts mit seiner geometrischen Vielfachheit tibereinstimmdt.

BEWEIS. Es bezeichne p das charakteristische Polynom von ¢. Zerfallt p in
Linearfaktoren, dann stimmt die Summe der algebraischen Vielfachheiten aller
Nullstellen von p mit deg(p) = dim(V') iiberein. Somit ist die Summe der alge-
braischen Vielfachheiten aller Eigenwerte von ¢ gleich dim(V'). Stimmen dariiber
hinaus die algebraischen mit den geometrischen Vielfachheit {iberein, dann ist
also auch die Summe der geometrischen Vielfachheiten aller Eigenwerte gleich
dim(V). Nach Satz VI.1.18 ist ¢ in diesem Fall diagonalisierbar. Die umgekehrte
Implikation folgt sofort aus Lemma VI.2.14(e). O

VI.2.23. DEFINITION (Triangulierbarkeit). Sei V' ein endlich-dimensionaler
K-Vektorraum. FEine lineare Abbildung ¢: V — V wird triangulierbar genannt,
falls eine geordnete Basis B von V existiert, sodass die Matrixdarstellugn von ¢
beziiglich B obere Dreiecksgestalt hat, d.h.

Aok e X
0 X

llps = | )
: . . *
0 -~ 0 M\,

Eine quadratische Matrix A € M, «,(K) wird triangulierbar genannt, wenn die
damit assoziierte lineare Abbildung K" — K", x — Az, triangulierbar ist.

Eine quadratische Matrix ist genau dann triangulierbar, wenn sie dhnlich zu
einer oberen Dreiecksmatrix ist. Eine lineare Abbildung ¢: V' — V ist genau
dann triangulierbar wenn ihre Matrixdarstellug beziiglich einer (und dann jeder)
Basis triangulierbar ist. Offensichtlich ist jede diagonalisierbare lineare Abbildung
auch triangulierbar. Umgekehrt muss eine triangulierbare Abbildung bzw. Matrix
nicht diagonalisierbar sein. Beispielsweise ist die Matrix () }) triangulierbar aber
nicht diagonalisierbar, vgl. Beispiel VI.1.12. Nicht jede Matrix ist triangulierbar.
Etwa hat die reelle Matrix (§ ') keinen einzigen reellen Eigenwert und kann
daher {iber R nicht triangulierbar sein.
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VI1.2.24. SATZ. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Eine lineare
Abbildung p: V — V ist genau dann triangulierbar, wenn ihr charakteristisches
Polynom iiber K in Linearfaktoren zerfdillt.

BEWEIS. Aus Lemma VI.2.14(e) folgt sofort, dass das charakteristische Poly-
nom einer triangulierbaren Matrix in Linearfaktoren zerfallt. Fiir die umgekehrte
Implikation sei nun ¢ eine lineare Abbildung, deren charakteristisches Polynom
in Linearfaktoren zerféllt. Wir werden nun mittels Induktion nach der Dimensi-
on von V' zeigen, dass ¢ triangulierbar ist. Der Induktionsanfang, dim(V') = 1,
ist trivial, denn jede 1 x 1-Matrix hat obere Dreiecksgestalt. Fiir den Indukti-
onsschritt sei nun dim(V') > 2. Da das charakteristische Polynom p, in Line-
arfaktoren zerfillt, existiert eine Nullstelle A € K, d.h. p,(A) = 0. Nach Pro-
position VI.2.18(b) ist A Eigenwert von . Sei 0 # b; € V ein entsprechender
Eigenvektor, d.h. ¢(b;) = A1b1, und bezeichne W := (b;) den davon aufgespann-
ten 1-dimensionalen Teilraum. Nach Proposition VI.2.18(f) gilt

P = PylwPs = (A — 2)pg,

wobei ps das charakteristische Polynom der linearen Abbildung ¢: V/W —
V/W, ¢([v]) = [¢(v)], bezeichnet. Daraus schlieBen wir, dass auch ps in Line-
arfaktoren zerfillt. Nach Induktionsvoraussetzung ist ¢ also triangulierbar, denn
dim(V/W) = dim(V) — 1 < dim(V). Es existiert daher eine geordnete Basis
B = (by,...,b,) von V/W sodass [p] 55 obere Dreiecksgestalt hat:

* ) >|<
(¢lps =
*

Wihlen wir by,...,b, € V mit [b;] = b;, dann bildet B = (by,by,...,b,) eine
Basis von V, siehe Korollar I11.6.7. Nach Konstruktion hat [¢]|pp die Form

A ke x
an-( o) -1

denn ¢(by) = Aby + 0by + - - - + 0b,, und, fiir j > 2,

n n n

p(b;) = @([bs]) = [p(b;)] = [Z([‘P]BB)ijbi] = (lelsp)islbil =D _([¢lss)ibi,

i=1 =1 1=2

da [b1] =0 € V/W, folglich ([¢|gg)ij = ([¢l55)i-1,j-1, filr alle 4,5 > 2. Somit ist
@ also triangulierbar. 0



166 VI. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

VI.2.25. KOROLLAR. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum iber K und
p: V. — V eine lineare Abbildung deren charakteristisches Polynom in Line-
arfaktoren zerfdllt, d.h.

Po=D0+ D12+ +pp2" = (A —2)- (A — 2), (VI.20)

wobei A1, ..., \, die Figenwerte von ¢ bezeichnen und ihrer algebraischen Viel-
fachheit entsprechend oft aufgelistet sind. Dann gilt

a(q(¢)) = q(o(y))
fir jedes Polynom q € K[z]. Weiters ist

(—1)"_jpn—j — Z )\il AN >\ij7

1< <<i;<n
fiir jedes 1 < j < n. Insbesondere gilt
tr(p) = A1+ -+ X\ und det(p) = A1+ Ay,

d.h. die Summe der Eigenwerte stimmt mit der Spur tberein und thr Produkt
liefert die Determinante.

BEWwWEIS. Nach Satz VI.2.24 ist ¢ triangulierbar. Die erste Behauptung iiber
das Spektrum von ¢(¢) folgt daher aus Proposition VI.1.23. Die Formeln fiir p; er-
halten wir durch Ausmultiplizieren der rechten Seite von (VI1.20). Fiir j = n erhal-
ten wir daraus det(p) = pg = Ay - -+ A, und fiir j = 1 auch tr(¢) = (—=1)""'p,_; =
A1+ -+ A, vgl. Proposition VI.2.18(c). Diese Formeln fiir die Spur und die
Determinante lassen sich, nach Wahl einer Basis in der ¢ obere Dreiecksgestalt
hat, auch direkt ablesen, denn beziiglich einer solchen Basis stimmen die Diago-
naleintrdge mit den Eigenwerten {iberein. 0

Fiir algebraisch abgeschlossene Korper erhalten wir daher:

VI1.2.26. KOROLLAR. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum tiber einem al-
gebraisch abgeschlossenen Korper K. Dann ist jede lineare Abbildung ¢: V — V
triangulierbar. Weiters gilt o(q(p)) = q(o(p)), fir jedes Polynom q € K[z]. Be-
zeichnen Ay, ..., \, die Eigenwerte von @, ihrer algebraischen Vielfachheit ent-
sprechend oft angefiihrt, dann gilt tr(¢) = A\ + - -+ A, sowie det(p) = Ay - -+ \,.

VI1.3. Jordan’sche Normalform. Sei V' ein endlich dimensionaler Vektor-
raum iiber K, und ¢: V' — V eine lineare Abbildung, deren charakteristisches
Polynom in Linearfaktoren zerfallt. Nach Satz VI1.2.24 ist ¢ daher triangulierbar,
d.h. es existiert eine Basis B von V, sodass [p]pp obere Dreiecksgestalt hat. In
diesem Abschnitt werden wir sehen, dass sich die Matrix [¢]|gp durch geschick-
te Wahl der Basis B noch erheblich vereinfachen ldasst. Wie wir bereits weiter
oben am Beispiel A = (§}) beobachtet haben, wird ¢ i.A. nicht diagonalisierbar
sein, d.h. es ist nicht immer moglich [p]pp auf Diagonalgestalt zu bringen. Wir
beginnen mit der sogenannten Primé&rzerlegung.



