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VI.3.1. DEFINITION (Verallgemeinerte Eigenrdume). Sei V' ein endlich-dimen-
sionaler K-Vektorraum, ¢: V' — V linear und A ein Eigenwert von (. Unter dem
verallgemeinerten Figenraum von ¢ zum Eigenwert \ verstehen wir den Teilraum

Ey:={veV[3INeN: (p—\idy)"(v) =0} = | ker((p — Aidy)").
N>1
Beachte, dass E) wegen der offensichtlichen Inklusionen ker((ap — Aidy)V ) C
ker((¢ — Aidy )V *!) tatséichlich einen Teilraum von V' bildet, der den Eigenraum

zum Eigenwert A\ enthélt, E) C E\. Unter den verallgemeinerten Eigenrdumen
einer Matrix A € M, «,(K) verstehen wir die verallgemeinerten Eigenrdume der
damit assoziierten linearen Abbildung, K" — K", x — Ax.

VI1.3.2. BEISPIEL. Die reelle Matrix

A:

S O Ot
O Ot =
ot = O

hat charakteristisches Polynom p = (5 — 2)® und daher nur einen Eigenwert,
A = 5, mit algebraischer Vielfachheit 3. Der entsprechende Eigenraum, Es =
ker(A — 51) = (ey), ist ein dimensional. Da
(010 _ 9o (001 B 3 (000
A-sh=(§h1). (a-snr = (§1). (a-sn° = (§EE).
ist der verallgemeinerte Eigenraum, E5 = ker((A —5)%) = K3, echt grofier als Ej.
VI.3.3. BEISPIEL. Die reelle Matrix

31
4
A= 30
50
5

hat charakteristisches Polynom p = (3—2)*(5—2)?, also zwei Eigenwerte, nimlich
A1 = 3 mit algebraischer Vielfachheit 4 und A\, = 5 mit algebraischer Vielfachheit

2. Aus
01 00
00 00
A—3[5:< 0(1](]), (A—3[5)2:< 0
20
2

erhalten wir F5 = ker(A—31) = (e, e3) und E5 = ker ((A=31)?%) = (e1, €2, €3, €4),
der verallgemeinerte Eigenraum ist daher echt grofier als der Eigenraum. Ebenso,

2

4 %
40
A_5I5: 72,12 ’ (A_5I5)2:< 420())7

0

und daher E5 = F5 = ker(A — 5I) = (es, eq), fiir diesen Eigenwert stimmt der
verallgemeinerte Eigenraum also mit dem Eigenraum {iberein.

Wir untersuchen zunéchst verallgemeinerte Eigenrdume zum FEigenwert 0.
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VI.3.4. LEMMA. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum tiber einem Kdrper
K und ¢: V — V linear. Dann existiert N € {0,...,n}, sodass

ker(o") = ker(oV ).

Es gilt dann fiir jedes k € N,

N) N+k> N) N+k>.

ker(p™) = ker(¢ und img(e™) = img(p

Dariiber hinaus gilt
V = ker(¢™) ® img (™),
und diese Zerlequng ist invariant unter ¢, d.h.
p(ker(¢™)) Cker(¢™) und ¢ (img(p")) < img(e™).
Weiters ist die Einschrikung |~y : ker(e™) — ker(o™) triangulierbar mit 0
als einzigem Eigenwert, und die Einschrinkung ¢|ing,~): img(¢™) — img(¢™)
ist invertierbar. Bezeichnet m die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts 0 von
Y, S0 st
dim(ker(gpN)) =m, ker(p") =ker(p™) wund img(p") = img(yp™).

SchliefSlich existiert eine Basis B von V', sodass

0 % oo %

[plss = a0 , A= 00 € Myxm(K), C € GL,_,(K).
0 C el el %
0 --- 0 0

BEWEIS. Betrachte die aufsteigende Kette von Teilrdumen:
{0} = ker(idy) = ker(") C ker(¢') C ker(p?) C -+ C ker(¢") C ker(p" ™) C V.
Indirekt angenommen ker(¢™) # ker(p™N 1), fiir alle N € {0,...,n}. Dann gilt
dim ker (™) < dim ker (™), N=0,1,...,n,
wir erhalten
0 = dimker ¢ < dimker ¢' < dimker ¢* < --- < dimker ¢™ < dim ker ¢" ",

und somit dimker(¢"*) > n + 1. Da dies dimker(¢"™!) < dim(V) = n wider-
spricht, muss also ein N € {0,...,n} mit ker(p") = ker(¢™*1) existieren.

Wir zeigen nun ker(¢") = ker(o" ") mittels Induktion nach k. Der Induk-
tionsanfang, k = 0, ist trivial. Fiir den Induktionsschritt sei nun k£ > 1. Da
offensichtlich ker(p™) C ker(o™**), geniigt es die umgekehrte Inklusion,

ker(gpN) D ker(gpNJrk),

zu zeigen. Sei dazu v € ker(p" ). Dann gilt o™V (o*1(v)) = pVT*(v) = 0, also
©* " (v) € ker(pVT!) = ker(p") und daher v € ker(pNT*71) = ker(p), wobei
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wir im letzten Gleichheitszeichen, die Induktionsvoraussetzung verwendet haben.
Damit ist ker(p) = ker(p"N**) gezeigt. Insbesondere gilt

dim (ker (™)) = dim(ker(¢V "))
und wegen der Dimensionsformel, dim (V) = dim(ker (")) + dim(img(,')), auch

dim(img(™)) = dim(img ("))
fiir alle & € N. Da img () C img(¢") folgt img(p™) = img(pN**).
Wir zeigen nun
ker(¢™) Nimg(p™) = {0}. (VI.21)
Sei dazu v € ker(¢") N img(p?). Dann existiert w € V, sodass v = o (w).
Somit N TN (w) = oV (v) = 0, also w € ker(V ™) = ker(o). Dies bedeutet
v =" (w) = 0. Damit ist (VI.21) gezeigt. Zusammen mit der Dimensionsformel

dim (V) = dim(ker (™)) + dim(img(x"))

folgt, dass V direkte Summe der Teilriume ker(¢”) und img(¢") ist. Die Inva-
rianz der Zerlegung ist offensichtlich, denn ¢(ker(¢")) C ker(¢™ 1) C ker(¢")
und p(img(p?Y)) = img(eV ™) = img(¢"). Daraus folgt auch, dass die Ein-
schrinkung @|i,gv: img(e™) — img(p") surjektiv, also invertierbar ist. Wihle
eine Basis by,...,b;, von ker(y), erginze sie zu einer Basis by, ..., bk, ..., bk,
von ker(p?), ergéinze weiter zu einer Basis by, ..., bg,, ..., Dpy, - - . , by, von ker(p?),
w.s.w. bis wir bei einer Basis B := (by, ..., b;,) von ker(p™) angelangt sind, wobei
k = dim(ker(¢")). Beziiglich dieser Basis hat ¢|ye(,~) folgende Blockdiagonal-
gestalt:

0 * -
0o o0 .
A= [‘p‘ker(gaN)]BB = o . € MkaGK) (VI.QQ)
STl Tl %
0 --- 0 0
Dies zeigt, dass die Einschrankung ¢|ie(,~y triangulierbar ist mit 0 als einzigem
Eigenwert. Sei nun b1, ..., b, eine Basis von img(¢”), und betrachte die Basis
B := (by,...,b,) von V. Da ¢ auf img(p") invertierbar ist, gilt
(olpn = A 0
Y)|BB = 0o C

mit obigem A und C € GL,_,(K). Insbesondere ist 0 nicht Eigenwert von C.
Nach Lemma VI.2.14(d) gilt p, = papc, also muss der Eigenwert 0 von A al-
gebraische Vielfachheit m haben, und wir erhalten & = m, vgl. (V1.22). Daraus
folgt nun auch A™ = 0, also [¢"]gp = (§ (= ) mit C"™ € GL,_,,(K). Daraus lesen
wir ker(¢") = ker(¢™) und img(p?) = img(p™) ab. Damit ist der Beweis des
Lemmas vollstandig. O
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Aus dem vorangehenden Lemma erhalten wir sofort eine analoge Aussage
iiber verallgemeinerte Eigenrdume zu beliebigen Eigenwerten:

VI.3.5. LEMMA. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum tiber einem Kdérper
K und p: V. — V linear. Weiters sei A Eigenwert von ¢ mit algebraischer Viel-
fachheit m und verallgemeinerten Eigenraum E\. Dann gilt
dim(E\) =m und E,= ker ((¢ — Aidy)™).
Weiters existiert ein invarianter komplementdrer Teilraum W, d.h.

V=EaW, ¢E)CE, oW)CW

Dariiber hinaus ist die Finschrinkung ‘P|EA3 E\ — E, triangulierbar mit X als

einzigen Eigenwert, und X\ ist kein Figenwert der FEinschrikung p|lw: W — W,
d.h.

o(elg) ={AL  und  olelw) = a(p) \ {A}.
SchliefSlich existiert eine Basis B von V', sodass

) WCE.
A 0 0o X .

: ‘. . %

0 -~ 0 X

und C' € Mp—m)x(n—m)(K) mit o(C) = o(p) \ {A}.
BEWEIS. Beachte, dass 0 Eigenwert der linearen Abbildung
e—Aidy: V=V
ist und algebraische Vielfachheit m besitzt. Wenden wir Lemma VI.3.4 auf diese
lineare Abbildung an, so folgt dim(E\) = m, Ex = ker((¢ — Aidy)™), und der
Teilraum W := img((¢ — Aidy)™) bildet ein Komplement,
V=E@&W

Da beide Teilrdume unter ¢ — A idy invariant sind, sind sie auch invariant unter ¢,
d.h. o(E)) C E\ und o(W) C W. Nach Lemma ist (o — Aidy)| g, triangulierbar
mit 0 als einzigen Eigenwert. Somit ist auch ¢| 7, triangulierbar mit A als einzigen
Eigenwert, insbesondere gilt o(¢|z ) = {A}. Nach Lemma ist (¢ —Aidy)|w inver-
tierbar, folglich ist A kein Eigenwert von ¢|w, d.h. A ¢ o(¢|w). Aus der Invarianz
der Zerlegung folgt () = o(p|z,) Ua(plw), also a(plw) = o(p) \ {A}. Sei nun
B eine Basis von V' wie in Lemma VI.3.4, d.h.

0 * -+ x

. A0 . 0 0 .
[p — Aidy]pp = (0 é>, A= . € M (K),
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und C: € GL,_(K). Dann hat [¢]pp die Form (VI.23), wobei A = A + A1, und
C=CH A, . O
VI.3.6. BEMERKUNG. Betrachte nochmals die Matrix A aus Beispiel VI1.3.3.

Sie hat A = 3 als Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 4. Nach dem vor-
angehenden Lemma muss E5 = ker((A - 31 )4) gelten. Weiter oben haben wir

gesehen, dass in diesem Fall sogar Es = ker ((A — 31)?) gilt. LA. ist daher die
algebraische Vielfachheit, m, eines Eigenwerts A, nicht die minimale Zahl mit
Ey =ker((A—XI)™).

VI1.3.7. SATZ (Primérzerlegung). Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum iber
einem Korper K und ¢: V' — V linear. Weiters bezeichnen Ay, ..., A alle (paar-
weise verschiedenen) FEigenwerte, my, ..., my thre algebraischen Vielfachheiten
und E~,\1, ey E)\k die entsprechenden verallgemeinerten Figenrdume. Dann gilt

dim(Ey,) = m; und B, = ker ((¢ — Agidy)™), (VI.24)
fir allei =1, ..., k. Dartber hinaus existiert ein invarianter Teilraum W, sodass
V=FE\® - 0E,oW, ¢E)CE, eW)CW.  (VL25)

Die Einschrinkung ¢| B EAZ. — EN,\i st triangulierbar mit \; als einzigen Eigen-

wert, und |y hat keine Figenwerte, also
olelg, ) ={x}  und  olelw) =0

SchliefSlich existiert eine Basis B von V', sodass

A0 0 Nox e s
llps = O R ,wobei  A; = O Ai e € M. xm,; (K)
s A 0 T T %
0 -~ 0 A 0 -~ 0 X\
und A € My xm(K) keine Eigenwerte besitzt, 0(A) = 0, und m = n—mq—- - -—my,.

Zerfallt das charakteristische Polynom von ¢ in Linearfaktoren ( etwa weil K
algebraisch abgeschlossen ist), dann ist W = {0}, V = E,, @ --- & E\_ und der
letzte Block in der Matrizdarstellung, A, tritt nicht auf, d.h. m = 0.

BEwEIS. Wir gehen mittels Induktion nach der Anzahl der verschiedenen
Eigenwerte vor. Der Induktionsanfang, o(¢) = (), ist trivial. Fiir den Induk-
tionsschritt sei nun A ein Eigenwert von ¢. Nach Lemma VI.3.5 existiert ein
komplementérer Teilraum W', sodass

V=FE,oW, @E\) CE, oW)CwW. (VI.26)
Bezeichnet ¢’ := ¢l : W' — W’ die Einschriankung, so gilt weiters
cr(cp|EA1) ={\} und a(@)={Na, ..., A\t
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Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein Teilraum W von W’ sodass
W=E,o oL oW ¢E)CE, W)W odlw) =0

wobei Ef\l die verallgemeinerten Eigenrdume von ¢’ bezeichnen. Offensichtlich
ist E;\Z C E),, es gilt aber auch die umgekehrte Inklusion, E, C E;\Z, fiir jedes
1 =2,...,k. Sei dazu v € E)\i und N so, dass (¢ — \;jidy)¥v = 0. Bezeichnet
v = e +w die eindeutige Zerlegung mit e € Ey, und v’ € W’, dann folgt
(o—Niidy)Ve =0 = (p — \jidy)NYw’ wegen der Invarianz der Zerlegung (VI1.26).
Da A; nicht Eigenwert von ¢| By, ist, muss e = 0 gelten, und daher v = w’ € ES\,
Dies zeigt Ef\l = E)\i, und daher die invariante Zerlegung (VI.25). Zerfillt das
charakteristische Polynom in Linearfaktoren, dann muss W = {0} gelten, da ja
o(¢'|w) = 0. Wihlen wir Basen von Ej, wie in Lemma VI.3.5 und vereinigen

diese mit einer Basis von W, so erhalten wir eine Basis B von V beziiglich der
die Matrixdarstellung [p]|pp die gewiinschte Form hat. O

Daraus erhalten wir sofort:

VI.3.8. KOROLLAR. Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum tiber einem
Korper K und ¢: V. — V' linear. Weiters bezeichnen Ay, ..., A, alle (paarweise

verschiedenen) Eigenwerte und E;m ..., )\, die entsprechenden verallgemeiner-
ten Figenrdume. Dann sind dquivalent:

(a) Das charakteristische Polynom p, zerfdllt iber K in Linearfaktoren.
(b)) V=E\® - @E,.
(¢) dim(V) = "L, dim(E),).

V1.3.9. BEispiEL. Wir wollen die Primérzerlegung der Matrix

> 1 1 0 0
-4 1 -2 0 0
A=10 0 3 0 O
0 0 6 6 1
0 0 -6 -1 4

5—2z 1 1 0 0
—4 1—-z =2 0 0
p = det 0 0 3—z2 0 0
0 0 6 6—2z 1
0 0 —6 -1 4-=z

=det [ —4 1—2z =2 |det (6__12 4 L ) = (3—2)35-2)?,
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also 0(A) = {3,5}. Dann ist

o 1 1 0 0 -4 -4 -4 00

-4 -4 -2 0 0 6 12 8 0 0
A-5I=]0 0 -2 0 0|, (A-50)2=|0 0 4 0 0f,

0 0 6 1 1 0 0 —-12 0 O

0 0 -6 -1 -1 0 0 12 0 0

also

E5:ker(A—5[):<<§>>, E5:ker((A—5[)2):<<

siche (VI.24). Analog

2 1 1 0 O
-4 =2 =2 0 0
A-3I=|0 0 0 0 0f, (A-31)?=
0O 0 6 3 1
0 0 -6 -1 1
also
1
Egzker(A—3I):<<_82>,<
0
und

)R :ker((A—3I)2) = <<_é2> , <;1

Bezeichnen wir die gewonnene Basis von V' mit

ANNOWE
1 0 0
-1 1 0

und die entsprechende Basiswechselmatrix mit

0 0 1 0
0
S:TEB: 0
1
—1

_ o O O

dann gilt

~— _
(enlian R an i en B an)

OO O

1
0
o
0

[Alps = ST'AS =

O O OO Ut
o O ol =
O O WwWo o

die gesuchte Primérzerlegung von A.

O Ww oo o

w oD O

1

)

—OOoOoO

)
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VI.3.10. SATz (Caley—Hamilton). Sei V' ein endlich dimensionaler Vektor-
raum tber einem Korper K und p: V — V eine lineare Abbildung mit charakte-
ristischem Polynom p. Dann gilt p(¢) = 0.

BeEwEIS. Wir werden dies nur fiir algebraisch abgeschlossene Korper zeigen,
der allgemeine Fall lisst sich dann durch Ubergang zum algebraischen Abschluss
von K beweisen. Sei also K algebraisch abgeschlossen. Es bezeichnen Aq,..., A\
alle verschiedenen Eigenwerte, myq, ..., m; ihre algebraischen Vielfachheiten und
E,\i die entsprechenden verallgemeinerten Eigenrdume. Fiir das charakteristische
Polynom gilt dann p = (A; — 2)™ -+ - (A — 2)™*, und daher

plp) = (Aridy =)™ -+ - (Agidy —p) ™.
Nach Satz VI.3.7 ist
V=E,®  -0F, und ©(Ey,) C E),.
Schriinken wir p(p): V — V auf den Teilraum E\_ C V ein, erhalten wir
p(#)lg,, = idy =)™ - (Aridy —90)mk|E}kJ =0,

-
=0

sieche (VI.24). Da die Faktoren (\; idy —¢)™ miteinander kommutieren, gilt auch
p(@)lg,, = Aidy =)™ - (Aiidy —p)™ 5, =0,

J

~
=0

und wir erhalten analog

Nachdem die Teilrdume Ej,, ..., E~,\,c ganz V' aufspannen, folgt p(p) = 0. O

VI.3.11. BEMERKUNG. Ist A € M, ,(K) und bezeichnet p das charakteristi-
sche Polynom von A, dann gilt p(A) = 0. Dies folgt sofort aus aus Satz VI.3.10,
sieche auch Aufgabe 60. Etwa hat die Matrix

1 -2 =2
A=12 6 4
-1 -2 0

charakteristisches Polynom p = —2% + 722 — 162 + 12 = (2 — 2)?(3 — 2) und es
gilt tatsédchlich

p(A) = —A® + TA? — 16A + 1213
__ <3181 oL ’7%8> 47 (i)l o 350) — 16 < P e ?f> 12 (
~19 —38 —30 ~5—10 —6 -1-20
! )
0
12

11 38 38 -7 =70 =70 —-16 32 32 12
= | —-38 -84 —-76 | + 70 168 140 ) 4+ [ —32 -96 —64 | + | O
19 38 30 —35 =70 —42 16 32 0 0

0
1
0

[ =J=]

)

1
0
0

—
oo

(§88)

0
0
0

oo
oo
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VI.3.12. BEMERKUNG. Es scheint verlockend, den Beweis von Satz VI.3.10
wie folgt kiirzer zu fithren: Da p(z) = det(A — z1,,) ist p(A) = det(A — AL,) =
det(A — A) = det(0) = 0. Dies ist jedoch kein korrekter Beweis! Das Problem
liegt beim vermeintlichen Gleichheitszeichen, p(A) = det(A — Al,,), denn auf der
linken Seite steht eine Matriz, p(A), wohingegen auf der rechten Seite der Skalar
det(A — Al,) steht.

VI1.3.13. DEFINITION (Nilpotente Abbildungen). Sei V' ein endlich dimensio-
naler K-Vektorraum. Eine lineare Abbildung ¢: V — V wird nilpotent genannt,
falls N € N existiert, sodass ¢ = 0. Eine Matrix A € M, ,(K) wird nilpo-
tent genannt, wenn die damit assoziierte lineare Abbildung K* — K", z — Ax,
nilpotent ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn AN = 0, fiir ein N € N.

Aus den vorangehenden Betrachtungen folgt sofort:
VI1.3.14. PROPOSITION. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum tber einem
Korper K und ¢: V. — V eine lineare Abbildung. Dann sind dquivalent:
(a) @ ist nilpotent.
(b) Ey=V.
(c) " =0.
(d) Es existieren ineinander geschachtelte Teilrdume (Flagge)
{0}=hCVichhc.--CV.=V,

sodass p(V;) C V;_y, fir allei=1,...,r.
(e) Es existiert eine Basis B von V', beziiglich der die Matrizdarstellung von ¢
strikte obere Dreiecksgestalt hat, d.h.

0 * -+ x
0 0
lplss = | )
ok
0 0 0

Ist K algebraisch abgeschlossen, dann ist dies weiters dquivalent zu

(f) o(v) < {0}

Fine Folge (strikt) geschachtelter Teilrdume wie in (d) ist durch
0} = ker(¢")  ker(!) € ker(¢?) € -+ C ker(¢") = V

gegeben, wobei v die kleinste Zahl mit " = 0 bezeichnet (Nilpotenzindex). Eine
Basis wie in (e) lisst sich gewinnen, indem wir mit einer Basis von ker(p) begin-
nen, diese zu einer Basis von ker(¢?) erginzen, weiter zu einer Basis von ker(p?)
erginzen, u.s.w. bis wir schliefilich bei einer Basis von V' landen.

VI1.3.15. KOROLLAR. Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum diber einem
Korper K und ¢: V. — V eine lienare Abbildung deren charakteristisches Poly-
nom in Linearfaktoren zerfdllt. Dann existiert eine eindeutig bestimmte diagona-
lisierbare lineare Abildung v:V — V und eine eindeutig bestimmte nilpotente
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lineare Abbildung v:V — V, sodass

p=v+v und Yv = .
Dariiber hinaus haben ¢ und v das selbe charakteristische Polynom, also die
gleichen FEigenwerte und algebraischen Vielfachheiten.

BEWEIS. Die Existenz von ¢ und v folgt aus der Primérzerlegung. Ist B eine
Basis von V' beziiglich der [¢]gp von der Form in Satz VI1.3.7 ist, dann definieren
wir [¢]gpp (und damit v) durch die Diagonaleintrige von [p]|gp und v := ¢ — 1.
Eine einfache Uberlegung zeigt, dass diese linearen Abbildungen alle gewiinschten
Eigenschaften haben.

Es bleibt daher nur noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Seien dazu ¢: V — V
diagonalisierbar und v: V' — V nilpotent, sodass ¢ = ¢+ v und ¢v = v1). Da die
verallgemeinerten Eigenrdume von ¢ ganz V' aufspannen, geniigt es | B, = Aldg,
fiir jeden Eigenwert A von ¢ zu zeigen, denn dadurch sind ¢ und dann auch
v = @ — 1) eindeutig festgelegt. Da 1) und v kommutieren gilt auch ¢y = ¥ und
wv = v und daher, siche Aufgabe 61,

w(E)\) Q E)\ und I/(E)\) Q EA.
Beachte, dass v|g und @[z — Aidg, beide nilpotent sind. Da sie kommutieren
ist auch ihre Differenz, ¢z — Aidg, = ¢|g — Aid |z — v|g, nilpotent, siehe
Aufgabe 62. Andererseits ist ¢z, —A\idz auch diagonalisierbar, siche Aufgabe 63.

Somit ist 9| 7, —Aidg, diagonalisierbar und nilpotent, also Null, sieche Aufgabe 64.
Wir erhalten ¢|z = Aidg, . O

Nach Korollar VI.3.15, ldsst sich jede Matrix A € M,,«,(K), deren charakte-
ristisches Polynom in Linearfaktoren zerféllt, in der Form A = D + N schreiben,
wobei D € M, ,(K) diagonalisierbar, N € M, (K) nilpotent, und DN = ND.
Die Matrizen D und N sind durch diese Eigenschaften eindeutig bestimmt, die
Eigenwerte von A und D, und deren algebraische Vielfachheiten, stimmen iibe-
rein.

VI1.3.16. SATZ. Sei V' ein n-dimensionaler K- Vektorraum und p: V. — V eine
nilpotente lineare Abbildung. Dann existieren Vektoren vy,...,v; € V und Zahlen
Ty >re > > > 1, sodass @i (v;) =0, fir jedes i =1,...,1, und so, dass

v, (1), ..., v1), V2, p(V2), ..., (2), .., (), ., " ()
eine Basis von V' bildet. Bezeichnet B diese Basis in umgekehrter Reihenfolge,
dann ist die Matrizdartsellung von der Form

T‘171<

0 & 0 --- 0
0 0 & . :

Wes=|: . . . 0 (VI.27)
: 0 e,-1
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fir gewisse €; € {0,1}. Es gilt in diesem Fall
n=ry+---+r und [ =dimkerp=1+4{i|¢e; =0}.

Eine solche Basis kann durch Losen linearer Gleichungssysteme algorithmisch
konstruiert werden (siehe den Beweis unten).

BEWEIS. Sei r; die kleinste Zahl, sodass ¢™ = 0 und @™ ! # 0. Es existiert
daher v; € V, sodass ¢ (v1) # 0. Wir zeigen zunéchst, dass die Vektoren

v1, o(v1), % (v1), ..., @ (v1) (VI.28)
linear unabhéngig in V' sind. Seien dazu \; € K mit
Aov1 + Aot (v1) + Ao (v1) + -+ A 10" H(vy) = 0.
Da ¢ (v1) = 0, erhalten wir durch sukzessives Anwenden von ¢, das System
Aovt 4+ A1 (01) + Ao@?(01) + -+ - + Ay 19" (01) =0
Ao (V1) + M@ (V1) + -+ Ay T v1) = 0
M@ (v1) + Ay g™ Hvy) =0

)\0g0r172(1]1) + )\1(,071171(1] )

1) =0
)\0()071171(’01) =0
Da ¢ (vy) # 0 folgt daraus \g = Ay = --- = \,,_1 = 0 in dem wir Glei-

chungssystem von unten nach oben inspizieren. Dies zeigt, dass (VI.28) linear
unabhéngig sind. Bezeichne den davon aufgespannten Teilraum mit

U := (v, 0(v1),9*(v1), ..., " " (w1)).

Beachte, dass U invariant unter ¢ ist, d.h. @(U) C U. Die Abbildung ¢
induziert daher eine Abbildung auf dem Quotientenraum,

p: V=V, o) =[], V=V/U

Beachte ¢ = 0, denn ¢ ([v]) = [¢"(v)] = [0] = 0, fiir jedes v € V. Insbesondere
ist auch ¢: V' — V nilpotent. Mittels Induktion nach der Dimension von V

diirfen wir d_aher annehmen, dass Zahlen vy > ry > --- > r; > 1 und Vektoren
Vg, ..., U € V existieren, sodass @™ (v;) = 0 fiir jedes i = 2,...,[, und so, dass
Vo, @(02), ..., @2 (02), ..., 00, @(1)),..., 0" () (VI.29)

eine Basis von V bildet. Wihle Reprisentanten @, ..., € V, d.h. 9; = [§]. Es
folgt [¢" (0;)] = @™ (v;) = 0, also ¢"(¥;) € U. Es existieren daher i, ; € K, sodass

ri—1

CE) = pig(vr),  i=2,...L (VI1.30)
j=0
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Anwenden von "~ liefert, unter Verwendung von " = 0,

ri—1

0= (B:) = " 7" (@7 (T) = D pagee™ T (v1)
=0

ri—l4+ri—r; ri—1

= Z ,LLi,jfrlJrri(Pj(Ul): Z Ml',jfrlJrTigpj(Ul)

Jj=ri—rg Jj=ri—r;

Aus der linearen Unabhéngigkeit des Systems (VI.28) folgt ;0 = piq = -+ =
iri—1 = 0. Zusammen mit (VI.30) erhalten wir also

r1—1

QOTZ(@Z) = Z ,ui,jgoj(vl), 9, = 2, ey l
J=ri
Setzen wir
ri—1
Vi = U — Z pi g’ (1),
J=ri

dann gilt somit
O (v;) =0 und v; = [vi], i=2,...,1.
Beachte, dass

v, p(va), .., (va), .., (W), @™ () (VL.31)

unter der kanonischen Projektion V' — V', v + [v], bijektiv auf die Basis (VI.29)
abgebildet wird. Somit ist (VI.31) linear unabhéngig in V' und bildet die Basis
eines zu U komplementéren Teilraums. Da vy, ¢(v1), ..., ¢ " ~!(v;) eine Basis von
U ist, bildet

vy, (v1), ..., gorl*l(vl), ve, (va), ..., gorrl(vg), o un (), gp”fl(vl)

also eine Basis von V. Damit ist der erste Teil des Satzes gezeigt. Die verbleiben-
den Aussagen sind nun offensichtlich. O

Fir nilpotente Matrizen A € M, «,(K), besagt der vorangehende Satz, dass
eine invertierbare Matrix S € GL,(K) und Skalare ¢; € {0, 1} existieren, sodass
S~1AS die Form (VI.27) hat.

VI.3.17. BEISPIEL. Die Matrix

0 1 0 00O
2 0 1 000
0 -2 0 100
A= 0 0 0 00O
1 0 -1 2 01
0 -3 0 00O
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ist nilpotent, denn

2 0 1 0 00 000 1 00
000 0 1 00 000 0 00

, |-40 -2 0 00 s o000 =200 .

=10 00 o000 “=fooo 0o 00| A0
000 0 —100 000 0 00
—6 0 -3 0 0 0 000 —300

Wir wollen eine invertierbare Matrix S finden, sodass S™*AS die Gestalt (VI.27)
hat. Wir gehen wie im Beweis des vorangehenden Satzes vor. Da A? # 0 und
A* =0 ist = 4. Es ist v; so zu wihlen, dass A%v; # 0. Wir verwenden v; = ey
und erhalten A*v; = 0 sowie

0 0 1
1 2 0 3 %
_ _ 1 _ _ -
V1 = s /1U1 = 0 s f1 v = 0 s f1 V1 = 0
2 — 0
0 0 -3

Nach dem Beweis des Satzes oben, sind diese Vektoren linear unabhéngig und
spannen daher einen 4-dimensionalen Teilraum U auf. Um den Nilpotenzindex der
induzierten Abbildung auf dem Quotientenraum K°/U zu bestimmen, beobachten
wir, dass img(A?) zur Génze in U liegt, aber img(A) € U, somit ro = 2. Es ist
daher ¥y so zu bestimmen, dass Ave ¢ U. Wir entscheiden uns fiir 93 = e; und

erhalten
0 2
2 0
’52: ( )7 A'ﬁQZ (8)7 A2’I72: _04 :2A3U1€U.
1 0
0

-6
Setzen wir vy 1= Uy — 2Av;, dann gilt A%v, = 0 und

) |

QOO OO
—

[elelelelel bl

S

[\]

I

o Lo~

I

S

[\]

Il
N
cwoooco

1 0 000 1
(1] : . . . (1] 0 1 000 0
DO OO () sy
07717270737_47 0001007
3 0 0 0 0 0 0 -1 2 0 3 —4
B 30 000 0
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mit der gewiinschten Eigenschaft:

010000
001000
.o 000100
STAS=10 000 0 0
000001
000000

VI.3.18. DEFINITION (Jordanblock). Unter dem Jordanblock der Gréfie m €
N mit Eigenwert A € K verstehen wir die Matrix

Al

)= N | € Mpn(X).

1
A

VI1.3.19. SaTz (Jordan Zerlegung). Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum
tber einem Korper K und @: V — V eine lineare Abbildung, deren charakteristi-
sches Polynom iiber K in Linearfaktoren zerfillt. Weiters bezeichnen A1, ..., A\
alle (paarweise verschiedenen) Eigenwerte von ¢ und my, ..., my ihre algebrai-
sche Vielfachheiten und nq,...,ny ihre geometrischen Vielfachheiten. Dann exi-
stiert eine Basis B von V', sodass die Matrizdarstellung von ¢ folgende Blockdia-
gonalgestalt besitzt:

Jle (>‘1)

Jml,nl (Al)

Jmk,nk (Ak)
Dabei sind m; ; € N und m;y + -+ -+ my,, = my, fir jedes ¢ = 1,... k. Fir die
Anzahl der Jordanblicke zum Figenwert \; und Grifse mindestens r gilt

8{j | mi; > r} = dimker((p — Aiidy)") — dimker((¢ — A;idy) ™).

Insbesondere ist diese Matrizdarstellung von ¢, bis auf die Reihenfolge der Jor-
danblicke, eindeutig betsimmt. Sie wird die Jordan’sche Normalform von ¢ ge-
nannt.

BEWEIS. Bezeichnen E), = ker((p — \;idy)™) die verallgemeinerten Ei-
genrdume von ¢, so haben wir nach Satz VI.3.7 eine invariante Zerlegung,

V:Ekl@“‘@Ekka ©(Ey) C E\,,
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und die Einschrankung ¢| 7, st triangulierbar mit einzigem Eigenwert A;. Somit
ist die Einschriankung 90|EA, — Aildp, - E,\Z, — E~,\i nilpotent. Nach Satz VI.3.16

existiert daher eine Basis B; von E), und Zahlen ¢, ; € {0, 1}, sodass

0 &1
0
[90|EA1- —Ai idEAJBiBi = S
0
Folglich:
Ai €il
Ai
[SO|E)\1-:|BZB = et
Ai
Beachte,

n; = dim(Ey,) = dim (ker(p — \;idy))
= dim(ker(g0|EM -\ idEAi)) =1+4{j|e,; =0}

Es existieren daher Zahlen m; ;,...,m;,, € N, sodass m;; +---+m;,, = m; und
Ao 1
|:(’0|E)\Z:| BiBi = - ° 7 Jmi,j (Al) = ‘ . 1
! ) !
m; X my A ~- J

Mi,j X My,

Die Vereinigung B := By, ..., By bildet daher eine Basis von V', beziiglich der ¢
die gewiinschte Form hat. Daraus erhalten wir sofort

dim(ker(gp -\ idv)”) = dim(ker(g0|EX -\ idEﬂ)\.)r)
Tm; 1 (0) T
:dimker( ) =#{jImi; 21} + -+ 8{j | mi; >},
Tmi n; (0)

und daher §{j | mq; > r} = dimker ((p—X;idy)") —dimker ((o—X;idy)~"). O

Fir Matrizen A € M, «,(K), deren charakteristisches Polynom iiber K in

Linearfaktoren zerfillt, besagt der vorangehende Satz gerade, dass eine invertier-
bare Matrix S € GL,(K) existiert, sodass S™'AS wie die Matrix in Satz VI.3.19
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aussieht. Eine mogliche Jordan’sche Normalform ist etwa:

31

3 1
3 1
3

5

wobei, wie bisher, alle nicht spezifizierten Eintragungen Null sind.

VI1.3.20. KOROLLAR. Zwei Matrizen A, B € M, x,(K), deren charakteristische
Polynome in Linearfaktoren zerfallen, sind genau dann dhnlich, wenn ihre Jor-
dan’schen Normalformen, bis auf die Reihenfolge der Jordanblocke, gleich sind.
Dies ist genau dann der Fall, wenn A und B die selben Eigenwerte, \i,..., A,
haben und fiir jedes i =1, ...,k und jedes r die folgende Relation gilt:

dimker((A — NI,)") = dimker ((B — N1,)").

VI1.3.21. BEMERKUNG. Durch die geometrischen und algebraischen Vielfach-
heiten der Eigenwerte ist die Jordan’sche Normalform noch nicht eindeutig fest-
gelegt. Etwa haben die beiden Matrizen

71 71
70 71
7 1 und B = 7 g 1
71 71
7 7
beide nur einen Eigenwert, ndmlich A = 7 mit algebraischer Vielfachheit 6 und
geometrischer Vielfachheit 2. Die beiden Matrizen sind jedoch nicht dhnlich, da
ihre Jordan’schen Normalformen verschieden sind, es gibt daher keine invertier-
bare Matrix S € GLg(K), sodass S7'AS = B. Dass A und B nicht dhnlich sein

kénnen, folgt auch direkt aus (B — 71)> = 0 und (A — 71)3 # 0.

V1.3.22. BEISPIEL. Wir wollen die Jordan’sche Normalform der Matrix
71 0 -1 0 0 -15

1
7

0Oo70 0 -1 =2 0
o007 1 0 0 7
A=10 00 7 1 2 0
0ooo0 o0 7 0 =2
ooo0o o0 0 7 1
000 0 0 O 7
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bestimmen. Wir setzen N := A — 71,, und berechnen

010-10 0 —15 0000240
0000 —1 -2 0 00000 00
0001 0 0 7 0000 1 2 0
N=|0000 1 2 0 ., N?=1|o00000 00|, N*=0.
0000 0 0 —2 00000 00
0000 0 0 1 00000 00
0000 0 0 0 00000 00
Somit dimker(N) = 3, dimker(N?) = 6 und dimker(N") = 0, fiir r > 3. Nach

Satz VI.3.19 hat die Jordan’sche Normalform von A daher 3 Jordanblécke der
Groflen 3, 2,2, und muss somit folgende Gestalt haben:

71

71
7
J = 71 (V1.32)

71
7

Um auch eine Matrix S mit S™1AS = J zu bestimmen gehen wir wie im Beweis
von Satz VI.3.16 vor. Da N? # 0 und N3 = 0, ist r; = 3. Es daher v; so zu
withlen, dass N%v; # 0. Wir verwenden v; = e5 und erhalten:

0 0 -2
0 o !

vi=10], Ny, = s N2y, = K N3v; = 0.
0 0 0
0 0 0

Da img(N?) C U, := (v, Nvy, N%v;) aber img(N) € U, ist 7o = 2. Es daher vy
so zu withlen, dass Nvy ¢ U; und N?vy = 0. Wir verwenden v, = ey und erhalten
0

2
Vg = s N’UQZO.

5 NUQZ

[elelelelely
[elelelolelel ]

Da img(N) € (v, Nvy, N?vy, vy, Nuy), ist auch 73 = 2. Es ist daher v so zu
withlen, dass Nvs ¢ (vy, Nvy, N*vy,v9, Nvg) und N?v3 = 0. Wir verwenden v3 =
e7 und erhalten

—15
7
, N’U3 = 92 s N2U3 =0.
1

V3 =

HOOOoOOOoO

Insgesamt erhalten wir folgende Basis und Transformationsmatrix:

-2 0 0 1 0 ~15 0 —20010-150
0 —1 0 0 1 0 0 0 -1001 0 0
1 0 0 0 0 7 0 1 0000 7 0
o |, 1t .o, tof,lo),| o],[o S=1| 0 1000 0 0
0 0 1 0 0 —2 0 0 0100 —20
0 0 0 0 0 1 0 0 0000 1 O
L 0 0 0 0 0 1/ 0 0000 0 1
~
B
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Nach Konstruktion gilt S™1AS = J, siehe (VI.32).
VI1.3.23. BEISPIEL. Betrachte die Folge 0,0, 1,6, 24, 80, 240,672 ... Genauer:
rg=0, 21=0, 29=1, =x,=06x,1— 122, 9+ 8x,_3, n>3.

Wir wollen eine explizite Formel fiir x,, herleiten. Setzen wir

Tn 0 1 0
Up = | Tpy1 |, A=10 0 1],
Tn+2 &8 —12 6

dann gilt v,,1 = Av, und daher v,, = A"vy. Da das gesuchte x,, den ersten Eintrag
von v, bildet, geniigt es also A" zu berechnen. Das charakteristische Polynom von
Aist p = (2 — 2)3, die Matrix hat also nur einen Eigenwert, niimlich 2. Es gilt

-2 1 0 4 —4 1
A=-2I=| 0 =2 1], (A—2[)2: 8 —8 2], (A—21)3:O,
8 —12 4 16 —16 4
und daher
0 0 1
bh=|(0], (A=2Db=[1]|, (A—=20)%h = |2
1 4 4
Daraus lesen wir die Jordan’sche Normalform von A ab:
210 1 00 1 0 0
STAS=1[0 2 1| wobei S=(2 1 0], S'=-2 1 0
00 2 4 4 1 4 -4 1

Damit konnen wir die Potenzen von A bestimmen, siehe Aufgabe 66,

n

2 10 2m p2nt o (h)2n?
A"=8(0 2 1] S'=5(0 2 p2nt |51
00 2 0 0 on
Somit,
2 w2 ()20 (0 G- (@2
vp=AMe=S5|0 2n n2n! 0l =S| n2t | = ("2t
0 0 on 1 on 2\ on
("2)2

Der erste Eintrag liefert die gesuchte explizite Formel fiir z,,,

1
Ty = (Z) 9n—2 — L”Q Jon=2 _ i — 1y203,



