VII. Euklidische und unitire Vektorriume

Wir werden in diesem Abschnitt Vektorrdume, die mit einem inneren Produkt
(Skalarprodukt) ausgestattet sind, untersuchen. Als prototypisches Beispiel dient
das bekannte standard Euklidische innere Produkt auf R",

(r,y) =2y =zy1 + -+ Tn¥Yn,  x,y ER™

Damit lassen sich Léngen von Vektoren, Winkel zwischen Vektoren, orthogonale

Komplemente, Isometrien (d.h. Liangen und Winkel bewahrende lineare Abbil-

dungen), u.v.a.m. definieren und studieren. Folgende Eigenschaften dieses inneren

Produkts haben sich als wesentlich herausgestellt:

(a) Bilinearitit: Die Abbildung (—, —): R" x R"® — R, (z,y) = 'y, ist bilinear,
d.h. linear in jeder der beiden Eintragungen. Es gilt daher (z + 2’,y) =
(z,y) + (& y), (zy +¥) = (z,y) + (z,9) und (Az,y) = Mz, y) = (z,\y),
fiir alle x,2/,y,y’ € R™ und A € K.

(b) Symmetrie: (x,y) = (y, x), fir alle z,y € R™.

(c) Positivitat: (x,x) > 0, fir alle 0 # z € R™

VII.1. Symmetrische Bilinearformen. Eine naheliegende Verallgemeine-
rung der Eigenschaften (a) und (b) oben fithrt zum Begriff der symmetrischen
Bilinearform auf allgemeinen Vektorrdumen.

VIIL.1.1. DEFINITION (Symmetrische Bilinearformen). Sei V' ein Vektorraum
iiber einem Korper K. Unter einer Bilinearform auf V' verstehen wir eine Abbil-
dung

B:VxV =K,

die linear in jeder Eintragung ist, d.h.

Bv+ v, w) = Bv,w)+ L0, w), BAv,w)=\3(v,w)
und
Blo,w+w') = Bv,w) + Bv,w'),  Blv, Aw) = AB(v, w),
fiir alle v,v",w,w" € V und A € K. Gilt dariiber hinaus
Bv,w) = B(w,v),
so wird f eine symmetrische Bilinearform genannt.

VII.1.2. BEMERKUNG. Ist #: V x V — K linear in der ersten Eintragung

und symmetrisch, dann muss es auch linear in der zweiten Eintragung sein, siche
Aufgabe 80.

Die Menge der Bilinearformen auf V' bildet einen Vektorraum beziiglich der
Operationen

(81 + 52)(v,w) := By (v,w) + Pao(v, w), (AB) (v, w) = AB(v,w).

193



194 VII. EUKLIDISCHE UND UNITARE VEKTORRAUME

Dabei sind 3, 51, B2 Bilinearformen auf V', A € K und v, w € V. Die Menge der
symmetrischen Bilinearformen auf V' bildet einen Teilraum und ist daher selbst
ein Vektorraum iiber K, siche Aufgabe 79.

VIIL.1.3. BEISPIEL (Mit Matrizen assoziierte Bilinearformen auf K"). Jede

quadratische Matrix A € M, x,(K) liefert eine Bilinearform auf K",
Ba: K" x K" = K, Balz,y) = ' Ay,

denn (x1 4 22)' Ay = 2t Ay + 2b Ay, ' Ay + y2) = 2'Ayy + 28 Ay und (\x)t Ay =
Azt Ay) = 2 A(\y). Beachte, dass die Matrix A durch die Bilinearform (5,4 ein-
deutig bestimmt ist, denn A;; = [a(e;, e;). Diese Bilinearform (4 ist genau
dann symmetrisch, wenn die Matrix A symmetrisch ist, d.h. A" = A, denn
Baly,x) = y'Ar = (y'Azx)t = 2'Aly = LBa(x,y). Umgekehrt ldsst sich jede
(symmetrische) Bilinearform : K" x K® — K durch eine (symmetrische) Matrix
A beschreiben, denn fiir alle z,y € K" gilt

- ﬁ(z Zi€q, Z yjej> = Z xigjﬁ(@, ej Z xly] iy — /BA € y)
i=1 j=1

i,j=1 i,j=1

also f = [, wobei A;; := [(e;, e;). Beachte auch Sara = fa + fa und fra =
ABa, d.h. die Zuordnung A < (4 liefert einen linearen Isomorphismus zwischen
dem Vektorraum der (symmetrischen) (n x n)-Matrizen und dem Vektorraum
der (symmetrischen) Bilinearformen auf K”. Inbesondere hat der Vektorraum
der Bilinearformen auf K" Dimension n? und der Teilraum der symmetrischen
Bilinearformen auf K™ hat Dimension n(n + 1)/2.

VII.1.4. BEISPIEL. Das Euklidische innere Produkt, (—, —): R" x R" — R,

n 1
ry) =Y xy =a'y=a < )y,
i=1 1
ist eine symmetrische Bilinearform auf R”.

VII.1.5. BEISPIEL. Die Lorentz Metrik, ¢g: R* x R* — R,

—1
g(x,y) = —xoyo + T1Y1 + Tayo + T3ys = a! ( o ) Y,
1

ist eine symmetrische Bilinearform auf R*.
VII.1.6. BEISPIEL. Die Abbildung
B Mypsn(K) X Mpun(K) = K, B(A, B) == tr(A'B)
ist eine symmetrische Bilinearform auf dem Vektorraum der Matrizen, M, (K).
VIIL.1.7. BEISPIEL. Sei I C R ein kompaktes Intervall und bezeichnen C°(I; R)

den Vektorraum der stetigen Funktionen auf I. Dann bildet

B: COLR) x CYI.R) R,  f(f.g) = / F()g(t)dt
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eine symmetrische Bilinear form auf C°(I; R).

VIIL.1.8. DEFINITION (Matrixdarstellung). Sei 5: V x V — K eine Biline-
arform auf einem n-dimensionalen K-Vektorraum V. Ist B = (by,...,b,) eine
geordnete Basis von V', dann wird die Matrix [5]p € M, x,(K),

(188),, = Blbib),  1<i,j<m,
als Matrixdarstellung von B beziiglich der Basis B bezeichnet.

VII.1.9. PROPOSITION. Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Jede ge-
ordnete Basis B von V' liefert einen linearen Isomorphismus, B < [8]p, zwischen
dem Vektorraum der (symmetrischen) Bilinearformen auf V' und dem Vektor-
raum der (symmetrischen) (n X n)-Matrizen. Insbesondere ist 5 durch die Matriz
Bl eindeutig bestimmt,

B(v,w) = WpBlswls,  vweV,

und zu jeder (symmetrischen) (n x n)-Matriz A existiert eine eindeutig bestimm-
te (symmetrische) Bilinearform [ auf V, sodass [f]lp = A. Ist C eine weitere
geordnete Basen von V', dann gilt

18] = T¢s[B8lcTes,
wobei Top € GL,(K) die Matriz zum Basiswechsel von B nach C' bezeichnet.

BEWEIS. Die Zuordnung 3 — [3]p ist linear, d.h. fiir Bilinearformen 3, 31, 52
auf V und )\ € K gilt

[B1+ Bo]p = [Bi]lg + [Be]s und (A8l = AlBlB,

denn ([51 + B2]B)i (B1 + B2)(bi, b)) = Bi(bi,bj) + Ba(bi, b;) = ([ﬁl]B)ij +

([82]5),; = ([B:1]5 + [Be]B),;, und analog ([A5] B) = (AlB]s),;-
Firv=>"" ([v]p)ibi and w = > i1 ([w]p);b; gilt weiters

Bv,w) = ﬁ(Z([U]B)ibia . ([w]B)jbj) = Z([U]B)i([w]B)jﬁ(biabj)

also ist die Zuordnung 8 — [§]p injektiv. Um auch die Surjektivitéit einzusehen,
sei nun A € M,,»,,(K). Definieren wir 8: V x V — K durch (v, w) := [v]5 A[w]p,
so ist 3 offensichtlich bilinear und [3]p = A. Dies zeigt, dass die Zuordnung
B — [B]p auch surjektiv, also ein Isomorphismus ist. Offensichtlich ist die Matrix
[8]s genau dann symmetrisch, wenn die Bilinearform § symmetrisch ist. Fiir jede
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weitere geordnete Basis C' haben wir [v]c = Tep[v]p und [w]e = Tep|w] s, somit
[0]518]5[w]s = Bv,w) = [v]c[Blc(w]e
= (TCB[U]B)t[ﬁ]C(TCB[w]B) = [v]p (TéB[ﬁ]CTCB> (W],

also (Bl = Tty BlcTes- O

VII.1.10. BEMERKUNG. Beachte, dass sich die Matrix einer Bilinearform bei
Basiswechsel anders transformiert, als die Matrix einer linearen Abbildung. Sind
B, C zwei Basen von V und ist ¢: V' — V linear, dann gilt [p|sp = T 5[¢)lccTos,
wohingegen [0 = T¢5[8lcTes, fiir jede Bilinearform 3 auf V.

VIL.1.11. BEMERKUNG (Orthogonale Gruppe). Ist f: V x V — K eine sym-
metrische Bilinearform, dann bildet

OV, B) = {p € GL(V) | Yv,w € V : B(p(v), p(w)) = B(v,w) }

eine Gruppe. Ist V endlich dimensional, B eine Basis von V und A := [§]p, dann
schrinkt sich der Gruppenisomorphismus GL(V) = GL,(K), ¢ > [¢]|ss, siche
Bemerkung 1V.6.17, zu einem Gruppenisomorphismus,

O(V,B) = {X € GL,(K) | X'"AX = A},
ein. Dies folgt aus Proposition VII.1.9, denn

= (l¢lss[v]s) 1815 ([PlBBlw]8) = [?f]tB<[<P]tBB [ﬁ]B[SO]BB) [w]B
und (v, w) = [v]p[6]5[w].
Jede Bilinearform g: V x V — K definiert eine lineare Abbildung
B:V — V¥, Bw)(w) == B(v, w),

und jede linear Abbildung V' — V* ist von dieser Form fiir eine eindeutig be-
stimmte Bilinearform . Die Bilinearform [ ist genau dann symmetrisch, wenn
die Komposition

vy 2y
mit £ iibereinstimmt, denn (3*(c(v)))(w) = (v)(B(w)) = B(U{)(U) Dabei be-
zeichnet ¢ die kanonische Inklusion aus Proposition I11.4.13 und 3¢ die zu 8 duale

Abbildung. Ist V endlich dimensional, B eine Basis von V und B* die duale Basis
von V*, dann gilt

185 = [B)5; (VIL1)

denn B(b;) = Y27y Bb:i)(bj)by = 7y Bbi, bi)b; = >0 ([8]8)i;b}, wobei B =
(b, ..., by) und B* = (b, ... b%).
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VIIL.1.12. DEFINITION (Rang und Kern). Sei V' ein endlich dimensionaler K-
Vektorraum und §: V x V — K eine symmetrische Bilinearform. Der Teilraum

ker(8) == {v €V |VYw € V : B(v,w) = 0} = ker(B: V — V*)

wird Kern oder Radikal der symmetrischen Bilinearform genannt. Unter dem
Rang von 3 verstehen wir den Rang der linearen Abbildung 5: V' — V*, d.h.

rank(f) = rank(B: V — V*) =rank([]s),
wobei B eine beliebige Basis von V' bezeichnet, siehe (VII.1). Beachte
dim ker () 4 rank(g) = dim(V), (VIL.2)

denn dim ker(5) + dim img(5) = dim (V') nach Korollar IV.2.9.

VII.1.13. PROPOSITION. Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum diber
einem Korper K und 5: V xV — K eine symmetrische Bilinearform. Dann sind
dquivalent:

(a) Zu jedem 0 # v € V ezistiert w € V', sodass B(v,w) # 0.

(b) Die lineare Abbildung 3: V — V*, B(v) = B(v, =), ist ein Isomorphismus.
(c) kex(8) = {0}.

(d) rank(f) = dim(V).

(e) Fir eine (und dann jede) Basis B von V' ist die Matriz [§]|p invertierbar.

BEWEIS. Die Aquivalenz (a)<(c) ist offensichtlich. Da dim(V*) = dim(V)
erhalten wir (b)<(c)<(d) aus Korollar IV.2.11. Die Aquivalenz (b)<(e) folgt
aus (VIL.1). O

VII.1.14. DEFINITION (Nicht degenerierte Bilinearformen). Eine Bilinearform
auf einem endlich dimensionalen Vektorraum wird nicht-degeneriert genannt,
wenn sie die dquivalenten Eigenschaften in Proposition VII.1.13 hat. Eine sym-
metrische Matrix A € M,,,(K) wird nicht-degeneriert genannt, falls die damit
assozierte symmetrische Bilinearform 84: K* x K* — K, Sa(x,y) = 2' Ay, nicht-
degeneriert ist. Nach Proposition VII.1.13 ist dies genau dann der Fall, wenn A
invertierbar ist.

VII.1.15. BE1spIEL. Das Euklidische innere Produkt aus Beispiel VII.1.4 ist
nicht-degeneriert. Auch die Lorentz Metrik aus Beispiel VII.1.5 ist nicht-degene-
riert. Ebenso ist die Bilinearform aus Beispiel VII.1.6 nicht-degeneriert. Fiir die
Bilinearform aus Beispiel VIL1.7 gilt ker(8) = {0}, aber 3: C°(I,R) — C°(I,R)*
ist nicht surjektiv. Fiir jedes x € I ist ndmlich ev,: C°(I,R) = R, ev,(g) := g(z),
ein lineares Funktional, aber es existiert kein f € C°(I,R), sodass ev,(g) =
[; ft)g(t)de, fir alle g € C°(1,R).

VII.1.16. BEMERKUNG. Ist §: V x V — K eine nicht-degenerierte Bilinear-
form auf einem endlich dimensionalen Vektorraum, V', dann gilt

OV, 8) = {p € end(V) | Yv,w € V : B(p(v), p(w)) = B(v,w)},
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d.h. eine lineare Abbildung, die § bewahrt, ist automatisch invertierbar. Aus
Blp(), p(w)) = B(v,w) folgt ndmlich ker(y) C ker(f), also ker(p) = {0} und
daher ¢ € GL(V).

Ist B: VxV — Keine (symmetrische) Bilinearform und W C V ein Teilraum,
dann ist offensichtlich auch die Einschriankung

Blw: W xW = K, Blw(w,w") := B(w,w'), w,w €W,
eine (symmetrische) Bilinearform auf W.

VII.1.17. PROPOSITION. Sei B: V x V — K eine symmetrische Bilinearform
auf einem endlich dimensionalen Vektorraum V. Ist W ein zu ker(3) komple-

mentdrer Teilraum, dann ist B|w nicht-degeneriert. Es existiert daher eine Basis
B wvon 'V, sodass [Blp = (4 9), wobei A € My (K) invertierbar und

k = rank(3) = max{dim(W) } W Teilraum von V., s.d. Blw nicht-deg.}.

BEWEIS. Sei W ein zu ker(f) komplementérer Teilraum, d.h. V' = Wdker ().
Sei nun w € ker(B|w), d.h. w € W und B(w,w’) = 0, fir alle w’ € W. Ande-
rerseits haben wir auch f(w,u) = 0, fur alle u € ker(f). Da sich jedes v € V
in der Form v = u + w’ schreiben lisst, folgt f(w,v) = 0, fir alle v € V| also
w € ker(f). Da w € W, folgt w € W Nker(8) = {0}, also w = 0. Dies zeigt
ker(5|w) = {0}, nach Proposition VIL.1.13 ist 3|y daher nicht-degeneriert. Ist
B = (by,...,b) eine Basis von W und bj1,...,b, eine Basis von ker(3), dann
bildet B = (by, ..., by,) eine Basis von V und [5]z = (4 J), wobei A € M\ (K).
Weiters ist A = [5|w]p invertierbar, denn S| ist nicht-degeneriert, siche Propo-
sition VII.1.13. Daraus, oder via (VII.2), folgt nun auch & = rank(5) und

rank(3) < max{dim(W) | W Teilraum von V, s.d. 8|y nicht-deg.}. (VIL3)

Ist W ein beliebiger Teilraum von V', sodass |y nicht-degeneriert ist, dann muss
W Nker(5) = {0} gelten, und daher dim(W) < dim(V') — dimker(5) = rank(5),
siehe (VIL.2). Somit gilt in (VIL.3) auch die umgekehrte Ungleichheit. O

VII.1.18. DEFINITION (Quadratische Formen). Ist 8: V x V — K eine sym-
merische Bilienarform, dann wird die Abbildung
¢ V=K ql):=p8@,0),

als die mit 3 assoziierte quadratische Form bezeichnet.

Beachte, dass die quadratische Form einer symmetrischen Bilinearform homo-
gen vom Grad zwei ist, d.h.

q(\v) = Nq(v), reK, veV

Gilt 0 # 2 € K, dann kann die Bilinearform [ aus der quadratischen Form ¢
mit Hilfe der sogenannten Polarisierungsidentitit zuriickgewonnen werden, siehe
Proposition VII.1.22 unten. Wir haben die Bedingung 0 # 2 € K schon ofters
angetroffen und wollen diese nun formalisieren.
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VII.1.19. DEFINITION (Charakteristik eines Korpers). Unter der Charakteri-
stik eines Korpers K verstehen wir die kleinste Zahl k£ € N, sodass

k=14--+1=0€ekK.
k'S d

Existiert keine solche Zahl k, d.h. ist 0 # k € K, fiir jedes k € N, dann wird die
Charakteristik von K als 0 definiert. Wir werden die Charakteristik von K mit
char(K) bezeichnen.

VII.1.20. BEISPIEL. Es gilt char(Q) = char(R) = char(C) = 0 und char(Z,) =
p, fiir jede Primzahl p. In einem Korper K gilt 0 # 2 € K genau dann, wenn
char(K) # 2.

VII.1.21. BEMERKUNG. Ist die Charakteristik eines Korpers nicht 0, so muss
sie eine Primzahl sein. Ist ndmlich char(K) = nm mit n,m € N, dann gilt 0 =
nm € K, also 0.B.d.A. 0 = n € K und daher n = char(K), m = 1. Dies zeigt,
dass char(K) keine echten Teiler besitzt und daher eine Primzahl ist.

VII.1.22. PROPOSITION (Polarisierungsformel). Sei V' ein Vektorraum iber
einem Korper mit char(K) # 2 und 5: V x V — K eine symmetrische Bilinear-
form mit assoziierter quadratischer Form q(v) = B(v,v). Dann gilt

Blu,w) = 3 (a(v +w) = g(v) = q(w)) = ;(a(v +w) = g(v —w)),
d.h. B kann aus q zurickgewonnen werden.
BEWEIS. Aus der Bilinearitdt und Symmetrie von 3 folgt
Bv+w,v+w) = B(v,v) + 26(v,w) + f(w, w),
also
28(v, w) = q(v +w) — q(v) — q(w).
Nach Voraussetzung ist 0 # 2 € K, und wir erhalten die erste Polarisierungsfor-
mel. Ersetzen wir in der letzten Gleichung w durch —w, erhalten wir

—26(v,w) = q(v —w) = q(v) = q(w),
denn f(v, —w) = —f(v,w) und ¢(—w) = g(w). Subtraktion der letzten beiden
Gleichungen liefert
4B (v,w) = q(v + w) — q(v — w),
und somit auch die zweite Polarisierungsformel. Beachte, dass wegen char(K) # 2
auch 4 # 0 € K. O

VII.1.23. BEISPIEL. Betrachte den Korper K = Zy und die mit der Matrix
A = (9]) assoziierte symmetrische Bilinearform, 8: K? x K? — K, B(x,y) =
2t Ay = x1ys + woy,. Fiir die assoziierte quadratische Form gilt ¢(z) = B(z,z) =
T1T9 + Tox1 = 22129 = 0. In diesem Fall kann die Bilinearform [ also nicht aus
der zugehorigen quadratischen Form rekonstruiert werden. Die Voraussetzung
char(K) # 2 in Proposition VII.1.22 kann daher nicht ersatzlos gestrichen werden.
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VII.1.24. BEMERKUNG. Sei K ein Kérper mit char(K) # 2 und g: V xV —
K eine symmetrische Bilinearform mit assoziierter quadratischer Form ¢(v) =
B(v,v). Dann gilt

O(V.8) = {¢ € GL(V) | Vv € V1 q(p(v)) = q(v) }.

Dies folgt sofort aus der Polarisierungsidentitédt in Proposition VII.1.22 und der
Linearitdt von ¢, siche Bemerkung VII.1.11 fiir die Definition von O(V, 5).

VII.1.25. SaTz. Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber einem
Kérper K mit char(K) # 2. Weiters sei f: V x V. — K eine symmetrische
Bilinearform. Dann existieren eine geordnete Basis B von V', sodass [3]p Diago-
nalgestalt hat. Ist K ein Korper indem jedes Element mindestens eine Quadrat-
wurzel besitzt (etwa jeder algebraisch abgeschlossene Kérper), dann kann B so
gewdhlt werden, dass [f]p = (Ig 8), wobei k = rank(f).

BeEwEIS. Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach der Dimension von
V. Der Induktionsanfang, dim(V) = 1, ist trivial. Nun zum Induktionsschritt.
Ist 5 =0, so hat jede Basis von V' die gewiinschte Eigenschaft. O.B.d.A. sei also
B # 0. Nach Proposition VII.1.22 existiert b; € V, sodass a; := ((b1,b1) # 0.
Beachte, dass

W ={veV|B(b,v)} =ker(8(b,—): V — K)

eine Hyperebene in V' ist, die by nicht enthélt. Somit V' = (b;) & W. Wenden wir
die Induktionsvoraussetzung auf die symmetrische Bilinearform f|y, an, erhalten
wir eine Basis by, ..., b, von W, sodass B(b;,b;) = a;0;j, 2 < i,j < n. Beachte,
dass dies auch fiir i = 1 oder j = 1 richtig bleibt, 3(b;, b;) = a;0;5, 1 < i,5 < n.
Somit ist B = (by,...,b,) eine Basis von V und [§]p hat Diagonalgestalt. Dies
zeigt den ersten Teil des Satzes.

Sei nun K ein Kérper in dem jedes Element eine Quadratwurzel besitzt und
k := rank(f). Durch Umnummerieren der Basisvektoren konnen wir a; # 0 fiir
1=1,....,kund agyq = -+ = a, = 0 erreichen. Setzen wir nun

13 oo
- ﬁbl fuiri=1,...,k
b; firi=k+1,...,n
dann ist B := (by,...,b,) eine Basis von V und [8]5 = (%&0). O

VII.1.26. KOROLLAR. Sei V' ein n-dimensionaler komplexer Vektorraum und
B: VxV — C eine nicht-degenerierte symmetrische Bilinearform. Dann existiert
eine Basis B von V', sodass [l = I,,, d.h.

Bv,w) = [v]5[w]p, v,we V.
Jede solche Basis liefert einen Gruppenisomorphismus,

OV, B8) = 0,(C) :=={A € M,+,(C) ‘ A'A=1,}, © < [¢lB-
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BEWEIS. Die erste Behauptung folgt sofort aus Satz VII.1.25. Die zweite Aus-
sage erhalten wir aus den Bemerkungen VII.1.11 und VII.1.16. U

Zwei symmetrische Matrizen A, A" € M, (K) werden kongruent genannt,
falls S € GL,(K) existiert, sodass S*AS = A’. Dies definiert eine Aquiva-
lenzrelation auf der Menge der symmetrischen Matrizen, M, (K) := {A €
M,xn(K) : A" = A}, siehe Aufgabe 87. Ist K ein algebraisch abgeschlossener
Korper (oder, allgemeiner, ein Korper in dem jedes Element eine Quadratwurzel
besitzt) mit char(K) # 2 und ist A € M, (K) eine symmetrische Matrix, dann
existiert eine invertierbare Matrix S € GL,(K), sodass S*AS = (%), wobei
k = rank(A). Dies folgt sofort aus Satz VII.1.25 durch Betrachten der Biline-
arform B4: K" x K" — K, B4(z,y) = 2'Ay. Aus diesen Erliauterungen folgt,
dass zwei symmetrische Matrizen iiber einem Koérper K wie oben, genau dann

kongruent sind, wenn sie gleichen Rang haben. Insbesondere erhalten wir:

VII.1.27. KOROLLAR. Zwei symmetrische kompleze (n X n)-Matrizen sind
genau dann kongruent wenn sie gleichen Rang haben.

VII.1.28. BEISPIEL. Betrachte die symmetrische Matrix

1 -2 -3
A=|-2 5 7 |emme)
-3 7 11

Nach Korollar VII.1.26 existiert eine Basis B von C?, sodass [84]p = I3, denn
rank(A) = 3. Um eine solche Basis zu bestimmen gehen wir wie im Beweis von
Satz VII.1.25 vor. Da Ba(e1,e1) = el Ae; = 1 # 0 konnen wir b; = e; als ersten
Basisvektor verwenden,

b= (8),  Balbrby) =biab = 1.

Es ist nun by so zu bestimmen, dass S4(b1,b2) = 0 und SBa(ba,by) = 1. Wir
entscheiden uns fiir

b= (F).  Balbrbe) =bAby =0, Balbaby) = bk = 1.

Fiir den letzten Basisvektor, bz, muss S4(by,b3) = Ba(be,b3) = 0 und B4(bs, b3) =
1 gelten. Wir verwenden

1

by = (_11) ;o Ba(bi,b3) =0, Bal(be,b3) =0, Ba(bs,bs) = 1.

Nach Konstruktion ist B = (by, by, b3) eine Basis von C3 mit [34]p = I5. Fiir die
Basiswechselmatrix,

S::TEB:<

OO
O =N

—11) gilt daher S'AS = T,y [B4leTEs = [Balp = I,
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wobei E = (e1, e, e3) die Standardbasis von C? bezeichnet. Alternativ, kénnen
wir die assoziierte quadratische Form,

T z\?! 1 -2 -3 T 2 2 2
QA<2):<Z> (:g 5 171> (g) =+ 5y + 1127 — 4oy — 622 + 14yz,

durch Ergénzen auf vollstindige Quadrate auf die Form
qa (g) =(x—2y—32+y*+222+2yz = (v — 2y — 32)* + (y + 2)* + 2°

bringen. Dies zeigt q4(v) = (Tv)!Tv = v"T*"Tv fiir alle v € C3, wobei

1-2-3
T::<01 1).
00 1

Durch Polarisieren erhalten wir v!Aw = (v, w) = v'T"Tw, also A =TT oder
(T~Y!AT~! = I5. Tatsichlich gilt, aufgrund unserer Wahlen, 77! = S.

Uber dem Kérper K = R ist die Situation ein wenig komplizierter.

VII.1.29. DEFINITION (Definitheit). Eine symmetrische Bilinearform auf ei-
nem reellen Vektorraum, : V' x V — R, und die damit assoziierte quadratische
Form, ¢: V — R, q(v) = (v, v), heilen:

(a) positiv semidefinit, in Zeichen 8 > 0, falls (v, v) > 0, fiir alle v € V.

(b) positiv definit, in Zeichen § > 0, falls f(v,v) > 0, fiir alle 0 £ v € V.

(c) negativ semidefinit, in Zeichen 5 < 0, falls f(v,v) <0, fiir alle v € V.

(d) negativ definit, in Zeichen 5 < 0, falls S(v,v) <0, fur alle 0 £ v € V.

(e) indefinit, falls es v,w € V gibt, sodass 5(v,v) > 0 und f(w,w) < 0.

Eine symmetrische Matrix A € M,,«,(R) wird positiv bzw. negativ (semi) definit
genannt, falls die damit assozierte symmetrische Bilinearform S4: R™ x R” — R,
Ba(x,y) = z' Ay, positiv bzw. negativ (semi)definit ist, d.h.: A > 0 falls z* Az > 0
fiir alle x € R"; A > 0 falls ' Az > 0 fiir alle 0 # 2 € R"; A < 0 falls ' Az < 0
fiir alle z € R"; und A < 0 falls 2! Az < 0 fiir alle 0 # z € R™.

VII.1.30. BEMERKUNG. Beachte, dass eine symmetrische Bilinearform S ge-
nau dann negativ (semi)definit ist, wenn die symmetrische Bilinearform —/ po-
sitiv (semi)definit ist. Jede positiv definite symmetrische Bilinearform hat tri-
vialen Kern und ist daher nicht-degeneriert. Dasselbe gilt fiir negativ definite
symmetrische Bilinearformen. Ist g eine positiv definite symmetrische Bilinear-
form auf V und W C V ein Teilraum, dann ist auch die Einschriankung f|w
positiv definit und daher nicht-degeneriert. Beachte, dass die Einschréankung ei-
ner nicht-degenerierten symmetrischen Bilinearform sehr wohl degeneriert sein
kann. Schrinken wir etwa die Lorentz Metrik g aus Beispiel VII.1.5 auf den 1-
dimensionalen Teilraum W := (ey + ¢;) C R* ein, so erhalten wir gl = 0.
Nicht-triviale Teilrdume W # {0} mit S|y = 0 werden isotrop genannt.

VII.1.31. BEMERKUNG (Konvexitit). Seien § und ' zwei positiv definite
symmetrische Bilinearformen auf einem reellen Vektorraum V. Fiir 0 < A < 1 ist
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dann auch A5+ (1 — \)§’ eine positiv definite symmetrische Bilinearform auf V,
denn fiir jedes 0 # v € V gilt:
(AB+ (1= NB) (0,0) = A B(0,0) +(1 — A) 8 (0,0) > 0.
——

N——
>0 >0

Die Menge der positiv definiten symmetrischen Bilinearformen bildet daher eine
konvexe® Teilmenge im Vektorraum aller symmetrischen Bilinearformen auf V.
Auch die Menge der positiv semidefiniten symmetrischen Bilinearformen ist eine
konvexe Teilmenge. Analoge Aussagen gelten fiir negativ (semi)definite symme-
trische Bilinearformen. Beachte, dass die Menge der nicht-degenerierten symme-
trischen Bilinerformen nicht konvex ist.

VII.1.32. BE1spIEL. Das Euklidische innere Produkt aus Beispiel VII.1.4 ist
positiv definit, denn fiir jedes 0 # x € R™ gilt

(z,2) =27+ -+ 22 > 0.

Auch die symmetrische Bilinearform aus Beispiel VII.1.6 ist positiv definit, denn
fiir jedes 0 # A € M,«n(R) gilt

tr(ALA) = i i A% >0,

j=1 i=1

Auch die symmetrische Bilinearform aus Beispiel VII.1.7 ist positiv definit, denn
fiir jedes 0 # f € C°(I,R) gilt

/IfQ(t)dt > 0.

Ip 0

¢ 0) Yy, ist positiv semidefinit, denn

Die symmetrische Bilinearform 3(z,y) = ! (
fiir jedes x € R™ gilt

Bla,z)=a" (P))z=al+- 42 >0
Die Lorentz Metrik aus Beispiel VII.1.5 ist indefinit, denn g(ep,ep) < 0 und
gler,er) > 0.

VII.1.33. BEISPIEL. Die symmetrische Bilinearform 3(z,y) = 2’ (!, 3') y ist
positiv definit, denn

2 2 2 2
q(3) =p8((3),(3)) =27 — 2120 4 225 = (21 — 22)* + 25 > 0,
fiir alle 0 # (31) € R%
OEine Teilmenge A eines Vektorraums wird konvex genannt, wenn sie folgende Eigenschaft

besitzt: Vo,y € AVA € [0,1] : Ax + (1 — A\)y € A. Dies bedeutet, dass fiir je zwei Punkte 2 und
y in A auch die Strecke von x nach y zur Génze in A liegt.



204 VII. EUKLIDISCHE UND UNITARE VEKTORRAUME

VII.1.34. BEISPIEL. Die symmetrische Bilinearform 8(z,y) = o' (1, 3?) y ist
indefinit, denn

q(33)=B((5),(8)) = af — dwyxy + 225 = (11 — 23,)* — 213,
also B((3),(g)) =1>0und B((7),(3)) =—-2<0.

VII.1.35. SATZ (Trégheitssatz von Sylvester). Sei V' ein n-dimensionaler re-
eller Vektorraum und B: V x V. — R eine symmetrische Bilinearform. Dann
existiert eine geordnete Basis B von V', sodass

]p
[B]B = _[q
0
Dabei ist p+ q = rank(B) und
p = max{dim(W) | W Teilraum von V mit 8|y > 0}, (VIL.4)
q = max{dim(W) | W Teilraum von V mit 3|y < 0}. (VIL5)

Insbesondere sind die Zahlen p und q unabhdngig von der Basis B.

BEWEIS. Nach Satz VIL.1.25 existiert eine Basis B = (l~)1,...,l~)n) von V,
sodass ﬁ(bl,b]> = aiéij, wobei aq, .. Oy > 0, Apily -y Aprg < 0 und Apygt+1 =
-+ =a, = 0. Setzen wir

Ly  firi=1,...,p,

vai ™t
b; = Eaibi firi=p+1,...,p+q,
b, firi=p+q+1,...,n,
so ist B = (by,...,b,) eine Basis von V mit der gewiinschten Eigenschaft,
]P
[B]B = _[q

0
Betrachten wir die Teilrdume V' := (by,...by) und V" := (b,41, ..., by), so gilt
V=VeaeV" Blv >0 und  Bly» <0.

Da dim(V’) = p erhalten wir insbesondere

p < max{dim(W) | W Teilraum von V mit S|y > 0}. (VIL6)
Sei nun W ein beliebiger Teilraum von V' mit |y, > 0. Dann gilt
wnv"={0},

denn fir v € W N V" ist f(v,v) = 0 und daher v = 0. Daraus erhalten wir
dim(W) + dim(V") = dim(W + V") < dim(V) = n,

also dim(W) < n — dim(V") = p. Zusammen mit (VIL.6) erhalten wir (VII.4).
Die Formel (VIL5) ldsst sich analog zeigen, oder aus (VII.4) fir —3 ablesen. O



VII.1. SYMMETRISCHE BILINEARFORMEN 205

VII.1.36. DEFINITION (Signatur). Das Paar (p,q) in Satz VII.1.35 wird als
Signatur der symmetrischen Bilinearform /3 bezeichnet.” Unter der Signatur einer
symmetrischen Matrix A bzw. der Signatur einer quadratischen Form verstehen
wir die Signatur der damit assoziierten symmetrischen Bilinearform.

VII.1.37. BEISPIEL. Das Euklidische innere Produkt aus Beispiel VII.1.4 hat
Signatur (n,0). Die Lorentz Metrik aus Beispiel VII.1.5 hat Signatur (3, —1). Die

symmetrische Matrix
_ O Ip
-3
hat Signatur (p,p), denn
stas=(§5,)  wmit  s=L(7F).
X

VII.1.38. KOROLLAR. Zwei reelle symmetrische (n
dann kongruent, wenn sie gleiche Signatur haben.

n)-Matrizen sind genau

VII.1.39. KOROLLAR. Sei B: V x V — R eine positiv definite symmetrische
Bilinearform auf einem n-dimensionalen reellen Vektorraum V. Dann existiert
eine Basis B von V', sodass [B]p = I,, d.h.

B(v,w) = [v)3[w]g, v,w e V.
Jede solche Basis liefert einen Gruppenisomorphismus,
OWV,p) =0, :={A € M,,(R) ‘ A'A = In}, o < [¢lB-

BEWEIS. Die erste Behauptung folgt sofort aus Satz VII.1.35. Die zweite Aus-
sage erhalten wir aus den Bemerkungen VII.1.11 und VII.1.16. U

VI1.1.40. BEISPIEL. Wir wollen die Signatur der mit symmetrischen Matrix
A= ( > 3 I?)
—2 -7 -8

assoziierten symmetrischen Bilinearform B4(v,w) = v'Aw auf R® bestimmen.
Durch Ergénzen auf vollstindige Quadrate erhalten wir

q (gzzfc) = 42% — 3y* — 822 + Aoy — 4wz — 14yz
=r+y—2)?—4y*— 922 - 12yz = 2o +y — 2)* — (2y + 32)%
Die Signatur von 34 ist daher (1,1). Obige Rechnung zeigt,
UtAU:q(v):(Tv)t<l—10) (Tw), mit T = (é%_{)l),
also

A:Tt(l_lo)T’

"Manchmal wird auch die Differenz, p — g, als Signatur von 3 bezeichnet.
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und daher

Ol
=
WOt

N

sias=("-1 ), wobei S=T"=

]
Nl
—_

VII.1.41. DEFINITION (Hauptminoren). Unter dem k-ten Hauptminor einer

symmetrischen Matrix A € M, (R), verstehen wir den Skalar

Q11 - Alk
det : : ,
Qg1 - Qg

wobei a;; die Eintragung der Matrix A bezeichnen, 1 < k < n.

VII.1.42. SATZ (Sylvester Kriterium). Sei V' ein endlich dimensionaler reeller
Vektorraum. FEine symmetrische Bilinearform f:V x V. — R ist genau dann
positiv definit, wenn alle Hauptminoren der Matriz [S]p positiv sind, beziglich
einer (und dann jeder) Basis B von V.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass eine positiv definite symmetrische Biline-
arform positive Hauptminoren hat. Sei dazu 3 eine positiv definite symmetrische
Bilinearform auf V. Nach Satz VII.1.35 existiert eine Basis B = (by,...,b,) von
V', sodass [f]g = I,. Es gilt daher det([f]g) > 0. Ist C' eine weiter Basis von
V', und bezeichnet S = Top € GL,(R) die Basiswechselmatrix, dann haben wir
18] = S*[B] S, siehe Proposition VII.1.9, also auch

det([8]c) = det(S*[B]pS) = det(S") det([B]5) det(S) = det(S)* det([8]5) > 0,

denn det(S) # 0. Dies zeigt det([3]g) > 0, fiir jede Basis B von V. Sei nun k €
{1,...,k} und bezeichne W := (b,...,bx) den von den ersten k Basisvektoren
aufgespannten Teilraum. Dann ist |y positiv definit, B = (b1,...,bg) ist eine
Basis von W und aus dem eben Gezeigten folgt det([3|w]z) > 0. Beachte, dass
det([Blw]z) gerade der k-te Hauptminor von [§]p ist, denn

- (P15 <),

Somit sind also alle Hauptminoren von [5]p positiv.

Fiir die umgekehrte Implikation sei nun B eine Basis von V', sodass alle Haupt-
minoren der Matrix [5]p positiv sind. Wir werden nun mittels Induktion nach
dim (V') zeigen, dass [ positiv definit ist. Der Induktionsanfang, dim(V') = 1, ist
trivial. Fiir den Induktionsschritt betrachten wir die Basis C' = (cq,...,¢,) von
V', wobei

B(bi, br)
B(b1,br)

[ bl, C; .= bl - bl, 1= 2, o, . (VII?)
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Beachte, dass §(b1,b1) > 0, da der erste Hauptminor von [3]p positiv ist. Die
Transformationsmatrix zum Basiswechsel hat die Gestalt

1 % - %

S="Tpc = !
*
1

Ist X eine Matrix so schreiben wir Xy fiir die linke obere (k x k)-Untermatrix
von X, d.h. der k-te Hauptminor von X ist det(X)). Aus [f]c = S*[8]pS und
der speziellen Gestalt von S folgt

([B]C) k) — ka) ([B]B) (k)S(k)a

und daher
det(([8lc) ) = det(Sty) det(([8]) ) det(Sgo) = det ((185) . ).

Dies zeigt, dass [8]¢ die selben Hauptminoren wie [5]p hat. Insbesondere sind
auch alle Hauptminoren von [B]c positiv. Wir betrachten nun den Teilraum W :=
(€y...,cp) mit Basis C' := (cg,...,¢,). Nach Konstruktion der Basis C, siehe

(VILT), gilt
_ (B(bi,b1) 0
Ple = ( 0 [ﬁlw]é) '

Da [(by,b1) > 0 sind auch alle Hauptminoren von [3|w]s positiv. Nach Induk-
tionsvoraussetzung ist daher S|y > 0. Ist nun v € V beliebig, dann existieren
A€ Kund w € W, sodass v = A\b; + w und wir erhalten

B(v,v) = B(Aby 4+ w, Aby + w) = A B(by, b1) +2A B(b1, w) + B(w,w) >0
—— —_——  ——
>0 =0 >0
wobei Gleichheit nur eintreten kann, wenn A = 0 und (w,w) = 0, d.h. nur wenn

v = 0. Dies zeigt, dass § positiv definit ist. O

VII.1.43. KOROLLAR. Sei V' ein n-dimensionaler reeller Vektorraum. Eine
symmetrische Bilinearform 5:V x V — R ist genau dann negativ definit, wenn
alle Hauptminoren der Matriz —[B]p positiv sind, beziglich einer (und dann jeder)
Basis B von V. Dies ist genau dann der Fall, wenn

aiyp -0 ik
(—1)*det [ : | >0,
g1 - Qkk
fiir jedes k =1,...,n, wobei a;; die Eintragungen der Matriz [3]p bezeichnen.

BEWEIS. Dies folgt aus Satz VII.1.35,da f < 0 & —f > 0 und [-f]p =
—[B] 5. Beachte auch det(—C) = (—1)*det(C), fiir jede (k x k)-Matrix C. O
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VII.1.44. BEISPIEL. Betrachte die symmetrische Matrix
A= (‘21 5% ) e MY (R).

3 711

Fiir ihre Hauptminoren erhalten wir

— -12 3
det(=1)=—-1<0, det (3" %) =3>0, det(§:;:171>=—1<0,

also ist die Matrix A nach Korollar VII.1.43 negativ definit. Alternativ konnen
wir die assoziierte quadratische Form,

x xT t -1 2 3 xX 2 2 2
q<y):<y> <2 -5 —7)<y):—x —oy” — 112° + 4zy + 6z — 14yz,

z z 3 —7-11/) \z
auf vollstandige Quadrate ergénzen,

q(gé) = (2 -2y —32)2 —y* — 222 —2yz = —(z — 2y — 32)* — (y + 2)* — 2%,
und daraus schlieflen, dass sie negativ definit ist.

VII.1.45. BEMERKUNG (Lokale Extrema). Sei U C R" eine offene Teilmenge,
f: U — R eine C?-Funktion und y € U ein kritischer Punkt von f, d.h.

Dyf = (g5, 55 (w) =0.

2 2 . . .
Da -2L = 9/ st die Hessesche Matrix
Ox;0x; Ox;0x; )

02 92
pr el ()RR e vl (1)
Hy,f = : : ,
0?2 92
8:cngx1 (y> o 6xn8f:cn (y>

symmetrisch. Aus der Analysisvorlesung wissen wir: Ist die Hessesche positiv
definit, H, f > 0, dann ist y ein lokales Minimum von f. Analog folgt aus H, f < 0,
dass y ein lokales Maximum von f ist.

VII.1.46. DEFINITION (Sesquilinearformen). Sei V' ein komplexer Vektorraum.
Unter einer Sesquilinearform auf V' verstehen wir eine Abbildung

h:V xV —C,

die komplex linear in der zweiten Eintragung und komplex anti-linear in der
ersten Eintragung ist, d.h. es gilt

h(v,w+w') = h(v,w) + h(v,w'), h(v, \w) = Ah(v,w),
und B
h(v+ v, w) = h(v,w) + h(v',w), h(Av,w) = Ah(v,w),
fiir alle v,v",w,w" € V und A\ € C. Unter einer Hermiteschen Form auf V ver-

stehen wir eine Sesquilinearform h auf V', die symmetrisch in folgendem Sinn ist:
fiir alle v,w € V gilt:

h(w,v) = h(v,w).
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VII1.1.47. BEMERKUNG. Die Menge aller Sesquilinearformen auf V' bildet einen
komplexen Vektorraum beziiglich der Operationen

(h+ 1) (v,w) := h(v,w) + A (v,w)  und  (Ah)(v,w) := Ah(v,w).
Dabei bezeichnen h und A’ zwei Sesquilinearformen auf V, v,w € V und \ €
C. Die Menge der Hermiteschen Formen ist kein komplexer Teilraum, denn fiir
eine Hermitesche Form, h, ist h := ih keine Hermitesche Form, da ja h(w,v) =
ih(w,v) = ih(v,w) = —h(v,w). Die Hermiteschen Formen bilden jedoch einen
reellen Teilraum, d.h. fiir Hermitesche Formen h, ' auf V' und A € R sind auch
h + h' sowie A\h Hermitesche Formen auf V.

Ist A € M,,%,(C) eine komplexe Matrix, dann wird A* = At € My (C) als
die zu A adjungierte Matriz bezeichnet, d.h. (A*);; = A;;. Etwa gilt

. - 12
(2% 3 0) = (}?i _111‘31) :

Fiir die Adjungierte gelten folgende Rechenregeln, sieche Aufgabe 94:

(a) (A+ B)* = A* + B*, fiir alle A, B € M,,,x,(C).

(b) (AA)* = MA*, fiir alle A € M,,»,,(C) und X € C.

(¢) (AB)* = B*A*, fur alle A € My, (C) und B € M,,»,(C).

Eine quadratische Matrix A € M,,..,(C) wird Hermitesch oder selbstadjungiert

genannt, wenn A* = A. Die Menge der selbstadjungierten Matrizen bildet einen

reellen, aber keinen komplexen, Teilraum von M, ., (C).

VII.1.48. BEISPIEL (Sesquilinearform einer Matrix). Jedes A € M, ,(C) de-
finiert eine Sesquilinearform h 4 auf C”,

hy: C" x C" — C, ha(z,y) = x* Ay, x,y € C",
denn (z; + x9)*Ay = x5 Ay + 25 Ay, (\x)* Ay = \v* Ay, 2* A(y; + 1) = 2" Ay; +
x*Ayy und x*A(A\y) = Az* Ay, fir x, 21, 22,9, y1,y2 € C* und A € C. Die Zuord-
nung A <> ha liefert einen linearen Isomorphismus zwischen M, ., (C) und dem

komplexen Vektorraum aller Sesquilinearformen auf C". Die Sesquilinearform h 4
ist genau dann eine Hermitesche Form, wenn A* = A gilt.

VII.1.49. DEFINITION (Matrixdarstellung). Sei h: V xV — K eine Sesquiline-
arform auf einem n-dimensionalen komplexen Vektorraum V. Ist B = (by, ..., by,)
eine geordnete Basis von V', dann wird die Matrix [h|p € M, x,(C),

([Als),, = hlbi,by),  1<ij<n,
als Matrizdarstellung von h beziiglich der Basis B bezeichnet.

VII.1.50. PROPOSITION. Sei V' ein n-dimensionaler komplexer Vektorraum.
Jede geordnete Basis B von V' liefert einen linearen Isomorphismus, h <> [h]g,
zwischen dem Vektorraum der Sesquilinearformen auf V und M, (C). Insbe-
sondere ist h durch die Matriz [h]p eindeutig bestimmit,

h(v,w) = [v]5[h]s[w]s, v,weV,
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und zu jedem A € M, ,(C) ezistiert eine eindeutig bestimmte Sesquilinearform h
auf V' mit, sodass [h]p = A. Dariber hinaus ist h genau dann Hermitesch, wenn
(] = [h]B. Ist C eine weitere geordnete Basis von V', dann gilt

18] = T¢lBlcTes,
wobei Top € GL,(C) die Matriz zum Basiswechsel von B nach C' bezeichnet.

BEWEIS. Analog zum Beweis von Proposition VII.1.9. U

VIL.1.51. BEMERKUNG (Unitére Gruppe). Ist h: V xV — C eine Hermitesche
Form, dann bildet

UV, h) :={p € GL(V) | Vo,w € V : h(p(v), p(w)) = h(v,w)}

eine Gruppe. Ist V endlich dimensional, B eine Basis von V und A := [h|p, dann
schrinkt sich der Gruppenisomorphismus GL(V) = GL,(C), ¢ < [¢]|ss, siche
Bemerkung 1V.6.17, zu einem Gruppenisomorphismus,

U(V,h) =2 {X € GL,(C) | X*AX = A},
ein. Dies folgt aus Proposition VII.1.50, denn

und h(v, w) = [v][h]p[w].

VII.1.52. DEFINITION (Quadratische Form). Ist h: V x V' — C eine Her-
mitesche Form, dann wird ¢: V. — R C C, ¢q(v) := h(v,v), als die mit h
assoziierte quadratische Form bezeichnet. Beachte, dass h(v,v) reell ist, denn
h(v,v) = h(v,v). Auch ist ¢ homogen vom Grad zwei, d.h.

q(\v) = [M*q(v), AeC, veVl.

VII.1.53. PROPOSITION (Polarisierungsidentitit). Sei h: V x V. — C eine
Hermitsche Form und q(v) = h(v,v) die damit assoziierte quadratische Form.
Dann gilt

h(v,w) = 1 (q(v +w) — g(v — w)) + 15 (g(v + iw) — g(w — iw)).

Insbesondere kann die Hermitesche Form h aus der quadratischen Form q zuriick-
gewonnen werden.

BEWEIS. Durch direktes Nachrechnen, siehe Aufgabe 95. O
VII.1.54. BEMERKUNG. Aus der Polarisierungsidentitét erhalten wir
U(V,h) = {¢ € GL(V) | Vo € V : q(p(v)) = q(v)},

wobei ¢(v) = h(v,v) die mit h assoziierte quadratische Form bezeichnet.
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VII.1.55. DEFINITION (Definitheit). Eine Hermitesche Form auf einem kom-
plexen Vektorraum, h: V x V. — C, und die assoziierte quadratische Form,
q:V — R, q(v) = h(v,v), heiflen:

(a) positiv semidefinit, in Zeichen h > 0, falls h(v,v) > 0, fir alle v € V.
(b) positiv definit, in Zeichen h > 0, falls h(v,v) > 0, fiir alle 0 £ v € V.
(¢c) megativ semidefinit, in Zeichen h < 0, falls h(v,v) <0, fiir alle v € V.
(d) negativ definit, in Zeichen h < 0, falls h(v,v) <0, fir alle 0 #£ v € V.
(e) indefinit, falls es v,w € V gibt, sodass h(v,v) > 0 und h(w,w) < 0.

Eine Hermitesche Matrix A = A* wird positiv bzw. negativ (semi)definit genannt,
falls die assoziierte Hermitesche Form, hy: C*"xC" — R, ha(x,y) = x* Ay, positiv
bzw. negativ (semi)definit ist, d.h. A > 0 falls 2*Az > 0 fiir alle x € C*; A > 0
falls z*Ax > 0 fir alle 0 #£ x € C*; A < 0 falls z*Ax < 0 fiir alle z € C™; und
A <0 falls x* Az < 0 fiir alle 0 # x € C".

VII.1.56. BEISPIEL. Das standard innere Produkt auf C",

1
(x,y>=f1y1+-~-+fnyn=x*y:x*( )y z,y € C",
1

ist eine positiv definite Hermitesche Form auf C", denn

(z,2) = Zle’z = Z |z:]* > 0,
i=1 i=1
fiir jedes 0 # x € C".
VII.1.57. BEISPIEL. Die Abbildung
(—, =) Mysn(C) X Mppyun(C) — C, (A, B) :==tr(A*B)
ist eine positiv definite Hermitesche Form auf M, «,(C), denn

tI'(A*A) = ZZ/LJA” = Z Z |Aij|2 >0

j=1 i=1 j=1 i=1
fiir jedes 0 # A € M, (C).

VII.1.58. BEISPIEL. Ist I C R ein kompaktes Interval und bezeichnet C°(I, C)
den Vektorraum der stetigen, komplexwertigen Funktionen auf I, dann ist

() O X UL =T, (fg) = [ Tttt
eine positiv definite Hermitesche Form auf C°(I, C), denn
= [ FOf@)dt = 2q
(1) = [T@swa = [ Irwpao.
fiir jedes 0 # f € C°(I,C).
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VII.1.59. SATZ (Trégheitssatz von Sylvester). Sei V' ein n-dimensionaler kom-
plexer Vektorraum und h: V XV — R eine Hermitesche Form. Dann existiert
eine geordnete Basis B von V', sodass

Fiir jede solche Basis gilt
p = max{dim(W) | W Teilraum von V mit h|y > 0},
q = max{dim(W) | W Teilraum von V mit hly < 0}.

Insbesondere sind die Zahlen p und q unabhdngig von der Basis B. Das Paar
(p,q) wird als Signatur der Hermiteschen Form h bezeichnet.

Eine Hermitesche Form auf einem n-dimensionalen komplexen Vektorraum
ist genau dann positiv deifnit, wenn sie Signatur (n,0) hat. Sie ist genau dann
negativ definit, wenn sie Signatur (0,7n) hat. Die Menge der positiv definiten
Hermiteschen Formen ist konvex, und auch die Menge der negativ definiten Her-
miteschen Formen ist konvex.

VII.1.60. KOROLLAR. Zwei Hermitesche (n xn)-Matrizen A und B haben ge-

nau dann gleiche Signatur, wenn eine invertierbare Matriz S € GL,(C) existiert,
sodass B = S*AS.

VII.1.61. KOROLLAR. Sei h: V x V — C eine positiv definite Hermitesche
Form auf einem n-dimensionalen komplexen Vektorraum V. Dann existiert eine
Basis B von 'V, sodass |h|g = I, d.h.

h(v,w) = [v|z[w]g, v,we V.
Jede solche Basis liefert einen Gruppenisomorphismus,
UV,B) 2 U, :={A € Mpun(C) | A*A=1,}, ¢ < [¢lns.

VII.1.62. SATZ (Sylvester Kriterium). Sei V' ein endlich dimensionaler kom-
plexer Vektorraum. Eine Hermitesche Form h: V xV — R ist genau dann positiv
definit, wenn alle Hauptminoren der Matriz [h]p positiv sind, beziiglich einer (und
dann jeder) Basis B von V.

BEWEIS. Analog zum Beweis von Satz VII.1.42. U

VII.1.63. BEISPIEL. Wir wollen die Signatur der mit

(1 1+
A_(l—i 1)



