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assoziierten Hermiteschen Form hy(v,w) = v*Aw auf C? bestimmen. Durch
Ergénzen auf vollstindige Quadrate erhalten wir

q(i) — (5)(111 11Li) (5) =T+ gy + (1 +1)7y + (1 - i)gx

= (z+ (L+1i)y)(z+ (1 +i)y) — vy,
die Hermitesche Form h 4 hat daher Signatur (1,1). Aus obiger Rechnung folgt

(10 . 1 14
v*Av = q(v) = (Tw) (O _1) (Tw) mit T = (0 1 ) ,
also A =T*(} %) T, siehe Proposition VII.1.53, und daher

S*AS = <(1) _01) , wobei S=T"= <(1) _11_ 1) :

VII.2. Innere Produkte.

VIL.2.1. DEFINITION (Euklidische Vektorrdume). Unter einem inneren Pro-
dukt auf einem reellen Vektorraum V' verstehen wir eine positiv definite symme-
trische Bilineaform auf V', d.h. eine Abbildung (—, —): V' xV — R, mit folgenden
Eigenschaften:

(a) (v+ v, w) = (v,w) + V', w), (M, w) = Ao, w), fir alle v,v",w e V, A € R.
(b) (v, w —I—w> (v,w) + (v, W), (v, \w) = XNv,w), fir alle v,w,w € V, A € R.
(c) (w,v) = (v, w), fir alle v,w € V.

(d) (v,v) >0, furalleO%vEV

Ein reeller Vektorraum, der mit einem inneren Produkt ausgestattet ist, wird
Euklidischer Vektorraum genannt.®

VII.2.2. DEFINITION (Unitédre Vektorrdume). Unter einem inneren Produkt
auf einem komplexen Vektorraum V' verstehen wir eine positiv definite Hermi-
tesche Form auf V', d.h. eine Abbildung (—,—): V x V — C, mit folgenden
Eigenschaften:

(a) (v -+, w) = (v,w) + ¥, w), v, w) = o, w), fir alle v,v,w € V, X € C.
(b) (v,w +w') = (v,w) + (v,w'), (v, \w) = ANv,w), fir alle v,w,w" € V, A € C.
(c) (w,v) = (v, w), fir alle v,w € V.

(d) (v,v) >0, fiir alle 0 £ v € V.

Ein komplexer Vektorraum, der mit einem inneren Produkt ausgestattet ist, wird
unitirer Vektorraum genannt.’

Ist (—, —) ein inneres Produkt auf einem reellen oder komplexen Vektorraum,
so schreiben wir
[l == (v, 0),  weV.

8Diese Forderungen sind redundant, etwa liisst sich (b) sofort aus (a) und (c) folgern.
9Auch hier folgt (b) aus (a) und (c).
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Beachte, dass die Wurzel wohldefiniert ist, da (v,v) > 0. Beachte auch, dass
|v]|* = (v,v) = q(v) gerade die mit (—, —) assoziierte quadratische Form ist. Aus
den Propositionen VII.1.22 und VII.1.53 erhalten wir daher:

VII.2.3. PROPOSITION (Polarisierungsidentitéiten).
a) Fiir je zwei Vektoren v und w eines Euklidischen Vektorraums gilt:

(v, w) = 3 (v +w|” = [o]* = wl*) = ;(lv +w]* + v —w]*).
b) Fir je zwei Vektoren v und w eines unitiren Vektorraums gilt:
(v, 0) = (1@ +wll? = o = wlf? = ilo+ iw]? +illo - iw]?).
VIIL.2.4. BEISPIEL. Der Vektorraum R™ mit dem standard inneren Produkt,
(= =) R"xR" = R, (T,y) = 2101+ + TnYn,
ist ein Euklidischer Vektorraum mit Norm
l]* = fa1[* + - - + )
VII.2.5. BEISPIEL. Der Vektorraum C" mit dem standard inneren Produkt,
(=, —):C"xC" = C, (T,9) = Z1y1 + -+ + TnYn,
ist ein unitirer Vektorraum mit Norm
ll|* = faa " + -+ aa]

VII.2.6. BEISPIEL. Der Vektorraum der stetigen Funktionen auf einem kom-
pakten Intervall, C°(I, C), wir durch das innere Produkt,

(f,q) = / F@a(t)dt,

zu einem unitaren Vektorraum mit Norm

12 = / ().

VIIL.2.7. BEISPIEL. Der Vektorraum der quadratsummierbaren Folgen,
P={z:N=>C|}
ein Teilraum des Vektorraums aller Folgen, wird durch das innere Produkt

(@,y) == Ty, wy €PN, (VILS)

neN

neN |x”|2 < OO}’

zu einem unitaren Vektorraum mit Norm
]* = 2],
neN

Mit Hilfe der Cauchy—Schwarz Ungleichung, siehe Proposition VII.2.9 unten, lasst
sich zeigen, dass die Reihe (VII.8) absolut konvergent ist.
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VII.2.8. PROPOSITION (Satz von Pythagoras). Sei V' ein Fuklidischer oder
unitarer Vektorraum. Sind v,w € V mit (v,w) =0 so gilt

lv+wl* = {of|* + [Jw]*.
BEWEIS. Aus der Bilinearitdat des inneren Produkts folgt sofort
v+ w|)* = (v +w,v+w) = (v,0) + (v,w) + (w,v) + (w,w), = ||v||* + ||w|?
denn nach Voraussetzung ist (v, w) = 0 und daher auch (w,v) = (v,w) =0. O

VII.2.9. PROPOSITION (Cauchy—Schwarz Ungleichung). Sei V' ein Euklidi-
scher oder unitirer Vektorraum mit innerem Produkt (—,—). Dann gilt

[, 0)] < Ilollflwll, (VILY)

fir alle v,w € V. Gleichheit tritt in (VIL9) genau dann ein, wenn v und w linear
abhdngig sind.

BewEIs. O.B.d.A. sei v # 0. Setzen wir ¥ := <”vi;f|”2>v und w = w — ¥, dann gilt

2
w=o+w,  (@Bw) =0, ud |7]2= |<7ﬁ’ 1’|L|’2>| (VIL10)
Die erste Gleichung ist trivial, die dritte folgt aus
. - (v, w) (v, w) (v, w) (v, w) [ (v, w)?
912 = (5,5) = (S, ) = (v,0) = ,
[ol* " vl [ol* vl [o]|?
und die zweite via
~ N\~ _~~_<U7w> N2
<U7w> - <U7w> <U7U> - ||UH2 v, w ||UH
(v, w) e Jww)P
= (v, w) — [lo]” = —[[o[I* =0.
o] [0]|?

Aus den Relationen in (VII.10) und Proposition VII.2.8 erhalten wir
[ (v, w)[?

lwll® =llo +@)* = [|o]* + [[@]* > [|9]* = o2

also (VIL.9). Gleichheit kann nur eintreten, wenn @ = 0 gilt, d.h. wenn w ein
Vielfaches von v ist. U

VIIL.2.10. PROPOSITION (Dreiecksungleichung). Sei V' ein Euklidischer oder
unitdrer Vektorraum. Dann gilt fir alle v,w € V,

[o +wll < fJol] + flw]-
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BEWEIS. Aus der Bilinearitéit des inneren Produkts und der Cauchy—Schwarz
Ungleichung in Proposition VII.2.9 erhalten wir:

v+ wl||? = (v+w, v+ w)
= (v,v) + (v, w) + (w,v) + (w, w)
= [[o[* + (v, w) + (v, w) + [[w]?
= [lvll* + 2Re(v, w) + [Jw]|*
< ll* + 2[{v, w)| + [[w]f?
< ll* + 2[[v[[fw] + [Jw]?

2
= ([l + [lwll)".
Mit der Monotonie der Wurzel folgt daher ||v + w|| < ||v| + ||w]|. O
VIL.2.11. DEFINITION (Norm). Sei V' ein reeller oder komplexer Vektorraum.
Unter einer Norm auf V' verstehen wir eine Abbildung ||—||: V' — R mit folgenden
Eigenschaften:

(@) |lv+w| < |v] + ||w], fiir alle v,w € V. (Dreiecksungleichung)

(b) [|Av] = |Al]|v], fir alle v € V und A € R bzw. A € C.

() VweV:|v|=0=v=0."9

Unter einem normierten Vektorraum verstehen wir einen Vektorraum, der mit

einer Norm ausgestattet ist. Beachte, ||v]| > 0 fiir alle v € V', denn aus (a) und
(b) folgt 0 = [0} = [jv — || < [Jo[l + [[(=1)v]| = 2[|v[].

VII1.2.12. PROPOSITION. Sei V' ein Fuklidischer oder unitirer Vektorraum mit
innerem Produkt (—, —). Dann ist ||v|| = \/(v,v) eine Norm auf V', fir die die
Parallelogrammgleichung gilt, d.h. fir alle v,w € V' haben wir

lv + wlf* + v — wl|* = 2([[o]|* + [|w]]*).

BEWEIS. Die Dreiecksungleichung haben wir in Proposition VII.2.10 gezeigt.
Weiters gilt

[ = (Av, do) = A (v, 0) = [AP[ol® = (|Al]lo]])’,

also auch || Av|| = [A||v||. Ist |jv]| = 0, dann gilt (v,v) = 0, also v = 0 wegen
der positiv Definitheit des inneren Produkts. Aus der Bilinearitdt des inneren
Produkts erhalten wir:

lv+wl* = (v +w, v+ w) = o] + w]® + (v, w) + (w,v)
lv —wl* = (v = w,v —w) = [J]* + [|w]]* = (v, w) — (w,v)
Aufaddieren liefert die Parallelogrammgleichung. 0

VII.2.13. DEFINITION (Metrische Rédume). Unter einer Metrik auf einer Men-
ge X verstehen wir eine Abbildung d: X x X — R mit folgenden Eigenschaften:

10Aus (b) folgt sofort ||0] = 0, es gilt daher Yo € V : |[v]| =0 < v =0.



VII.2. INNERE PRODUKTE 217

(a) d(x,z) < d(x,y) + d(y, z), fiir alle z,y, z € X. (Dreiecksungleichung)

(b) d(z,y) = d(y, x), fir alle z,y € X. (Symmetrie)

(c) d(z,y) =0&z=y.

Unter einem metrischen Raum verstehen wir eine Menge X, die mit einer Metrik
ausgestattet ist. Beachte d(x,y) > 0 fiir alle z,y € X, denn aus (a), (b) und (c)
folgt 0 = d(x,z) < d(x,y) + d(y,x) = 2d(z,y).

VII.2.14. PROPOSITION. IstV ein normierter Raum, dann definiert d(v, w) :=
|w — vl eine Metrik auf V.

BEWEIS. Die Dreiecksungleichung folgt aus Definition VII.2.11(a),
dlu,w) = |lw—ul| = |lw—v+v—ul <|Jw—2|+ v —u| = dv,w)+ d(u,v).
Symmetrie folgt aus Definition VII.2.11(b),

d(v,w) = [[w =[] = [[(=1)(v = w)|| = [(=D|lv = w] = [[v — w]| = d(w, v).

Schliefllich gilt d(v,w) = 0 genau dann wenn ||w —v|| = 0, d.h. genau dann wenn
w — v = 0, siche Definition VIL.2.11(c). O

VII.2.15. BEMERKUNG. Nicht jede Norm kommt von einem inneren Produkt.

Etwa definiert

1/
2]l = (o1l + -+ o)

fiir jedes 1 < p < oo eine Norm auf R” bzw. C", die aber nur im Fall p = 2 der
Parallelogrammgleichung geniigt. Ist I ein kompaktes Intervall, so ist

151, = ([ 1cpae)”

eine Norm auf dem Vektorraum der stetigen Funktionen, C°(7, C) bzw. C°(I,R),
die im Fall p # 2 nicht der Parallelogrammgleichung geniigt. Auch die Supre-
mumsnormen

|2lloo == max{lan],....[anl}  bzw. | fllo = max]|f(t)]

auf C" bzw. C°(1, C) sind Normen die nicht der Parallelogrammgleichung geniigen
und daher nicht von einem inneren Produkt stammen. Ein weiteres wichtiges Bei-
spiel ist die sogenannte Operatornorm linearer Abbildungen ¢: V' — W zwischen
Euklidischen oder unitdren Vektorrdumen,

()]l
el = sup = sup [le(v)].

ozvev ||V veV, |v]|=1
Es lasst sich zeigen, dass im Fall dim(V) < oo dieses Supremum endlich ist
und eine Norm auf L(V, W) definiert, die i.A. nicht die Parallelogrammgleichung

erfiillt.
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VIIL.2.16. DEFINITION (Winkel). Ist V' ein Euklidischer Vektorraum und sind
v,w € V, v # 0 # w, dann gilt nach Proposition VIL.2.9 —1 < o) ] g

= [lllfwll
existiert daher ein eindeutiges o € [0, 71|, sodass'!

B (v, w)
os(@) = Tl

Diese Zahl o wird als Winkel zwischen v und w bezeichnet.
VII.2.17. PROPOSITION. Seien v # 0 # w zwei Vektoren eines Euklidischen
Vektorraums und o € [0, 7] der Winkel zwischen v und w. Dann gilt:
(a) a =0, genau dann wenn X\ > 0 existiert, sodass w = Av.
(b) a =m/2, genau dann wenn (v, w) = 0.
(¢c) a =m, genau dann wenn A < 0 ezistiert, sodass w = \v.
BEWEIS. Ist w = Av mit A € R, dann folgt A # 0 und

(v, w) (v, \v) v, v) A

cos(a) = = = - .

[olllfwll Nollixell Al A
Im Fall A > 0 erhalten wir cos(o) = 1 und daher a = 0. Im Fall A < 0 erhalten
wir cos(a) = —1, also @ = 7. Seien nun v # 0 # w beliebig und o = 0 oder

a =, d.h. cos(e) = 1. Dann gilt |(v,w)| = ||v|/||w||, nach Proposition VII.2.9
existiert daher A € R mit w = Av. Dies zeigt (a) und (c). Behauptung (b) ist
trivial, cos(mw/2) = 0. O

VII.2.18. BEMERKUNG (Cosinussatz). Sind v # 0 # w zwei Vektoren in einem
Euklidischen Vektorraum und bezeichnet o den Winkel zwischen v und w, so gilt
lv —w|[* = [lv]|* + [Jw]|* = 2 cos(a)]|v][[|w],

siehe Aufgabe 101.

VIIL.2.19. DEFINITION (Orthogonalitét). Sei V' ein Euklidischer oder unitérer
Vektorraum. Zwei Vektoren v, w € V werden orthogonal genannt, falls (v, w) = 0.
Wir schreiben in diesem Fall v L w. Ein Vektor v € V wird normiert genannt,
falls ||v|| = 1. Unter einem Orthonormalsystem in V verstehen wir ein System
von Vektoren v; € V, i € I, sodass (v, vj) = ¢, fir alle ¢, j € I. Eine Orthonor-
malbasis von V ist ein Orthonormalsystem, dass eine Basis von V' bildet.

VII.2.20. BEISPIEL. Die Standardbasen von R™ und C” sind Orthonormalba-
sen beziiglich der standard inneren Produkte, siehe Beispiel VII.2.4 und VIIL.2.5.
Fiir jedes 6 € R bilden die beiden Vektoren,

cos —sind
by = (sin@) und by = < cos 0 ) ’
eine Orthonormalbasis von R2.

UDer Cosinus schrénkt sich zu einer Bijektion cos: [0, 7] — [—1,1] ein.
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Eine Basis, B, eines endlich dimensionalen Euklidischen oder unitéren Vektor-
raums, V, ist also genau dann eine Orthonormalbasis, wenn die Matrixdarstellung
des inneren Produkts beziiglich B durch die Einheitsmatrix gegeben ist, d.h.

(v,w) = [v|[w]B, bzw. v]]? = [v][v]s, v,we V. (VIL.11)

Nach den Ergebnissen des vorangehenden Abschnitts besitzt jeder endlich dimen-
sionale Euklidische (Korollar VII.1.39) oder unitidre (Korollar VII.1.26) Vektor-
raum daher eine Orthonormalbasis.

Ein System von Vektoren by,...,b, in R" ist genau dann eine Orthonormal-
basis, wenn die Matrix A = (by|- - - |b,) orthogonal ist, d.h.

A€O0,={Ae M,,(R): A'/A=1,},

denn (AtA)ZJ = bzbj = <bl, bj> Etwa ist

cosf) —sind

sinf  cosf@ )’
fiir jedes # € R, eine orthogonale Matrix. Beachte, dass jedes A € O,, invertierbar
ist, A=t = A% es gilt daher auch AA* = I,,. Im vorangehenden Abschnitt haben
wir gesehen, dass O,, eine Untergruppe von GL, (R) bildet, sie wird die orthogona-
le Gruppe genannt, ihre Elemente werden als orthogonale Matrizen bezeichnet. Es
gilt det(A) = +1, fiir jede orthogonale Matrix A € O,, vgl. Aufgabe 109. Die De-
terminante liefert einen surjektiven Gruppenhomomorphismus, det: O,, — {£1},
wobei {£1} beziiglich Multiplikation als (abelsche) Gruppe aufgefasst wird. Sein
Kern,

SO, :={A €0, : det(A) = 1},

bildet eine Untergruppe von O, die als spezielle orthogonale Gruppe bezeichnet
wird. Es ldsst sich zeigen, dass O,, und SO,, kompakte Teilmengen von M,,«,(R)
sind, vgl. Aufgabe 108.

Analog ist ein System von Vektoren by, ..., b, in C" genau dann eine Ortho-
normalbasis, wenn die Matrix A = (by]---|b,) unitér ist, d.h.

A - Un - {A S Mnxn(c) . A*A = IN}>

denn (A*A);; = bib; = (b;,b;). Jedes A € U, ist invertierbar, A™' = A*, es gilt
daher auch AA* = I,,. Im vorangehenden Abschnitt haben wir gesehen, dass U,
eine Untergruppe von GL,(C) bildet, sie wird die unitire Gruppe genannt, ih-
re Elemente werden als unitire Matrizen bezeichnet. Es gilt | det(A)| = 1, fiir
jede unitare Matrix A € U,. Die Determinante liefert einen surjektiven Grup-
penhomomorphismus, det: U, — S := {z € C : |2| = 1}, wobei S! beziiglich
Multiplikation als (abelsche) Gruppe aufgefasst wird. Sein Kern,

SU, :={A €U, :det(A) =1},

bildet eine Untergruppe von U, die als spezielle unitire Gruppe bezeichnet wird.
Es lasst sich zeigen, dass U, und SU, kompakte Teilmengen von M, ,(C) =
C™ = R** sind.
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VII.2.21. LEMMA. Jedes Orthonormalsystem eines Euklidischen oder unitdren
Vektorraums ist linear unabhdingig.

BEwEIs. O.B.d.A. geniigt es endliche Orthonormalsysteme zu betrachten.
Sei also v, ..., v,, ein Orthonormalsystem in V. Weiters seien \; Skalare, sodass
AU+ -+ Ao, = 0. Fiir jedes ¢ = 1, ..., n, erhalten wir

0= (v;,0) = (vi, Ayvg + -+ - + Avn) = A (Ui, v1) + - -+ Ao, o) = A,

denn (v;,v;) = 0,5, fiir alle 1 < 4,5 < n. Dies zeigt, dass vy,...,v, linear un-
abhéngig sind. O

VII.2.22. PROPOSITION. Sei B = (by,...,b,) eine Orthonormalbasis eines
endlich dimensionalen Euklidischen oder unitdren Vektorraums V. Dann gilt

n <b17 U>
v = Z<bi’ v)b; bzw. [v]p = : ,
i=1 (bp, v)

und daher auch

lv]l* = Z (B und  (o,w) =Y (b o) (b w),

1=1

fiir alle v,w € V.

BEWEIS. Da B eine Basis von V' bildet, existieren Skalare \q, ..., \,, sodass
v=MAby + -+ \,b,. Es folgt

(i, v) = (bis 25y Aiby) = D0y Ailli, by) = D07y Ay = e
Die verbleibenden Behauptungen folgen aus (VII.11). O

VII.2.23. SATZ (Gram—Schmidt Orthonormalisierungsverfahren). Sei V' ein
Euklidischer oder unitdrer Vektorraum und vy,...,v, linear unabhdingig in V.
Dann bilden die rekursiv definierten Vektoren

_ v~ S by, vidb;
l[or = S5 by, vi)b;

ein Orthonormalsystem von V', das den selben Teilraum wie vy, . .., v, aufspannt.
Insbesondere ist der Nenner in (VI1.12) stets verschieden von Null. Ist vq,. .., v,
eine Basis von V', dann bildet by, ..., b, eine Orthonormalbasis von V.

bii

<i<n, (VIL12)

9 = =

BEwEIs. Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach n. Der Induktions-
anfang, n = 1, ist trivial, denn aus vy # 0 folgt ||vi|| # 0, also ist by = T wohl-

definiert, [|b;|| = 1 und (b;) = (vy). Fiir den Induktionsschritt diirfen wir nun
annehmen, dass bq,...,b,_1 ein wohldefiniertes Orthonormalsystem bildet, fiir
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das (by,...,by_1) = (v1,...,v,_1) gilt. Betrachten wir b, =, — Z;‘:—ll(bj, vn)b;,
dann gilt zunéchst

<b17‘ . ‘7bn—17bn> - <bl7 .. '7bn—17vn> - <U17 .. '7UTL—17UTL>7

wegen der linearen Unabhiingigkeit der Vektoren wvy,..., v, muss daher by +
0 sein. Daher ist b, = ”2—”” wohldefiniert und (by,...,b,) = (v1,...,v,). Nach
Konstruktion ist ||b,| = 1 und
n—1
<bk,bn> = <bk,Un> — <bj,’Un> <bk,b]> = <bk,’0n> — <bk,’0n> = O, 1< k< n,
=1 SN——
=0k;
also auch. (b, bn) = - (b b,) = 0, fiir alle 1 < k < n. O

VII.2.24. KOROLLAR. a) Jeder endlich dimensionale Euklidische oder unitdre
Vektorraum besitzt eine Orthonormalbasis.

b) Jedes Orthonormalsystem eines endlich dimensionalen Euklidischen oder
unitiren Vektorraums kann zu einer Orthonormalbasis erweitert werden.

BEWEIS. Sei also vy,...,v; ein Orthonormalsystem in V. Wir ergéinzen zu
einer Basis, vy, ..., Uk, Vg1, - . ., U, von V und wenden darauf das Gram—Schmidt
Orthonormalisierungsverfahren an. Dies liefert eine Orthonormalbasis by, ..., b,
von V. Da vy,...,v; ein Orthonormalsystem bildet gilt b, = v; fir i = 1,...,k,
vgl. (VIL.12). Dies zeigt (b). Behauptung (a) ist ein Spezialfall (k = 0), wir haben
die Existenz von Orthonormalbasen aber bereits im vorangehenden Abschnitt
(mit dhnlichen Methoden) gezeigt, vgl. die Korollare VII.1.39 und VII.1.26. O

VI11.2.25. BEISPIEL. Betrachte den Euklidischen Vektorraum R3 mit dem stan-
dard inneren Produkt und die von den Vektoren

3 6
v = 4 , Ug = 8
0 7

aufgespannte Ebene W = (v1,v,) in R®. Wir wollen eine Orthonormalbasis von
W bestimmen. Mit Hilfe des Gram—Schmidt Orthonormalisierungsverfahrens er-
halten wir

3
bl - U = 1 4
lodll 5\
6 3 0 7 0
= b
b2:U2—<b1,U2>b1: 8 —@ 4 = 0 y b2:~—2: 0
7] 2 \o 7 ol \ 1

Nach Satz VII.2.23 bildet daher b, b, eine Orthonormalbasis von W.
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VI11.2.26. BEISPIEL. Betrachte den Euklidischen Vektorraum R* mit dem stan-

dard inneren Produkt und den von den Vektoren
0 1

Vv =

Vg = V3 =

N = O W

1 2
21 3
3 0
aufgespannten Teilraum W = (v, vs, v3) von RY. Wir wollen eine Orthonormal-

basis von W bestimmen. Mit Hilfe des Gram—Schmidt Orthonormalisierungsver-
fahrens erhalten wir

0
U1 1 1
bl = — = —
o] V14 | 2
3
1 0 7 ) 7
~ 2 8 |1 1 10 2 1 10
2 (%) < 17U2> 1 3 14 2) 7 13 ) 2 ||b2H /—462 13
0 3 —12 —12
3 0 7 94
= 0 8 |1 10 10 1 1-26
bs = v3 — (b, v3)b1 — (b2, v3)by = 1l " 1al2] a2 | 13 33| —14
2 3 —12 18
) 94
b3 1 —26

b = — =
P bl 42T i

Nach Satz VII.2.23 ist daher b, by, b3 eine Orthonormalbasis von W.

VI1.2.27. BEISPIEL. Wir betrachten R? mit dem inneren Produkt

1 -2 1
(z,y) = 2" Ay, wobei A= |[-2 5 —4]|. (VIL.13)
1 -4 6

Aus dem Sylvester Kriterium folgt sofort, dass dies tatséchlich positiv definit
ist. Wir wollen eine Orthonormalbasis von R? bestimmen und wenden dazu das
Gram—Schmidt Orthonormalisierungsverfahren auf die Standardbasis eq, e5, e3 an.

€1

by

OO =

leall
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denn ||e(||* = e} Ae; = 1.

i 0 1 2 ; 2
62:62—<bl,62>61: 1 + 2 0 = 1 s b2:~—2: 1 s
0 0 0 12l \o
denn <b1,€2> = bﬁAe2 = —2 und H[;2||2 = l~)t2Al~)2 =1.
) 0 1 2 3
by = e3 — (bi,e3)by — (b2, es)ba = |0 =[O ] +2 1| =1[2],
1 0 0 1
~3 3
bg = —=— = 2 5
1bsll - \1

denn (by,e3) = btAes = 1, (by,e3) = biAes = —2 und ||bs||? = byAbs = 1.
Nach Satz VII1.2.23 ist daher by, by, b3 eine Orthonormalbasis von R? beziiglich
des inneren Produkts (VII.13).

VII.2.28. KOROLLAR (QR-Zerlegung).

a) Jede invertierbare Matriz A € GL,(R) lasst sich auf eindeutige Weise in
der Form A = QR schreiben, wobei Q € O, und R € M,«,(R) eine (invertierba-
re) obere Dreiecksmatriz mit positiven Diagonaleintrdagen ist.

b) Jede invertierbare Matriz A € GL,(C) ldsst sich auf eindeutige Weise in
der Form A = QR schreiben, wobei QQ € U, und R € M,,«,(C) eine (invertierba-
re) obere Dreiecksmatriz mit positiven (reellen) Diagonaleintrdigen ist.

BEWEIS. Wir zeigen nur (b), der erste Teil lidsst sich vollig analog bewei-
sen. Da die Matrix A = (v1| - - - |v,,) invertierbar ist, bilden ihre Spalten vy, ..., v,
eine Basis von C". Wenden wir darauf das Gram—Schmidt Orthonormalisierungs-
verfahren an, erhalten wir eine Orthonormalbasis b, ..., b, von C" und Skalare
T4, ..., 75 € C, sodass

vi =101+ -+ 1rib; und  ory > 0, (V1114)
fiir alle : = 1,...,n, siehe (VII.12). Die Matrix @ := (by|- - -|b,) ist unitér, denn
(Q*Q)U = b;kbj = <bz, b]> = 52’]’7 also Q*Q = In Offensichtlich ist

Tin = Tin
R =
Tnn

eine obere Dreiecksmatrix mit positiven reellen Diagonaleintrigen. Die Gleichun-
gen (VII.14) besagen gerade A = QR.

Um die Eindeutigkeit der Darstellung einzusehen, seien nun @1, ¢)> € U,, und
Ry, Ry zwei obere Dreiecksmatrizen mit positiven reellen Diagonaleintragen mit

QIRI = Q2R2-
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Es gilt daher
R=0Q,

wobei Q = (Q2)7'Q; € U, und R := Ry(R;)~! eine obere Dreiecksmatrix mit
positiven reellen Diagonaleintriigen ist.'?> Daraus erhalten wir R*R = Q*Q = I,,,
also R* = R~!. Beachte, dass R* eine untere Dreiecksmatrix ist und R~! eine
obere Dreiecksmatrix ist. Aus der vorangehenden Gleichheit schlieen wir, dass
R eine Diagonalmatrix sein muss. Aus R*R = I,, folgt, dass alle Diagonaleintrige
Absolutbetrag 1 haben. Da sie alle positiv und reell sind muss R = [,, gelten,
d.h. Ry = Ry. Somit auch @) = I, und )1 = Q». O

VI1.2.29. BEISPIEL. Wir wollen die QR-Zerlegung der Matrix

011 2
000 1
A= 213 -1
003 1

bestimmen. Wir wenden also das Gram—Schmidt Orthonormalisierungsverfahren
auf die Basis

0 1 1 2
|0 10 {0 - 1
V1 = 2 ) Uy = 1 ) V3 = 3 ) Vg = _1
0 0 3 1
an und erhalten:

0 1
b — u_ 0 by — vg — (b1, v2)by _ 0
T L] 27 Jlog — (br, va)bu | 0
0 0

0

by = vg — (b1, v3)by — (b2, v3)by _ 0

HU3 - <b17U3>bl - (b27U3>sz (1]
0
by — vy — (b1, 04)b1 — (b2, v4)by — (b3, v4)bs _ 1
||U4 - <51,U4>51 - <b2,U4>b2 - <b3,U4>b3|| 8

2Dje Menge der reellen bzw. komplexen oberen Dreiecksmatrizen mit positiven Diagonal-
eintridgen bildet eine Untergruppe von GL,,(R) bzw. GL,,(C), vgl. Aufgabe 112.
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Somit ist A = QR wobei

01 00 21 3 -1
B oo o1 P AR
0010 000 1

VII.2.30. DEFINITION (Orthogonales Komplement). Sei V' ein Euklidischer
oder unitédrer Vektorraum und X C V eine Teilmenge. Unter dem orthogonalen
Komplement von X verstehen wir den Teilraum

Xt={veV|VeeX:(z,v)=0}= ﬂ ker ((z, —)).

zeX

VII.2.31. LEMMA. Sei V' ein Euklidischer oder unitirer Vektorraum. Weiters
seien X, Y, Xy, Xy Teilmengen und W, Wy, Wy Teilrdume von V. Dann gilt:

(a) {0} =V.

(b) X C X+,

(¢c) X CY dann Y+ C X+,
(e) (X)+ =X+,

(f) Wnw ={0}.

(9) (Wi +Wo)t =W N ;.

BEWEIS. Die erste Aussage (a) ist trivial. Behauptung (b) folgt sofort aus:
(z,v) =0 < (v,z) = 0. Die Aussagen (c) und (d) sind trivial. Ad (e): Die eine
Inklusion, (X)+ C X+, folgt aus (c), denn X C (X). Um auch die umgekehrte
Inklusion, X+ C (X)* einzusehen, sei v € X+ und w € (X). Es existieren
daher z; € X und Skalare \;, sodass w = A\jv; + - - - + \,x,,. Mit der Bilinearitéat
des inneren Produkts erhalten wir (v,w) = A\ (v,x1) + -+ + A\ (v, 2,) = 0, da
ja (v,z;) = 0. Dies zeigt v € (X)*, fiir jedes v € X+, also X+ C (X)+. Ad
(f): Fiir v € W N W+ gilt (v,v) = 0 und daher v = 0. Behauptung (g) ist eine
Konsequenz von (d) und (e), denn Wy +Wy = (W, UW,) und daher (W;+ W)+ =
(WU W)t = (WL uWy)t =wWinwit. O

VII.2.32. SATZ (Orthogonalprojektion). Ist V' ein Euklidischer oder unitdrer
Vektorraum und W ein endlich dimensionaler Teilraum von V', dann gilt

V=WwaeWwh (VIL15)
Der mit dieser Zerlegung assoziierte Projektor, p: V. — W, wird Orthogonalpro-
jektion auf W genannt. Ist by, ..., by eine Orthonormalbasis von W, so gilt

p) => (bi,v)b;,  veEV (VIL16)

i=1
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Fiir jedes v € V st p(v) der eindeutig bestimmte Punkt in W mit kleinstem
Abstand zu v, d.h. es gilt

d(p(v),v) < d(w,v),
fiir jedes w € W, und Gleichheit tritt nur dann ein, wenn w = p(v). Der Punkt

p(v) € W mit kleinstem Abstand zu v ist daher durch v — p(v) € W eindeutig
charakterisiert.

BEWEIS. Sei by, ..., by eine Orthonormalbasis von W, vgl. Korollar VII.2.24.
Fiir die durch (VII.16) definierte lineare Abbildung p: V' — W gilt p|y = idy,
siehe Proposition VII.2.22, also ist p ist ein Projektor mit img(p) = W. Fiir seinen
Kern erhalten wir aus der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren by, ..., by,

k
ker(p) = ()b = {bry - bkt = (by,. . b s = W,
i=1

vgl. Lemma VII.2.31(e). Dies zeigt (VIL.15) und (VII.16), vgl. Proposition I1.5.8.
Nach dem Satz von Pythagoras, siehe Proposition VII.2.8, gilt fiir jedes w € W,

lv —wl* = [lv = p(v) + p(v) —wl* = v = pV)I* + [[p(v) — w|* = [l = p(V)]*,

denn v—p(v) € ker(p) = W+ und p(v)—w € W, also (v—p(v), p(v)—w) = 0. Dies
zeigt d(w, v) > d(p(v),v). Gleichheit kann nur dann eintreten, wenn ||p(v)—w||* =
0, d.h. w = p(v) gilt. O

VI1.2.33. KOROLLAR. Ist V' ein endlich dimensionaler Euklidischer oder uni-
tarer Vektorraum dann gilt fir jeden Teilraum W von V :
(a) dim(W+) = dim(V) — dim(W).
(b)) Wt =w.
(c) Wt={0}=W=V.
(d) (W, N Wy)t = Wit + Wit fiir je zwei Teilrdume Wi und Wy von V.

BEWEIS. Behauptung (a) folgt aus (VII.15) und einer bekannten Dimensions-
formel. Daraus erhalten wir auch dim(W++) = dim (W), also (b), daja W C W+t
nach Lemma VII.2.31(b). Behauptung (c) folgt dann aus {0}* = V, sieche Lem-
ma VII.2.31(a). Aus Lemma VII.2.31(g) erhalten wir

Wi+ WaH)t =Wt n st =win i,

und daher (W; N Wy)t = (Wit + WiH)H = Wit + W3t womit auch (d) gezeigt
ware. O

Ist W ein endlich dimensionaler Teilraum eines Euklidischen oder unitiren
Vektorraums V', und ist v € V, dann wird

d(v, W) := min d(v,w) = (v, p(v)) = [lo = p(v)]| = Hv =3 (b, 0)by

1=



