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der Abstand von v zum Teilraum W genannt. Dabei bezeichnet p: V- — W die
Orthogonalprojektion aus Satz VII.2.32 und by, ..., b, ist eine beliebige Ortho-
normalbasis von W. Offensichtlich gilt d(v, W) = 0 genau dann, wenn v € W.

VII.2.34. BEISPIEL. Wir wollen die Orthogonalprojektion auf den Teilraum
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von R? bestimmen, wobei R? mit dem standard inneren Produkt versehen sei.
Wir bestimmen zunéchst eine Orthonormalbasis von W in dem wir das Gram-—
Schmidt Orthonormalisierungsverfahren auf die beiden Vektoren
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Somit ist by, by eine Orthonormalbasis von W, die Orthogonalprojektion auf W
ist daher

1/v6 1/V/14
p(v) = (by,v)by + (by, v)by = BB'v, wobei B = (bi|by) = |1/v/6 3/V14
2/V/6 —2/14

Beziiglich der Standardbasis £ von R3 gilt daher
10 16 8

1
[p]EE = BBt = 4— 16 34 -4
8 —4 40



228 VII. EUKLIDISCHE UND UNITARE VEKTORRAUME

VII.3. Normale und selbstadjungierte Operatoren.

VIL.3.1. LEMMA. Sei V' ein FEuklidischer oder unitdrer Vektorraum. Dann
definiert

b: V — V™, b(v) = (v, —), (VIL.17)

eine injektive reell lineare Abbildung, die im unitiren Fall dariber hinaus komplex

anti-linear ist, d.h. b(Av) = b (v). Ist V' endlich dimensional, dann ist (VII.17)

ein reell linearer Isomorphismus, insbesondere existiert zu jedem o € V* ein
eindeutiger Vektor a € V', sodass b(a) = a, d.h. {a,v) = a(v), fir allev € V.

BEWEIS. Da das innere Produkt linear in der zweiten Eintragung ist, ist
(VIL.17) wohldefiniert. Die reelle Linearitdt von b folgt daraus, dass das inne-
re Produkt reell linear in der ersten Eintragung ist. Es gilt ker(v) = {0}, denn
aus b(v) = 0 folgt 0 = b(v)(v) = (v,v) = ||v||* also v = 0. Dies zeigt, dass b eine
injektive Abbildung ist. Im endlich dimensionalen Fall gilt dimg (V') = dimg(V™),
nach Korollar IV.2.11 ist b in diesem Fall also auch surjektiv. U

VIIL.3.2. PROPOSITION (Adjungierte Abbildung). Sei p: V. — W eine linea-
re Abbildung zwischen endlich dimensionalen Fuklidischen oder unitiren Vek-
torrdumen. Dann existiert eine eindeutige lineare Abbildung ¢*: W — V| sodass

(" (w),v) = (w, p(v)), (VIL18)

fiir alle v € V und w € W. Diese Abbildung p* wird als die zu ¢ adjungierte
Abbildung bezeichnet, sie macht folgendes Diagramm kommutativ:

W——V
bwlg glbv d.h. es ngt bvogo* :(ptobw,
W ==V
wobei by und by die (komplex antilinearen) Isomorphismen aus Lemma VIL.3.1

und o' W* — V* die duale Abbildung aus Proposition II1.4.3 bezeichnen. Fiir
jede weitere lineare Abbildung »: W — U gilt

o™ =, (o) = o), und id}, = idy .
Fiir zwei lineare Abbildungen @1, po: V- — W und jeden Skalar A haben wir
(o1 + @) =1 +¢5, und  (\p)" = A",
Sind B und C' Orthonormalbasen von V bzw. W, dann gilt
[ |Be = [¢los- (VIL19)
Schliefllich ist

1

ker(p*) = img(y) und img(¢*) = ker(p)*. (VIIL.20)
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BeEwEIs. Fiir alle v € V und w € W gilt
(" (w),v) =bv(p*(w))(v)

und
(w, p(v)) = dw(w)(p(v)) = (' bw(w)))(v).
Die Bedingung (VII.18) ist daher zu
by 0 * = @l oy
dquivalent. Somit wird durch ¢* := by,' 0! obyy eine Abbildung W — V' definiert,

die (VII.18) geniigt, und diese ist dadurch eindeutig bestimmt. Als Komposition
reell linearer Abbildungen ist * reell linear. Im unitdaren Fall gilt weiters

" (W) = by (' ow (W) = by (' (Mow (v)))
=y (A" b (v))) = Aoy (" bw (v))) = Ap™(v),
d.h. ¢*: W — V ist auch komplex linear. Aus (VII.18) erhalten wir (o*(w),v) =
(w, p(v)), es gilt daher auch
(v, " (w)) = (p(v),w), veV,weW. (VIL.21)
Somit (p**(v),w) = (p(v),w), fir alle v € V und w € W, also ¢** = ¢. Die
Gleichung idy, = idy ist trivial. Aus
(o) (w),v) = (w, (¥ op)(v)) = (w,d(p(v)))
= (V" (w), p(v)) = (¢"(¥" (W), v) = {(¥" 0 ¥")(w),v),
erhalten wir (1) o p)* = ¢* 0 9*. Analog folgt aus

(o1 + p2)"(w), v) = (w, (p1 + ¢2) (v)) = (w, P1(v) + 2(v))
= (w, p1(v)) + (w, p2(v)) = (p1(w), v) + (3(w), v)
= (i (w) + ¢5(w),v) = (] + ¥3)(w),v)
die Gleichung (1 + p2)* = @I + ¢5. Fiir jeden Skalar A gilt

(o) (w),v) = (w, (Ap)(v)) = (w, Ap(v))
= Mw, p(v)) = Me"(w),v) = (A" (w), v) = (Ag")(w),v)
also (A\p)* = A¢*. Sind B = (by,...,b,) und C = (cy, ..., ¢,) Orthonormalbasen
von V bzw. W, dann gilt,

o(b;) = Z<Cj7 o(bi))cj, also ([@]CB)]-Z- = (¢j, (b)),
j=1
siehe Proposition VII.2.22. Analog haben wir

n

pie)) =D (b ()b also ([¢'se),; = (b e™(cs)-

i=1
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Es gilt daher
([¢*]Bc),; = (bi, ™ (cs)) = (" (c)) bi) = {c;, (b)) = ([¢len)ii = (L)),

also [¢*]pe = [¢l&p. Fir jedes w € W gilt:

w € ker(p*) < ¢p*(w) =0
SYoeV:{(p'(w),v)=0

S Yo eV :(w, e))

() : (w,u) =0

Swe img(<p)L,

I
o

& Vu € img

und somit ker(¢*) = img(¢)t. Wenden wir dies auf p* an, erhalten wir

ker(p) = ker(p™) = img ("),

und daher auch ker(¢)* = img(p*)*+ = img(¢*), nach Korollar VI.2.33(b). O

VIIL.3.3. DEFINITION (Selbstadjungierte Abbildungen). Eine lineare Abbil-
dung ¢: V — V auf einem endlich dimensionalen Euklidischen oder unitédren
Vektorraum V' wird selbstadjungiert genannt, falls ¢p* = ¢ gilt, d.h. wenn

(p(v),w) = (v, p(w)), fiir alle v,w € V.

Im Euklidischen Fall werden selbstadjungierte Abbildungen auch als symmetri-
sche Abbildungen bezeichnet.

Eine lineare Abbildung ¢: V' — V auf einem endlich dimensionalen unitéren
Vektorraum V ist genau dann selbstadjungiert, wenn ihre Matrixdarstellung,
[¢] BB, beziiglich einer (und dann jeder) Orthonormalbasis B von V selbstadjun-
giert ist, d.h. wenn [p|;;5 = [¢]ss gilt. Dies folgt sofort aus (VIIL.19). Inbesondere
ist eine Matrix A € M,,,(C) genau dann selbstadjungiert, d.h. A* = A, wenn die
lineare Abbildung C* — C", x + Ax, beziiglich dem standard inneren Produkt
auf C" selbstadjungiert ist, denn die Standardbasis ist eine Orthonormalbasis. Die
Menge der selbstadjungierten Abbildungen V' — V' bildet einen reellen aber kei-
nen komplexen Teilraum von L(V, V). Die Komposition (nicht kommutierender)
selbstadjungierter Abbildungen wird i.A. nicht selbstadjungiert sein.

Eine lineare Abbildung ¢: V' — V auf einem endlich dimensionalen Eukli-
dischen Vektorraum V' ist genau dann symmetrisch, wenn ihre Matrixdarstel-
lung, [¢]Bg, beziiglich einer (und dann jeder) Orthonormalbasis B von V' sym-
metrisch ist, d.h. wenn [p|h5 = [¢]ps gilt, siehe (VIL19). Inbesondere ist ei-
ne Matrix A € M,,«,(R) genau dann symmetrisch, wenn die lineare Abbildung
R" — R"™, = — Ax, beziiglich dem standard inneren Produkt auf R symmetrisch
ist. Die Menge der symmetrischen Abbildungen V' — V bildet einen Teilraum von
L(V,V). Die Komposition (nicht kommutierender) symmetrischer Abbildungen
wird i.A. nicht symmetrisch sein.
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VIL.3.4. BEISPIEL. Ist ¢: V — V eine beliebige lineare Abbildung auf einem
Euklidischen oder unitdaren Vektorraum V', so ist pp*: V' — V selbstadjungiert,

kk %k

denn aus den Rechenregeln in Proposition VIL.3.2 folgt (p@*)* = @™ p* = pp*.

VIIL.3.5. BEISPIEL. Sei p: V — V eine beliebige lineare Abbildung auf ei-
nem Euklidischen oder unitéren Vektorraum V. Dann ist $(¢ + ¢*): V — V
selbsadjungiert, denn mit den Rechenregeln aus Proposition VII.3.2 erhalten wir:

(3l +¢) = 5(p+¢) = 5" +¢™) = 3(¢" +9) = 5(p + ¢).
Offensichtlich ist
p=3lp+9)+3(e—¢),
fiir die lineare Abbildung $(¢ — ¢*): V — V gilt

Gle—99)) =3 —¢) =3 —¢™) = 5" — ) = —3(p — ¢").
Lineare Abbildungen v: V' — V, fiir die ¢* = —1 gilt, werden anti-selbstad-
jungiert oder schiefsymmetrisch genannt. Jede lineare Abbildung ¢: V — V
lasst sich daher (in eindeutiger Weise) als Summe einer selbstadjungierten und
einer anti-selbstadjungierten linearen Abbildung schreiben. Die Abbildung ¢ —
%(<p+<p*) ist eine reell lineare Projektion auf den Teilraum der selbstadjungierten
linearen Abbildungen, und ¢ — (¢ — ¢*) ist die komplementére (reell lineare)
Projektion auf den Teilraum der anti-selbstadjungierten linearen Abbildungen.

VIIL.3.6. BEISPIEL. Ist W ein Teilraum eines endlich dimensionalen Euklidi-
schen oder unitdaren Vektorraums V', dann ist die Orthogonalprojektion, p: V' —
W C V, siehe Satz VII.2.32, selbstadjungiert. Um dies einzusehen, sei by, ..., b
eine Orthonormalbasis von W = img(p) und by, ..., b, eine Orthonormalbasis
von ker(p) = W+. Es ist dann B = (by, ..., b,) eine Orthonormalbasis von V, fiir
die [p]pp = (% §) gilt. Somit ist [p]pp = [p]}; und p also selbstadjungiert. Auch
die Spiegelung an W langs W+,

o: V=V, o =2p—idy,

ist selbstadjungiert, denn o* = (2p—idy)* = 2p* —id}, = 2p—idy = o. Alternativ
ldsst sich dies auch an der Matrixdarstellung von o ablesen, denn beziiglich der

Orthonormalbasis B oben gilt [0]pp = (Iok _ ISf}g), also [o]|55 = [0]BB-

VIL.3.7. LEMMA. Sei p: V — V eine selbstadjungierte lineare Abbildung auf
einem endlich dimensionalen unitiren Vektorraum, ¢* = ¢. Dann sind alle Fi-
genwerte von @ reell.

BEWEIS. Sei also 0 # v € V ein Eigenvektor zum Eigenwert A € C, d.h.
o(v) = Av. Dann gilt
Al = Mo, v) = (v, 20} = (v, ¢(v))
= (¢"(v), ) = {p(v),v) = (M, v) = Mo, v) = Aljv]]?,
also A = A, da ja ||v]||? # 0. Dies ziegt, dass A reell ist. O
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VII.3.8. DEFINITION (Normale Abbildungen). Sei V' ein endlich dimensionaler
Euklidischer oder unitdrer Vektorraum. Eine lineare Abbildung ¢: V — V wird
normal genannt, wenn ¢*p = pp*.

Offensichtlich ist jede selbstadjungierte Abbildung normal. Auch jede anti-
selbstadjungierte lineare Abbildung ist normal. Die Summe oder das Produkt
zweier (nicht kommutierender) normaler Abbildungen wird i.A. nicht normal sein.

VIIL.3.9. LEMMA. Fiir eine lineare Abbildung ¢: V — V auf einem endlich
dimensionalen Euklidischen oder unitdren Vektorraum sind folgende Aussagen
dquivalent:

(a) ¢ ist normal, d.h. *p = pp*.

(b) {p(v), p(w)) = {¢*(v), " (w)), fir allev,w € V.

(c) @)l = lle* ()l fir allev e V.

(d) Es gilt [o|55(0)l88 = [©lBBlP)SE, fir eine (und dann jede) Orthonormalbasis

B von V.

BewEIS. Die Aquivalenz (a)<(b) folgt aus

(@) (v),w) = (& (p(v), w) = {£(v), p(w))
und
(") (v), w) = (™ (v), w) = (¢*(v), p*(w)),

vgl. (VIL18) und (VIL.21). Die Aquivalenz (b)<(c) folgt aus der Polarisierungs-
identitét, sieche Proposition VII.1.53 bzw. VII.1.22, denn (p(v), @(w)) ist eine
Hermitesche (symmetrische) Form auf V' mit assoziierter quadratischer Form
lp(v)[1?, und (p*(v), p*(w)) ist eine Hermitesche (symmetrische) Form auf V'
mit assoziierter quadratischer Form [|p*(v)||?. Die Aquivalenz (a)<>(d) folgt aus

" vlee = [¢"|BBlYIBE = [PlBElP]BE
und

lee*sB = [¢]BBlY BB = [¢]BB[#]BSE,
vgl. Proposition VII.3.2. U

VIL.3.10. LEMMA. Sei V' ein endlich dimensionaler Fuklidischer oder unitdrer

Vektorraum und ¢: V' — V normal, d.h. p*¢ = @p*. Dann gilt:

(a) ker(¢) = ker(i2").

(b) Ist 0 # v € V' Eigenvektor zum FEigenwert \ von ¢, dann ist v auch Eigen-
vektor von ¢* mit Eigenwert X. Es gilt daher E = Ef*

(c) Sind X\ # p zwei verschiedene Eigenwerte von o, dann stehen die entspre-
chenden Eigenrdume orthogonal aufeinander, Ex L E,, d.h. fiir alle v € E)
und w € E, gilt (v,w) =0.

BeEwEIS. Aus Lemma VII.3.9(c) erhalten wir sofort (a). Um (b) einzusehen,
beobachten wir zunéchst, dass auch ¢ — Aidy: V' — V eine normale Abbildung
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ist, denn Aidy ist normal und kommutiert mit ¢, mit den Rechenregeln aus
Proposition VII.3.2 folgt daher:

(o = Aidv) (v = Aidy) = ¢ — (Midy) ¢ — *(Midy) + (Aidy)*(Aidy)
= " — p(Aidy)" — (Nidy)p" + (Aidy) (A idy)*
= (¢ = Aidy) (¢ — )\idv)*.

Aus (a) erhalten wir nun
EY =ker(yp — Aidy) = ker((¢ — Aidy)*) = ker(p* — Xidy) = Eé\o*,

und daher (b). Um (c) einzusehen, seien nun A # p zwei verschiedene Eigenwerte
von . Weiters seien v € E) und w € E,,, d.h. p(v) = Av und ¢(w) = pw. Nach
(b) gilt daher auch ¢*(v) = Av. Wir erhalten somit

(v, w) = (v, pw) = (v, p(w)) = (p*(v), w) = v, w) = A, w) = Ao, w),
folglich (i — A){v,w) = 0 und daher (v,w) =0, da ja u — X # 0. O

VIL.3.11. SATZ (Spektralsatz fiir normale Operatoren). Sei V' ein endlich di-
mensionaler unitirer Vektorraum. Fine lineare Abbildung p: V — V ist genau
dann normal, wenn eine Orthonormalbasis B von V' existiert, sodass [p|pp Dia-
gonalgestalt hat.

BEWEIS. Sei zunéchst B eine Orthonormalbasis von V', sodass [¢]gp Dia-
gonalgestalt hat. Dann gilt offensichtlich [p]5l¢les = [¢]BBlP]EE, nach Lem-
ma VII.3.9 ist ¢ daher normal.

Sei nun umgekehrt ¢: V' — V eine normale lineare Abbildung, d.h. ¢*p =
we*. Wir werden nun mittels Induktion nach dim(V') zeigen, dass eine Ortho-
normalbasis B von V existiert beziiglich der [¢|pp Diagonalgestalt hat. Der
Induktionsanfang, dim(V) = 0 ist trivial. Fiir den Induktionsschritt sei nun
dim(V) > 1. Da C algebraisch abgeschlossen ist, existiert ein Eigenwert A € C
von . Offensichtlich ist der Eigenraum FE) invariant unter ¢, d.h. p(F)) C E,.
Da ¢ mit ¢* kommutiert, ist £, aber auch unter ¢* invariant, denn fiir je-
des v € E, gilt p(p*(v)) = ¢*(p(v)) = ¢*(\v) = Ap*(v), also p*(v) € E\
und somit ¢*(E,) C E,. Daraus folgt nun, dass auch das orthogonale Kom-
plement, Ej-, invariant unter ¢ und ¢* ist: fiir alle w € Ey und v € E) gilt
nimlich (p*(w),v) = (w, p(v)) = 0 da ¢(v) € E), also ¢*(w) € Ky und daher
©*(Ey) C Ey; analog haben wir (v, p(w)) = (¢*(v),w) = 0 da p*(v) € E), also
o(w) € By und daher auch ¢(Ey) C Ey. Somit ist

V =E\®E}

eine unter ¢ und ¢* invariante orthogonale Zerlegung, vgl. Satz VII1.2.32. Fiir die
Adjungierte der Einschrinkung, ¢|py : Ey — Ej, erhalten wir daraus ¢}, =
A

©* p;-- Insbesondere ist auch ¥ o Ef — Ej5 eine normale Abbildung,

Pl eler = @ lppeley = (@) ey = (P )y = lpp@'lny = lprelp
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Nach Induktionsvoraussetzung existiert daher eine Orthonormalbasis B” von Ej-,
sodass [¢|pL]prpr Diagonalgestalt hat, denn dim(Ey) = dim(V) — dim(E)) <
dim(V), siehe Korollar VII.2.33(a). Bezeichnet B’ eine beliebige Orthonormalba-
sis von Ej, so gilt [¢|g, |y = A, wobel k = dim(E)), denn ¢|p, = Aidg,.
Folglich ist B = B’ U B” eine Orthonormalbasis von V', und

[SO]BB: [90|EA]B'B’ 0 _ Iy 0
0 [oles]Br B 0 [plgtlsrpr

hat Diagonalgestalt. 0

VIIL.3.12. KOROLLAR (Spektralzerlegung). Sei ¢: V — V eine normale Ab-
bildung auf einem endlich dimensionalen unitiren Vektorraum V. Dann ist ¢
diagonalisierbar und Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten stehen orthogo-
nal aufeinander. Bezeichnen Ay, ..., A\, die Figenwerte von @, dann zerfdallt V in
eine orthogonale direkte Summe der Figenrdume,

V=EFE\ @ @ E)\,

und es gilt
o =Mm+ - AT,

wobei m;: V' — Ey, CV die Orthogonalprojektion auf den Eigenraum zum Eigen-
wert \; bezeichnet. Diese Projektionen geniigen den Relationen:

. 2 . .
dy=m+---+m, =m =m=m;, mm=0=mm, %]

Insbesondere gilt dies alles fiir selbstadjungierte o, in diesem Fall sind dariber
hinaus alle Eigenwerte reell.

BeEweIs. Dies folgt sofort aus Satz VII.3.11, siche auch Lemma VII.3.10(c),
Satz VI.1.18, Proposition VI.1.16(e), Aufgabe 115 und Lemma VII.3.7. O

Fir Matrizen erhalten wir daraus:

VII.3.13. KOROLLAR. Sei A € M, x,(C) eine normale Matriz, d.h. A*A =
AA*. Dann emistiert eine unitire Matriz U € U, sodass U AU = U*AU Dia-
gonalgestalt hat. Insbesondere sind normale Matrizen diagonalisierbar und Ei-
genrdume zu verschiedenen FEigenwerten stehen orthogonal aufeinander. Ist A
selbstadjungiert, dann sind dariber hinaus alle Eigenwerte von A, und auch die
Eintrige der Diagonalmatriz UYAU, reell.

BEWEIS. Betrachte C" mit dem standard inneren Produkt, (z,y) = x*y.
Nach Lemma VIL.3.9 ist ¢: C" — C", ¢(x) := Az, eine normale Abbildung.
Nach Satz VIL.3.11 existiert daher eine Orthonormalbasis B = (by,...,b,) von
C", sodass [¢|gp eine Diagonalmatrix ist. Die unitdre Matrix U := (by|---|by)
hat daher die gewiinschte Eigenschaft. Bezeichnet ndmlich £ die Standardbasis
SO gllt [QO]EE = A, U= TEB und U_IAU = TE_E[QP]EETEB = [(p]BB. L]
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VIIL.3.14. SATZ (Spektralsatz fiir symmetrische Operatoren). Sei V' ein end-
lich dimensionaler Fuklidischer Vektorraum. Eine lineare Abildung p: V — V ist
genau dann selbstadjungiert (symmetrisch) wenn eine Orthonormalbasis B von
V' existiert, sodass [p|gp Diagonalgestalt hat.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass jede symmetrische Abbildung ¢: V' — V
einen (reellen) Eigenwert besitzt. Sei dazu B eine Orthonormalbasis von V. Dann
ist A= [plpp € Myxn(R) eine symmetrische Matrix, A" = A. Fassen wir A als
komplexe Matrix auf, A € M, +,(C), so gilt A* = A. Nach Korollar VII.3.13
besitzt A daher einen reellen Eigenwert, also hat auch ¢: V' — V einen re-
ellen Eigenwert. Damit ldsst sich der Satz nun vo6llig analog zum Beweis von
Satz VII.3.11 zeigen. O

VIIL.3.15. KOROLLAR (Spektralzerlegung). Sei ¢: V' — V eine selbstadjun-
gierte (symmetrische) Abbildung auf einem endlich dimensionalen Euklidischen
Vektorraum V. Dann ist ¢ diagonalisierbar und Figenrdume zu verschiedenen
Figenwerten stehen orthogonal aufeinander. Bezeichnen A1, ..., \; die (reellen)
FEigenwerte von o, dann zerfdllt V' in eine orthogonale direkte Summe der Ei-
genrdaume,

V=EFE, @ @ E)\,
und es gilt
o =Mm1+ -+ AT,

wobei m;: V' — Ey, CV die Orthogonalprojektion auf den Eigenraum zum Eigen-
wert \; bezeichnet. Diese Projektionen geniigen den Relationen:

. 2 . .
idy=m+---+m, 7w =m=mn;, mmn=0=mm, %]

VII1.3.16. KOROLLAR. Sei A € M, «,(R) symmetrisch, d.h. A* = A. Dann
existiert eine orthogonale Matriz U € O, sodass U YAU = U'AU Diagonalge-
stalt hat. Insbesondere sind reelle symmetrische Matrizen stets diagonalisierbar
und Figenrdume zu verschiedenen Eigenwerten stehen orthogonal aufeinander.

VII1.3.17. BEISPIEL. Die symmetrische reelle Matrix

A:

— — O
— O
O

hat charakteristisches Polynom p = det(A—z13) = —23+32+2 = —(2+1)?(2—2).
Nach Korollar VII.3.16 existiert daher eine orthogonale Matrix U € Og, sodass
-1
U'AU = U'AU = —1 : (VIL.22)
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Wir wollen nun eine solche Matrix U bestimmen. Fiir die Eigenrdume erhalten
wir zunéchst

1 11 1 0
Ei=ker(A+L)=ker (1 1 1) =(-1|,1 1]
1 11 0 —1
und
-2 1 1 1
Ey=%ker(A—2)=ker| 1 -2 1 | =(|1]).
1 1 =2 1

Durch Anwenden des Gram-Schmidt Orthonormalisierungsverfahrens erhalten
wir Orthonormalbasen der Eigenrdume,

1/v2 1/v/6 1/v3
Eqo=(-1/v2|, 1/v6 |) wd E,=([1/V3]).
0 —2//6 1/V3
Folglich ist
1/vV2  1V6 1/V3
U=|-1/vV2 1/V/6 1/V3
0 —2/V/6 1/V/3
eine orthogonale Matrix, die (VII.22) eriillt.

VII.3.18. BEISPIEL. Normale reelle Matrizen sind i.A. nicht diagonalisierbar.
Etwa ist die reelle Matrix
cosf) —sinf
(sin 60 cosf )

normal aber nicht selbstadjungiert, § € R\ 7Z. Da ihre Eigenwerte, cos§ +isin 6,
nicht reell sind kann sie iiber R nicht diagonalisierbar sein.

VII.4. Isometrien. Isometrien sind Liangen und Winkel bewahrende lineare
Abbildungen.

VIL.4.1. DEFINITION (Isometrien). Eine lineare Abbildung zwischen Euklidi-
schen oder unitdren Vektorrdumen, ¢: V' — W, wird Isometrie genannt, falls

<90(U1)790(U2)> = <U1,U2>7
fiir alle v, vy € V.

Offensichtlich ist die Komposition von Isometrien wieder eine Isometrie. Be-
achte auch, dass Isometrien stets injektiv sind, denn aus @(v) = 0 folgt 0 =

{p(v),(v)) = (v,v) = ||v]]?, also v = 0.
VII.4.2. LEMMA. Fir eine lineare Abbildung ¢: V — W zwischen endlich

dimensionalen Euklidischen oder unitiren Vektorrdumen sind folgende Aussagen
dquivalent:

(a) @ ist eine Isometrie.
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(b) ¢*p = idy.

(c) o)l = lvll, fir alle v e V.

(d) Fiir eine (und dann jede) Orthonormalbasis by, ..., b, von V bilden die Vek-
toren p(by), ..., p(b,) ein Orthonormalsystem in W.

Ist dim(V') = dim(W), so sind diese Bedingungen auch zu folgender dquivalent:
() pp* =idw.

BEWEIS. Aus (p(v1), (v2)) = ((¢*¢)(v1),v5) erhalten wir sofort die Aqui-
valenz (a)<(b). Aus der Polarisierungsidentitiit folgt die Aquivalenz (a)<(c),
denn (p(v1), p(v2)) ist eine Hermitesche/symmetrische Form auf V' mit assoziier-
ter quadratischer Form [|o(v)||?, und (v;,v,) ist eine Hermitesche/symmetrische
Form auf V' mit assoziierter quadratischer Form [|v||?. Die Implikation (a)=-(d)
ist offensichtlich. Um auch (d)=-(b) einzusehen, sei nun B = (b,...,b,) eine
Orthonormalbasis von V', sodass C' = (¢(by), ..., (b,)) ein Orthonormalsystem
in W bildet. Ergéinzen wir C' zu einer Orthonormalbasis C' von W, dann gilt also
l¢les = (). Wir erhalten

(el = (e lclelen = [elenlielon = (110) () = 1o = v

also ¢*p = idy. Damit ist die Aquivalenz der ersten vier Aussagen gezeigt.

Sei nun dim(V) = dim(W) und ¢: V. — W eine Isometrie. Da Isometrien
stets injektiv sind, folgt aus Dimensionsgriinden, dass ¢ ein Isomorphismus mit
Inverser ¢! = * ist. Es gilt daher auch pp* = ! = idy. Dies zeigt die
Implikation (a)=-(e). Analog folgt aus pp* = idy zuniichst p~! = ¢* und dann
©*p = p~lp = idy. Damit ist auch (e)=-(b) gezeigt. O

Nach dem vorangehenden Lemma bildet die Menge der Isometrien eines end-
lich dimensionalen unitidren Vektorraums V,

UWV)={p: V=V]go=idy} ={p: V =V | pp" =idv},

beziiglich Komposition von Abbildungen eine Gruppe, die die unitire Gruppe
des unitidren Vektorraums V' genannt wird. Wir werden Isometrien p: V. — V
auch als unitdre Abbildungen bezeichnen. Eine lineare Abbildung ¢: V' — V ist
genau dann unitir, wenn [¢|pp eine unitdre Matrix ist, beziiglich einer (und dann
jeder) Orthonormalbasis B von V. Jede Orthonormalbasis B von V liefert einen
Gruppenisomorphismus

U(V) = U, ¢ < |¢lBB,
wobei n = dim(V') und
U,={A€ M,s,(C)| A*A=1,} = {A € M,«,,(C) | AA* = I, }.

Beachte, dasss unitédre Abbildungen stets normal sind.
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Analog bildet die Menge der Isometrien eines endlich dimensionalen Euklidi-
schen Vektorraums V,

O(V):={p: VoV ]pp=idi} ={p: V=V |pp" =idy},

eine Gruppe, die als orthogonale Gruppe von V bezeichnet wird. Wir werden
Isometrien ¢: V' — V auch als orthogonale Abbildungen bezeichnen. Eine lineare
Abbildung ¢: V' — V ist genau dann orthogonal, wenn [¢]|gp eine orthogonale
Matrix ist, beziiglich einer (und dann jeder) Orthonormalbasis B von V. Jede
Orthonormalbasis B von V liefert einen Gruppenisomorphismus

O(V) = Oy, ¢ < [#lBs,
wobei n = dim(V') und
O, ={A€My,(R)| A'A=1,} = {A € M,,,,,(R) | AA" = I,,}.
Beachte, dass orthogonale Abbildungen stets normal sind.

VII.4.3. BEISPIEL (Spiegelungen). Sei V ein endlich dimensionaler Euklidi-
scher oder unitarer Vektorraum und W C V ein Teilraum. Es bezeichne o: V —
V, die Spiegelung an W lings W+, d.h. ¢ = 2p — idy, wobei p die Orthogonal-
projektion auf W bezeichnet. Wir haben weiter oben bereits gesehen, dass diese
Spiegelung selbstadjungiert ist, 0* = o. Offensichtlich gilt aber auch ¢? = idy,
und daher o*o = idy . Jede solche orthogonale Spiegelung ist daher eine Isometrie,
also unitédr bzw. orthogonal.

VII.4.4. BEISPIEL (Drehungen). Sei V' ein endlich dimensionaler Euklidischer
Vektorraum, E C V ein 2-dimensionaler orientierter Teilraum und 0 € R. Wei-
ters sei by, by eine positiv orientierte Orthonormalbasis von E. Wir ergédnzen zu

einer Orthonormalbasis B = (by, bg, b3, ..., b,) von V und definieren eine lineare
Abbildung

cost) —sind
PV =V, durch (%] = | sin@ cos@
In—2

Es lésst sich zeigen, dass dies nicht von der Wahl der Orthonormalbasis abhéngt,
vgl. Aufgabe 120. Offensichtlich ist pf% eine orthogonale Abbildung, (p%)* 0% =
idy, denn die definierende Matrix ist orthogonal. Die Abbildung p% ist eine Dre-
hung in £ um den Winkel 6, die Punkte in £+ werden festgelassen.

VII.4.5. KOROLLAR. Sei V' ein endlich dimensionaler unitdrer Vektorraum
und p: V. — V unitir. Dann existiert eine Orthonormalbasis B von V', sodass
l¢lgp eine Diagonalmatriz ist, deren Diagonaleintrdge alle Absolutbetrag Eins
haben. Insbesondere ist p diagonalisierbar, alle Eigenwerte haben Absolutbetrag
Eins, und Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten stehen normal aufeinander.
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BEWEIS. Sei A € C ein Eigenwert von ¢ und 0 # v € V ein entsprechender
Eigenvektor, d.h. ¢(v) = Av. Mit Lemma VII.4.2 folgt

[All[oll = [l = lle ()l = vl

also [\| = 1. Somit haben alle Eigenwerte einer unitdren Abbildung Absolutbetrag
Eins. Da unitdre Abbildungen auch normal sind, p*¢ = idy = @p*, folgt das
Korollar daher aus Satz VII.3.11 bzw. Korollar VII.3.12. 0

Orthogonale Abbildungen sind i.A. nicht diagonalisierbar, etwa ist die durch

die Matrix
cosf@ —sinf
A= (sin@ cos 6 )

definierte Drehung, R? — R?, z +— Agz, fiir 6 € R\ Z nicht diagonalisierbar, da
ihre Eigenwerte, cos + isin 6, nicht reell sind.

Fiir jeden Einheitsvektor a € V, |la|]| = 1, eines Euklidischen Vektorraums
bezeichnen wir mit o,: V — V die Spiegelung an der Hyperebene a* lings (a),

0u: V=V, o.(v) =v —2(a,v)a, veV.
Dies ist eine orthogonale Abbildung, o, € O(V), denn o2 = idy und o = o,.

VIL.4.6. SATZ. Sei p: V. — V eine orthogonale Abbildung auf einem n-
dimensionalen Euklidischen Vektorraum, d.h. p*¢ = idy. Dann existieren 0 <
k < n und normierte Vektoren ay,...,ar € V, sodass

gp:o’alo...ogak

d.h. ¢ lisst sich als Komposition von héchstens n orthogonalen Spiegelungen an
Hyperebenen schreiben.

BeEwEIs. Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach n. Der Induktions-
anfang, n = 0, ist trivial. Fiir den Induktionsschritt diirfen wir 0.B.d.A. ¢ # idy
annehmen. Es existiert daher 0 # w € V, sodass p(w) # w. Die mit dem Ein-
heitsvektor

R

lp(w) —w

assoziierte Spiegelung geniigt o,(w) = ¢(w), denn aus

-

(w+ p(w), w — p(w)) = |Jwl|? —Jw(w)lli—@m w(w)>v+ (p(w), w) =0
erhalten wir

w = 1w+ p(w)) + I(w — p(w)),
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Somit ist ¢ = o, € O(V) und ¥(w) = w. Wegen der Orthogonalitit von )
ist auch die Hyperebene W := w' invariant unter 1, und die Einschrinkung,
Ylw: W — W, ist offensichtlich wieder orthogonal, d.h. ¥|y, € O(W). Nach
Induktionsvoraussetzung existieren 0 < k < n und ao, ..., ar € W, sodass |y =
a ... oW wobei agi/: W — W die Spiegelungen in W bezeichnen. Da o, |y =
or, 04, (w) = w und ¢(w) = w gilt daher auch ¢ = oy, - - - 0,, und wir erhalten

a2 ag
k
die gewiinschte Darstellung, ¢ = 0,9 = 0,04, - - 0, 0

P

VIL.4.7. SATZ. Sei V' ein endlich dimensionaler Euklidischer Vektorraum und
f: V. = V eine beliebige Abbildung, sodass d(f(v), f(w)) = d(v,w), fir alle
v,w € V. Dann ist f eine affine Isometrie, d.h. es existiert o € O(V) und b € V,
sodass f(v) = p(v) + b, fir allev e V.

BEWEIS. Seib:= f(0) und p: V =V, p(v) := f(v) —b. Es geniigt zu zeigen,
dass ¢ eine lineare orthogonale Abbildung ist. Nach Voraussetzung an f gilt

lo(w) — )| = ||lw —v]|, fir alle v,w € V, (VIIL.23)

denn [o(w) — ()[| = |[f(w) = f(v)[| = d(f(v), f(w)) = d(v,w) = [[w = v]. Da
©(0) = 0, gilt daher auch

le(@)] = []v], fiir alle v € V. (VIL.24)
Die Polarisierungsidentitit in Proposition VII.2.3 lédsst sich in der Form
—2(v,w) = [lw —v|* = [lv]I* = [Jwl]l?,
schreiben, aus (VII.23) und (VII.24) erhalten wir daher
(p(v), p(w)) = (v,w), tir alle v,w € V, (VIL.25)

denn —2{p(v), p(w)) = [lp(w) =) |* = llp@)|I* = llpw)[* = lw—v|* = v]* -
|w||* = —2(v, w). Sei nun by, ..., b, eine Orthonormalbasis von V. Nach (VII.25)
ist daher auch ¢(by1), ..., p(b,) eine Orthonormalbasis von V. Es gilt daher

n n

p(v) =D {p(bi), () p(bs) = > (bi, v)e(bi),

i=1 i=1

folglich ist ¢ eine lineare Abbildung. Da ¢ die Orthonormalbasis by, ..., b, auf
die Orthonormalbasis ¢(by),. .., ¢(b,) abbildet, ist ¢ auch orthogonal. O



